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puncte aufgehéingt ist, der Balken bei dem kleinsten Uebergewichte p sogleich
aus der horizontalen in die verticale Lage iibergeht. Ausserdem wire
dabei fiir jede richtige Abwiigung, d. i. fiir W = P und p = 0, sofort

0
tang o = o Zum Zeichen, dass dabei der Balken in jeder Lage ruhen

kann und nicht nothwendig, wie es die zweite Bedingung (§. 90) fordert,
horizontal stehen muss.

Wollte man endlich den Schwerpunct des Balkens, bei der Voraus-
setzung von b = 0 tiber den Punct C legen, so miisste ¢ negativ genommen
werden, wodurch dann auch tang « negativ wiirde, also der Winkel & in
den 2ten oder 4ten Quadranten fiele, zum Beweis, dass der Balken bei
dem kleinsten Zulagegewicht »p umschlagen wiirde.

Ausfiihrlicheres hieriiber, sowie iiber Wagen iiberhaupt, findet man in
unserer Abhandlung in Prechtl’s technol. Encyklopiidie im 20. Bande.

Widerstand dér Materialien.

(§. 126.)
30. Um sich von dem Widerstande fester Korper gegen jede

Volums- oder Forminderung einen nur einigermassen richtigen
Begrift zu machen und um die dabei auftretenden Gesetze zu
formuliren, geht man heute von der Ansicht oder Hypothese aus,
dass diese Korper aus Gruppen von Atomen oder aus Moleciilen
zusammengesetzt sind, die durch zweierlei Krifte, nimlich an-
ziehende und abstossende, in bestimmten Entfernungen von ein-
ander im Gleichgewichte erhalten werden. Von diesen sogenannten
Molecularkraften geben sich durch ihre Reaction die ersteren oder
anziehenden zu erkennen, wenn man durch dussere Krafte diese
Entfernungen vergrossern, die letzteren oder abstossenden hin-
gegen, wenn man diese Entfernungen vermindern will.

Insoferne die Molecularkrafte die Moleciile in gewissen Ent-
fernungen von einander halten, widersetzen sie sich jeder Volum s-
verinderung; insoferne sie aber diese auch in gewissen relativen
Positionen erhalten, widersetzen sie sich zugleich auch jeder Form-
dnderung eines festen Korpers.

Dieser Widerstand der Molecularkrafte oder ihrer Resul-
tirenden gegen jede Volums- oder Formanderung ist aber noth-
wendig eine Function dieser Veranderung selbst und verschwindet
innerhalb gewisser Grenzen nur dann, wenn diese Veranderung
selbst Null ist; diese Grenzen heissen die Elasticitatsgrenzen
des Korpers, welcher innerhalb dieser Grenzen elastisch genannt
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wird. Hieraus folgt, dass das Gleichgewicht der Molecularkrifte
innerhalb dieser Grenzen ein stetiges ist, indem die Moleciile nach
dem Aufhéren jener dusseren Krafte, welche die Volums- oder
Forminderung bewirkt haben, wieder in ihre urspriingliche Lage

zuriickkehren.

a) Widerstand der Kirper gegen das Zerreissen oder
Zerdriicken.
(Absolute und riickwirkende Festigkeit.)
(§§. 127 u. 148))

51. Zur Bestimmung des Widerstandes fester Korper gegen
das Zerreissen oder Zerdriicken geht man am cinfachsten von der
Hypothese der parallelen Schichten aus, indem man sich
vorstellt, dass die Korper aus parallelen Schichten von Moleciilen
bestehen, deren Schwerpuncte simmtlich in der auf diesen Schich-
ten normalen Lingenachse liegen. Wirken nun gegen die beiden
cbenen, mit diesen Schichten ebenfalls parallelen Endflachen des
Korpers nach der Richtung oder parallel mit dieser Achse (also
normal auf die genannten Schichten) gleichmassig vertheilte Krafte,
deren Resultanten in diese Achse fallen und sich im Gleich-
gewichte halten; so werden je nach dem Sinne, nach welchem
diese beiden resultirenden Kriifte wirken, diese Schichten von
einander entfornt oder einander genihert. Die dadurch zwischen
je zwei aufeinander folgenden Schichten hervorgerufenen oder in
Thitigkeit gesetzten Molecularkrifte (beziehungsweise anziehend
und abstossend) haben in jeder dieser Schichten eine ebenfalls in
die Achse des Korpers fallende Mittelkraft. Bezeichnet man diese
mit R, die urspriingliche Entfernung zweier Schichten durch zo,
und die jetzige nach Einwirkung der erwihnten ausseren Krafte
durch z; so wird nach der obigen Bemerkung (50.) die Kraft R
eine Function von z — 2, und zwar von solcher Beschaffenheit
sein, dass sie innerhalb der Elasticititsgrenze mit dieser Differenz
¢ — z, zugleich verschwindet.

Man nennt die abgeleitete oder derivirte Function von R, d. i.
%—lj (Comp. §. 630) die Steifheit des Korpers und betrachtet

diese, wenn die Differenz Az =2z —2, DUr sehr gering ist, als
constant, indem die Erfahrung gezeigt hat, dass sich die Steifig-
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keit eines Korpers innerhalb der Elasticitatsgrenze nur sehr wenig
a i ¢ 4dR
andert. Setzt man daher innerhalb dieser Grenze =, =4, Wo a

eine constante Grosse bezeichnet, so wird R — aX Az = a(z—z,)
und es lisst sich daher die genannte Resultante der zwischen
zwei aufeinander folgenden Schichten in der Flicheneinheit wir-
kenden Molecularkrifte innerhalb der Elasticitatsgrenzen durch
R = a(z—2) ausdriicken. Da man aber ferner die Intensitit
dieser Kraft 2 auch dem Flicheninhalt dieser Schichten innerhalb
des Wirkungskreises der Molecularkrifte proportional annehmen
kann, so wird man, wenn der Flicheninhalt dieser Schichten durch
© bezeichnet wird, diese Resultirende endlich wenigstens annithe-
rungsweise durch :
R=aw(z—z)...(a)
ausdriicken konnen. :

52. Ist nun ! die urspriingliche Linge des betreffenden
Korpers und sind 4+ 7 und — P die Resultirenden der auf die
beiden Endflichen normal, nimlich nach der Lingenachse wirken-
den dusseren Krifte, sowie endlich /7 die dadurch in dem Korper
bewirkte Ausdehnung oder Zusammendriickung; so hat man fiir
den Zustand des Gleichgewichtes, nach der vorigen Relation ():

“w

R=aw(z—z)=do' ({—2) = d'e"('— ) =. ..

mithin: Z(z—zy) =Adl= ])2(515)'
Ist der Kérper homogen, so ist, wegen a=a'=a’=. .
(und 2, = 2; = 2{=...) sofort:

a1=P.22(}).
a (7]
Bezeichnet man nun den Abstand irgend eines der Quer-
schnitte @ von der einen Endfliche des Korpers durch # und

bemerkt, dass wenn die Anzahl der in X (B]) zu summirenden

Glieder gleich n gesetzt wird, sofort n =z£ ist, so kann man
(]

im vorigen Ausdruck das Summen- mit dem Integralzeichen ver-
l a . .
tauschen, und 21_ f %I statt 27(;1)) setzen; dadurch geht die vorige
°J o

Gleichung in die folgende iiber:
Pt

2
az (0]
°J o



wobei @ eine Function von z ist. Setzt man das bloss von der

Materie des Korpers abhingige Product az, = I, so erhilt man
; P ('

endlich: Al=%| =...())

m---

und es wird £ der Coefficient oder Modul der Elasticitat
des betreffenden Korpers genannt.

53. Ist z. B. als einfachster Fall der Korper ein gerades

- l l

s . i dz 1 l

Prisma, so ist dafiir @ constant und daher | — = 5_[ de = —,
0 0

o1 Bl
mithin : A — E'E’"'(z)7

d. h. die Ausdehnung oder Zusammendriickung des Prisma ist
innerhalb der Elasticititsgrenze der ausdehnenden oder zusammen-
driickenden Kraft und der Linge des Prisma direct und dem
Querschnitte desselben umgekehrt proportional (§. 128).

Setzt man die auf die Flicheneinheit des Querschnittes ent-
fallende, noch innerhalb der Elasticitatsgrenze licgende Belastung

. . . l
§: p, so ist [vorige Relation (2)] d—] =I£ﬂ (B), oder wenn man
das Verhiltniss der Ausdehnung des Prisma zur urspriinglichen
Lange desselben innerhalb dieser Grenze, d. i it

7 = s setzt,
auch £ = i—J

Konnte nun, ohne dass diese Grenze uberschritten wiirde
(was jedoch nur fictiv ist), 41 =1, d.i. s = 1 sein, so wire dem
Gewichte nach ausgedriickt: & = p.

54. Aus der vorigen Relation (B) folgt fiir die Kraft, welche
ein Prisma vom Querschnitt = 1 und der Lange ! um die noch
innerhalb der Elasticititsgrenze liegende Grosse 41 ausdehnt oder

zusammendrickt: p = FE ATZ im0 13

Lasst man nun diese Kraft p bis zur Elasticitiatsgrenze zu-
nehmen (wodurch also 4! an jene Grenze ankommt, iiber welche
hinaus das Prisma nicht mehr genau auf seine urspriingliche Linge
zuriickgeht) und bezeichnet diesen Grenzwerth, insoferne das
Prisma dabei auf Ausdehnung oder Zusammendriickung in An-
spruch genommen wird, beziehungsweise durch 7, und 7}; so
werden diese beiden Werthe respective Coefficienten der abso-
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luten und ritck wirkenden Tragfihigkeit (wohl auch Trag-
modul der Zug- und Druckfestigkeit) genannt; dabei darf jedoch
im letzteren Falle das Prisma nicht so lang sein, dass durch die
Einwirkung der Kraft 7, eine Biegung eintritt.

‘Werden endlich fiir die Belastung p diese Werthe 77, und
T, folglich auch die Elasticitiitsgrenze iiberschritten, so tritt eine
permanente Aenderung in der Lage der Moleciile des Prisma ein
und es darf dann der Elasticitits-Coefficient % nicht weiter mehr
als constant angenommen werden. Bezeichnet man in diesem
Falle die kleinsten Werthe von p, bei welchen der Kérper iiber-
haupt noch zerrissen oder zerdriickt wird, bezichungsweise mit
F,und F,; so heissen diese Werthe Coefficienten der abso-
luten und riickwirkenden Festigkeit (Bruchmodul fir
Zug und Druck). Auch hier wird vorausgesetzt, dass beim Zer-
driicken keine Biegung des Korpers eintritt.

b) Widerstand der Korper gegen Biegung.

(§. 142.)

55. Betrachtet man einen prismatischen Korper ¢'N (F ig. 48)
von durchaus gleichen Querschnitten, welcher horizontal an dem
einen Ende eingemauert oder unverinderlich befestigt, und am
anderen durch eine lothrecht wirkende Last oder Kraft Q gebogen
wird; so werden die gegen die convexe Seite CV zu liegenden
Langenfasern oder Schichten (aus denen man sich den Korper
bestehend denken kann) ausgedehnt, und jene gegen die concave
Seite 'V’ hin liegenden zusammengedriickt. Zwischen diesen
nun liegt jene sogenannte neutrale Langen- oder Achsenschichte
D@, welche ihre urspriingliche Liange beibehalt, also weder aus-
gedehnt noch zusammengedriickt wird und sofort, wenn die Biegung
in verticalen Ebenen, wie CC'NN' statt hat, eine horizontale
Cylinderflaiche D E F G bildet.

Denkt man sich in einer beliebigen Entfernung 40 = z vom
Angriffspuncte der Kraft Q einen Querschnitt acb¢ normal aut
die Lingenachse des Prisma, so durchschneidet derselbe die neu-
trale Schichte nach der horizontalen Geraden ab, und es werden
sonach alle diesen Querschnitt itber ab schneidenden Schichten
des Prisma ausgedehnt und jene unterhalb a4 liegenden zusammen-
gedriickt; dadurch werden aber in diesem Querschnitt Molecular-
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krifte thitig oder hervorgerufen, welche oberhalb ab anzichend,
wie 8 in Fig. 49, und unterhalb dieser Geraden abstossend, wie
T wirken. Diese Krifte konnen in horizontale, mit der Lénge
des Prisma parallele, wie s und ¢, und in verticale Componenten,
wie § und ¢ zerlegt werden.

Ausserdem machen sich bei einer starken Biegung des Kor-
pers noch Krifte geltend, welche in dem Querschnitte acb ¢’ selbst
liegen und einem Abgleiten (Abreissen) oder einer Verschiebung
des Korpers in diesem Querschnitte widerstehen; auch diese Krafte
(wie V) konnen nach horizontalen (parallel mit der Lénge des
Prisma) und verticalen Richtungen (wie v und v") zerlegt werden.

Soll nun unter allen diesen, auf den zwischen den Quer-
schnitten /NN’ und acb¢ liegenden Theil des Prisma (Fig. 48)
wirkenden Kriften das Gleichgewicht bestehen, so miissen offenbar
folgende Bedingungen stattfinden:

1. Muss die (algebraische) Summe aller verticalen Com-
ponenten der Kraft @ gleich sein.

2. Muss die Summe der genannten horizontalen Componenten
gleich Null sein. :

3. Muss endlich die Summe der statischen Momente dieser
horizontalen und verticalen Krifte in Bezug auf die Gerade ab
gleich sein dem Momente der Kraft () auf dieselbe Gerade bezogen.

Anmerkung. Was die zuletzt erwithnten, im Querschnitt acbc’ (Fig. 48) oder
cc (Fig. 49) selbst liegenden Widerstandskriifte V' betrifft, so fillt bei so
geringen Biegungen, wie sie hier durchaus vorausgesetzt werden und auch
bei wirklichen Constructionen nicht iiberschritten werden diirfen (oder auch
bei einer sehr geringen Liinge des Prisma im Vergleich zu dessen Quer-
schnitt), dieser Querschnitt nahezu in eine verticale Ebene; mithin fallen
auch die verticalen Componenten, wie ', in dieselbe Ebene und es konnen
daher die horizontalen Componenten » als beinahe Null vernachlissigt
werden. Es haben sonach unter dieser Voraussetzung diese letztgenannten

Widerstandskréfte V' nur auf die erste der angefiihrten 3 Bedingungen
Einfluss.

56. Man nehme nun im genannten Querschnitt acd ¢’ (Fig. 48)
die Gerade ab zur Abscissenachse und a als Anfangspunct der
rechtwinkeligen Coordinaten, setze fir einen beliebigen Punct m
dieser Querschnittsfliche ap =2, pm=y, bezeichne die Gleichun-
gen der oberen und unteren Halfte der Umfangscurve acbc be-

ziehungsweise durch y = f(z) und y = ¢ (z), sowie die Grenz-
Burg’s Mechanik. Suppl. 4



werthe von # durch =0 und #=ab=1", und jene fir y
durch y = 0, y = f(a) fiir die Fliche oberhalb der Geraden ab,
und y = 0, y = @ (a) fir die Flache unterhalb ab.

Nimmt man ferner ausser dem eben betrachteten Querschnitt
noch einen zweiten, dem ersteren unendlich nahe liegend an, und
sind dd und ef (Fig. 49) die Durchschnittslinien dieser beiden
Querschnitte mit einem verticalen Liangenschnitt C'V des Prisma,
wofiir also A0 = 2z, und 00 = dz ist; so werden sich diese
beiden auf der Langenachse A OB normal stehenden Schnitte,
welche vor der Biegung des Prisma zu einander parallel waren,
durch die eintretende Biegung in einer durch den Punct J gehen-
den auf der genannten verticalen Ebene des Lingenschnittes C'N
normalen Greraden durchschneiden, wobei bekanntlich ./ der Mittel-
punct des Kriimmungskreises fiir das Bogenelement 00" der neu-
tralen Achsenschichte 4 OB ist. Ferner wird, um zuerst nur die
iiber A0 B liegenden, der Ausdehnung unterworfenen Faserschich-
ten zu betrachten, eine durch P gehende Faserschichte des Korper-
elementes fd, welche vor der Biegung die Linge ¥ Rr=sde =
00 = dz hatte, durch die Biegung des Prisma bis auf die Léange
PP, also um die Grosse Pr = Adz ausgedehnt.

Setzt man den Kriimmungshalbmesser des Bogens 00 der
neutralen Schichte JO = g, so folgt aus den beiden @hnlichen
Dreiecken PrO und 0 O'J sofort: Pr: OP = 00:J0, d. i
Ade:y = dz: 9, und daraus fiir das Verhiltniss der Ausdehnung
der Fasern im Puncte P zur urspriinglichen Linge (d. i. die
Ausdehnung der Liangeneinheit) %%z = % L

Der durch diese Ausdehnung in der durch P (oder m in
Fig. 48) gehenden Faserschichte vom Querschnitt =1 hervor-

Adz y

gerufene Widerstand ist sonach [54. Gleich. (3)] p = B~ = E|

mithin fir die Elementarfaser vom Querschnitt dzdy (in m Fig. 48)

7

gleich E% dedy, sowie dessen statisches Moment, in Bezug auf die
Achse ab gleich ist: EYdedy.y = Zy*dedy.
Die Summe aller Widerstandskrifte gegen Ausdehnung der
b /(@)
Faserschichten ist sonach gleich % f (¥ f ydy, sowie die Summe
0

0
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ihrer statischen Momente, auf die Achse ab (Fig. 48) bezogen,
b /(@)
gleich: JEfda: y2dy.
e 0 0

57. Auf eine ganz gleiche Weise erhilt man auch, auf die
untere Hilfte a¢'b des Querschnittes iibergehend, fiir die Summe
der Widerstandskriafte gegen die Zusammendriickung der Faser-

D b I‘P(x)
schichten den Ausdruck: ngdx ydy und fiir das statische Mo-
4 0 0

B P @)
ment, auf ad bezogen: 3 f de | y2dy.
0 0

58. Driickt man nun von den in 53. angegebenen Gleich-
gewichts - Bedingungen die 2te und 3te aus (indem die Iste fiir
unseren Zweck hier iibergangen werden kann), so erhalt man be-
zichungsweise dafiir die Ausdriicke:

b f (%) b P(2)
fdwfydy =fdmjydy....(1)
b f () b ¢ (x)
und %de yidy —|—fdm sdy] = Qz...2)

0
Anmerkung. Man sieht von selbst, dass bei einer so geringen Biegung des

Prisma, wie sie hier vorausgesetzt wird, statt der aus der verticalen Kraft @
abgeleiteten, auf der Léngenachse AOB (Fig. 49) normal stehenden Com-
ponenten, diese Kraft @ selbst gesetzt werden darf, wie es in der Relat. (2)
geschehen ist.

Auch versteht es sich von selbst, da die beiden Relationen fiir jeden
Querschnitt des Prisma gelten, dass sich die Gleichung (2) auf den letzten,
oder an der Mauer befindlichen Querschnitt D C'E (' bezieht, wenn man in
derselben z = [ gleich der Liinge des Prisma setzt (wobei der Bogen 40 B
mit dessen Sehne verwechselt werden kann).

59. Die erste dieser beiden Bedingungsgleichungen dient zur
Bestimmung der Lage der neutralen Achse ab (Fig. 48) im Quer-
schnitt acbd, und sie zeigt (27. Anmerkung), dass diese Achse
unter der gemachten Voraussetzung von nur geringen Biegungen,
durch den Schwerpunct dieses Querschnittes geht.  Theilt
daher die Gerade ab diesen Querschnitt in zwei symmetrische
Theile, so theilt auch die neutrale Achsenschichte das Prisma der
Linge nach in zwei gleiche Halften.

Wiren (was bei einer starken Biegung wirklich eintritt) die
Widerstinde der Fasern gegen Zusammendriickung nicht mehr
den Widerstinden derselben gegen Ausdehnung gleich; so ware

4*
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auch die Gleichung (1) nicht mehr richtig, indem dann die Gleich-
gewichtsachse ab nicht mehr durch den Schwerpunct des Quer-
schnittes geht, sondern gegen jene Seite hinriickt, in welcher der
Widerstand der Fasern zunimmt.

60. Setzt man in der Gleickung (2) von Nr. 58. den ersten
Theil derselben (in welchem der eingeklammerte Ausdruck nach
§- 200 nichts anderes als das Tragheitsmoment des Querschnittes
achd in Bezug auf die Achse ab ist) mit Auslassung von g, d. i.

b f (2) b P(x)
E[fdxfyzdy —i—fdx ydy] =-...9)
0 0 0 0
so heisst dieser Ausdruck oder &, welcher von der Grosse der
Biegung unabhiingig ist, und bloss vom Elasticitits-Coefficienten

E der Materie abhiingt, das Biegungsmoment des Korpers
in Bezug auf die neutrale Achse a b.

61. Kennt man das Biegungsmoment & eines prismatischen
Kérpers in Bezug auf eine durch den Schwerpunct des Quer-
schnittes gehende Achse, so lisst sich daraus leicht auch das

Biegungsmoment ¢ in Bezug auf eine andere, mit der ersteren
parallele Achse ableiten, und umgekehrt.

Denn liegt z. B. die Achse o'’ (Fig. 48) in der Entfernung
0s = a unterhalb der durch den Schwerpunct o gehenden Achse ab,
mit welcher sie parallel ist, und sind 0p = & und pm=y die Coor-
dinaten irgend eines Punctes m des Querschnittes, vom Puncte o
aus gezahlt; so sind sp'= 2 und p'm = a + y die Coordinaten
desselben Punctes von s aus gezihlt, und es ist nach der Relation (3);
wenn man davon nur das eine Integral ansetzt, indem fiir das
zweite genau das niimliche gilt, auf die Achse o'8’ bezogen:

¢ = Efde/(y+ a)*dy = Efda/y*dy + 2 Ea/da [y dy

+ Eo*/dady,
oder wegen: Efdz/y?*dy =&, [da[ydy = 0 (weil o der Schwer-
punct, also Y in Nr. 25. Null ist) und /dz/dy = F, wenn der
Flicheninhalt des Querschnittes durch # bezeichnet wird, auch:

§=¢+ FEa?F...(4) oder ¢ = & — Fa2F.. .(5),
woraus zugleich erhellet, dass das Biegungsmoment in Bezug auf
eine durch den Schwerpunct gehende Achse am kleinsten ist.
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Biegungsmomente fiir einige specielle Félle,

62. Sei zuerst als einfachster Fall der Querschnitt des Prisma
ein Rechteck von der Breite ab =05 und Hohe ¢¢'= % und
der Balken an dem einen Ende so eingemauert, dass die erstere
Dimension in die horizontale, also letztere in die verticale Rich-
tung fallt (Fig. 50).

Fir diesen Fall ist in dem vorigen Ausdruck (3) y = f(z) =
() = 1h zu setzen, Wéhrend z = b seinen Werth behilt. Es

ist daher fdw _yzdy -—f§ gde = 0h°
und da das zweite Integral denselben Werth besitzt, so ist das
Biegungsmoment e = [z Ebh®.

63. Hat dagegen dasselbe Rechteck 4D (Fig. 51) eine
solche Lage, dass die Seite AC = h mit der durch den Schwer-
punct O des Rechteckes gehenden neutralen Achse % G den Winkel
@ bildet, so fille man, um den Werth des Integrales /dx/y®dy
fir die Flache A EFB zu finden, von A auf die Achse EG das
Perpendikel AZ und setze EL = n, so hat man zuerst fiir das
Dreieck A EL das betreffende Integral:

f(Lh ;tgﬁ; —fga tang p*dx = {5 n(ntang@)® = 5 E L. AT
Ebenso findet man als Werth dieses Integrales fur das
Dreieck AL G I Y )
folglich fiir das ganze Dreieck 4 E G-
AH(EL+ GD)AL = 5 EQ.AL’
und damit analog fiir das Dreieck BFG: GF. BH'.
Das Integral /de/y2dy el erhdlt daher fiir dle obere Flache
AEFB den WEIth ASEG AL — % GF.BH

Nun ist aber ZG = EO + OG, oder wie man leicht findet
(wenn man aus O auf A C und AB perpendikul'zire Linien zieht):

EG=2Singo+2Oosqa’ .
AL =LhSne -+ 1b Cosqp, GF:W"W
und BH=1hSinp —%bCosp,
folglich ist endlich, wenn man diese Werthe substituirt und dann

gehorig reducirt, das gesuchte Integral fir die Fliche 4 EFB,
nimlich: (6) [dx/y*dy = Fzbh(h*Sin@®+- b* Cos @2).



Vermdge der Gleichheit der beiden Flichen A ZFB und
DFEC hat das mehrgenannte Integral fiir die untere Fliche
DFEC des Querschnittes denselben Werth, folglich ist fir den
vorliegenden Fall das Biegungsmoment:

e = {5 Ebh(h®Sinp?+ b2 Cos p?).
Anmerkung. Ist A>5, so wird dieses Moment fiir ¢ — 90° am gréssten

und es ist dafiir (wobei das Rechteck die in der vorigen Nummer betrachtete
Lage Fig. 50 erhilt): &= {5 Ebh®

64. Es sei ferner der Querschnitt ein Dreieck ABC
(Fig. 59) von irgend einer Form und die Basis 4B mit der
durch den Schwerpunct O gehenden neutralen Achse D parallel
(also horizontal), ferner A B = b, die Hohe CF =/ und dabei
die Spitze nach aufwirts gekehrt.

In Bezug auf die Achse AB wird nach dem in der vorigen
Nummer Entwickelten das Biegungsmoment & = {'; 4 /2, mithin
in Bezug auf die durch den Schwerpunct gehende neutrale Achse
D E nach Relation (5) in 61. wegen a = F'O=1h und F = Lbh:

e= 15 Ebh—E.(3h)2.30h = {5 Ebh®>— {5 Eb 13,
d i. e=JFEbA"

Derselbe Ausdruck gilt offenbar auch fiir die umgekehrte

Lage des Dreieckes, wie in Fig. 58.

65. Es sei der Querschnitt des prismatischen Korpers eine
Ellipse von den Achsen 2a und 25, wobei die grossere 2a,
wie in Fig. 52, horizontal liegt, also mit der neutralen Achse
zusammenfallt. :

Zahlt man die Coordinaten auf diesen Achsen vom Mittel-

puncte O aus, so ist wegen y = g]/oﬁ—xz, das obige Integral

fir die obere Hélfte des Querschnittes (wenn man anstatt die
Grenzen fiir & von — a bis + @ zu nehmen, diese von o bis a,
und das Integral doppelt nimmt):

ZdefyZdy~— 2(da. ~——(a2-——x2) = {mab®*).

*) Es ist ndmlich (Comp. §. 817, Lehrbuch IIL., S. 336, Beisp. 4) a®— 2? — X
gesetzt: fX%dao — ( +,;a2)xVX+ 2atarcSin (w)
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Da nun das zweite Integral fir die untere Hilfte AB'A’ der
Ellipse den gleichen Werth erhilt, so hat man fiir das Biegungs-

moment : s=3xEabs
Erhilt die grosse Achse die verticale Stellung, so wird
ebenso : & = 1nm Ea®b.

66. Ist der Querschnitt ein Kreis vom Halbmesser », der
Kérper also ein gewdhnlicher Cylinder, so darf man in den bei-
den vorigen Ausdriicken nur ¢ =0 = r setzen, um das Biegungs-
moment zu erhalten; es ist namlich dafiir & = }mr®

67. Sei der Querschnitt ein rechteckiger Ring (Fig. 56)
von der #usseren Breite 4 und inneren &, von der ausseren
Héhe 7 und inneren %, und dabei die durch den Schwerpunct
gehende horizontale oder neutrale Achse mit der Breite & parallel;
dann ist das Biegungsmoment fir das &ussere, als voll an-
genommene Parallelepiped (62.) = {5 £bA% sowie jenes fir das
innere = 7 £b' /3, mithin das gesuchte Biegungsmoment fiir das
hohle Prisma: e = {5y E(bh—VH?).

Anmerkung. Derselbe Ausdruck gilt auch, wie leicht zu sehen, fiir Prismen,

deren Querschnitte die in Fig. 55 und Fig. 57 haben, wenn in Fig. 55

das verticale Rechteck und in Fig. 57 die beiden zusammen die Breite
(oder Dicke der Winde) b — b’ besitzen.

68. Fiir einen hohlen Cylinder, dessen Querschnitt ein
Kreisring von den Halbmessern I und r ist, erhalt man auf
cine ganz ihnliche Weise (66.) fir das Biegungsmoment:

e =in E(R*—r").

69. Betrachtet man endlich noch von den in 67. behandelten
Querschnitten iiberall die Halfte, wie in Fig. 55 den durch die
Achse A B halbirten Theil mn CD, und bezeichnet die Aussere
und innere Hohe durch 2 und %', sowie die #ussere und innere

Breite durch b und ?’; so ist das Biegungsmoment in Bezug auf
die Achse A B gleich: 3 E(bR*—bh?)").

#) Es ist niimlich, wie aus dem Werthe fiir & in 67. erhellet, jedes der beiden
betreffenden Integrale der Relat. (3) in Nr. 60. gleich S EOBRS— YR
und da man in diesem Ausdrucke, um die dortige Bezeichnung (in 67.)
mit der gegenwiirtigen in Uebereinstimmung zu bringen, 2% und 274 statt
% und 7 setzen muss, sofort = o B (b k3 — bA).



Nun ist aber der Abstand des Schwerpunctes des in Rede
stehenden Querschnittes von dieser Achse A 3 gleich
BRT—B B
b ( bh——b’h’) ),
mithin nach Relation (5) in 61. das Biegungsmoment in Bezug
auf eine durch diesen Schwerpunct gehende mit A B parallele
/77 o bh¥— bR\ 2 ry7
Achse: &= 1 E(BL—bi%) _ 7.3 (m) (b h—UK),
oder nach gehériger Entwickelung und Reduction:
e T12_1{;,[(1771,’——6 ) 2[):];—_4;1;Lrhh (h—H)? x
Auch gilt dieser Ausdruck fiir die umgekehrte Lage dieser
Querschnitte.

70. Auf gleiche Weise findet man fiir einen halben Cylinder,
dessen Querschnitt ein Halbkreis (Fig. 67) vom Halbmesser
ist und Durchmesser A4 B horizontal liegt, das Biegungsmoment
in Bezug auf die Achse 4 B (Nr. 66) = { 2% mithin in Bezug
auf die durch den Schwerpunct O gehende (mit 4 B parallele)

neutrale Achse ab, wegen (§. 50) €0== % nach 61:
G = {;Emr*—~E(§2}2.7}rzn = TIEEr"(WE).

Natiirlich kann der Halbkreis auch die umgekehrte Lage
haben.

¢) Widerstand der Kirper gegen den Bruch.
Relative Festigkeit.
. 132)

71. Wird die Belastung eines prismatischen Kérpers allmih-
lich so weit fortgesetzt, bis eine Biegung eintritt, bei welcher
irgend eine Faser in ihrer Ausdehnung oder Verkiirzung die
Elasticitatsgrenze erreicht oder iiberschreitet ;- 80 erhalt man be-

*) Ist nimlich die Fliche des &usseren Rechteckes A B 0D (Fig. 56) = F,
die des inneren = f, folglich des Ringes /"= F — f. Sind ferner m, n
und O der Reihe nach die in der Geraden H.F liegenden Schwerpuncte
dieser Flichen; so ist F.Em = f.En +f.EO und daraus, wenn man
die Werthe setat:

oL bh:— 0’12

bho3h —OH. 3K
bh — 0K e bh—b'h’)'
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zichungsweise das Tragvermogen und die relative Festigkeit dieses
Korpers. Bezeichnet man, um diese Biegung in beiden Féllen zu
finden, den Abstand der von der neutralen Achsenschichte am
weitesten abstehenden Faser auf der convexen oder concaven Seite
des gebogenen Korpers durch ¢, sowie durch o den Kriimmungs-
halbmesser der neutralen Schichte, ferner wie oben (Nr. 54.) durch
7 und F beziehungsweise den Tragfihigkeits- und Festigkeits-
Coefficienten; so ist fir's Erste die Ausdehnung oder Verkiirzung
einer Liingeneinheit dieser am weitesten abstehenden Faser (Re-

lation (p) in Nr. 56.):
4l
l

b

Dla

wenn man nimlich das Verhaltniss izz an der Elasticitatsgrenze
durch él—l bezeichnet. Nun ist aber an dieser Grenze (Relat. (3)
Nr. 54.): T=ES =E.2,

5 v
folglich: o="7¢c---- ()

und diess ist der kleinste Werth, welchen der Kriimmungs-Halb-
messer an irgend einer Stelle erreichen darf, ohne dass bei der
Biegung die Elasticitatsgrenze iiberschritten wird.

Da nun aber der Tragfiihigkeits - Coefficient fiir die Aus-
dehnung von jenem fiir die Zusammendriickung der Fasern in der
Regel verschieden (also nicht 7,= 7) ist, so muss man @ sowohl

fir die convexe als fir die concave Seite, d. i. sowohl 77 ¢ als

auch 1_;5;0 berechnen, und von diesen beiden Werthen fiir @ den

grosseren beibehalten, d. h. ¢ darf dann nicht kleiner als dieser
grossere Werth sein.

Da iibrigens, wenn man den in den Parenthesen stehenden
Theil der Relation (2) in Nr. 58. durch X bezeichnet (wobei X

bloss von der Form des Querschnittes des Prisma abhéngt), aus

dieser Relation = %‘? v ()

wird, so folgt, dass der Kriimmungs-Halbmesser fiir den letzten,
an der Mauer befindlichen Querschnitt am kleinsten wird, weil
dafir z = [ am grossten ist; es wird daher auch an dieser
Stelle des Prisma zuerst die Elasticitatsgrenze erreicht und iiber-
schritten.
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72. Setzt man in der vorigen Relation (f) statt des Trag-
fahigkeits-Coefficienten 7” den Festigkeits-Coefficienten 7 so gibt

der Werth von ¢ = l—ﬁ;c die Grenze der Biegung an, an welcher

der Kérper (und zwar nach der vorigen Bemerkung am eingemauer-
ten Ende) brechen wird.

Substituirt man diesen letzteren Werth von ¢ in der Relat. (g)
der vorigen Nummer, sowie auch fiir X seinen Werth % (Relat. (3)

Nr. 60.) und setzt zugleich (da der Bruch am letzten Querschnitt
erfolgt) z =1 gleich der Liinge des Prisma; so erhalt man dara us

&

Auch hier muss man fiir #'nach und nach die absolute und
riickwirkende Festigkeit, d. i. (534.) F, und #, setzen und ¢ aus
dem kleineren der beiden Ausdriicke berechnen, um die kleinste
Last zu erhalten, welche, am freien Ende des Prisma angebracht,
den Bruch desselben bewirkt.

73. Setzt man das stat. Moment Q!= M, so hat man also:
&
nh— o i

und wenn man fiir das Biegungsmoment & die den verschiedenen
in den Nummern von 62. bis 70. behandelten Querschnitten der
Prismen entsprechenden Werthe setzt, erhalt man fiir dieselben
Querschnitte die entsprechenden relativen Festigkeiten der Prismen.
Davon sollen hier nur einige, und zwar die folgenden angefiihrt
werden.

74. Ist der Querschnitt ein Rechteck von der Lage Fig. 50,
wobel ab =15, cd = h; soist wegen ¢ = Lhund (62.) & = {5 EbL3,

Ebht e
sofort M = 7 5V T

M= Lbh%F.

75. Hat das Rechteck die Lage Fig. 51, so ist wegen
¢c=AL=%hSng-+ bCosqp) (63.) und wenn man fir & den
Werth aus Nr. 63 setzt und reducirt:

h*Sing? 4 b* Cos
LEpy
]M_B_bb( hSing —+ b Cos @ )F
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76. Ist der Querschnitt ein Dreieck, so ist in der Lage
Fig. 58 wegen ¢ = }h fiir I, und 1% fir F,, und wegen (64)
& = o Ebh?, sofort:
M= % F, = 2, bh*F, wnd M = g %’i VRt OY 5
dagegen in der Lage Fig. 59 gerade umgekehrt:
M= & bhEF, = {5 b 1*F.,.

77. Fir den elliptischen Querschnitt in der Lage Fig. 52
ist wegen ¢ = b und (65.) ¢ = 1 Exab® sofort M = }mab®F.
Wenn dagegen die grosse Achse vertical steht: M = }ma®b F.

8. Fir den kreisformigen Querschnitt ist M= }xr°F.
n9. Fir einen rechteckigen Ring ist wegen ¢ = 1 b,

nach 67.: E—! (@;';LL’]L_B) F

80. Endlich ist fir einen hohlen Kreiscylinder, nach
Nr. 68, wegen ¢ = R:

40 S

V=513 (R o £ )F
Anmerkung. Im Falle die Linge [ des Prisma so gering ist, dass die
parallel mit der Bruchfliiche wirkende Kraft @ in diese Tliiche selbst hinein-
fillt, so wird das Prisma nicht mehr durch Biegung gebrochen, sondern
die sich trennenden Flichen werden von einander abgeschoben und man
nennt die dabei hervorgerufene Festiglkeit die Gleitungs- oder Ab-
scheerungs-Festigkeit des Prisma. Ist F' der betreffende Festigkeits-
Coefficient fiir die Flicheneinheit und A die Grosse der abgeschobenen

Tliiche, so ist die zum Abscheeren nithige Kraft:

Q=FA....(m).

Was nun den Coefficienten F betrifft, so kann man diesen den bisher
ausgefiihrten Versuchen zufolge dem Coefficienten der absoluten Festigkeit
gleich, d. i. F'= Fa, setzen.

Bolzen, Nieten u. dgl. werden mit ihrer Abscheerungs-Festigkeit in
Anspruch genommen. Auch ist es eben diese Festigkeit, welche beim Aus-
stossen von Nuthen, Lochen von Blechen u. s. W. {iberwunden werden muss.

Korper von gleichem Widerstande.

(§. 137.)

81. Bei der bisherigen Annahme von durchaus gleichen
Querschnitten des Korpers wird an einer oder mehreren Stellen
suerst oder vor allen iibrigen die Elasticitatsgrenze iiberschritten,
und an diesen daher auch der Bruch zuerst erfolgen. Ist daher



