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Grundflichen, und da y=1(r*—2) die Gleichung des Kreises
ist, wenn man die Abscissen vom Mittelpuncte C aus zihlt, folg-

lich" Hiewi B2 fivh o l/(l —{—g—g—:} = VA wird ; so hat

d

de — V=Y (r*—a?)
man nach den beiden Relationen in 8., wegen CB= s und
CB = 2" sofort:

£} 2 .2 9 rdx iy 2 Jr i) 7 %
ca——2n:fz!/(o ——x)W:—x,)_ZrnL‘dw_Z.r:rz(z —a’),

und damit

77 7 o} 3k 7t 2 o _T_dx__
2rx (@' —a2) X = 2= j«'V@” =g V(' —a%)

Lol iy i2
x!2 — g
= Zrﬂfa: dz— 27'71:(———),

5 2
woraus endlich folgt: X = } (2’ 4 2”),
so dass also der gesuchte Schwerpunct O in der halben Héhe
der Zone liegt. (§. 55.)

Dasselbe Resultat erhiilt man offenbar auch fiir eine Zone mit einer
Grundfliche, d. i fiir eine K ugelhaube oder Kugelsch ale, indem

man dafiir nur @” — CA = r setzen darf. Auch wird fiir die Oberfléiche
der Halbkugel, wegen o" — 0 und 2" — 7, ebenfalls nach dieser Re-
gell X =dr,

Schwerpunct der Korper.
. 56.)

32. Da bei homogenen Korpern, wie sie hier immer voraus-

gesetzt werden, das Gewicht dem Volumen proportional ist, das
Volumen daher zur grésseren Einfachheit statt dem Gewichte ge-
setzt werden darf (indem der Factor, welcher das Gewicht der
cubischen Einheit bezeichnet, zuletzt iiberall hinausfallt) ; so er-
halt man zur allgemeinen Bestimmung des Schwerpunctes eines
Korpers, wenn man dessen Volumen mit V, also ein Element
davon mit dV bezeichnet, die nachstehenden (mit jenen in 21.
analogen) Gleichungen :
VX=[2dV, VY=[ydV, VaA=[2dV, "W.=[dF, {ID),
wobei sich die Grenzen, innerhalb welcher die Integrationen aus-
gefithrt werden miissen, in den einzelnen speciellen Fallen immer
von selbst ergeben.

33. Um z. B. den Schwerpunct einer Pyramide ABCD
(Fig. 17) von einer beliebigen Grundfliche (die hier der Einfach-
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heit wegen als ein Dreieck angenommen wird) zu bestimmen,
verbinde man die Spitze der Pyramide 4 mit dem Schwerpunct
der Grundfliche, wodurch A E eine Linie der Schwere wird, in
welcher sofort der gesuchte Schwerpunct O liegt. Fillt man fer-
ner aus demselben Puncte A auf die Grundfliche der Pyramide
das Perpendikel 4 ¥, nimmt dieses zur Abscissenachse, so wie
den Punct A zum Ursprung der rechtw. Coordinaten, legt durch
die Puncte P und p, wofir AP=2a und Pp=dez ist, zwei
Ebenen bed und b’ ¢'d parallel mit der Grundfliche B CD, be-
zeichnet die Grosse der Grundfliche B CD mit f, so wie jene
des ahnlichen Polygones bcd mit z und endlich die Hohe der
Pyramide A F mit h; so ist zuerst dV=zdx oder wegen f:z
&

= 1%: 2?, woraus z == ;3 2" folgt, auch dV = 7% 22 dx, und daraus

g o ; :
vV =f sa?dy = 355~ = §fh (wie ohnehin bekannt).
0

Mit diesen Werthen von V und dV erhalt man aus der
ersteren der Relationen (IIT) in 32.:

h 4
Yfh XK= ]Jif atde = L2 — 4 fie,
0
und daraus: Xe=—="3h
so, dass also, wenn AN die Abscisse des gesuchten Schwerpunc-

tes O ist, sofort AN=3 AF, folglich auch A0O=4%A4FE wird
(§. 56).

34. Zur Bestimmung des Schwerpunctes einer mit der Grund-
fliche parallel abgestutzten Pyramide B Cd (Fig. 18),
in welcher die grossere Grundfliche B CD=F, die kleinere
bed= f, ihre Hohe f /'=", jene der Erginzungspyramide Af= I’
und die Hohe der erginzten Pyramide A F= 1" ist, muss man
die beiden vorigen Integrationen von z = 4" bis x = %" ausfihren.
Dadurch findet man fiir’s Erste, nach einigen einfachen Reduc-
tionen (und wie ohnehin aus der Geometrie bekannt) V =

Lh(F+f-+ V'Ff), und damit weiters

h! n 0
WP F+VENX = [ 2t de = 1 0,

L2 4
7 L
woraus X=13 F'h—(ﬁ(-l-—f—?bv)Tf) e (o) 1ol
Nimmt man ferner zwei ahnlich liegende Seiten der Pyra-

mide, z. B. b¢, BC und setzt be=a, BC= Aj; so erhilt man
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wegen &' : /' =a: A und f: F'=q%: A2, auch K:h=a:4—a
und 2":h = A4:4 —a, folglich ]L/:Ai—ah und 7’
wie auch f= }:F Diese Werthe fiir 2, 2” und f in die vorige
Gleichung (a) substituirt und gehérig reducirt, erhilt man auch:

At —at
X=1h @—o @+ da Fa)
und wenn man den Abstand des gesuchten Schwerpunctes anstatt
von der Spitze A abwirts, von der Grundfliche, d. i. vom Puncte
F aufwirts zihlt und diesen Abstand mit X’ bezeichnet, wodurch
in der vorigen Relation X = 2" — X’ zu setzen ist, endlich auch

nach allen Reductionen :

/ A 24a -4 3a?
X 'h—A,iJ?E{a s e (B (B B8,

gt 4 hses
—A—al’o

35. Zur Bestimmung des Schwerpunctes eines Rotations-
korpers drehe sich die von der Curve NN’ (Fig. 12) den bei-
den rechtwinkeligen Ordinaten BN, B' N’ und der Abscisse BB’
begrenzte ebene Fliche um die Abscissenachse A_X; so entsteht
ein Rotationskorper, dessen Schwerpunct O offenbar in dieser Achse
selbst liegt und wofiir, wenn 4 der Ursprung der Coordinaten
ist, AO = X sein soll.

Mit Beibehaltung der in Nummer 28. gewihlten Bezeichnung
beschreibt bei dieser Rotation das Flachenelement Pm (welches be-
kanntlich als ein Rechteck anzusehen ist) einen Cylinder von kreis-
formigen Grundflichen, dessen Inhalt dV = y?zda ist. Damit
verwandeln sich die obigen Relationen (IIT) in 32. in die folgenden:

V=m:fzyzda; und VX=9tfxwy2d.z'.

36. Dreht sich als einfachstes Beispiel das rechtwinkelige
Dreieck 4 B C (Fig. 15) um die Cathete A4 C, so entsteht ein
gerader Kegel von der Héhe 4C =1 und der kreisformigen

Basis vom Halbmesser BC = r. Da nun y = %.z- die Gleichung"

der Geraden A B ist, so folgt nach den beiden vorigen Relationen :

h 2 2 p3
V=nf ;—,aﬂdx:z%g—: r*mh, ferner
2h4
1r2gh X = atf ratde = o7 M pag e

und daraus wieder: Xi—= 2/,
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Anmerkung. Ist in dem genannten Dreiecke A BC (Fig. 15) be parallel
mit B¢, und setzt man be=r, BC= Rgde=hy AC=:H" und

Ce— I — I = h; so beschreibt bei der angenommenen Rotation die
Fliiche Cb einen mlt der Grundfliche parallel abgestutzten Kegel,
dessen Hohe — h ist, und deren Grundflichen die Halbmesser R und »
haben.

" Um nun dafiic den Schwerpunct O zu bestimmen, darf man nur die
beiden vorigen Relationen in die nachstehenden

" pe n
V=m szdw ud VX == f e 2’ da verwandeln,
o .
2 R'E 5 2
woraus man V = Il—fﬁij-%(h’ — 13 ud VX = Ly (R =N
Bt—R*
: _rabaca e had
folglich X=3 R erhilt,
Nun ist 2: A = r:R oder W':h=7r:R—r und 2": h =R:R — », also

K=h" RT = und %" = h -—R-—T, folglich auch, wenn man diese Werthe

R
B 2
substituirt : X=3hn (___+_1;2_(R_+_7 o)
oder wenn man CO =X’ setzt, wodurch X=A40 = B hRR - X
=

wird, nach gehriger Substitution und Reduction, endlich:
2 2
X'=7‘;hR j—2Rr—|—3r
R* 4 BRr + 72
(analog mit der Gleichung (b) in 34).

37. Ist die Begrenzungscurve NN’ (Fig. 16) ein Kreisbogen,
folglich der Rotationskérper ein Kugelabschnitt mit zwei
Grundflichen, so ist, wenn man die Abscissen vom Mittelpunct C
zahlt und den Halbmesser mit » bezeichnet, y* = r? — 22 und
daher (Relationen in 33.):

V= afle (0 = 5[0 — ) — (e — "]
gy R S
und S — fxﬂf da (r?— 2?) = w[§r* (22— 2'%) — 2"t —a’9)]
— {n (a2 — %) (20— —a"),
woraus durch Division —I%( und gehoriger Reduction, sofort
X — 3§ &+ @r—d—s)

3r:—a?—o o’ —a'?

folgt.
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Fiir einen Kugelabschnitt mit einer Grundfliche, folgt
aus diesem Ausdrucke, wegen a2” = » und wenn man die Hohe

des Kugelsegmentes mit % bezeichnet, wodurch 2’ = » — % wird,

op—F)2
sofort: oxE—u (3:'_7:) f

Endlich folgt noch aus dieser letztern Relation fiir den
Schwerpunct der Halbkugel, wegen A = r, iibereinstimmend
mit dem Werthe CO in §. 59:

Xi—="'

38. Ist endlich die erzeugende Fliche von einem para-
bolischen Bogen AN’ (Fig. 12) begrenzt, folglich der Rotations-
korper ein parabolisches Conoid, so erhilt man, wegen
y*= pa (Gleichung der Parabel A N’, die Abscissen vom Scheitel
A gezahlt):

e — wfopxdx = Jz:p;i, und= AT — mtf:pl:zdx ='wp ?,

folglich: Niz=d 1

Guldin’sche Regeln.

39. Stellt o (Fig. 12) den Schwerpunct der ebenen Curve
NN'" =1 vor, so ist fir 20 = Y nach der zweiten der Relationen

(@) in 21.:

St
Yl = | yds oder, wenn man mit 2= multiplicirt, auch

So

DA :fSIZyﬂ:ds.

Nun entsteht aber durch Umdrehung dieser Curve NN’ um
die Achse AX eine Rotationsfliiche, deren Oberfliche durch den
zweiten Theil dieser Gleichung ausgedriickt wird, wihrend der
erste Theil nichts anders als das Product aus dem Weg des
Schwerpunctes o in die Linge [ der Curve bezeichnet: die durch
Umdrehung einer ebenen Curve um eine in ihrer
Ebene liegende Achse erzeugte Rotationsfliche ist
also gleich dem Producte aus der Linge der Curve
in den Weg, welchen der Schwerpunct derselben bei
dieser Umdrehung beschreibt.



