Erster Abschnitt.
Statik.

Zusammensetzung und Zerlegung der Krafte.

(§§: 13, 14.)
1 Wirken zuerst zwei Krafte P und @ auf einen Punct 4
(Fig. 1) unter einem rechten Winkel nach den Richtungen A B
und AC, und nimmt man an, dass ihre Mittelkraft R, welche

nothwendig mit den beiden erstern in derselben Ebene liegen
muss, die Richtung AD hat, wofir W. BAD = z, folglich

WS @oD) — z — o =4 sein soll; so zeigt eine ganz einfache

Betrachtung, dass jede der beiden Seitenkrifte 7 und ¢ auf irgend
eine Weise von ihrer Mittelkraft & und dem entsprechenden
Winkel # oder &’ abhéngen muss, so dass, wenn / irgend ein
Functionszeichen vorstellt, sofort P = F (R, ) und eben so
Q= I (R, o) gesetzt werden kann. Da sich jedoch das Gesetz
der Abhéngigkeit zwischen P, I, x offenbar nicht indern darf,
wie gross oder klein man auch die beliebig zu wihlende oder
zum Grunde zu legende Krifteeinheit (ob man das Loth, Pfund
u. s. w. zur Einheit nimmt) annehmen mag, so folgt als nihere
Bestimmung der Form:
=—oly). (1) wnd Q0 ="Ro ). .(2),
wobei @ ein zwar noch unbestimmtes, jedoch in beiden Relationen
(1) und (2) einerlei Bedeutung habendes Functionszeichen ist.
Unter dieser Form bleibt die Abhéingigkeit jeder Seitenkraft von der Mittelkraft
und dem eingeschlossenen Winkel in der That ungeindert, wie sich auch

die Krifteeinheit éindern mag, d. h. die Relationen (1) und (2) bleiben die-
selben, wenn man auch diese Einheit nMal grosser oder kleiner nimmt,

1ok
0 m
oder n P, n@Q, nR iibergehen, wodurch in diesen Relationen der Factor

weil in diesen beiden Fiillen P, @ und B beziehungsweise in

-'}a oder n wieder wegfillt.
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R. Zieht man durch den Punct A unter einem beliebigen
Winkel 2z mit AD die Gerade 4G und darauf perpendikular jene
EF, setzt W. EAB — y, wodurch W. FAC = g = =y ail
z =’—2z — (v + y) wird, und zerlegt die Kraft P in zwei nach den
(ebenfalls wieder einen rechten Winkel einschliessenden) Rich-
tungen A G und AF wirkende Seitenkrifte p und p’, so wie die
Kraft @ in ¢ und q' nach den Richtungen 4 G' und A4 F; so hat
man nach dem néimlichen Gesectze, welches durch die vorigen
Relationen (1) und (2) ausgedriickt ist, wegen W. BAG =
und W. CAG = y, sofort:

P=Po(y), p= Pw(y’)} @)

¢ =QoW) ¢=1CQo@ [
wobei @ durchaus dieselbe Bedeutung wie in den Relationen @)
und (2) hat.

3. Lisst man A G mit A D zusammenfallen, wodurch z = o

T ’ ’ T . o
y=z—a=azundy =3—y=wa wird, so erhilt man aus
diesen Relationen (3), wenn unter einem die aus (1) und (2) fol-

genden Werthe fiir ¢ (z) und ¢ (2! i.—g und % gesetzt werden :
/ / =0 ’ PQ
P=Pp@) =%, ¢=Qo@==F
P? - 2
precBpiey el —qang sl qu(w)':%-

Nun wirken aber von den vier Kriften P ¢, P ¢, welche
jene beiden P und ¢ ersetzen und mit diesen also auch dieselbe
Resultirende R besitzen miissen, die beiden erstern nach einerlei
Richtung A G oder A D, und die letztern nach gerad entgegen-
gesetzten Richtungen 4 Z und A 7} so dass sich diese letzteren,
weil sie, wie die vorigen Relationen oder Werthe von p und ¢
zeigen, gleich gross sind, aufheben und die Summe p + ¢ sofort
die Resultirende 7 bildet, wodurch

R:%z—l-%:, oder R*= P24 Q2. .(I)

wird. Es kann daher die aus den beiden Seitenkriften P und Q
hervorgehende Mittelkraft R ihrer Grésse nach durch die Diago-
nale AD des Rechteckes B C vorgestellt werden, in welchem die
Seiten AB und AC den Kriften P und @ proportional abge-
schnitten sind oder geradezu diese Krifte vorstellen.
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4. Um ferner auch die Richtung dieser Mittelkraft 2 zu
bestimmen, welche, wie bereits bemerkt, in der Ebene der Seiten-
krifte liegen muss, so gehen wir auf die aus der Zerlegung von
P und Q erhaltenen vier Seitenkrifte P, ¢ P, ¢ zuriick, wovon
die beiden erstern die nach 4 @ wirkende Mittelkraft P + ¢ und
die beiden letztern, je nachdem P’ oder ¢ die grossere ist, die nach
AE oder AF wirksame Mittelkraft p' — ¢ oder ¢ — p’ geben,
80, dass wenn man (was ganz gleichgiltig ist)’ den ersten dieser
beiden Falle annimmt, auf den Punct A die zwei Krifte p+q
und p' — ¢ nach den auf einander perpendikuléren Richtungen
AG und A E wirken, welche sofort mit den urspriinglichen beiden
Kriften 2 und @ die nimliche Resultirende 2 besitzen miissen,
und, wie wir vorliufig angenommen haben, in die Richtung A.D
fallen soll.

Nun folgt aber wieder nach den ersten Relationen (1) oder (2):

P—9d=Ro(+y uwd p+q=Ro(),
oder wenn man fiir p, q, p, ¢ die Werthe aus den vorigen Glei-
chungen (3), dabei die Werthe von 7 und Q aus (1) und (2) sub-
stituirt, ferner Kiirze halber ¢ () = ¢ (90°— ) = ¢’ (z) und eben so
PY)=900° = =9'(), 9=9[90°—(2+)]=g (2 +y)
setzt, und dann durchaus mit dem Factor R abkiirzt, auch:
@+ =9@)9 @) —¢ @) )...(4)
9@+ 1) =9®¢' @ + 9 W (@)...05).

9. Nun muss fiir jeden reellen Werth von z der Quotient
—3 << R und > P sein. Denn kénnte erstens g SR di QS Re
sein, so miisste ebenso P S Ra', also 4 QS R(x -+ z"), nim-
lich P4 QX Rg, folglich P2 Q* 4 2PQ < R? -7-;— oder wegen
P2 4- 0% = R?* (L in 3.) auch:
n? 2PQ — (3:14)?
2PQ S R* (T —1) oder 225 C10"_

R: 4
dipi. P% S 1°46.. stattfinden, was jedoch nicht méglich ist,

indem bekanntlich fiir was immer fiir zwei reelle Grossen 2 und Q
. i 2PQ — ¥

stets P? 4 Q2 25 P(Q, also Pip gF < l sein muss.
Konnte aber zweitens %2 P, d.i. Q Z Pz sein, so miisste

auf gleiche Weise auch P Z Qa’ oder, wenn man zusammen
1*
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multiplicirt, PQ Z PQaz 2/, d. 1. za < 1..(a) sein. Da nun aber

. . . . T
die Summe der beiden Grossen @, & constant, d. i. x I o/ = 3

ist, so wird, wie bekannt, ihr Product am grossten fiir o’ = 1,
also hier fiir # = 2’ = ;—t, so dass dieses grosste Product sofort
saa= %: 61 ist, womit die vorige Relation (a) im Wider-
spruche steht, diese daher ebenfalls nicht bestehen kann.

Da also der genannte Quotient % stets zwischen den Gren-

zen R und P liegt, diese Grenzen aber einander um so naher
riicken, je kleiner (folglich auch @) wird und diese endlich
fir @ = 0 (wofiir auch @ =0 wird) zusammenfallen und dann

P = R ist, so wird dafiir auch dieser Quotient g =2 g = R, oder

wegen @ = Rg’ () sofort qim(x—")z 1 und aus der Relation @by

ebenfalls fiir o = 0, ®(2,) = 1, d. h. die gesuchte Function @
muss die Eigenschaft besitzen, dass sowohl @ (2) als auch der

Quotient q% — qj(#._—m) fir x = 0 gleich 1 wird, so wie auch

tiberdiess aus der vorigen Relation Q = R 9’(2), wegen Q = 0,
noch ¢’ (2,) = 0 folgt.

Diese Eigenschaften, verbunden mit den Relationen (4) und
(5) geben (Burg’s Lehrbuch der héhern Mathematik. Bd. I. S. 329)
9 (2) = Cos x, folglich 9 (2) = Sin 2, so dass also dadurch die
Natur und Bedeutung des oben angenommenen Functionszeichens ¢
vollkommen bestimmt ist und sonach die Seitenkrifte P und Q
nach den obigen Relationen (1) und (2) durch

P=R Cosx und Q = R Cosx' = R Sin x

ausgedriickt werden, oder die in 3. erwihnte Diagonale 4 D des
Rechteckes B C zugleich auch die Rich tun g der Resultirenden R
darstellt *).

6. Sieht man umgekehrt die beiden Krifte Pund Q als die
Componenten oder Seitenkrifte der Krafy 72 an, so folgt also,
dass wenn man irgend eine Kraft R in zwei aufein-

*) Wir haben diese Art der Entwickelung und Beweisfiihrung zum ersten
Male im XIX. Bde. der Jahrbiicher dos k. k. polyt. Institutes bekannt
gemacht.



)
ander senkrecht wirkende Seitenkrifte P und Q zer-
legt, sofort jede derselben durch das Product aus
der zerlegten Kraft R in den Cosinus des Winkels
ausgedriickt wird, welchen die betreffende Seiten-
kraft mit dieser Kraft R einschliesst.

Schneidet man auf den Richtungen AN, 4 M der beiden
gegebenen Krifte P und Q die Stiicke 4B, A C diesen Kriften
proportional ab, construirt aus diesen Puncten B, C das Rechteck
B C und zieht darin die Diagonale AD, so stellt diese die Re-
sultirende /2 sowohl der Grosse als Lage nach vor.

7. Schliessen die Richtungen der Krifte P, Q keinen rech-
ten, sondern einen beliebigen Winkel BAC (Fig. 2) ein, so
schneide man zur Bestimmung ihrer Mittelkraft darauf die Stiicke
AB und 4 C diesen Kriften proportional ab, erginze aus diesen
Puncten B, C das Parallelogramm 4B D C, ziehe die Diagonale
AD, darauf perpendikular die Geraden FAE, CG und BH, so
wie noch mit dieser Diagonale parallel die Geraden CF und B E; so
erhilt man dadurch die beiden Rechtecke G und EH, in welchen,
wie man sogleich sieht, AE =AF...(m) und AG= HD...(n)
ist. Da man sich aber zufolge des vorigen Satzes in Nr. 6 die
Kraft P in die zwei auf einander senkrecht wirkenden Seitenkrifte
AE und AH, sowie die Kraft Q in die beiden Seitenkrifte 4 F
und A G zerlegt denken kann, wodurch statt der beiden Krafte
P und Q die vier gleich geltenden, dieselbe Resultirende R be-
sitzenden Krifte 4 , AF, AG, A H entstehen, und da sich davon
die beiden ersteren als gleich und entgegengesetzt wirkend aufheben,
dagegen die beiden letztern nach einerlei, und zwar nach der
Richtung A D wirken, deren Mittelkraft daher = A H + A G oder
wegen AG = HD auch = AH + HD = AD ist; so stellt
diese Diagonale AD zugleich auch die Resultirende
R aus den beiden Kriaften 2 und Q vor.

Bestimmung der Mittelkraft oder der Seitenkriifte durch
Rechnung.

8. Schliessen die Richtungen der auf den Punct A (Fig. 2)

wirkenden beiden Krifte P und  den Winkel CAB = a ein,

und bezeichnet man den Winkel B A D, welchen die Seitenkraft
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P mit der Resultirenden R bildet, durch ¢; so hat man ganz
einfach durch die Auflssung des Dreieckes ABD, in welchem
AB=P, BD=Q, AD =R, Winkel DAB — @, Winkel
ADB=0—¢ und W. ABD = 180° — ¢ ist, nach bekannten
Regeln:

U) B= V(P + Q"+ 2PQ Cos ), (2) P=RBinle=g)

in o
(3) Q=RSian (4) COS(;O:P-I—gOosa

Sina ? .
P C St
(6) Cos (e — D) == Qiroaf und (6) Tang ¢ = pﬁglgfw'

Alle diese Formeln lassen sich auch auf die bekannte Weise
(Burg’s Compend. der hihern Mathem. Cap. IV.; dessen ,,Samm-
lung trigonom. Formeln,” 8. 41; oder dessen Handbuch der gerad-
linigen und spharischen Trigonometrie) fiir die Anwendung der
Logarithmen einrichten.

9. Fir den besondern Fall, als die Seitenkriifte einen rechten
Winkel einschliessen, gehen diese Formeln, wegen a — 90° in
die folgenden einfachern tiber:

D E=V(P+ @) () P=RCwg, (3) Q=R Sing

und (4) Zang ¢ = jQJ,

was sofort auch mit den in 3. und 5. entwickelten Relationen,
wie es sein soll, iibereinstimmt.

Beispiel. Wirken auf einen Punct A (Fig. 2) die zwei Kriifte P — 48-34
und @ = 26:52 Pfund unter einem Winkel von @ — 99°, 24', 13”; so
erhilt man nach den Formeln (1) und (6) in 8. R = 51-197 Pt und
@ = 30°% 44, 0", wodurch sofort die Grosse und Lage der Mittelkraft
gegeben ist.

Bestimmung der Resultirenden aus einer beliebigen An-
zahl von Kraften, welche auf einen frei beweglichen Punet
wirken und in ein wund derselben Ebene liegen.

(§. 16.)

10. Wirken auf den Punct A (Fig. 4) die Krifte 7, P T P
nach den angedeuteten Richtungen in einerlei Ebene, so lege man
zur Bestimmung ihrer Resultirenden in derselben Ebene durch den
Punct 4 ein beliebiges rechtwinkeliges Achsensystem XAV
bezeichne die als bekannt anzusehenden oder gegebenen Winkel,
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welche die Krafte P, P, ... mit der Achse der # bilden, der Reihe
nach und nach einerlei Richtung (von den positiven # gegen die
positiven ) gezihlt, durch e, e, a,...*) und zerlege endlich die
Kraft P in zwei (auf einander senkrechte) Seitenkrafte p, g, wovon
die erstere nach AX, die letztere nach AY wirkt, ebenso 7, in
zwei Krifte p,, ¢, nach AX" und AY die Kraft P, in p, und ¢,
nach A X’ und AY’ u. s. w., so hat man nach Nr. 5: p = P Cos «,
q= PSine, p, =P, Cose, q, = P, Siney, p, =TI, Cosay,
gy = P, Sinay u. s. w., wobei die Krafte p positiv oder negativ
ausfallen, d. h. von 4 gegen X oder von A gegen X' hin wirken, je
nachdem der entsprechende Winkel « im Iten oder 4ten, oder im
2ten oder 3ten Quadranten liegt; eben so fallen die nach der Achse
YY wirksamen Seitenkrifte g positiv oder negativ aus, wirken
nimlich von A gegen Y oder von A gegen Y’, je nachdem der
betreffende Winkel & im Iten oder 2ten, oder im 3ten oder 4ten
Quadranten liegt.

11. Bezeichnet man die algebraische Summe der Krafte p,
d. i. die Resultirende aus allen auf der Achse der # wirksamen
Seitenkrifte durch P’ und ebenso die Resultirende aus allen nach
der Achse der y wirkenden Seitenkrifte ¢ durch ¢; so wird

P=p+p+p+...omd =qg+¢ +¢ +...d 1L

(1) P=PCosa+ P, Cosa; +...=Z(P Cosa)

@2 @ =PSina+ P, Siney +...= Z(P Sine),
wobei sich die richtigen Zeichen der einzelnen Glieder je nach
den Werthen der Winkel «, e, ...von selbst ergeben. Dadurch
fallen die Krifte P’ und @ positiv oder negativ aus, wodurch
dann auch die Richtung bekannt ist, nach welcher diese beiden
Krifte (ob von A gegen X oder X', oder von A gegen Y oder Y)
wirksam sind.

Legt man den Fall zum Grunde, in welchem P’ und ¢
positiv ausfallen, diese Krifte also nach A X und AY wirken,
folglich ihre Resultirende in den lten Quadranten X AY und in
dieselbe Ebene fallt, (fix — P’, 4- ¢/ fallt diese in den 2ten, fiir

#) Sind néimlich ©, ®,.. die Winkel, welche die Krifte PP, P, P, u. s. w.
— e
einschliessen, ist niimlich PP, = o, P P, = @,... und zieht man die
Achse XX' gegen die Kraft P unter den beliebigen Winkel a (wobei
auch o = o sein kann); so sind offenbar auch die Winkel @ + w = @,
o+ o+ o, = u s w, bekannt oder als gegeben anzusehen,
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— P, — @' in den 3ten, sowie fiir + P, — @ in den 4ten Qua-
dranten) bezeichnet die Grésse dieser Resultirenden mit 2, sowie
ihren Neigungswinkel mit der Achse der s durch ¢; so erhilt
man nach den Relationen in 9.:

o

B R=V(P?+ Q% und (4) Tang @ = 7.
Beispiel. Wirken z B. auf den Punct 4 vier Krifte, P =12, P, = 40,
£ = 15 und VP, =810 Sintertiden e Winkelh it ¢ dor Achse XX’ von
o =30°12, o, = 112°25'16", o, — 234° 48" 24” und 05 1==1342°12' 8"
so findet man nach den vorigen Relationen (1) und (2):
P’ =103713 — 152564 — 86451 -+ 95214 =— — 40088
und Q = 60362 4 36:9762 — 122582 3:0566 = -+ 276976,
so dass also die Mittelkraft aus den Seitenkriften p von A gegen X', und_
jene aus den Seitenkriiften ¢ von A nach Y wirksam ist, daher die ge-
suchte Resultirende R im 2ten Quadranten X'A Y liegt.
Nach den weitern Relationen (3) und (4) findet man ferner mit diesen
Werthen von P’ und Q' sofort:
B = 1/'783:227523 = 27-986 und p = 98°14'8",

12. Bedingungen des Gleichgewichtes. Da fiir das
Gleichgewicht der Krifte ihre Resultirende 7 — 0 sein muss, so
erhilt man als Bedingungsgleichungen fiir diesen Fall aus der
vorigen Relation (3) sofort P’ = 0 und ¢ — 0, d. i. (Relat. 1 und 2)

PCosa + P, Cosa, + P, Cosery +...= 0 oder X (P Cos W)=,

PSina+ P, Sina, + P, Sine, +...=0 oder P Ship) =0.
Findet das Gleichgewicht nicht statt, so lisst sich dieses ganz
einfach durch Hinzufiigung einer neuen Kraft, welche der Resul-
tirenden der vorhandenen Krifte gleich und entgegengesetzt ist,
herstellen. '

Anmerkung. Man kann auch (analog mit der Bezeichnung, die wir fiir
Krifte wihlen, welche im Raume nach beliebigen Richtungen wirken,
Nr. 14) die Richtungen der Kriifte durch die Winkel bezeichnen, welche
die Kriifte mit dem positiven Theil der Axen bilden und dabei, was fiir
die wirkliche Berechnung einfacher, voraussetzen, dass kein Winkel iiber
180" hinaus geziihlt werden soll.

Sind nimlich &, «,... die in diesem Sinne genommenen Winkel der
Krifte P, P, ... mit der Axe der %, sowie f, B,...jene mit der Axe der Y;
so erhiilt man fiir die beiden obigen Relationen (1) und (2) in Nr. 11:

P’ = P Cosex - P, Cos o, 4~ cvo= Z(P Cosa)
@ =PCosB+ P, CosB, +... = 3(P C’osﬁ)} o
wobei, wie bekannt, Cos «? + Cosf2 =1, Cosal + CosB? =1 u s.w. ist,

Da die Cosinus der spitzen Winkel positiv, die der stumpfen aber negativ

sind, so erhalten auch hier bei dieser Art die Winkel zu nehmen, die ein-



zelnen Glieder die gehdrigen Vorzeichen. So ist z. B. fiir die im 4ten Qua-
dranten liegende Kraft P, sofort «, = P, A X spitz und §, = P, 4 Y stumpf,
folglich sind von den Componenten p, = P, Cos o, und ¢, = P Cos 8, die
erstere positiv und letztere negativ, wie es sein soll.

In dem vorigen Beispiele (Nr. 11) erhalten nach dieser Bezeichnung
die Winkel der Kriifte P, P,, P,, P, der Reihe nach die Werthe: « = 30°12/,
o, = 112°25"16", a5 = 125° 11/ 86", . oy = 17047 52", und. B = 59°48,
B, = 22°25' 16", B, — 144048’ 24", B, = 107°47 52"

Natiirlich erhiilt man mit diesen Werthen aus den vorigen Relationen ()
fir P’, @, B und ¢ wieder die obigen Werthe.

Zusammensetzung von Kriften, welche auf einen Punct
wirken, jedoch in verschiedenen Ebenen liegen.

4’ 173
13. Wirken drei Krafte P, @, S auf einen frei beweglichen
Punct 4 (Fig. 5) nach den wechselweise auf einander perpen-
dikuliren Richtungen A B, A C, AD, und schneidet man diese
eben genannten Linien den Kriften proportional ab; so stellt die
Diagonale A G des aus den Puncten B, C, D erganzten recht-
winkeligen Parallelopipedes die Resultirende R aus diesen Kriften
vor, und zwar ist wegen AG? = AB? + AC?*+ A D? sofort
= P (Pr - Q* 1 8%). . (1)
und wenn man die Winkel, welche die Diagonale 4 G' mit den
drei Seiten A B, AC, AD bildet, der Reihe nach mit a, b, ¢
bezeichnet, auch:
Cos a =§, C’osb:%, Cosc-——-j—g...(z),
wobei noch iiberdiess die Relation [Burg’s Compendium §. 580,
oder auch aus der Verbindung von (1) und (2)]:
Cos a® -+ Cos b2 + Cosc® =1

stattfindet, welche als Rechnungscontrole beniitzt werden kann.

14. Wirken die Krafte, deren Anzahl eine beliebige sein
soll, unter schiefen Winkeln auf den freien Punct A (Fig. 6),
so lege man (analog mit dem Verfahren in Nr. 10) durch diesen
Angriffspunct drei Coordinatenachsen 4 X, AY, AZ rechtwinkelig
auf einander und bezeichne die Winkel, welche die Kraft P mit
diesen Achsen bildet, der Reihe nach durch «, 8, y, ebenso jene
der Kraft P, durch «,, B,, 7, u. s. w., wobei wir (analog mit
der Bemerkung in Nr. 11) der leichtern Uebersicht wegen diese
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Winkel von der betreffenden Kraftrichtung immer gegen den
positiven Theil der Achsen rechnen und annehmen, dass keiner
dieser Winkel 180° iibersteige, wornach also z B. die in den
triédrischen Winkel ¥ X2’ fallende Kraft P, mit der Achse der z
einen stumpfen, mit jener der Y einen spitzen und mit jener der »
wieder einen stumpfen Winkel bildet, oder «, > 90° B. << 90°,
#» > 90° und dabei jeder stumpfe Winkel kleiner als 180° ist.

Diess vorausgesetzt zerlege man die Kraft P in 3 auf ein-
ander senkrechte Componenten P> ¢, 7, und zwar nach den Achsen
XX, YY, ZZ', " ebehsp ' dlc” Kiaf P, in die auf die genannten
Achsen fallenden Seitenkrifte Pi> Qs ™ U. 8. W.; so erhalt man
nach den Relationen (2) der vorigen Nummer:

p =P Cose, qg = P Cos B, r = P Cos p,
=D Cosay, = P, Cos B, r = P, Cosp,
u. 8. w. fort.

Durch diese Zerlegung erhilt man aber anstatt der urspriing-
lichen Krifte P, P, P, .., drei Gruppen von Kriften, welche
nach den auf einander perpendikulir stehenden Achsen XX P 4
und ZZ' auf den Punct A wirken, so dass, wenn man ihre Re-
sultirenden beziehungsweise durch P, @, R bezeichnet, sofort

(m) P'=p+p1 s Yoy Q/=9+91 il
R=r+on + 7, + ... wird.

Bezeichnet man aber die Resultirende aus den urspriinglichen
flralton' P, PtV eldhe zugleich auch jene dieser drei
Krafte P, @, R ist, mit R, und die Winkel, welche ihre Rich-
tang mit den drei Achsen X X, YY', ZZ bildet, durch a, bylcs
o hat man unmittelbar nach 13. (Relat. 1 und 2):

B=V(P2+ @3+ B md
Gosia — %, Cosb=%, Cos¢ = %,
wodurch die Grosse und Lage der Resultirenden gegeben ist.

Substituirt man fir P, @, ® und darin fir P q, ... die

vorigen Werthe, so wird:

"= P Cosa + P, Cosa, +...= Z(P Cos a),
Q’ = P Cos 4 P, Cos g, +...="Z(P Cos B),
E = PCosy + P, Cos p, +...=Z (P Cosyp).

Beispiel. Um eine Anwendung von diesem Verfahren zu zeigen, wollen wir
annehmen, dass auf einen Punct A im Raume 8 Kriifte wirken, deren
Grosse und Richtungen gegen ein belichig gewiihltes Coordinatensystem
durch folgende Angaben bestimmt sein sollen :
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B 42 Pfund, o = 82°18, f = 386°42, g << 90°
P T8:0dss o = 148°25', |« B, 68%864 daty =908
P,— 8 ogi=— 175% Blis By =120%50):1 1)y, = 90°
Sl y — 1203058 "= 1440600y =100
B —RIB0MINED B o —WI6 20 957 (HpE— 8800 59 1 Bl <= 190°
2854 oy = 140010, B, 82042, y, < 90°
P,= 8 i 16188200 . B, == 148124 yul=<:90°
P = 92 okl 629164, =B, == l042i85%a iy, <5190%
Man findet mit diesen Werthen aus den obigen Relationen:
P = — 947851, @ = — 583109, R' — 32:0919
R — 11582 Pfund, @ = 144°55" 26", b = 120°13'47", ¢ =106°5"12".
Die Resultirende liegt sonach im Tten dreifliichigen Winkel, und eine
Kraft, welche mit den gegebenen 8 Kriiften das Gleichgewicht herstellt,
wiirde mithin in den 1ten dieser 8 korperlichen Winkel fallen, dabei mit
den positiven Richtungen der Coordinatenachsen die Winkel o' = 180 — a,
b = 180 — b, ¢’ == 180 — ¢ bhilden und der Resultirenden B gleich sein.

l

1

=
I

=
I

[

Anmerkung 1. Fiir das Gleichgewicht der angenommenen Kriifte miissen
(wegen R = 0) die drei Gleichungen P’ =0, @ =0, R’ = 0 bestehen.
Wiire z B. bloss R' = 0, so wire nach der vorhergehenden Relation

Cosic — ]% = 0 oder ¢ = 90° zum Beweis, dass in diesem Falle die Re-

sultirende in die Ebene der Achsen X X', YV’ fillt. Wire ausserdem
auch @ = 0, so wiirde auch noch b = 90°, zum Zeichen, dass jetzt die
Resultirende B mit der Achse XX’ zusammenfillt.

Anmerkung 2. Ist der Angriffspunct der Kriifte nicht vollkommen frei, son-
dern z. B. gezwungen, auf einer gegebenen krummen Fliche oder Linie
zu bleiben, auf welcher er sich iibrigens wieder ganz frei (ohne Reibung)
soll bewegen konnen, so ist es fiir das Gleichgewicht nicht mehr noth-
wendig, dass die Regsultirende aus allen diesen Kriften gleich Null sei,
sondern es reicht hin, dass diese auf der Fliche oder Linie im betreffenden
Puncte normal stehe, indem sie dann von dem Widerstande der Fliche
oder Curve aufgehoben wird. Diese Betrachtung fiihrt im erstern dieser
beiden Fille zu zwei, im letztern zu einer Bedingungsgleichung, und
zwar, wenn F = g (x,7,2) = 0 die Gleichung der krummen Fliche ist;
so sind diese fiir den erstern Fall:

(v Al o (A (ol
P (3) =@ (55) =0 we r (5) -7 () =o
und fiir den letztern:
Pdx 4+ Qdy 4+ Rdz = 0.

Noch anschaulicher lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen fiir diese
beiden Fille auf folgende Weise darstellen:

Liegt der Angriffspunct der Kriifte auf einer krummen Oberfliiche oder
Curve, so lasse man eine der drei rechtwinkeligen Coordinatenachsen, z. B.
jene der z, mit der durch diesen Punct gehenden Normale zusammenfallen
und zerlege jede der Kriifte wie vorhin in 8 auf die Coordinatenachsen
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fallende Componenten, so werden davon jene, welche in die Achse der »
fallen, durch den Widerstand der festen Oberfliiche oder Curve aufgehoben
und es bleiben fiir das Gleichgewicht nur noch die beiden Gleichungen zu
erfiillen

Z(POse) =0 und X (P Cos B)=0.

Ersetzt man den genannten Widerstand durch eine in der Richtung der
Normale fallende Kraft N, so kann man den Angriffspunct séimmtlicher
Kriifte wieder als einen ganz freien ansehen und man hat, wenn a, b, ¢ die
Winkel dieser Kraft N mit den Coordinatenachsen sind, nach den obigen
Relationen fiir das Gleichgewicht:

2/(P Cos et)+N Cosa =0, (P Cos B) +N Cosb =0, 2/(P Cosy) +N Cosc=0,
woraus man noch ganz einfach findet:

N = V(Z‘P(]osot):"—f—(Z‘P('osﬁ)’—l—(ZPC’os'y)z,
d. h. die Grosse oder Intensitiit dieser Kraft oder dieses Widerstandes N
ist gleich der Resultante der auf den genannten Punct wirkenden Kriifte,

Anmerkung 8. Aus den obigen Gleichungen folgt:
B'=P"+ Q'+ B'< S(PCosa)’ + Z(PLosf)’ + Z(P Cosy)?,
und wenn man substituirt, entwickelt und ordnet :
B* = P? (Cos a® + Cos B2 + Cos y?) + P! (Cosa? - Cos B2 + Cosyl) + ...
+ 2PP (Cosa Cosery + Cosf CosB, + Cosy Cosy,)
+ 2PP, (Cosec Cosary 4 Cosf Cosfl, + Cosy Cosy,)
shah Lomads
oder wegen Cosa? 4 Cosf? 4 Cosy® = Cosel + Cos B} + Cosyl= .—1
und  Cos & Cos o, + Cos 8 Cos By - Cosy Cosy, = C’os’lgFl
Cos o Cos ety - Cos B Cos B2 + Cosy Cosy, = Cos J ik
u. 8. W,
— —
auch R'= (P4 P} +...) 4 2PP, Cos PP, + 2 EIR e Cos PP YEISh
+ 2P, P, CosP,P, + 2P, P, CosP,P, +..,
e ik etk :

d. i. endlich: —
B = (P + 2 (PP, Cos PP,).

Allgemeine Bestimmung des Mittelpunctes
paralleler Kriifte.
(§. 23.)

15. Wirken auf ein System von beliebigen, fest mit einander
verbundenen Puncten 1/, M, M, . .. (Fig. 7) nach parallelen, sonst
aber beliebigen Richtungen die Krifte P, P, P,...; so beziche
man, zur Bestimmung ihrer Resultirenden, dieses System auf irgend
drei rechtwinkelige Coordinatenachsen A X, AY, A Z, und bezeichne
die Coordinaten des Angriffspunctes M durch @, y, 2, jene des
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Punctes M, durch =, y,, z, u.s. w., sowie endlich jene des An-
griffspunctes der Resultirenden R, d. i. des Mittelpunctes der
parallelen Krifte durch X, Y, Z; félle ferner aus diesen Punc-
ten M, M;... auf die Ebene der 2y die Perpendikel Mm = z,
Mym, = z,, Mym,= 2z, u. s. w. und ziehe in der durch zz, ge-
dachten Ebene M,m durch }/ die Gerade M B parallel zu mm,
(als Durchschnittslinie der beiden Ebenen M;m und zy). Diess
vorausgesetzt, liegt der Angriffspunct N der Mittelkraft aus den
beiden Kraften P, P,, je nachdem diese nach einerlei oder nach
entgegengesetzten Richtungen wirken (§§. 20 und 21), entweder
in der bestimmten Geraden M M, oder in ihrer Verlingerung;
nimmt man hier den ersten Fall an (da der letztere ohnehin aus
dem erstern folgt), so hat man (§. 20), indem diese Mittelkraft
— Pl P st
P, :(P+P)=MN: MM, = NC: M,B (§ 20, Relat. [4])
(wenn man auch noch aus NV auf die Ebene der 2y das in der Ebene
M, m liegende Perpendikel Nx fallt), nimlich (P4 P,) NC= P, . M, B,
oder wenn man beiderseits die identische Gleichung
(P-+ P)Cn= P.Mm -+ F,.Bm
(wegen Cn == Mm = Bm,) addirt und reducirt, auch:
(P PV Nn'= PiMm + B Mym, =Pz 'P,z;
es ist namlich, wenn man das Product aus der Kraft in das aus
ihrem Angriffspunct auf die Ebene der 2y gefallte Perpendikel
Moment dieser Kraft in Bezug auf diese Ebene nennt, sofort
das Moment der Mittelkraft gleich der Summe der
Momente der beiden Seitenkrafte.

Ist ferner IV, der Angriffspunct der Resultirenden P+ P, 4 P,
aus dieser Mittelkraft 2 4+ P, und der dritten in 3/, wirkenden
parallelen Kraft P,, und zieht man wieder V;n, perpendikular
auf die Ebene #7; so hat man ebenso nach diesem Satze:

(P4 P, + P)Nyny = (P + P))Nn + Py.Mym,,
oder wenn man fiir (P + P,) Nn den vorigen Werth setzt:
(P+ P, + P) Niny = Pz + Pizi + P,z
wobei diese Summen immer nur im algebraischen Sinne zu ver-
stehen sind.

Fahrt man nun auf diese Weise fort, bis auch die letzte
parallele Kraft verbunden ist, so erhilt man endlich die Relation:
RZ=Pz+ Pz, + P2y +...= Z(Pz) (k),

wobei R=P+ P +P,+...=2(P) ist
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16. Fillt man nun auch auf die beiden iibrigen coordinirten
Ebenen der 2z und y# aus den oben genannten Angriffspuncten
M, M, ... die Perpendikel, so sind diese nichts anders als be-
zichungsweise die Ordinaten Y> Yr+-- und @, z,... der Puncte
M, M, ... und man erhalt analog mit der vorigen Relation (k)
ebenso RY = 2(Py) und RX = Z(Pa), so, dass man also zur
Bestimmung  des Mittelpunctes der parallelen Krifte die nach-
stehenden Gleichungen hat:

RX = e o —}—=Z'(P@)l

RY = Py % By +=2(1’y) (1)

K Ze==i B> 4R 2 +=ZJ(P2)[
und R=P+ P +.. . = P2 h (Ve (2),

aus welchen sich fiir diesen Punct die Coordinaten ergeben:
. = 2,(Px) X 58y = w(.?)
2(p)’ 2(P)? 2(P)
und wobei die simmtlichen Summen im algebraischen Sinne
zu nehmen sind.

17. Liegen alle Angriffspuncte M, M,...in ein und der-
selben Ebene, und nimmt man diese zur Vereinfachung der
Rechnung als eine der drei coordinirten Ebenen, z. B. zur Ebene
der 2y; so werden die sammtlichen durch ¢, 215 25+ . . bezeichne-
ten Ordinaten Null, und man erhalt aus der 3ten der vorigen
Relationen (1) RZ — 0, also, wenn R nicht Null ist (d. h. das
Gleichgewicht nicht besteht), Z = 0, zum Beweis, dass in diesem
Falle der Mittelpunct der parallelen Krifte in derselben Ebene
der Angriffspuncte M, M, ... liegt.

Zur Bestimmung dieses Punctes geniigen daher (die Puncte
M, M, .. .auf zwei in dieser Ebene gezogene rechtwinkelige Achsen
bezogen) die beiden Gleichungen: £ X — Z(/2)und RY= Z(!y),
wobei R = 3(P) ist,

Anmerkung. ‘Nimmt man (zur Uebung) an, dass die sdmmtlichen Angriffs-
puncte in einer Ebene liegen, deren Gleichung auf das bereits angenommene
Coordinatensystem # — ¢4 + 6y + « ist; so hat man fiir den Punct M die
eben angefiihrte, fiir den Punct M, die Gleichung 2, = ax, + by, + «,
fiir den Punct 27, jene z, = agm, + by + o u s w,

Diese Werthe von 2, Z ... 1in der 3ten der obigen Gleichungen (1) sub-
stituirt und geordnet erhls man ;

RZ=a(Pac+P,w, -|-...)+b(Py+P,y‘+.. )—i—a(P-i—P,-{—...)
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d. i. mit Riicksicht auf die beiden erstern der Gleichungen (1), wenn man
sogleich mit B abkiirzt:

Z=aX+bY+ «
zum Beweis, dass auch der Mittelpunct X, ¥, Z ein Punct der angenom-
menen Ebene ist.

18. Liegen dagegen die siimmtlichen Puncte M, M, ... in
einer geraden Linie und nimmt man diese zur Achse der 2, so
erhdlt man aus den beiden letzten der Relationen (1) in 16. wegen

Y= =yp=...=0und =2 =2,... =0,
wenn das Gleichgewicht nicht statt hat, also R nicht Null ist
(da fiir das Gleichgewicht dieser Punct X, ¥, Z ohnehin nicht
besteht), sofort ¥ = 0, Z = 0, zum Zeichen, dass in diesem Falle
(wie es ohnehin bekannt) der Mittelpunct der parallelen Krifte
in der namlichen Geraden liegt.

Anmerkung. Besteht das Gleichgewicht, so folgt aus den obigen Relationen
(1) und (2) wegen R = 0 sofort:
2(P)=0, XZ(Px)=0, Z(Py)=0, Z(Pz)=0.

Besteht dieses nicht, so muss man dem Systeme der parallelen Kriifte noch
jene — R hinzufiigen, dann ist — R 4 X (P) = 0,

—RX+ 2(Px) =0, —RY+ Z(Py)=0, —RZ + 2 (Pz) =0,
dsen B =2(P), EX= X(Px), RY=3(Py), RZ— 3(P2).

Wiire B -== X (P) = 0, ohne dass zugleich auch die durch die Gleichun-
gen X (Pw) = 0, Z(Py) = 0 und Z(Pz) = 0 ausgedriickten Bedingungen
stattfinden, so wiirden die Coordinaten X, ¥, Z Unendlic h, zum
Zeichen, dass sich die Kriifte auf ein sogenanntes Kriftepaar reduciren.

Satz der statischen Momente.

(§. 32.)

19. Wirken auf einen frei beweglichen Punct A4 (F ig. 8) be-
liebig viele in ein und derselben Ebene liegende Krifte P, P,, oo
nach den angedeuteten Richtungen, und fallt man aus irgend einem,
in derselben Ebene liegenden Punct O auf die Richtungen der
Krifte oder deren Verlingerungen die Perpendikel Oaq, Qg
und bezeichnet ihre Grosse oder Linge bezichungsweise durch
Py D1y Py-+- 80 sind Pp, P p, u. s. w. die statischen Mo-
mente dieser Krifte in Bezichung auf den Punct O.

Nimmt man die durch diesen Punct O und den Angriffs-
punct 4 gezogene Gerade X X' zur Abscissen- und die durch 4
darauf perpendikulire Gerade Y'Y’ zur Ordinatenachse, bezeichnet




die Winkel, welche die Krifte P, Py ... mit XX einschliessen,
wie in Nr. 10 durch «, ¢, «,. .. zerlegt wieder, wie dort, jede
dieser Krifte in zwei auf einander senkrechte Seitenkrafte, namlich
nach 4 X und AY, und bezeichnet gerade so wie dort die Mittel-
kraft aus allen nach der Achse XX’ wirksamen Seitenkrafte
mit P, sowie jene nach Y'Y’ wirkenden Krifte mit Q, so dass
also (wiein11) P’ = P Cosa + P Cosey+...und @' = PSine
+ P Sine; 4 ... wird; so hat man aus dieser letzteren Relation,
wenn man den willkiirlichen Abstand 4 0 = 4 setzt, wodurch

2

Sine =L, Sine, =2 Sin o, U
wird, sofort:
Q=P+ P& .,
oder wenn man durchaus mit 1 multiplicirt :

4
Qu=Pp+ Pp + Bp, + ... (m).

Ist nun R die Resultirende aus diesen Kriften P A B nng
also auch der beiden Mittelkrifte P, @, und fallt man auf diese
Kraft ebenfalls aus O das Perpendikel 00, dessen Linge r heissen
soll, so ist nach dem Satze (1) in §. 29 Ry — Q9 + P, oder
da hier ¢’ = » und p' = 0 ist, auch Rr — @ w (was auch unmit-
telbar aus dem Satze in §. 29 folgt, nach welchem R» — Qi q
ist), und wenn man fir Q'w den Werth aus der vorigen Rela-
tion (m) setzt:

R PY R, I P 3 RO
Anmerkung 1. Die in dieser algebraischen Summe vorkommenden Glieder
werden positiv oder negativ, je nachdem (da man die simmtlichen Kriifte

P als positiv anzusehen hat) die Perpendikel p = u Sine, p, = uSin (4o

positiv oder negativ ausfallen, d. h. je nachdem die entsprechenden Win-

kel o im lten und 2ten oder Sten und 4ten Quadranten Iliegen.
Auch ldsst sich dieser Gegensatz in den Zeichen der Glieder Pp leicht

dadurch finden, dass man sich die simmtlichen Perpendikel p, p, ... im
Puncte O fest mit einander verbunden, zugleich aber um diesen Punct
drehbar denkt und sich vorstellt, dass die Kriifte £, P ... an_ihren Ends
puncten @, a, ... wirksam sind; dann bilden die Kriifte, wie hier P und P,,
welche das System von Oa, Oa,... nach der einen Richtung drehen
wollen, den Gegensatz zu jenen, wie hier £,, welche dieses System nach
der entgegengesetzten Richtung zu drehen streben. Die Resultirende
sucht das System im positiven oder negativen Sinne zu drehen, je nachdem
die algebraische Summe der Glieder Pp (wobei man willkiirlich die eine
oder die andere Richtung als die positive annehmen kann) positiv oder
negativ ausfillt.
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Anmerkung 2. Da fiir den Fall des Gleichgewichtes, wegen R = 0, sofort
Pp A+ Pp, + Pp,+4 ... =0...(u) wird, so folgt, dass in diesem Falle
die Summe der statischen Momente jener Kuiifte, welche das genannte
System nach einer Richtung zu drehen suchen, gleich sein muss der
Summe der statischen Momente der iibrigen, d. h. jener Krifte, welche das
System nach der entgegengesetzten Richtung zu drehen streben.
Ausserdem miissen auch noch, wenn O ein freier Punct ist, die beiden
Bedingungsgleichungen (12.) P* = 0 und Q' = 0 bestehen. (Diese letatere
Gleichung @ = 0 ist iibrigens schon eine Folge von jener R — 0, indem
Rr = Qq =.Q u, und » von Null verschieden ist.)

Ist dagegen O ein fester Drehungspunct, so ist das Gleichgewicht
von der Bedingungsgleichung P’ = 0 unabhéingig, d. h. diese Gleichung
braucht nicht stattzufinden. :

Anmerkung 3. Lisst man, ohne die Grosse der Perpendikel p, p,, p,...
zu dndern, die ganz willkiirliche Distanz A O = « allm#hlich zunehmen und
setzt endlich » = o9, so laufen zuletzt die Kriifte 7, P,, P,... unter ein-
ander parallel, ohne dass dadurch die obige Relation (1), in welcher
diese Grosse » nicht mehr vorkommt oder hinausgefallen ist, ihre Giltigkeit
verliert (§. 33).

20. Die vorige Relation (1) gilt aber nicht bloss fiir den
Fall, in welchem die Krifte 7, P, ... auf einen einzigen Punct,
sondern auch wenn diese auf verschiedene, mit den Kriften
in derselben Ebene liegende, jedoch fest mit einander verbun-
dene Puncte A4, A4,, 4,... (Fig. 9) wirken. Denn sucht man
zuerst zu den beiden Kraften 2 und P, welche sich in M schnei-
den, die Mittelkraft 22, ferner zu dieser und der 3ten Kraft P,,
welche sich in IV schneiden sollen, die Mittelkraft 2, u. s. w.
fort, fallt dann aus irgend einem in derselben Ebene liegenden
Punct"O auf die Richtungen der Krifte P, P,... R, R,... die
B . Uo —p,... .Ob=7r, Ob' =1 ...; 80
folgt nach der genannten Relation (1) der vorigen Nummer:
Ry = Pp - P, p,, ferner ebenso:

Byry= Rr + Fyp, = Pp + P, p, + Laps»
und wenn man auf diese Weise fortfahrt und die letzte Resul-
tirende aus sammtlichen Kriften wieder durch R, das aus O darauf
gefillte Perpendikel durch » bezeichnet, endlich wie zuvor:

=0+ Pp, + Pop, +...=Z(Pp)...(2).

Anmerkung 1. Bezieht man die Angriffspuncte 4, 4, ... auf zwei willkiir-
liche in dieser Ebene gezogene rechtwinkelige Achsen, und zerlegt jede
der gegebenen Kriifte P, P,...in zwei mit diesen Achsen parallele Kriifte,
deren Angriffspuncte man sich in diese Achsen verlegt denken kann; so

Burg’s Mechanik. Suppl. 2



erhilt man genau so wie in 10., wenn man die dortige Bezeichnung der
Winkel, welche die Kriifte 2, P,... mit der Achse XX’ bilden, beibehiilt,
zwei Gruppen von parallelen Kriiften, von denen die mit der Achse XX’
parallele Gruppe die Resultivende P’ — X(PCosa) und die mit Y'Y’
parallele die Mittelkraft Q' = X (P Sina) besitzt.

Soll also hier das Gleichgewicht stattfinden, so miissen gleichzeitig die
drei Bedingungsgleichungen bestehen :

Z(Plosae) =0, X (PSinc)=0, Z(Pp)=0 .

Auch lassen sich die in der vorigen allgemeinen Gleichung (2) vor-
kommenden Producte oder stat. Momente so ausdriicken, dass dadurch zu-
gleich die Zeichen der Perpendikel 7, p, p,... in die Augen fallen.

Nimmt man n#mlich zuerst nur zwei Krifte P, P, an und bezieht diese
auf ein durch den Punct O gehendes rechtwinkeliges Achsensystem, be-
zeichnet die Coordinaten der Angriffspuncte 4, 4, dieser Kriifte beziehungs-
weise mit 2, y und @, y,, die Winkel, welche die Kriifte P, P, und ihre
Resultirende /2 mit der Abscissenachse bilden, mit e, o, und a; so erhilt
man fiir die aus dem Anfangspunct O auf die Richtungen der Kriifte
P, P, R gefillten Perpendikel p, p,, r, wie leicht zu sehen, die Ausdriicke

p=yCose —xSina, p, =y, Cos ¢, — @, Sinc,
und wenn X, ¥ die Coordinaten irgend eines Punctes der Resultirenden R sind,
r =Y Cosa — X Sina.

Dadurch erhilt also die obige Gleichung R» — Pp + P,p, die Form:
E(Y Cos a — XSina) = P(y Cos o — & Sin ) + P, (y, Cos &y — x, Sin «,).

Verbindet man jetzt gerade so, wie es vorhin geschehen, diese Resul-
tirende B mit der dritten Kraft 2, und setst fiir R, P, und ibre Resul-
tirende R’ die der vorigen analoge Gleichung an, verbindet ferner &' mit
P, u. s. w, fort, bis man auf diese Weise zur letzten Kraft gekommen
ist, und bezeichnet die letzte Resultirende wieder mit R, die Coordinaten
eines ihrer Puncte durch X, ¥, sowie den Winkel, welchen sic mit der
Abscissenachse bildet, durch a; so ist die der vorigen analoge Gleichung :

B(Y Cosa — XSina) = Z[P(y Cosc — xSin )] (m),
welche den Abstand » = Y Cosa — X Sina angibt, in welchem die Re-
sultante £ vom Anfangspuncte der Coordinaten durchgeht, wihrend die
beiden obigen Gleichungen P’ — R Cosa und Q — R Sin a, A&

ECosa = X (PCosa) und R Sina — Z(PSina)...(n),
die Grosse und Richtung derselben angeben.

Nach den vorhin aufgestellten Bedingungsgleichungen (1) folgt, dass
eine beliebige Anzahl von in derselben Ebene liegenden Kriiften im Gleich-
gewichte steht, wenn 1. die Summe der Seitenkrifte derselben
nach den Richtungen zweier beliebiger in dieser Ebene an-
genommenen rechtwinkeligen Achsen jede fiir sich gleich
Null, und 2. die Summe der statischen Momente der Krifte
in Beziehung auf irgend einen in der Ebene angenommenen
Punet ebenfalls gleich Null ist.
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Hitte die Ebene, in welcher die Kriifte liegen, einen festen Punct, so
wiire es nicht mehr nothwendig, dass ihre Resultirende = O sei, sondern
es wiirde fiir das Gleichgewicht hinreichen, dass diese durch den festen
Punct geht. Nimmt man diesen Punct zum Ursprung der Coordinaten, so
reducirt sich in diesem Falle die Bedingung des Gleichgewichtes auf die
einzige Gleichung X (Pp) = 0, withrend der Werth der Resultante

R = V{[Z(PCos a)]* + [Z (P Sin )]}
den Druck gegen diesen festen Punct angibt.

Wiiren die simmtlichen Kriifte parallel, so wire e =eo, =a,=...,
folglich hiitte man R Cosa = Cosa X (P), BSina = SnaZ(P) und
Rr = X (Ip), woraus sofort

tang a = tang e, also auch Cos a = Cos o, Stna = Sine und R = 2 (P)
folgt; es ist also die Resultante in diesem Falle (wie bekannt) den Seiten-

kriiften parallel und ihrer Summe gleich.
Tiir das Gleichgewicht ist B =0, also X (P)= 0 und Z(Pp)=0.

Anmerkung 2. Wir kinnen jetzt auch auf den allgemeinen Fall iibergehen
und die Gleichgewichtsbedingungen fiir ein System von fest mit einander
verbundenen Puncten bestimmen, auf welche Krifte nach beliebigen
Richtungen im Raume wirken.

Es seien nimlich P, P,, P,... diese Kriifte; @, ¥, 2, 2,,Y,, % U. 8 W.
die auf irgend ein rechtwinkeliges Achsensystem bezogenen Coordinaten
ihrer Angriffspuncte; «, f, y, %, B, y, w s. w. die Winkel, welche die
Kriifte beziehungsweise mit den Achsen der @, y, 2 bilden. Diess voraus-
gesetzt, zerlege man jede Kraft P in drei mit den Coordinatenachsen
parallele Kriifte, so sind diese (Nr. 14) fiir die Kraft P beziehungsweise
P Cosa, PCosp, PCosy; fiir jene P,z P, Cosa,, Py Cosf8,, P, Cosy, u.s.w.
Man verlingere ferner die (mit der Achse der » parallele) Kraft P Cos c
bis zu ihrem Durchschnitt N (Fig. 9, @) mit der Ebene der yz; so hat
dieser Punct N die Coordinaten An = y und dm = 2. Zerlegt man diese
Kraft P Cos o in zwei gleiche mit ihr parallele Kriifte, welche in derselben,
und zwar in der durch pg gehenden Ebene liegen (wofiir Np = Ngq ist),
so fillt von diesen beiden, mit der Achse der o parallelen Kriifte 1P Cos «,
eine in die Ebene der ay und hat von der Achse der x den Abstand
Ap = 24n =2y, und die andere in die Ebene der «z in den Abstand
Aq = 2Am = 2z von dieser Achse.

Zerlegt man auf gleiche Weise auch die iibrigen mit der Achse der @
parallelen Kriifte P, Cos ;... jede in zwei gleiche dieser Achse parallele
Kriifte, so erhiilt man fiir das System der mit der Achse der « parallelen
Seitenkriifte zwei Gruppen solcher mit dieser Achse paralleler Kriifte
1PCosa, 1P, Cosa,..., wovon die eine Gruppe in der Ebene der xy in
den Entfernungen beziehungsweise 2, 2, .. .und die zweite in der Ebene
der zz in den Entfernungen 2z, 2z,... wirksam ist.

Ehenso kann man das der Achse der y parallele System der Seiten-
kriifte P Cos p, P, Cos B, . ..durch zwei Gruppen dieser Achse parallele Kriifte
ersetzen, von denen die eine in der Ebene der xy in den Entfernungen

2*
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22, 2®,...und die andere Gruppe in der Ebene der yz in den Entfer-
nungen 2z, 2z,...wirksam ist.

Endlich kann man auch fiir das dritte System der mit der Achse der z
parallelen Seitenkrifte P Cosy, P, Cosy, ... zwei Gruppen von mit dersel-
ben Achse der z parallelen Kriifte 12 Cos Yy %P, Cosy,. .. substituiren,
wovon die eine Gruppe in der Ebene der xz liegt und deren einzelnen
Krifte die Abstiinde 2z, 22,..., die andere in der Ebene der Yz wirksam
ist, und die Abstinde 2y, 2y,... von dieser Achse der z haben.

Durch dieses Verfahren hat man aber anstatt der urspriinglichen Krifte
P, P,... welche ganz willkiirliche Richtungen im Raume haben konnen,
durchaus Kriifte erhalten, welche lediglich in den 3 coordinirten Ebenen
wirksam, und darin in je zwei, bezichungsweise mit den in diesen Ebenen
liegenden Achsen parallelen Gruppen vertheilt sind; es ist klar, dass wenn
in jeder dieser 3 coordinirten Ebenen Gleichgewicht besteht, auch das ganze
System im Gleichgewichte sein muss.

Nun sind aber die Bedingungen fiir das Gleichgewicht in den 3 genann-
ten Ebenen der zy, 2z, yz beziehungsweise (nach den vorigen Relationen
(n) und (m), wenn man R = 0 setzt) :

32 (PCose) =0, §3(PCosB) =0, 2 (P[2y Cos @ — 22 Cos f]) = 0,
12 (P COosa) =0, +Z(PCosy) =0, 32 (P[22 Cos ¢ — 22 Cos y]) = 0,
32 (P CosP) =0, +3(PCosy) =0, 32 (P[22 (os p — 2y Cos y]) = 0.

Da jedoch diese 9 Gleichungen nur 6 verschiedene ausmachen, so
wird das angenommene freie System im Gleichgewichte sein, wenn die
Krifte P, P, ... folgenden 6 Bedingungsgleichungen Geniige leisten :

X (P Cos @) = 0, X (P Cos ) = 0, Z (P Cosy) =0,
® Z(P [y Cos ¢ — x Cos f]) = 0,

(P [z Cos ¢ — a Cos y]) = 0,

2(P[z Cos B — y Cos y]) = 0.

Auch ldsst sich leicht zeigen, dass ohne Erfiillung dieser 6 Gleichungen,
von denmen die 3 ersteren stattfinden miissen, damit keine fortschrei-
tende, die 3 letzteren dagegen, damit keine drehende Bewegung in dem
Systeme eintritt, das Gleichgewicht nicht bestehen kann.

Ist das System nicht frei, sondern z B. durch einen festen Punct
gehalten, um welchen es rotiren kann; so ist es fiir das Gleichgewicht
nicht mehr nothwendig, dass die Resultirende Null sei, sondern es geniigt,
dass diese durch den festen Punct geht. Nimmt man diesen Punct zum
Ursprung der Coordinaten, so hilden die 3 letzten Gleichungen der vorigen
Relationen (s) die hier nothigen Bedingungsgleichungen fiir das Gleichge-
wicht (weil jetzt » statt 2 Null ist).

Wird das System durch zwei feste Puncte oder durch eine feste
Achse gehalten, so werden alle zu dieser Achse parallelen und auf diese
perpendiculéren Kriifte durch ihren Widerstand aufgehoben. Nimmt man
daher diese Achse zu einer der Coordinatenachsen, z B. fiir jene der z,
5o werden alle in den Ebenen der #z und Y= liegenden Kriifte aufgehoben
oder vernichtet und es wird also fiir das Gleichgewicht nur nithig sein,
dass die Resultante der in der Ebene der zy wirksamen Kriifte nach der
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Achse der z gerichtet sei, d. h. dass sie durch den Ursprung der Coordi-
naten gehe; dadurch wird die Bedingung des Gleichgewichtes auf die ein-
zige Gleichung X (P [y Cos @ — » Cos f]) = 0 reducirt, so dass also in
dicsem Falle nur die Summe der stat. Momente in Beziehung auf diese
feste Achse = O zu sein braucht.

Nimmt man an, dass die simmtlichen Kriifte P unter einander paral-
lel sind, so darf man nur ¢ = @, = @, =..., f =f, === .. und
y =y, =74, = ... setzen, um fir das Gleichgewicht aus den Rela-
tionen (s) die Bedingungsgleichungen zu erhalten :

Cos o 2 (P) = 0, CospZE(P) =0, CosyZ(P)=0,di Z(P) =0,
und  Cosa Z(Py)— Cos p = (Px) = 0, CosaX(Pz)— Cosy Z(Px)=0,
Cos f Z(Pz) — Cosy 2 (Py) =0,
welchen letzteren Gleichungen geniigt wird, wenn
3 (Px) =0, Z(Py) =0, Z(Pz) =0 ist

Findet das Gleichgewicht nicht statt und haben die Krifte die Resul-
tirende R, welche mit den Achsen der x, ¥, 2 bezichungsweise die Winkel
a, b, ¢ bildet, so darf man zur Herstellung des Gleichgewichtes offenbar
zu den Kriiften P, P,...nur noch eine der I gleiche und gerade entgegen-
gesetzt wirkende Kraft hinzufiigen; dadurch gehen die vorigen Bedingungs-
gleichungen tiber in folgende:

Cosa Z(P) — R Cosa =0, Cosf X (P)— E Cosb = 0, und
Cosy 2 (P) — R Cosc = 0,
woraus zuerst R=2(P) wnd a=e, b=f c=y folgt
und, wenn «, 9, # die Coordinaten irgend eines Punctes dieser Resul-
tirenden E sind, ferner:
Cos o [Z(Py) — y Z(P)] = Cos f[=(Px) — ' Z(P),
Cos & [E(Pz) — # Z(P)] = Cosy [Z(Px) — =" Z(P)],
Cos p [E(P2) — # S(P)] = Cos y [E(Py) — o Z(P)],
welchen letzteren 3 Gleichungen offenbar fiir
e o (Pooy e A > (Bl s e (Be)
b VS TR T s e[
Geniige geleistet wird, und welches sofort (Nr. 16, Relat. 3) die Coordi-
naten des Mittelpunctes der parallelen Krifte sind.

Auf gleiche Weise hiitte man schon in dem allgemeinen, durch die Re-
lationen (s) gegebenen TFalle die Resultirende bestimmen konnen, wenn
kein Gleichgewicht vorausgesetat worden wiire.

Schwerpunct der Linien.

@§. 44.)

21. Soll allgemein fiir irgend eine Curve im Raume syt
(Fig. 10) der Schwerpunct bestimmt werden, so beziehe man diese
auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem A X, AY, AZ, be-
zeichne die Coordinaten irgend eines Punctes M dieser Curve mit
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%y, 2 (AP=uw, AQ=y, AR =2), setze die Linge des va-
riablen Bogens BM = s, sowie die des ganzen Bogens BB =

so stellt ds das diesem Puncte 3/ entsprechende Curvenelement
und da man dieses (nach der in §. 44 gemachten Voraussetzung)
gleich unmittelbar statt dem Gewxchte des materiellen Punctes
2, y, 2z setzen kann, zds das Moment dieses Gewichtes auf die
Ebene der 2y bezogen vor. Bezeichnet man ferner die Werthe
von s auf die Endpuncte B, B’ des Bogens BB = [ bezogen, be-

ziehungsweise mit sy, s, ; so stellt das bestimmte Integral f zds

die algebraische Summe der Momente X (Pz) in den Relationen (1)
von 16. vor, wobei P unendlich klein ist und statt ds steht. Ebenso

sind die Integrale f y ds und xds die Summe der Momente die-

ser Gewichte auf die Ebenen a2z und yz bezogen, so dass wegen
£ =1, die genannten Relationen (1) in 16. zur Bestimmung des
Schwerpunctes @y y, 2z '(dort ’V[ltte]punct der palallelen Kla,fte
genannt) einer krummen Linie im Raume, hier in folgende
iibergehen :

XZ_—_-fs,‘xds7 e b Zl:fs'zds...(I),

wobei noch (Relat. 2 in 16) = f ‘da. . ; (m) ist,

Anmerkung 1. Ist die Linie nicht homogen, iindert sich jedoch das
specifische Gewicht ihrer aufeinanderfolgenden Puncte in stetiger Weise,
so ist dasselbe irgend eine Function dieser Puncte, und es ist das Gewicht
des Elementes ds durch pds zu bezeichnen, wobei p eine Function der
Coordinaten , y, z (oder eigentlich bloss von x) der betreffenden Puncte der
Curve ist. Ist nun P das Gewicht der Linie ¢ (innerhalb der Grenzen s, s,);
50 ist

S 8 5] S

P =|pds, PX=|puaxds, PY—-—:fpyds, PZ =fpzds.
& S

Aus diesen allgemeinen Gleichungen folgen wieder die obigen specielleren

fiir den Fall, in welchem die Linie homogen, also » constant wird 3

Sy
denn in diesem Falle ist — —fds = [, folglich I.X ~fmds U W,

Anmerkung 2. Um in diesen Formeln nach der Variablen s integriren zu
Iionnen, in welchem Falle die Grenzwerthe s,, s, unmittelbar gelten, muss
man z, y, z als Functionen von s darstellen. Man muss dagegen diese
Grenzwerthe in die entsprechenden x,, x,, Yo Yir 2y, 2, verwandeln, wenn
man fiir ds den bekannten Werth }/(dz? 4- dy? + d/z) setzt und nach
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@, y, # integrirt. Welcher Vorgang von beiden der einfachere ist, hingt
von Umstiinden ab, und es lassen sich hieriiber keine bestimmten Regeln
angeben.

29, Ist, um das Verfahren auf ein einfaches Beispiel anzu-
wenden, die gegebene Linie eine gerade Linie von der Linge
BB = [, und bezeichnet man die Winkel, welche diese Gerade
mit den Achsen der z, y, z bildet, bezichungsweise durch o, 8,7
und die Coordinaten des Anfangspunctes B mit a, b, ¢; s0 sind
jene irgend eines anderen Punctes J/ dieser Greraden : x =a +- s Cos e,
y=2>0-+sCosf, 2=c+ sCosy. Substituirt man diese Werthe
in die vorigen Gleichungen (I) und fithrt die ganz einfachen Inte-
grationen innerhalb der Grenzen von s = 0 bis s =1 aus; so
erhiilt man, wenn man auch gleich mit [ durchaus dividirt :
X=a+} 1lCosa; Y=>0431Cosp, Z = ¢+ %1 Cos y, woraus
sofort folgt, dass der Schwerpunct dieser geraden Linie (wie es
ohnehin bekannt) in ihrem Halbirungspuncte liegt.

Weniger ecinfach gelangt man zu diesem Resultate durch die zweite
vorhin erwihnte Methode, nach welcher man die Gleichungen der Geraden
BB (4. iw=az+a, y=>bz+ @, Comp. §. 568) aufstellen, daraus

die Differentialquotienten gg, g—g// entwickeln und in die Gleichung ds =

do? |, dy? ; : 5
V(dw® + dy?* - d2°) = dz ]/(1 - P + d_z_’) , sowie wieder diesen
Werth in die obigen Relationen (1) substituiren und dann nach z innerhalb
der Grenzen «, =, 4, y', %, 2’ integriren muss, wenn «, y, 7 und
@', y", 4 die Coordinaten der Endpuncte B, B’ dieser Geraden bezeich-
nen. Auf diesem Wege erhiilt man, mit Beriicksichtigung der Relation
b=yl ket B (b =) (z" — #)?] (Compendium §. 557) sofort
Xlom 3 irdeaDh i 3 yl) L= 1(z -+ 2”), welches bekanntlich
die Coordinaten des Halbirungspunctes dieser Geraden BB’ sind.

93. Fiir eine ebene Curve fillt, wenn man die Ebene, in
welcher sie liegt, zur Ebene der xy nimmt, von den 3 Rela-
tionen (I) in 21. die dritte in z weg. Ausserdem fallt von diesen
Relationen auch noch die zweite, namlich die in y weg, wenn
man einen Durchmesser der Schwere (§. 43) zur Abscissen-
achse nimmt.

924. Soll z B. der Schwerpunct eines Kreisbogens BAB
(Fig. 11), dessen Mittelpunct C ist, gefunden werden, so ziche
man an den Halbirungspunct 4 des Bogens den Halbmesser C'4
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und nehme diesen, weil er eine Linie der Schwere ist (indem der
Bogen BAB' durch CA in zwei gleiche symmetrische Theile
getheilt wird) zur Abscissenachse, sowie den Punct ¢ zum Anfang
der rechtwinkeligen Coordinaten. Setzt man ferner den Halbmesser
CA = r, Sehne BB = q, Bogen BAB' =1, W. ACB =
W. 4 CB = ¢ und endlich fiir einen beliebigen Punct M des Kreis-
bogens, Bog. AM =35, CP = ¥, PM =y und W. 4 CM = a;

so ist wegen @ = ;—, sofort @ = » Cos:— und nach der ersten der
Relationen (I) in Nr. 21.:

= }:é’os ; dei(s= ZJ:; Cos:% da). == nf Sin2—lr
oder wegen a = 27Sini = 27 Sin ﬂ = 27'82'71517, auch:

X! =ra, woraus auch l:q = r: X oder X:’—;(I)

folgt, wobei, wenn O den gesuchten Schwerpunct bezeichnet,
sofort X =C'0"1st.

Schwerpunct ebener Flichen.

(§. 47.)

R5. Um den Schwerpunct der von der Abscissenachse 4 X,
(Fig. 12), den beiden Ordinaten BN, B'N’ und dem entsprechen-
den Bogen NN’ der Curve 4 D eingeschlossenen ehenen Fliche
BN’ zu bestimmen, zieche man zu den Abscissen 4 P = 2 und
Ap ="z, 1= dz die rechtwinkeligen Ordinaten PM — y und
pm=y + dy, setze AB =2/, AB = 2", Flache BM= f, also
Fliche Pm = df, ferner Fliche B NV — £ und bemerke, dass der
Abstand des Schwerpunctes o des Flichenelementes Pm, welches
als ein Rechteck anzusehen ist, von der Achse A X gleich 14 ist;
so erhdlt man mit (I) und () in 21. fir den gegenwartigen Fall
die analogen Gleichungen :

Ao :f’}df, yrzﬁ_ydf und F=.fﬁf. (In)
x' xz' z'
(weil nédmlich die 3te Relation in z hier wegfallt), wobei y und
df als Functionen von 2 auszudriicken sind, also die Gleichung
der Curve A D, nimlich y = f(z) gegeben sein muss.
Anmerkung. Die zweite dieser drei Gleichungen fiillt wieder weg, wenn die
Achse der @ zugleich eine Linic der Schwere ist.
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96. Um auf diesem Wege den Schwerpunct O eines gerad-
linigen Dreieckes ABC (Fig. 13) zu bestimmen, lege man
dessen Spitze A in den Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten-
achsen und dessen Basis B C parallel mit der Ordinatenachse AY,
halbire ferner B C in 1) und ziehe die Gerade 4 D; so ist diese
Gerade (weil sie jedes mit B C parallele Flichenelement wie Nm
in zwei gleiche Theile theilt, also durch dessen Schwerpunct geht)
eine Linie der Schwere, in welcher sofort der Schwerpunct O des
Dreieckes liegt. Setzt man daher die Abscisse dieses Punctes
AR =X, ferner AP=z, Pp=dz, AF= h, NM =y und
BC=1b; so ist df = yda oder wegen y:b=a:h, namlich

y = %x, auch df = %xdx und daher
h 2 bh?
szozxdx =z3 =1 bh,
endlich damit nach der ersten der vorigen Relationen (II):
h
1oh X :——-f0 %wgdw Bhs %hg = 3bh%

woraus endlich folgt:
Xs—= 2/
Da aber AE — 3 AF ist, so folgt auch (wie in §. 48) A0 = 34D,

97. Um den Schwerpunct der sogenannten parabolischen
Fliche A NQ (Fig. 14) zu finden, seien fiir einen beliebigen Punct
M der Parabel die rechtw. Ordinaten AP = «, PM =y, so ist
die Gleichung dieser Curve (Comp. §. 482) y* = pa-

Tst ferner Pp = da, so ist das Flichenelement Pm=—yd fi—

yda und die ganze Flache AMP = szzydx =ffh‘]/p n=3%
3 0 0
Nach der ersten der Relationen in (II) 25. erhéilt man daher

zy X =fz1'ydx :fxxdx Vepe = ]/pfzx%d:c = 22%)/po =
0 0 0

3zty und daraus: X = ¢ .

o o

<y

Aus der zweiten dieser genannten Relationen folgt:

2y Y———f tytde = %fxpx dz =Ypad=}ay®
0 0
und daraus: Yi—"0
Da nun fiir die bestimmte Fliche A QN die Abscisse « in
AQ und die Ordinate y in NQ iibergeht, so ist fir den ge-



26

suchten Schwerpunct O sofort die Abscisse 4K =2A4Q und die
Ordinate £Z0 =32 NQ.
Fiir die ganze Fliche NAN'N liegt der Schwerpunct offenbar in Z.
Anmerkung. Setzt man in Fig. 12 fiir einen beliebigen Punct g der Ordi-
nate PM das Stiick Py =y, dagegen PM —= y'; so wird, wenn man Y
um dy zunehmen lisst, das Flichenelement um, wie es eigentlich sein soll,
durch df = daxdy ausgedriickt und es nehmen die obigen Gleichungen (II)
in 25. die allgemeinere Form an:
F = [[dzdy, FX — [[xdzdy und FY = [[ydzady,
oder wenn die Gleichung der Curve AND durch 7 — S(x), und fiir die
Fliche BN' die Grenzen AB und AB' wie vorhin durch 2’ und a” be-
zeichnet werden, auch:

z' ~f(z) 2z CF(Z) z' of(x)
F = dmfdy, FX =fmdm dy, FY=|dx|ydy,
z' Jo z 0 z Jo
Relationen, welche auch fiir ein schiefwinkeliges Achsensystem gelten.

So wiire fiir das vorige Beispiel der parabolischen Fliche A N Q (Fig. 14),
wenn man 4 Q =a und QN =V pa =10 setat, wegen f () =V pwx, sofort:

a Vpr pa

F=fdxfdy= de.Vpe =3aVpa = }ab,
0o Jo Jo
a Vpz a,

%abX=fmdx dy = fom"dw = %a?b, daher X = }aq,
0

0 (1]

a V px a 2 2
und %abY-—:fdwfydy =fdx.£_?=a7f-)=%, daher ¥ = §b,
o 0 0 =

wie oben.

Schwerpunct krummer Flichen.

§. 53.)

28. Um den Schwerpunct einer Rotationsfliche zu finden,
sei. NN’ (Fig. 12) der Bogen von bestimmter Linge einer ebenen
Curve AD, welche sich um die Abscissenachse A4 X umdreht
und dadurch eine sogenannte Rotationsfliche erzeugt, deren Schwer-
punct in der Umdrehungsachse A X liegt und sofort bestimmt
werden soll. '

Bezeichnet man zu diesem Ende die rechtw. Coordinaten der
Endpuncte N, N’ dieses Bogens mit 2”4 und " y”, so wie jene
eines beliebigen Punctes M desselben mit Y, setzt Pp = de,
Bog. AM=s und Mm = ds; so erzeugt dieses Bogenelement d s
bei der Umdrehung der Curve A D um die Achse 4 X die Ober-
fliche eines abgestutzten Kegels, welche (Comp. §. 886) durch

do = 2ymds — 22y da}/ (1 + 2

) ausgedriickt wird.
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Die obigen Relationen (IT) in 25. gehen daher fir den vor-
liegenden Fall in die folgenden iiber:

e — 2nf:wy dxl/(l + gi:) und

0 = 271:]?(1.70]/(1 - 3%,,),

in welchen Relationen man in bestimmten Fallen aus der Glei-

chung der gegebenen Curve y = f(z) den Quotienten (%/«0 bestim-

men, ferner dessen Werth sammt jenen von y substituiren, und
dann die Integrationen innerhalb der betreffenden Grenzen aus-
fihren muss, um die Abscisse X oder den Abstand A O des ge-
suchten Schwerpunctes O zu erhalten.

29. Ist, als einfachstes Beispiel, NN’ eine mit der Achse
A X parallele Gerade indem Abstande » und von der Liange 7,
also die Rotationsfliche die Mantelfliche eines gemeinen Cylin-
ders vom Halbmesser » und von der Lange h; so ist wegen
y=r, also dy=0 sofort:

oh h 2
o 2er rder = 27z h und 2rwh X = anf rezde = 27'1:%,
0 0

folglich X = %%, wie sich von selbst versteht.

30. Eine durch den Ursprung A der Coordinaten gehende
Gerade 4 B=1 (Fig. 15) erzeugt bei der erwahnten Rotation
eine gewohnliche Kegelflache, wofir, wenn man die Ordinate

CB=r» und die Abscisse AC=h setzt, wegen y-_—_%x, also

%:——%, sofort :
h . =2 o 2 .2 h
= an %xdx]/(l -+ ;ﬁ) = aﬂ%—-{'—?—)fwda
0 0
_—_27;:11;:7«,517 und damit

I 2 ”» A
b 1oX L an rarde]/ (1 + ) = 2rnl ¥ — 3ralh,
folglich : ; X = 3h wird.

31. Ist die erzeugende Curve ein Kreisbogen NN’ (Fig. 16)
vom Halbmesser C A= r, so entsteht durch die Umdrehung des-
selben um den Durchmesser A4  eine Kugelzone mit zwei



28

Grundflichen, und da y=1(r*—2) die Gleichung des Kreises
ist, wenn man die Abscissen vom Mittelpuncte C aus zihlt, folg-

lich" Hiewi B2 fivh o l/(l —{—g—g—:} = VA wird ; so hat

d

de — V=Y (r*—a?)
man nach den beiden Relationen in 8., wegen CB= s und
CB = 2" sofort:

£} 2 .2 9 rdx iy 2 Jr i) 7 %
ca——2n:fz!/(o ——x)W:—x,)_ZrnL‘dw_Z.r:rz(z —a’),

und damit

77 7 o} 3k 7t 2 o _T_dx__
2rx (@' —a2) X = 2= j«'V@” =g V(' —a%)

Lol iy i2
x!2 — g
= Zrﬂfa: dz— 27'71:(———),

5 2
woraus endlich folgt: X = } (2’ 4 2”),
so dass also der gesuchte Schwerpunct O in der halben Héhe
der Zone liegt. (§. 55.)

Dasselbe Resultat erhiilt man offenbar auch fiir eine Zone mit einer
Grundfliche, d. i fiir eine K ugelhaube oder Kugelsch ale, indem

man dafiir nur @” — CA = r setzen darf. Auch wird fiir die Oberfléiche
der Halbkugel, wegen o" — 0 und 2" — 7, ebenfalls nach dieser Re-
gell X =dr,

Schwerpunct der Korper.
. 56.)

32. Da bei homogenen Korpern, wie sie hier immer voraus-

gesetzt werden, das Gewicht dem Volumen proportional ist, das
Volumen daher zur grésseren Einfachheit statt dem Gewichte ge-
setzt werden darf (indem der Factor, welcher das Gewicht der
cubischen Einheit bezeichnet, zuletzt iiberall hinausfallt) ; so er-
halt man zur allgemeinen Bestimmung des Schwerpunctes eines
Korpers, wenn man dessen Volumen mit V, also ein Element
davon mit dV bezeichnet, die nachstehenden (mit jenen in 21.
analogen) Gleichungen :
VX=[2dV, VY=[ydV, VaA=[2dV, "W.=[dF, {ID),
wobei sich die Grenzen, innerhalb welcher die Integrationen aus-
gefithrt werden miissen, in den einzelnen speciellen Fallen immer
von selbst ergeben.

33. Um z. B. den Schwerpunct einer Pyramide ABCD
(Fig. 17) von einer beliebigen Grundfliche (die hier der Einfach-
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heit wegen als ein Dreieck angenommen wird) zu bestimmen,
verbinde man die Spitze der Pyramide 4 mit dem Schwerpunct
der Grundfliche, wodurch A E eine Linie der Schwere wird, in
welcher sofort der gesuchte Schwerpunct O liegt. Fillt man fer-
ner aus demselben Puncte A auf die Grundfliche der Pyramide
das Perpendikel 4 ¥, nimmt dieses zur Abscissenachse, so wie
den Punct A zum Ursprung der rechtw. Coordinaten, legt durch
die Puncte P und p, wofir AP=2a und Pp=dez ist, zwei
Ebenen bed und b’ ¢'d parallel mit der Grundfliche B CD, be-
zeichnet die Grosse der Grundfliche B CD mit f, so wie jene
des ahnlichen Polygones bcd mit z und endlich die Hohe der
Pyramide A F mit h; so ist zuerst dV=zdx oder wegen f:z
&

= 1%: 2?, woraus z == ;3 2" folgt, auch dV = 7% 22 dx, und daraus

g o ; :
vV =f sa?dy = 355~ = §fh (wie ohnehin bekannt).
0

Mit diesen Werthen von V und dV erhalt man aus der
ersteren der Relationen (IIT) in 32.:

h 4
Yfh XK= ]Jif atde = L2 — 4 fie,
0
und daraus: Xe=—="3h
so, dass also, wenn AN die Abscisse des gesuchten Schwerpunc-

tes O ist, sofort AN=3 AF, folglich auch A0O=4%A4FE wird
(§. 56).

34. Zur Bestimmung des Schwerpunctes einer mit der Grund-
fliche parallel abgestutzten Pyramide B Cd (Fig. 18),
in welcher die grossere Grundfliche B CD=F, die kleinere
bed= f, ihre Hohe f /'=", jene der Erginzungspyramide Af= I’
und die Hohe der erginzten Pyramide A F= 1" ist, muss man
die beiden vorigen Integrationen von z = 4" bis x = %" ausfihren.
Dadurch findet man fiir’s Erste, nach einigen einfachen Reduc-
tionen (und wie ohnehin aus der Geometrie bekannt) V =

Lh(F+f-+ V'Ff), und damit weiters

h! n 0
WP F+VENX = [ 2t de = 1 0,

L2 4
7 L
woraus X=13 F'h—(ﬁ(-l-—f—?bv)Tf) e (o) 1ol
Nimmt man ferner zwei ahnlich liegende Seiten der Pyra-

mide, z. B. b¢, BC und setzt be=a, BC= Aj; so erhilt man




30

wegen &' : /' =a: A und f: F'=q%: A2, auch K:h=a:4—a
und 2":h = A4:4 —a, folglich ]L/:Ai—ah und 7’
wie auch f= }:F Diese Werthe fiir 2, 2” und f in die vorige
Gleichung (a) substituirt und gehérig reducirt, erhilt man auch:

At —at
X=1h @—o @+ da Fa)
und wenn man den Abstand des gesuchten Schwerpunctes anstatt
von der Spitze A abwirts, von der Grundfliche, d. i. vom Puncte
F aufwirts zihlt und diesen Abstand mit X’ bezeichnet, wodurch
in der vorigen Relation X = 2" — X’ zu setzen ist, endlich auch

nach allen Reductionen :

/ A 24a -4 3a?
X 'h—A,iJ?E{a s e (B (B B8,

gt 4 hses
—A—al’o

35. Zur Bestimmung des Schwerpunctes eines Rotations-
korpers drehe sich die von der Curve NN’ (Fig. 12) den bei-
den rechtwinkeligen Ordinaten BN, B' N’ und der Abscisse BB’
begrenzte ebene Fliche um die Abscissenachse A_X; so entsteht
ein Rotationskorper, dessen Schwerpunct O offenbar in dieser Achse
selbst liegt und wofiir, wenn 4 der Ursprung der Coordinaten
ist, AO = X sein soll.

Mit Beibehaltung der in Nummer 28. gewihlten Bezeichnung
beschreibt bei dieser Rotation das Flachenelement Pm (welches be-
kanntlich als ein Rechteck anzusehen ist) einen Cylinder von kreis-
formigen Grundflichen, dessen Inhalt dV = y?zda ist. Damit
verwandeln sich die obigen Relationen (IIT) in 32. in die folgenden:

V=m:fzyzda; und VX=9tfxwy2d.z'.

36. Dreht sich als einfachstes Beispiel das rechtwinkelige
Dreieck 4 B C (Fig. 15) um die Cathete A4 C, so entsteht ein
gerader Kegel von der Héhe 4C =1 und der kreisformigen

Basis vom Halbmesser BC = r. Da nun y = %.z- die Gleichung"

der Geraden A B ist, so folgt nach den beiden vorigen Relationen :

h 2 2 p3
V=nf ;—,aﬂdx:z%g—: r*mh, ferner
2h4
1r2gh X = atf ratde = o7 M pag e

und daraus wieder: Xi—= 2/,
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Anmerkung. Ist in dem genannten Dreiecke A BC (Fig. 15) be parallel
mit B¢, und setzt man be=r, BC= Rgde=hy AC=:H" und

Ce— I — I = h; so beschreibt bei der angenommenen Rotation die
Fliiche Cb einen mlt der Grundfliche parallel abgestutzten Kegel,
dessen Hohe — h ist, und deren Grundflichen die Halbmesser R und »
haben.

" Um nun dafiic den Schwerpunct O zu bestimmen, darf man nur die
beiden vorigen Relationen in die nachstehenden

" pe n
V=m szdw ud VX == f e 2’ da verwandeln,
o .
2 R'E 5 2
woraus man V = Il—fﬁij-%(h’ — 13 ud VX = Ly (R =N
Bt—R*
: _rabaca e had
folglich X=3 R erhilt,
Nun ist 2: A = r:R oder W':h=7r:R—r und 2": h =R:R — », also

K=h" RT = und %" = h -—R-—T, folglich auch, wenn man diese Werthe

R
B 2
substituirt : X=3hn (___+_1;2_(R_+_7 o)
oder wenn man CO =X’ setzt, wodurch X=A40 = B hRR - X
=

wird, nach gehriger Substitution und Reduction, endlich:
2 2
X'=7‘;hR j—2Rr—|—3r
R* 4 BRr + 72
(analog mit der Gleichung (b) in 34).

37. Ist die Begrenzungscurve NN’ (Fig. 16) ein Kreisbogen,
folglich der Rotationskérper ein Kugelabschnitt mit zwei
Grundflichen, so ist, wenn man die Abscissen vom Mittelpunct C
zahlt und den Halbmesser mit » bezeichnet, y* = r? — 22 und
daher (Relationen in 33.):

V= afle (0 = 5[0 — ) — (e — "]
gy R S
und S — fxﬂf da (r?— 2?) = w[§r* (22— 2'%) — 2"t —a’9)]
— {n (a2 — %) (20— —a"),
woraus durch Division —I%( und gehoriger Reduction, sofort
X — 3§ &+ @r—d—s)

3r:—a?—o o’ —a'?

folgt.
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Fiir einen Kugelabschnitt mit einer Grundfliche, folgt
aus diesem Ausdrucke, wegen a2” = » und wenn man die Hohe

des Kugelsegmentes mit % bezeichnet, wodurch 2’ = » — % wird,

op—F)2
sofort: oxE—u (3:'_7:) f

Endlich folgt noch aus dieser letztern Relation fiir den
Schwerpunct der Halbkugel, wegen A = r, iibereinstimmend
mit dem Werthe CO in §. 59:

Xi—="'

38. Ist endlich die erzeugende Fliche von einem para-
bolischen Bogen AN’ (Fig. 12) begrenzt, folglich der Rotations-
korper ein parabolisches Conoid, so erhilt man, wegen
y*= pa (Gleichung der Parabel A N’, die Abscissen vom Scheitel
A gezahlt):

e — wfopxdx = Jz:p;i, und= AT — mtf:pl:zdx ='wp ?,

folglich: Niz=d 1

Guldin’sche Regeln.

39. Stellt o (Fig. 12) den Schwerpunct der ebenen Curve
NN'" =1 vor, so ist fir 20 = Y nach der zweiten der Relationen

(@) in 21.:

St
Yl = | yds oder, wenn man mit 2= multiplicirt, auch

So

DA :fSIZyﬂ:ds.

Nun entsteht aber durch Umdrehung dieser Curve NN’ um
die Achse AX eine Rotationsfliiche, deren Oberfliche durch den
zweiten Theil dieser Gleichung ausgedriickt wird, wihrend der
erste Theil nichts anders als das Product aus dem Weg des
Schwerpunctes o in die Linge [ der Curve bezeichnet: die durch
Umdrehung einer ebenen Curve um eine in ihrer
Ebene liegende Achse erzeugte Rotationsfliche ist
also gleich dem Producte aus der Linge der Curve
in den Weg, welchen der Schwerpunct derselben bei
dieser Umdrehung beschreibt.
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40. Bezeichnet dagegen o den Schwerpunct der von der Curve
NN’ (Fig. 12) begrenzten ebenen Fliche BN’ = F und ist wie-
der o =Y, so entsteht durch die Umdrehung dieser Flache um

o

die Achse 4 X ein Rotationskorper, dessen Inhalt durchfy ndx
ausgedriickt wird. Es ist aber nach der zweiten Relation (II) in 23.
b N =J%y df oder wegen df = yda, und wenn man auch gleich

wieder mit 27z multiplicirt:
2y
2Ym. I’ ==fy2n de,

d. h. der Inhalt des durch Umdrehung der ebenen
Flache /7 um die Achse AX erzeugten Kérpers ist
gleich dem Producte aus dieser Fliche in den Weg,
welchen ihr Schwerpunct bei dieser Rotation zuriick-
legt.

Um diese beiden Regeln, welche mehr zur Darstellung einer interessanten
Eigenschaft des Schwerpunctes als des Gebrauches wegen angefithrt wer-
den, auf ein ganz einfaches Beispiel anzuwenden, drehe sich die Gerade
AB = 1 (Fig. 15) um AC, wobei das auf AC gezogene Perpendikel
B (O = r sein soll, folglich der Abstand des Schwerpunctes o der Geraden
AB von AC = irist. Zufolge der ersteren Regel (39.) ist daher die
durch diese Rotation erzeugte Kegelfliche o =2.3rz.l =r=nl.

Dreht sich dagegen das rechtwinkelige Dreieck 4B C um diese Gerade
AC = h, und ist m der Schwerpunct dieser Fliche, folglich wegen
Am = 2A4d der Abstand mn =30d = §.4r = }r; so ist nach der
zweiten dieser Regeln (40.) das V olumen des durch Rotation dieser
Fliche ABC = Lrh erzeugten Kegels: V =2.4rm.4rh = §{r'nh;
Alles, wie es aus der Geometrie bekannt ist.

Dreht sich eine Ellipse von den Halbachsen ¢ und & um eine mit
der grossen Axe 2a parallelen Geraden, welche von dieser den Abstand »
hat, so entsteht ein kreisformiger Ring von elliptischem Quer-
schnitt, dessen Inhalt 7 nach der 2ten dieser Regeln sofort leicht gefunden
wird. Da néimlich die Erzeugungsfliche F'= mab und Y = r ist, so
folgt V = 2=n’rab.

Anmerkung 1. Es lisst sich in dhnlicher Weise die Eigenschaft des Schwer-
punctes auch zur Bestimmung des Inhaltes oder Volumens eines schief
abgeschnittenen Prisma und zwar wie folgt, beniitzen.

Es sei bei irgend einem geraden oder schiefen Prisma, welches gegen
die untere Grundfliiche schief abgeschnitten ist, F' die Fliche der unteren,
f die der oberen Grundfliche. Man denke sich nun dieses Prisma aus
unendlich vielen und diinnen, mit diesem parallele Prismen zusammengesetat,

deren untere Grundfliichen @, @/, @’ ... zusammen die untere Basis F und
Burg’s Mechanik. Suppl. 3
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obere Grundfliichen e, o, a”. .. zusammen die
ausmachen und deren Héhen beziehungsweise 4, 4’
gesetst ist dann V — ok + o'’ 4 o”'3” J-

obere Basis f des Prisma
y&'. .. sind. Diess voraus-
... oder wegen a: o = F:f
also a — Fa und ebenso o’ — Iz’o/ a”’
aus T : Tl
V= g(ah + ek Lo R L),

Fillt man nun aus dem Schwerpunct der oberen Grundfliche f des-
Prisma auf die untere 7 das Perpendikel # und nimmt diese letztere
Grundfliiche zur Momentenebene, 5o ist (Nr. 16.) fH =oh+ o' B 4-o"2" +...
mithin endlich auch: 14— Jalzr,

d. h. der Inhalt eines schief abgeschnittenen Prisma's ist
gleich dem Inhalte eines geraden Prisma’;

Grundfliche F und einer Héhe,
Schwerpunctes der oberen schief
fliche gleich ist.

Ist das Prisma ein dreiseitiges und sind by ', k" die 3 parallelen
Seitenkanten, so ist wegen 7 — $ (o2 4-12") (wie leicht zu finden) fiir
das gerade oder schief abgeschnittene Prisma :

; V=3F0h+K +1".

Anmerkung 2. Um schliesslich noch eine bemerkenswerthe Eigenschaft des
Schwerpunctes zu entwickeln, seien p, p’, p”. . die Gewichte und MM M.,
die Schwerpuncte von Korpern, welche zusammen ein unverinderliches
System bilden, dessen Schwerpunct in O liegen soll. Bezieht man das
System auf drei rechtwinkelige Coordinatenachsen, deren Ursprung in 4
liegt, bezeichnet die Entfernung der einzelnen Schwerpunete M, M'.. von
diesem Ursprunge 4 durch 7, +, 1", -, den Abstand des gemeinschaftlichen
Schwerpunctes O von 4 mit R, die Winkel, welche B mit den Achsen
der z, y, z bildet, beziehungsweise mit @, b, ¢, jene der r mit diesen Achsen
mit e, @, y, der 7 mit o, 8, ¥ w s w. und setzt endlich die Summe der
Gewichte (als Resultirende, deren Angriffspunct O ist) p +r+. . =Z(p)=P;
so folgt nach den Relationen (1) in Nr. 16., indem die von Ol M. .,
auf die Ebene der zy geféllten Perpendikel durch R (ps ¢, 7 Cosy, v Cosy’. .
und ebenso die Perpendikel auf die Ebene der zz durch R Cos b, r Cos @,
#Cos 8% T4Nd "t dio Bhens der yz durch RCosa, r Cosa, 7' Cos o . .
ausgedriickt werden, sofort:

PE Cosa = Z(prCos @)

PR Cosb = Z(pr Cos B)

PR Cosc = Z(pr Cos y)
die Summe der Quadrate dieser drej Gleichungen gibt, mit Beriicksichtigung,
dass (Comp. §. 580) Cos?a - Cos*b 4 Cos? ¢ — 1, Cos? o+ Cos*B - Cos?y —1
u. s. w., ferner, wenn (r.7") den Winkel bezeichnet, welchen die Geraden
7 und 2" mit einander einschliessen, und die iibrigen Winkel damit analog
bezeichnet werden, wegen (Comp. §. 580) Cos (ra') = Cosa Coso’ +-
Cos 3 Cos B 4 Cos y Cos y" und so auch analog fiir die iibrigen Winkel
nach gehériger Reduction:

PR} = Z(pir?) Z(2pp'rr’ Cos[r.r)).

’”
_—_7 o u. s. w., auch

eén von der unteren Grund-
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Sind ferner a, @, . .. die Abstiinde der Schwerpuncte M, M. . . unter-
einander, so ist bekanntlich 277" Cos(r.r) = »* 4 2" — @® und so auch
fiir die tibrigen, folglich geht die vorige Relation iiber in folgende:

P R? = 3 (p*r?) + Z(pp [r*+ 12— a’]),
oder da die Summe aller 7* enthaltenden Glieder die Form hat:
prip+p +...) = Ppr’

und das #hnliche auch fiir die 2% »”*... enthaltenden Glieder stattfindet,
ebenso P2R* = P3(pr?) — Z(pp a*) oder endlich:

PZ(pr') = PR3- Z(pp a?),
aus welcher Relation sofort der Satz folgt, dass wenn der Abstand
R des Schwerpunctes eines Systemes von schweren Puncten
oder Kérpern von irgend einem festen Puncte (4) constant
bleibt, dagegen sich die Liage desin seiner Form unverédnder-
lichen Systemes wie immer éndert (wodurch sich sofort die Winkel
o, B, y w.s. w. indern), dieSumme der Producte aus den einzelnen
Gewichten in die Quadrate der Abstiinde ihrer Schwerpuncte
vondiesem festen Puncte ebenfalls eine constante Grosse ist.

Da ferner, wie dieselbe Relation zeigt, Z(p2?*) fiir B = 0 am kleinsten
ist, so folgt noch, dass die Summe der Producte der Gewichte in

.die Quadrate der Abstinde ihrer Schwerpuncte von diesem
gemeinschaftlichen Schwerpunct ein Minimum ist.

Einige weitere wichtige Kigenschaften des Schwerpunctes werden noch
in Nr. 131. angefiihrt werden.

Die Kettenlinie.

(§. 75.)

41. Um eine Gleichung der in den Puncten 4 und B (Fig. 19)
aufgehéingten vollkommen biegsamen Schnur oder Kette (von sehr
feinen Gliedern) A M C B, wovon gleiche Liangen auch ein gleiches
Gewicht haben sollen, abzuleiten, nehme man den einen Aufhing-
punct 4 zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten und die
durch diesen Punct gezogene Horizontale 4 A" zur Abscissenachse,
setze also fiir einen beliebigen Punct M der Curve AP = x,
PM =y und Bogen AM —=s. Setzt man ferner die Linge der
Kette ACB =1, die Coordinaten des zweiten Aufhingpunctes B,
d.i. AE=¢, EB =d und ersetzt (wodurch nichts geiindert
wird) diesen festen Punct B durch eine nach der Tangente wir-
kenden Kraft S, welche der in diesem Puncte stattfindenden
Spannung gleich ist, so kann man diese Kraft in zwei aufeinander
senkrechte Seitenkrifte 7 und  zerlegen, wovon die erstere ver-

tical, die letztere daher horizontal wirkt. Die im Puncte M nach
3*’
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der Richtung der Tangente M 7' stattfindende Spannung 7, welche
sofort dem Gewichte, also auch der Lange des Bogens M CRB
proportional ist, kann ebenso in zwei Seitenkrafte P’, @ nach
verticaler und horizontaler Richtung zerlegt werden, und zwar
ist, wenn man Winkel 7MW P = ¢ setzt, dafiir:

P’ = T Cosp und Q' = T Sing, oder wegen Singp = % = (d—:
und Cos p = % == 51— (wenn namlich Mmn das sogenannte Dif-

ferenzialdreieck vorstellt) auch P’ = T(L; und Q' == il (ﬂ

Ist nun R die Resultirende aus dem Gewichte des Bogen-
stiickes M/ C B, so missen fir das Gleichgewicht die beiden Glei-
chungen bestehen: @ = Q und P+ P'= R, oder wenn man
fir @ und P’ die obigen Werthe setzt und beriicksichtigt, dass
wenn p das Gewicht der Liangeneinheit des Bogens s bezeichnet,

sofort R =f°pds = —fzpds ist, auch (1) Tg—f = Q und
GfLIE e v f "pds, oder [mit Riicksicht auf diese Gleich. (1]

d X
QEZ:—P—-ﬁpds (2).

Differenziirt man diese letztere Gleichung, in welcher P, Q
und da constant sind, so erhalt man

Qdy ¥
Q d_y—_——_p ds=—p da]/(l—{—gz—i) oder ~——£%?/T = —pdy,
V(i+35)
und daraus durch Integration:

/(1 +35) =c—ry .

Um die Constante C zu bestimmen, beriicksichtige man, dass

der Quotlent , welcher bekanntlich die trigon. Tangente des

Winkels darstellt, welchen die in irgend einem Puncte (z, y) der
Curve gezogene Tangente mit der Abscissenachse bildet, fiir
y=0 in tang @ tbergeht, wenn man den Winkel der Tangente
der Curve im Anfangspuncte A mit « bezeichnet, so, dass also

C= Q)/(1 +tang a®) = Q Sec & und damit in (m) Q]/(1 + %)=
QSece —py wird Aus dieser Gleichung folgt aber

(Q Seca — py)?2 — Q*
dao Q2 ?




oder wenn man den constanten Quotient 1_? =b...(n) und
b Sec e =—C—£—u =a ... (r) setzt, auch:

d 1 bd

a—‘% = ZV[<a_y>2_— b2] 0 0 (g) und = —I/T—C,J_T)Z/z—:b‘{]‘ e s (3);
durch die Integration dieser Differenzialgleichung erhilt man
(Compend. §. 795, wo «=a®—10% f=—2a it =1l =7

setzen ist):
e=>blla—yFVIa—y*—01} 1+ C
um die Constante C zu bestimmen, darf man nur beriicksichtigen,
dass fir # =0 auch y =0 sein muss (und dass fiir diesen Punct
A von den doppelten Zeichen bloss das obere gilt), wodurch man
erhilt C= — bi[a— }/(a?>—b?)] und womit endlich, wenn man
diesen Werth substituirt und reducirt,
a — a—1y)* — b?
L —upaTecy o
wird, welches sofort die gesuchte Gleichung der Ketten-
linie ist.

Zur Bestimmung des Bogens s hat man ds = dxl/(l + g—yw—:) :

oder wenn man fiir %% den Werth aus der obigen Gleichung (g)
substituirt, auch ds = (i;—y—) dz . .. (), oder wegen Gleich. (3):
disi—= 17[2—35%,(1—_—3_/—67], und daraus durch Integration:

e=C e [ [(8— gt —b:
Da nun fiir y =0 auch s=0 sein muss, so wird die Constante
C=)(a®—0b?) =b)/(Seea®—1)=btange = a Sin a, folglich

s = aSine  Va—y?2—20* ... dAD.

Sind AD = & und D C=y die Coordinaten des tiefsten
Punctes C der Curve, so ist fiir diesen Punct, wie bekannt g—z — )
also aus Gleich. (3) a—y =25, oder y' =a—b; ferner folgt
damit aus Gleich. (I): (i)..4'= bl[;‘_ﬁ/%ﬁ:?_)]’ und aus je-
ner (I): s=AMC=1=btange =a Sin ez, und damit auch

allgemein : :
P PElE I b L

42. Wie man aus der Gleichung (I) ersieht, so ist die Form
der Curve von dem zweiten Aufhingpunct B oder a =¢, y = d
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ganz unabhingig. Nimmt man nun diesen ebenfalls in der Hori-
zontalen oder in der Achse A4 A" in A" an, so ist dafir ¢ — A4 A’
und d=0, folglich aus (I) fir y = 0 (wozu das untere Zeichen
des sze]ausdruches gehort)

e=bi[ =1 = b=y

e e

(wegen Gleich. ¢), so dass also die Ordinate des tiefsten Punctes
C die Abscissenachse im Halbirungspuncte ) von 4 A’ schneidet.

Anmerkung 1. Zur Bestimmung der beiden constanten Grossen @ und b,
wodurch auch (Gleich. ») der Winkel « gegeben ist, kann man, da ¢, d, {
als bekannt anzusehen sind, in der Gleichung (I) 2 = ¢, y — d und in
jener (I) ¢ == 7 und y = d setzen, durch welche beide Gleichungen (in

deren letzteren auch noch Sece =g- zu  beriicksichtigen kommt) dann,
wenigstens im Principe, ¢ und & gegeben sind.

Anmerkung 2. Die obige Gleichung (I) der Kettenlinie lisst sich durch
folgende successive Transformirungen auf eine einfachere Form bringen.
Zghlt man zuerst die Abscissen auf der Ordinatenachse AY (Fig. 20), setzt
némlich Ap = z, wofiir sowohl p M als auch p M’ — y ist; so muss man
in der Gleich. (I) » mit y verwechseln, wodurch man erh’a:lt:

o blla—r:l:]/[(a—x)"*bz]].
a—1V (a*—b?
Nimmt man C'D zur Abscissenachse, setzt also D P, = z, PM—PM —y,
so muss man in dieser letzten Gleichung statt y setzen 4D — Y, mit dem
oberen und — A D+ y mit dem unteren Zeichen ; dadurch erhiilt man, wegen

= Zvl[ a—:/m] (Gleichung 4) fiir beide Fille denselben

Werth: +y= bl[a_x +V[(71“_ x)’-——-b?]‘]7

Y
b

oder es ist (fiir’s obere Zeichen) eh

=3le—s+Vie=ar-w]
und daraus:

;‘,,‘ = +'g= b ==£ = o s
: g a— x4 l/m—l b [a V[(( e J]

(wo e die Basis der nat. Logarithmen bezeichnet),

v v
folglich ist e+5—{— ERD — % (@ — x). (Dasselbe erhiilt man auch fiir's

untere Zeichen.)

Z#hlt man die Abscissen vom Puncte ' aus, setzt also OPY — xfund
P M-=P M =y, so muss man in dieser letzten Gleichung statt o
schreiben CD — 2 =y'— 2 = a— b — z, wodurch das vorige Binom ¢ — z

v A
in b 4 2 und die Gleichung der Curve in jene & Sl g (65—4— ehi)
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iibergeht. Zieht man ferner in der Entfernung 0A” =1b mit AA eine
Parallele, nimmt diese zur Ordinatenachse und den Punct A” zum Ursprung
der Coordinaten, setzt niimlich A”P, = x und A" Q = A" Q' = y; so erhilt
man aus dieser letzten Gleichung, da man darin z — b statt x setzen muss,

y—— kY
z = é(cb—}— e b), man erhilt endlich durch Verwechslung der beiden

Achsen, wodurch 4”Q = A"Q = z und QM = QM =y wird, als ein-
fachste Gleichung der Kettenlinie:

boff L. vosoal
Y §(3b+€ ").

43. Aus der obigen Gleichung (I) folgt fiir die Spannung

der Kette in irgend einem Puncte M (Fig. 19) T=0Q 3—‘; = Q2 - .

(Gleich. %). Da nun im Aufhingpuncte 4 die Ordinate y = o,
so folgt, dass diese Spannung in A am grossten, und zwar

a .
== Z Q 1st.

Fiir den tiefsten Punct Cist die Ordinate y = y am gross-

ten, folglich die Spannung an diesem Puncte T = a,_—b_y Qle==w()

(wegen y = a — b) am kleinsten.

44. Anstatt der Voraussetzung, dass gleiche Bogenlangen
der Curve A CB (Fig. 19) gleiche Gewichte haben, kann man
auch, wie es bei Kettenbriicken der Fall ist, bei welchen das
Gowicht der Ketten gegen die Belastung der horizontalen Fahr-
bahn vernachlissigt werden darf, annehmen, dass gleiche Lingen
der Projectionen der Curve auf die horizontal gezogene Ab-
scissenachse A A’ gleiches Gewicht haben sollen, so dass also
nicht mehr die Curve, sondern die Abscissenachse gleich-
formig belastet erscheint.

Unter dieser Voraussetzung verwandelt sich, wenn jetzt p
das Gewicht der Liingeneinheit der Abscisse @ bezeichnet, dagegen
alle ithrigen Bezeichnungen die vorigen bleiben, die Gleichung (2)

in Nr. 41. in die folgende @ %% =B —l—fcpdar, wihrend jene

(1), namlich (a)...T %g — () ungeindert bleibt.
Die crstere dieser beiden Gleichungen gibt , wenn man
integrirt und den Quotienten % bestimmt :
dys i — P+ ple—n)
(ﬁ) G 0 .

Y



Da fiir # =0 der Quotient %‘Z = tang &, also tang e = —_P—J?Lc

wird, so hat man auch, diesen Werth in (B) substituirt:
d
(1) ('1% = tanga—% oder dy = tang e dz — gmdx.
Diese letzte Gleichung integrirt, gibt:
)
2
wozu keine Constante kommt, weil fiir 2 = 0 auch y = 0 sein

muss. Da ferner fiir # = ¢, y = d sein soll, so folgt aus dieser
2

pe
ﬁ)
oder (3) tanga = (C—Z—}- %.

Wird dieser Werth in der Gleichung (2) substituirt, so
erhdlt man als Gleichung der gesuchten Curve:

d
@ y="to+ & (or—a?

und zwar ist diese (Comp. §. 501, wo nur # mit y verwechselt
werden darf) die Gleichung der gemeinen Parabel.

(2) y=swtangw

letzten Gleichung: d = ¢ tang @ —

Anmerkung 1. Um in dieser letzteren Gleichung die Constante ¢ zu be-
stimmen, kann man fiir irgend einen Punct M die Abscisse 4 P — 2’ und
Ordinate PM = y' messen und fiir » und ¥ in dieser Gleichung substituiren.
Am einfachsten ist es jedoch in der Curve einen Punct N anzunehmen,

wofiir die Abscisse 4 F = % ist. Setzt man dann die gemessene Ordinate

FN = FO0+4 ON = % + %, wobei also auch A als bekannt anzusehen

ist; so erhiilt man durch Substitution dieser Werthe fiir # und y in der
Gleichung (4):

d de o mnkdcl o2 ; pe? pe?
§+k—g.§+ﬁ(2—z),d'llh——8_Q- oder Q—-8~]—L-.

Mit diesem letzteren Werthe Lisst sich nun auch leicht die zweite Con-

stante fang o finden; denn es folgt aus Gleichung (3):
d  pec 8h d ﬁ d-4h

tanycx=;+§.ﬁ=; : 5 3

Auch lassen sich diese heiden Constanten @ und fang o durch die Coor-
dinaten des tiefsten Punctes (7 ausdriicken.

Anmerkung 2. Liegt der zweite Befestigungspunct B mit dem ersteren A
in derselben horizontalen Linie 4 4" in 4, so ist d — 0 und (aus Gleich. 4)

Lo dgit iRy e L NN
y—zQ(cx x*), wobei Q——Sh, tang o = 3 und » =FN=ON

DC (wegen AF — % = AD) die grsste Ordinate ist.



Setzt man in dieser Gleichung der Curve fiir @ den vorigen Werth, so

h
wird auch y = t—z(cx—— %), oder wenn man die Abscissen von D aus
zihlt, also D P = x setzt, wodurch man in dieser letzten Gleichung cz—x

2

statt x setzen muss, nach gehoriger Reduction: y = éc—ib (CZ = x’) .

Verwechselt man ferner x mit 7, setzt ndmlich (Fig. 20) DP, = z und

] 2
P, M =y, so erhilt man z = % (—Z— — y"), und wenn man endlich die
Abscissen auf der Geraden 0D vom Puncte C aus zihlt, also CP, =z
setzt, wodurch in dieser letzten Gleichung 7 — x statt z zu setzen ist,
2

auch: Ti= é—t—?y’, oder y® = ;—hx,
als Gleichung der Curve A C'4’, und zwar als Gleichung einer gemeinen

2
Parabel vom Parameter :—72, deren Scheitel ¢ und Achse CD ist.

45. Zur Bestimmung des Bogens s substituire man in der
Gleichung ds = dx l/(l -+ %/6—:) fiur % den Werth aus der obigen
Gleichung (1), so erhalt man:

() Ge'="d2 l/(l + (tang & — %m)*), oder wenn man Kiirze

% = n setzt, auch:

ds = dz )/ (1 +m? — 2mna + n*a?) = da}/ (¢ 4 B2 + pa?),

wenn man nimlich noch 1+ m?=a, — 2mn= f und n®=yp setzt.

halber tang a = m und

Aus dieser letzteren Gleichung erhilt man durch Integration
(Comp. §. 827, Beisp.), Substitution und Reduction, wenn man

noch Kiirze halber 1 4 (tang o — %1)2ﬁ= A setzt:

gf== C—Z%[(tanga—%z) V A + logn. (tang & — gx —l—]/A)],
wobei die Constante, da fir # = 0 auch s = 0 sein soll, den
Werth hat: C = %ltang al/ A + logn. (tang & + ]/A')] , wobei

VA= ist

Cos o

46. Aus der obigen Gleichung («) in 44. folgt fiir die
Spannung der Kette im Puncte M (Fig. 19) nach der Tangente:

e Q‘;_i =Ql/(1 _}_%_:) =Q]/(l + (tang & — 51)2) - (0)-
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Da im tiefsten Puncte C der Curve g—z =0 ist, so ist die
Spannung an diesem Puncte 7= Q am kleinsten.

Im Aufhéngepunct A ist die Spannung , wegen & = 0
sofort 7'= QY (1 + tang ?) = pic

Im zweiten Aufhéingepunct B ist diese Tan gentialspan-

numgh gl == Ql/(l + (tang & ———%)2).

47. Was die Spannung der Kette nach lothrechter oder
verticaler Richtung betrifft, so ist diese im Puncte M sofort

S= 1T CosmMn=TYL = QY (wegen Gleichung (1) in Nr. 41.)
oder (wegen Gleichung (1) in 44.):
95 S o
S=4@ (tang o Q)'
Im Aufhingepunct A ist wegen & = 0 diese Verticalspan-

nung S = Qtang « am grossten.
Im tiefsten Puncte C dagegen ist diese Spannung wegen

am grossten.

g—y: 0, sofort S =10 am kleinsten*).
X

Bedingungen fiir die Empfindlichkeit der Kramerwage.

6. 91)

48. Um die Bedingungen zu finden, unter welchen die
gemeine Krimerwage empfindlich wird, d. h. die Eigenschaft
erhiilt, dass der Wagebalken sogleich den horizontalen Stand ver-
lisst und eine schiefe Lage annimmt, wenn das Gleichgewicht
durch ein kleines Zulagegewicht gestort wird, sei A3 (Fig. 21)
die horizontale Lage des in O aufgehiingten Wagebalkens im Stande
des Gleichgewichtes, niamlich fir den Fall, dass A C = B C und
W= P ist (§. 89), ferner A'B’" die Lage dieses Balkens, welche
er dadurch annimmt, dass in die Wagschale B zu dem Gewichte
P noch jenes p zugelegt wird, wodurch im Stande der Ruhe sofort
der Punct C nach €’ kommt.

Setzt man AC= BC=a, 0C= 0C'=1b, und wenn D
den Schwerpunct des Wagebalkens bezeichnet, O = ¢, ferner

*) Ausfiihrlicheres hieriiber findet man in dem Mémoire sur les Ponts suspen-
dus von Navier. Paris, 1824.
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das Gewicht dieses Balkens = ¢; so kann man die in den Puncten
A, B, D lothrecht wirkenden Gewichte oder Krafte W, P+ p
und ¢ jede in zwei aufeinander senkrechte Krifte zerlegen, wovon
die eine (w, 7, s) perpendikulér, die andere (w', 7, §) parallel zu
dem Balken wirkt. Setzt man nimlich den Ausschlagwinkel
COC' = e, so ist (Nr. 9.):

w=WCose, w=WSna, r= P+ p)Cosa, r=(P+p)Sina,

s=gqCose und §=gSina.

Da ferner angenommen wird, dass diese auf den um O dreh-
baren Hebel A’'B’ wirkenden 6 Seitenkrifte im Gleichgewichte
stehen, so muss nach dem Satze der statischen Momente (Nr. 19.
Anmerk. 2) sofort die Bedingungsgleichung bestehen: wa + w'b 4+
¢ - ' b= ra, oder wenn man fiir w,’. . . die vorigen Werthe setzt:
aW Cos -+ bW Sin & + cqSina + b (P+p)Sine = a(P+p)Cosa,
und wenn man durchaus mit Cos e dividirt und aus der entstehen-
den Gleichung, nachdem man im ersten Theil a W, gegen jenen
a P, im zweiten ausgelassen (wegen a W= aP) und W= P gesetzt
hat (Bedingungen fiir das Gleichgewicht in der Lage 4 B), tang e

ap

bestimmt, sofort:  tanga = TR

49. Da nun die Wage um so empfindlicher ist, je grosser
bei demselben Zulagegewicht p der Ausschlagwinkel e, folglich
auch tang @ wird; so folgt aus dem vorigen Ausdrucke von tang «,
dass diese Empfindlichkeit um so grosser ist, je grosser a (Liénge
der Arme), je kleiner ¢ (Gewicht des Balkens), je kleiner P (auf-
gelegtes Gewicht), je kleiner b (= 0C) und je kleiner ¢ (Ent-
fernung des Schwerpunctes des Balkens vom Aufhingepunct) ist.
(Vergleiche §. 91.)

Anmerkung. Die Wage wird am empfindlichsten, wenn es gelingt, b =0C=0
zu machen, in welchem Falle lang ¢ = % zugleich von dem aufgelegten
Gewichte P ganz unabhiingig wird. Geht der Winkel « fiir ein anderes
Zulagegewicht p’ in o iiber, so ist ebenso tang & = Z—I;', folglich:

tang o : tang & = p i’

Wiire unter dieser Voraussetzung von b = O gleichzeitig auch ¢ = 0,
i ap . . .
so wiirde tang o = ré— = o0, also a = 90°, zum Beweis, dass in diesem

Falle, in welchem nimlich die Wage in ihrem gemeinschaftlichen Schwer-
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puncte aufgehéingt ist, der Balken bei dem kleinsten Uebergewichte p sogleich
aus der horizontalen in die verticale Lage iibergeht. Ausserdem wire
dabei fiir jede richtige Abwiigung, d. i. fiir W = P und p = 0, sofort

0
tang o = o Zum Zeichen, dass dabei der Balken in jeder Lage ruhen

kann und nicht nothwendig, wie es die zweite Bedingung (§. 90) fordert,
horizontal stehen muss.

Wollte man endlich den Schwerpunct des Balkens, bei der Voraus-
setzung von b = 0 tiber den Punct C legen, so miisste ¢ negativ genommen
werden, wodurch dann auch tang « negativ wiirde, also der Winkel & in
den 2ten oder 4ten Quadranten fiele, zum Beweis, dass der Balken bei
dem kleinsten Zulagegewicht »p umschlagen wiirde.

Ausfiihrlicheres hieriiber, sowie iiber Wagen iiberhaupt, findet man in
unserer Abhandlung in Prechtl’s technol. Encyklopiidie im 20. Bande.

Widerstand dér Materialien.

(§. 126.)
30. Um sich von dem Widerstande fester Korper gegen jede

Volums- oder Forminderung einen nur einigermassen richtigen
Begrift zu machen und um die dabei auftretenden Gesetze zu
formuliren, geht man heute von der Ansicht oder Hypothese aus,
dass diese Korper aus Gruppen von Atomen oder aus Moleciilen
zusammengesetzt sind, die durch zweierlei Krifte, nimlich an-
ziehende und abstossende, in bestimmten Entfernungen von ein-
ander im Gleichgewichte erhalten werden. Von diesen sogenannten
Molecularkraften geben sich durch ihre Reaction die ersteren oder
anziehenden zu erkennen, wenn man durch dussere Krafte diese
Entfernungen vergrossern, die letzteren oder abstossenden hin-
gegen, wenn man diese Entfernungen vermindern will.

Insoferne die Molecularkrafte die Moleciile in gewissen Ent-
fernungen von einander halten, widersetzen sie sich jeder Volum s-
verinderung; insoferne sie aber diese auch in gewissen relativen
Positionen erhalten, widersetzen sie sich zugleich auch jeder Form-
dnderung eines festen Korpers.

Dieser Widerstand der Molecularkrafte oder ihrer Resul-
tirenden gegen jede Volums- oder Formanderung ist aber noth-
wendig eine Function dieser Veranderung selbst und verschwindet
innerhalb gewisser Grenzen nur dann, wenn diese Veranderung
selbst Null ist; diese Grenzen heissen die Elasticitatsgrenzen
des Korpers, welcher innerhalb dieser Grenzen elastisch genannt
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wird. Hieraus folgt, dass das Gleichgewicht der Molecularkrifte
innerhalb dieser Grenzen ein stetiges ist, indem die Moleciile nach
dem Aufhéren jener dusseren Krafte, welche die Volums- oder
Forminderung bewirkt haben, wieder in ihre urspriingliche Lage

zuriickkehren.

a) Widerstand der Kirper gegen das Zerreissen oder
Zerdriicken.
(Absolute und riickwirkende Festigkeit.)
(§§. 127 u. 148))

51. Zur Bestimmung des Widerstandes fester Korper gegen
das Zerreissen oder Zerdriicken geht man am cinfachsten von der
Hypothese der parallelen Schichten aus, indem man sich
vorstellt, dass die Korper aus parallelen Schichten von Moleciilen
bestehen, deren Schwerpuncte simmtlich in der auf diesen Schich-
ten normalen Lingenachse liegen. Wirken nun gegen die beiden
cbenen, mit diesen Schichten ebenfalls parallelen Endflachen des
Korpers nach der Richtung oder parallel mit dieser Achse (also
normal auf die genannten Schichten) gleichmassig vertheilte Krafte,
deren Resultanten in diese Achse fallen und sich im Gleich-
gewichte halten; so werden je nach dem Sinne, nach welchem
diese beiden resultirenden Kriifte wirken, diese Schichten von
einander entfornt oder einander genihert. Die dadurch zwischen
je zwei aufeinander folgenden Schichten hervorgerufenen oder in
Thitigkeit gesetzten Molecularkrifte (beziehungsweise anziehend
und abstossend) haben in jeder dieser Schichten eine ebenfalls in
die Achse des Korpers fallende Mittelkraft. Bezeichnet man diese
mit R, die urspriingliche Entfernung zweier Schichten durch zo,
und die jetzige nach Einwirkung der erwihnten ausseren Krafte
durch z; so wird nach der obigen Bemerkung (50.) die Kraft R
eine Function von z — 2, und zwar von solcher Beschaffenheit
sein, dass sie innerhalb der Elasticititsgrenze mit dieser Differenz
¢ — z, zugleich verschwindet.

Man nennt die abgeleitete oder derivirte Function von R, d. i.
%—lj (Comp. §. 630) die Steifheit des Korpers und betrachtet

diese, wenn die Differenz Az =2z —2, DUr sehr gering ist, als
constant, indem die Erfahrung gezeigt hat, dass sich die Steifig-



46

keit eines Korpers innerhalb der Elasticitatsgrenze nur sehr wenig
a i ¢ 4dR
andert. Setzt man daher innerhalb dieser Grenze =, =4, Wo a

eine constante Grosse bezeichnet, so wird R — aX Az = a(z—z,)
und es lisst sich daher die genannte Resultante der zwischen
zwei aufeinander folgenden Schichten in der Flicheneinheit wir-
kenden Molecularkrifte innerhalb der Elasticitatsgrenzen durch
R = a(z—2) ausdriicken. Da man aber ferner die Intensitit
dieser Kraft 2 auch dem Flicheninhalt dieser Schichten innerhalb
des Wirkungskreises der Molecularkrifte proportional annehmen
kann, so wird man, wenn der Flicheninhalt dieser Schichten durch
© bezeichnet wird, diese Resultirende endlich wenigstens annithe-
rungsweise durch :
R=aw(z—z)...(a)
ausdriicken konnen. :

52. Ist nun ! die urspriingliche Linge des betreffenden
Korpers und sind 4+ 7 und — P die Resultirenden der auf die
beiden Endflichen normal, nimlich nach der Lingenachse wirken-
den dusseren Krifte, sowie endlich /7 die dadurch in dem Korper
bewirkte Ausdehnung oder Zusammendriickung; so hat man fiir
den Zustand des Gleichgewichtes, nach der vorigen Relation ():

“w

R=aw(z—z)=do' ({—2) = d'e"('— ) =. ..

mithin: Z(z—zy) =Adl= ])2(515)'
Ist der Kérper homogen, so ist, wegen a=a'=a’=. .
(und 2, = 2; = 2{=...) sofort:

a1=P.22(}).
a (7]
Bezeichnet man nun den Abstand irgend eines der Quer-
schnitte @ von der einen Endfliche des Korpers durch # und

bemerkt, dass wenn die Anzahl der in X (B]) zu summirenden

Glieder gleich n gesetzt wird, sofort n =z£ ist, so kann man
(]

im vorigen Ausdruck das Summen- mit dem Integralzeichen ver-
l a . .
tauschen, und 21_ f %I statt 27(;1)) setzen; dadurch geht die vorige
°J o

Gleichung in die folgende iiber:
Pt

2
az (0]
°J o



wobei @ eine Function von z ist. Setzt man das bloss von der

Materie des Korpers abhingige Product az, = I, so erhilt man
; P ('

endlich: Al=%| =...())

m---

und es wird £ der Coefficient oder Modul der Elasticitat
des betreffenden Korpers genannt.

53. Ist z. B. als einfachster Fall der Korper ein gerades

- l l

s . i dz 1 l

Prisma, so ist dafiir @ constant und daher | — = 5_[ de = —,
0 0

o1 Bl
mithin : A — E'E’"'(z)7

d. h. die Ausdehnung oder Zusammendriickung des Prisma ist
innerhalb der Elasticititsgrenze der ausdehnenden oder zusammen-
driickenden Kraft und der Linge des Prisma direct und dem
Querschnitte desselben umgekehrt proportional (§. 128).

Setzt man die auf die Flicheneinheit des Querschnittes ent-
fallende, noch innerhalb der Elasticitatsgrenze licgende Belastung

. . . l
§: p, so ist [vorige Relation (2)] d—] =I£ﬂ (B), oder wenn man
das Verhiltniss der Ausdehnung des Prisma zur urspriinglichen
Lange desselben innerhalb dieser Grenze, d. i it

7 = s setzt,
auch £ = i—J

Konnte nun, ohne dass diese Grenze uberschritten wiirde
(was jedoch nur fictiv ist), 41 =1, d.i. s = 1 sein, so wire dem
Gewichte nach ausgedriickt: & = p.

54. Aus der vorigen Relation (B) folgt fiir die Kraft, welche
ein Prisma vom Querschnitt = 1 und der Lange ! um die noch
innerhalb der Elasticititsgrenze liegende Grosse 41 ausdehnt oder

zusammendrickt: p = FE ATZ im0 13

Lasst man nun diese Kraft p bis zur Elasticitiatsgrenze zu-
nehmen (wodurch also 4! an jene Grenze ankommt, iiber welche
hinaus das Prisma nicht mehr genau auf seine urspriingliche Linge
zuriickgeht) und bezeichnet diesen Grenzwerth, insoferne das
Prisma dabei auf Ausdehnung oder Zusammendriickung in An-
spruch genommen wird, beziehungsweise durch 7, und 7}; so
werden diese beiden Werthe respective Coefficienten der abso-
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luten und ritck wirkenden Tragfihigkeit (wohl auch Trag-
modul der Zug- und Druckfestigkeit) genannt; dabei darf jedoch
im letzteren Falle das Prisma nicht so lang sein, dass durch die
Einwirkung der Kraft 7, eine Biegung eintritt.

‘Werden endlich fiir die Belastung p diese Werthe 77, und
T, folglich auch die Elasticitiitsgrenze iiberschritten, so tritt eine
permanente Aenderung in der Lage der Moleciile des Prisma ein
und es darf dann der Elasticitits-Coefficient % nicht weiter mehr
als constant angenommen werden. Bezeichnet man in diesem
Falle die kleinsten Werthe von p, bei welchen der Kérper iiber-
haupt noch zerrissen oder zerdriickt wird, bezichungsweise mit
F,und F,; so heissen diese Werthe Coefficienten der abso-
luten und riickwirkenden Festigkeit (Bruchmodul fir
Zug und Druck). Auch hier wird vorausgesetzt, dass beim Zer-
driicken keine Biegung des Korpers eintritt.

b) Widerstand der Korper gegen Biegung.

(§. 142.)

55. Betrachtet man einen prismatischen Korper ¢'N (F ig. 48)
von durchaus gleichen Querschnitten, welcher horizontal an dem
einen Ende eingemauert oder unverinderlich befestigt, und am
anderen durch eine lothrecht wirkende Last oder Kraft Q gebogen
wird; so werden die gegen die convexe Seite CV zu liegenden
Langenfasern oder Schichten (aus denen man sich den Korper
bestehend denken kann) ausgedehnt, und jene gegen die concave
Seite 'V’ hin liegenden zusammengedriickt. Zwischen diesen
nun liegt jene sogenannte neutrale Langen- oder Achsenschichte
D@, welche ihre urspriingliche Liange beibehalt, also weder aus-
gedehnt noch zusammengedriickt wird und sofort, wenn die Biegung
in verticalen Ebenen, wie CC'NN' statt hat, eine horizontale
Cylinderflaiche D E F G bildet.

Denkt man sich in einer beliebigen Entfernung 40 = z vom
Angriffspuncte der Kraft Q einen Querschnitt acb¢ normal aut
die Lingenachse des Prisma, so durchschneidet derselbe die neu-
trale Schichte nach der horizontalen Geraden ab, und es werden
sonach alle diesen Querschnitt itber ab schneidenden Schichten
des Prisma ausgedehnt und jene unterhalb a4 liegenden zusammen-
gedriickt; dadurch werden aber in diesem Querschnitt Molecular-
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krifte thitig oder hervorgerufen, welche oberhalb ab anzichend,
wie 8 in Fig. 49, und unterhalb dieser Geraden abstossend, wie
T wirken. Diese Krifte konnen in horizontale, mit der Lénge
des Prisma parallele, wie s und ¢, und in verticale Componenten,
wie § und ¢ zerlegt werden.

Ausserdem machen sich bei einer starken Biegung des Kor-
pers noch Krifte geltend, welche in dem Querschnitte acb ¢’ selbst
liegen und einem Abgleiten (Abreissen) oder einer Verschiebung
des Korpers in diesem Querschnitte widerstehen; auch diese Krafte
(wie V) konnen nach horizontalen (parallel mit der Lénge des
Prisma) und verticalen Richtungen (wie v und v") zerlegt werden.

Soll nun unter allen diesen, auf den zwischen den Quer-
schnitten /NN’ und acb¢ liegenden Theil des Prisma (Fig. 48)
wirkenden Kriften das Gleichgewicht bestehen, so miissen offenbar
folgende Bedingungen stattfinden:

1. Muss die (algebraische) Summe aller verticalen Com-
ponenten der Kraft @ gleich sein.

2. Muss die Summe der genannten horizontalen Componenten
gleich Null sein. :

3. Muss endlich die Summe der statischen Momente dieser
horizontalen und verticalen Krifte in Bezug auf die Gerade ab
gleich sein dem Momente der Kraft () auf dieselbe Gerade bezogen.

Anmerkung. Was die zuletzt erwithnten, im Querschnitt acbc’ (Fig. 48) oder
cc (Fig. 49) selbst liegenden Widerstandskriifte V' betrifft, so fillt bei so
geringen Biegungen, wie sie hier durchaus vorausgesetzt werden und auch
bei wirklichen Constructionen nicht iiberschritten werden diirfen (oder auch
bei einer sehr geringen Liinge des Prisma im Vergleich zu dessen Quer-
schnitt), dieser Querschnitt nahezu in eine verticale Ebene; mithin fallen
auch die verticalen Componenten, wie ', in dieselbe Ebene und es konnen
daher die horizontalen Componenten » als beinahe Null vernachlissigt
werden. Es haben sonach unter dieser Voraussetzung diese letztgenannten

Widerstandskréfte V' nur auf die erste der angefiihrten 3 Bedingungen
Einfluss.

56. Man nehme nun im genannten Querschnitt acd ¢’ (Fig. 48)
die Gerade ab zur Abscissenachse und a als Anfangspunct der
rechtwinkeligen Coordinaten, setze fir einen beliebigen Punct m
dieser Querschnittsfliche ap =2, pm=y, bezeichne die Gleichun-
gen der oberen und unteren Halfte der Umfangscurve acbc be-

ziehungsweise durch y = f(z) und y = ¢ (z), sowie die Grenz-
Burg’s Mechanik. Suppl. 4



werthe von # durch =0 und #=ab=1", und jene fir y
durch y = 0, y = f(a) fiir die Fliche oberhalb der Geraden ab,
und y = 0, y = @ (a) fir die Flache unterhalb ab.

Nimmt man ferner ausser dem eben betrachteten Querschnitt
noch einen zweiten, dem ersteren unendlich nahe liegend an, und
sind dd und ef (Fig. 49) die Durchschnittslinien dieser beiden
Querschnitte mit einem verticalen Liangenschnitt C'V des Prisma,
wofiir also A0 = 2z, und 00 = dz ist; so werden sich diese
beiden auf der Langenachse A OB normal stehenden Schnitte,
welche vor der Biegung des Prisma zu einander parallel waren,
durch die eintretende Biegung in einer durch den Punct J gehen-
den auf der genannten verticalen Ebene des Lingenschnittes C'N
normalen Greraden durchschneiden, wobei bekanntlich ./ der Mittel-
punct des Kriimmungskreises fiir das Bogenelement 00" der neu-
tralen Achsenschichte 4 OB ist. Ferner wird, um zuerst nur die
iiber A0 B liegenden, der Ausdehnung unterworfenen Faserschich-
ten zu betrachten, eine durch P gehende Faserschichte des Korper-
elementes fd, welche vor der Biegung die Linge ¥ Rr=sde =
00 = dz hatte, durch die Biegung des Prisma bis auf die Léange
PP, also um die Grosse Pr = Adz ausgedehnt.

Setzt man den Kriimmungshalbmesser des Bogens 00 der
neutralen Schichte JO = g, so folgt aus den beiden @hnlichen
Dreiecken PrO und 0 O'J sofort: Pr: OP = 00:J0, d. i
Ade:y = dz: 9, und daraus fiir das Verhiltniss der Ausdehnung
der Fasern im Puncte P zur urspriinglichen Linge (d. i. die
Ausdehnung der Liangeneinheit) %%z = % L

Der durch diese Ausdehnung in der durch P (oder m in
Fig. 48) gehenden Faserschichte vom Querschnitt =1 hervor-

Adz y

gerufene Widerstand ist sonach [54. Gleich. (3)] p = B~ = E|

mithin fir die Elementarfaser vom Querschnitt dzdy (in m Fig. 48)

7

gleich E% dedy, sowie dessen statisches Moment, in Bezug auf die
Achse ab gleich ist: EYdedy.y = Zy*dedy.
Die Summe aller Widerstandskrifte gegen Ausdehnung der
b /(@)
Faserschichten ist sonach gleich % f (¥ f ydy, sowie die Summe
0

0
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ihrer statischen Momente, auf die Achse ab (Fig. 48) bezogen,
b /(@)
gleich: JEfda: y2dy.
e 0 0

57. Auf eine ganz gleiche Weise erhilt man auch, auf die
untere Hilfte a¢'b des Querschnittes iibergehend, fiir die Summe
der Widerstandskriafte gegen die Zusammendriickung der Faser-

D b I‘P(x)
schichten den Ausdruck: ngdx ydy und fiir das statische Mo-
4 0 0

B P @)
ment, auf ad bezogen: 3 f de | y2dy.
0 0

58. Driickt man nun von den in 53. angegebenen Gleich-
gewichts - Bedingungen die 2te und 3te aus (indem die Iste fiir
unseren Zweck hier iibergangen werden kann), so erhalt man be-
zichungsweise dafiir die Ausdriicke:

b f (%) b P(2)
fdwfydy =fdmjydy....(1)
b f () b ¢ (x)
und %de yidy —|—fdm sdy] = Qz...2)

0
Anmerkung. Man sieht von selbst, dass bei einer so geringen Biegung des

Prisma, wie sie hier vorausgesetzt wird, statt der aus der verticalen Kraft @
abgeleiteten, auf der Léngenachse AOB (Fig. 49) normal stehenden Com-
ponenten, diese Kraft @ selbst gesetzt werden darf, wie es in der Relat. (2)
geschehen ist.

Auch versteht es sich von selbst, da die beiden Relationen fiir jeden
Querschnitt des Prisma gelten, dass sich die Gleichung (2) auf den letzten,
oder an der Mauer befindlichen Querschnitt D C'E (' bezieht, wenn man in
derselben z = [ gleich der Liinge des Prisma setzt (wobei der Bogen 40 B
mit dessen Sehne verwechselt werden kann).

59. Die erste dieser beiden Bedingungsgleichungen dient zur
Bestimmung der Lage der neutralen Achse ab (Fig. 48) im Quer-
schnitt acbd, und sie zeigt (27. Anmerkung), dass diese Achse
unter der gemachten Voraussetzung von nur geringen Biegungen,
durch den Schwerpunct dieses Querschnittes geht.  Theilt
daher die Gerade ab diesen Querschnitt in zwei symmetrische
Theile, so theilt auch die neutrale Achsenschichte das Prisma der
Linge nach in zwei gleiche Halften.

Wiren (was bei einer starken Biegung wirklich eintritt) die
Widerstinde der Fasern gegen Zusammendriickung nicht mehr
den Widerstinden derselben gegen Ausdehnung gleich; so ware

4*
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auch die Gleichung (1) nicht mehr richtig, indem dann die Gleich-
gewichtsachse ab nicht mehr durch den Schwerpunct des Quer-
schnittes geht, sondern gegen jene Seite hinriickt, in welcher der
Widerstand der Fasern zunimmt.

60. Setzt man in der Gleickung (2) von Nr. 58. den ersten
Theil derselben (in welchem der eingeklammerte Ausdruck nach
§- 200 nichts anderes als das Tragheitsmoment des Querschnittes
achd in Bezug auf die Achse ab ist) mit Auslassung von g, d. i.

b f (2) b P(x)
E[fdxfyzdy —i—fdx ydy] =-...9)
0 0 0 0
so heisst dieser Ausdruck oder &, welcher von der Grosse der
Biegung unabhiingig ist, und bloss vom Elasticitits-Coefficienten

E der Materie abhiingt, das Biegungsmoment des Korpers
in Bezug auf die neutrale Achse a b.

61. Kennt man das Biegungsmoment & eines prismatischen
Kérpers in Bezug auf eine durch den Schwerpunct des Quer-
schnittes gehende Achse, so lisst sich daraus leicht auch das

Biegungsmoment ¢ in Bezug auf eine andere, mit der ersteren
parallele Achse ableiten, und umgekehrt.

Denn liegt z. B. die Achse o'’ (Fig. 48) in der Entfernung
0s = a unterhalb der durch den Schwerpunct o gehenden Achse ab,
mit welcher sie parallel ist, und sind 0p = & und pm=y die Coor-
dinaten irgend eines Punctes m des Querschnittes, vom Puncte o
aus gezahlt; so sind sp'= 2 und p'm = a + y die Coordinaten
desselben Punctes von s aus gezihlt, und es ist nach der Relation (3);
wenn man davon nur das eine Integral ansetzt, indem fiir das
zweite genau das niimliche gilt, auf die Achse o'8’ bezogen:

¢ = Efde/(y+ a)*dy = Efda/y*dy + 2 Ea/da [y dy

+ Eo*/dady,
oder wegen: Efdz/y?*dy =&, [da[ydy = 0 (weil o der Schwer-
punct, also Y in Nr. 25. Null ist) und /dz/dy = F, wenn der
Flicheninhalt des Querschnittes durch # bezeichnet wird, auch:

§=¢+ FEa?F...(4) oder ¢ = & — Fa2F.. .(5),
woraus zugleich erhellet, dass das Biegungsmoment in Bezug auf
eine durch den Schwerpunct gehende Achse am kleinsten ist.
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Biegungsmomente fiir einige specielle Félle,

62. Sei zuerst als einfachster Fall der Querschnitt des Prisma
ein Rechteck von der Breite ab =05 und Hohe ¢¢'= % und
der Balken an dem einen Ende so eingemauert, dass die erstere
Dimension in die horizontale, also letztere in die verticale Rich-
tung fallt (Fig. 50).

Fir diesen Fall ist in dem vorigen Ausdruck (3) y = f(z) =
() = 1h zu setzen, Wéhrend z = b seinen Werth behilt. Es

ist daher fdw _yzdy -—f§ gde = 0h°
und da das zweite Integral denselben Werth besitzt, so ist das
Biegungsmoment e = [z Ebh®.

63. Hat dagegen dasselbe Rechteck 4D (Fig. 51) eine
solche Lage, dass die Seite AC = h mit der durch den Schwer-
punct O des Rechteckes gehenden neutralen Achse % G den Winkel
@ bildet, so fille man, um den Werth des Integrales /dx/y®dy
fir die Flache A EFB zu finden, von A auf die Achse EG das
Perpendikel AZ und setze EL = n, so hat man zuerst fiir das
Dreieck A EL das betreffende Integral:

f(Lh ;tgﬁ; —fga tang p*dx = {5 n(ntang@)® = 5 E L. AT
Ebenso findet man als Werth dieses Integrales fur das
Dreieck AL G I Y )
folglich fiir das ganze Dreieck 4 E G-
AH(EL+ GD)AL = 5 EQ.AL’
und damit analog fiir das Dreieck BFG: GF. BH'.
Das Integral /de/y2dy el erhdlt daher fiir dle obere Flache
AEFB den WEIth ASEG AL — % GF.BH

Nun ist aber ZG = EO + OG, oder wie man leicht findet
(wenn man aus O auf A C und AB perpendikul'zire Linien zieht):

EG=2Singo+2Oosqa’ .
AL =LhSne -+ 1b Cosqp, GF:W"W
und BH=1hSinp —%bCosp,
folglich ist endlich, wenn man diese Werthe substituirt und dann

gehorig reducirt, das gesuchte Integral fir die Fliche 4 EFB,
nimlich: (6) [dx/y*dy = Fzbh(h*Sin@®+- b* Cos @2).
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DFEC hat das mehrgenannte Integral fiir die untere Fliche
DFEC des Querschnittes denselben Werth, folglich ist fir den
vorliegenden Fall das Biegungsmoment:

e = {5 Ebh(h®Sinp?+ b2 Cos p?).
Anmerkung. Ist A>5, so wird dieses Moment fiir ¢ — 90° am gréssten

und es ist dafiir (wobei das Rechteck die in der vorigen Nummer betrachtete
Lage Fig. 50 erhilt): &= {5 Ebh®

64. Es sei ferner der Querschnitt ein Dreieck ABC
(Fig. 59) von irgend einer Form und die Basis 4B mit der
durch den Schwerpunct O gehenden neutralen Achse D parallel
(also horizontal), ferner A B = b, die Hohe CF =/ und dabei
die Spitze nach aufwirts gekehrt.

In Bezug auf die Achse AB wird nach dem in der vorigen
Nummer Entwickelten das Biegungsmoment & = {'; 4 /2, mithin
in Bezug auf die durch den Schwerpunct gehende neutrale Achse
D E nach Relation (5) in 61. wegen a = F'O=1h und F = Lbh:

e= 15 Ebh—E.(3h)2.30h = {5 Ebh®>— {5 Eb 13,
d i. e=JFEbA"

Derselbe Ausdruck gilt offenbar auch fiir die umgekehrte

Lage des Dreieckes, wie in Fig. 58.

65. Es sei der Querschnitt des prismatischen Korpers eine
Ellipse von den Achsen 2a und 25, wobei die grossere 2a,
wie in Fig. 52, horizontal liegt, also mit der neutralen Achse
zusammenfallt. :

Zahlt man die Coordinaten auf diesen Achsen vom Mittel-

puncte O aus, so ist wegen y = g]/oﬁ—xz, das obige Integral

fir die obere Hélfte des Querschnittes (wenn man anstatt die
Grenzen fiir & von — a bis + @ zu nehmen, diese von o bis a,
und das Integral doppelt nimmt):

ZdefyZdy~— 2(da. ~——(a2-——x2) = {mab®*).

*) Es ist ndmlich (Comp. §. 817, Lehrbuch IIL., S. 336, Beisp. 4) a®— 2? — X
gesetzt: fX%dao — ( +,;a2)xVX+ 2atarcSin (w)
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Da nun das zweite Integral fir die untere Hilfte AB'A’ der
Ellipse den gleichen Werth erhilt, so hat man fiir das Biegungs-

moment : s=3xEabs
Erhilt die grosse Achse die verticale Stellung, so wird
ebenso : & = 1nm Ea®b.

66. Ist der Querschnitt ein Kreis vom Halbmesser », der
Kérper also ein gewdhnlicher Cylinder, so darf man in den bei-
den vorigen Ausdriicken nur ¢ =0 = r setzen, um das Biegungs-
moment zu erhalten; es ist namlich dafiir & = }mr®

67. Sei der Querschnitt ein rechteckiger Ring (Fig. 56)
von der #usseren Breite 4 und inneren &, von der ausseren
Héhe 7 und inneren %, und dabei die durch den Schwerpunct
gehende horizontale oder neutrale Achse mit der Breite & parallel;
dann ist das Biegungsmoment fir das &ussere, als voll an-
genommene Parallelepiped (62.) = {5 £bA% sowie jenes fir das
innere = 7 £b' /3, mithin das gesuchte Biegungsmoment fiir das
hohle Prisma: e = {5y E(bh—VH?).

Anmerkung. Derselbe Ausdruck gilt auch, wie leicht zu sehen, fiir Prismen,

deren Querschnitte die in Fig. 55 und Fig. 57 haben, wenn in Fig. 55

das verticale Rechteck und in Fig. 57 die beiden zusammen die Breite
(oder Dicke der Winde) b — b’ besitzen.

68. Fiir einen hohlen Cylinder, dessen Querschnitt ein
Kreisring von den Halbmessern I und r ist, erhalt man auf
cine ganz ihnliche Weise (66.) fir das Biegungsmoment:

e =in E(R*—r").

69. Betrachtet man endlich noch von den in 67. behandelten
Querschnitten iiberall die Halfte, wie in Fig. 55 den durch die
Achse A B halbirten Theil mn CD, und bezeichnet die Aussere
und innere Hohe durch 2 und %', sowie die #ussere und innere

Breite durch b und ?’; so ist das Biegungsmoment in Bezug auf
die Achse A B gleich: 3 E(bR*—bh?)").

#) Es ist niimlich, wie aus dem Werthe fiir & in 67. erhellet, jedes der beiden
betreffenden Integrale der Relat. (3) in Nr. 60. gleich S EOBRS— YR
und da man in diesem Ausdrucke, um die dortige Bezeichnung (in 67.)
mit der gegenwiirtigen in Uebereinstimmung zu bringen, 2% und 274 statt
% und 7 setzen muss, sofort = o B (b k3 — bA).



Nun ist aber der Abstand des Schwerpunctes des in Rede
stehenden Querschnittes von dieser Achse A 3 gleich
BRT—B B
b ( bh——b’h’) ),
mithin nach Relation (5) in 61. das Biegungsmoment in Bezug
auf eine durch diesen Schwerpunct gehende mit A B parallele
/77 o bh¥— bR\ 2 ry7
Achse: &= 1 E(BL—bi%) _ 7.3 (m) (b h—UK),
oder nach gehériger Entwickelung und Reduction:
e T12_1{;,[(1771,’——6 ) 2[):];—_4;1;Lrhh (h—H)? x
Auch gilt dieser Ausdruck fiir die umgekehrte Lage dieser
Querschnitte.

70. Auf gleiche Weise findet man fiir einen halben Cylinder,
dessen Querschnitt ein Halbkreis (Fig. 67) vom Halbmesser
ist und Durchmesser A4 B horizontal liegt, das Biegungsmoment
in Bezug auf die Achse 4 B (Nr. 66) = { 2% mithin in Bezug
auf die durch den Schwerpunct O gehende (mit 4 B parallele)

neutrale Achse ab, wegen (§. 50) €0== % nach 61:
G = {;Emr*—~E(§2}2.7}rzn = TIEEr"(WE).

Natiirlich kann der Halbkreis auch die umgekehrte Lage
haben.

¢) Widerstand der Kirper gegen den Bruch.
Relative Festigkeit.
. 132)

71. Wird die Belastung eines prismatischen Kérpers allmih-
lich so weit fortgesetzt, bis eine Biegung eintritt, bei welcher
irgend eine Faser in ihrer Ausdehnung oder Verkiirzung die
Elasticitatsgrenze erreicht oder iiberschreitet ;- 80 erhalt man be-

*) Ist nimlich die Fliche des &usseren Rechteckes A B 0D (Fig. 56) = F,
die des inneren = f, folglich des Ringes /"= F — f. Sind ferner m, n
und O der Reihe nach die in der Geraden H.F liegenden Schwerpuncte
dieser Flichen; so ist F.Em = f.En +f.EO und daraus, wenn man
die Werthe setat:

oL bh:— 0’12

bho3h —OH. 3K
bh — 0K e bh—b'h’)'
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zichungsweise das Tragvermogen und die relative Festigkeit dieses
Korpers. Bezeichnet man, um diese Biegung in beiden Féllen zu
finden, den Abstand der von der neutralen Achsenschichte am
weitesten abstehenden Faser auf der convexen oder concaven Seite
des gebogenen Korpers durch ¢, sowie durch o den Kriimmungs-
halbmesser der neutralen Schichte, ferner wie oben (Nr. 54.) durch
7 und F beziehungsweise den Tragfihigkeits- und Festigkeits-
Coefficienten; so ist fir's Erste die Ausdehnung oder Verkiirzung
einer Liingeneinheit dieser am weitesten abstehenden Faser (Re-

lation (p) in Nr. 56.):
4l
l

b

Dla

wenn man nimlich das Verhaltniss izz an der Elasticitatsgrenze
durch él—l bezeichnet. Nun ist aber an dieser Grenze (Relat. (3)
Nr. 54.): T=ES =E.2,

5 v
folglich: o="7¢c---- ()

und diess ist der kleinste Werth, welchen der Kriimmungs-Halb-
messer an irgend einer Stelle erreichen darf, ohne dass bei der
Biegung die Elasticitatsgrenze iiberschritten wird.

Da nun aber der Tragfiihigkeits - Coefficient fiir die Aus-
dehnung von jenem fiir die Zusammendriickung der Fasern in der
Regel verschieden (also nicht 7,= 7) ist, so muss man @ sowohl

fir die convexe als fir die concave Seite, d. i. sowohl 77 ¢ als

auch 1_;5;0 berechnen, und von diesen beiden Werthen fiir @ den

grosseren beibehalten, d. h. ¢ darf dann nicht kleiner als dieser
grossere Werth sein.

Da iibrigens, wenn man den in den Parenthesen stehenden
Theil der Relation (2) in Nr. 58. durch X bezeichnet (wobei X

bloss von der Form des Querschnittes des Prisma abhéngt), aus

dieser Relation = %‘? v ()

wird, so folgt, dass der Kriimmungs-Halbmesser fiir den letzten,
an der Mauer befindlichen Querschnitt am kleinsten wird, weil
dafir z = [ am grossten ist; es wird daher auch an dieser
Stelle des Prisma zuerst die Elasticitatsgrenze erreicht und iiber-
schritten.
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72. Setzt man in der vorigen Relation (f) statt des Trag-
fahigkeits-Coefficienten 7” den Festigkeits-Coefficienten 7 so gibt

der Werth von ¢ = l—ﬁ;c die Grenze der Biegung an, an welcher

der Kérper (und zwar nach der vorigen Bemerkung am eingemauer-
ten Ende) brechen wird.

Substituirt man diesen letzteren Werth von ¢ in der Relat. (g)
der vorigen Nummer, sowie auch fiir X seinen Werth % (Relat. (3)

Nr. 60.) und setzt zugleich (da der Bruch am letzten Querschnitt
erfolgt) z =1 gleich der Liinge des Prisma; so erhalt man dara us

&

Auch hier muss man fiir #'nach und nach die absolute und
riickwirkende Festigkeit, d. i. (534.) F, und #, setzen und ¢ aus
dem kleineren der beiden Ausdriicke berechnen, um die kleinste
Last zu erhalten, welche, am freien Ende des Prisma angebracht,
den Bruch desselben bewirkt.

73. Setzt man das stat. Moment Q!= M, so hat man also:
&
nh— o i

und wenn man fiir das Biegungsmoment & die den verschiedenen
in den Nummern von 62. bis 70. behandelten Querschnitten der
Prismen entsprechenden Werthe setzt, erhalt man fiir dieselben
Querschnitte die entsprechenden relativen Festigkeiten der Prismen.
Davon sollen hier nur einige, und zwar die folgenden angefiihrt
werden.

74. Ist der Querschnitt ein Rechteck von der Lage Fig. 50,
wobel ab =15, cd = h; soist wegen ¢ = Lhund (62.) & = {5 EbL3,

Ebht e
sofort M = 7 5V T

M= Lbh%F.

75. Hat das Rechteck die Lage Fig. 51, so ist wegen
¢c=AL=%hSng-+ bCosqp) (63.) und wenn man fir & den
Werth aus Nr. 63 setzt und reducirt:

h*Sing? 4 b* Cos
LEpy
]M_B_bb( hSing —+ b Cos @ )F
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76. Ist der Querschnitt ein Dreieck, so ist in der Lage
Fig. 58 wegen ¢ = }h fiir I, und 1% fir F,, und wegen (64)
& = o Ebh?, sofort:
M= % F, = 2, bh*F, wnd M = g %’i VRt OY 5
dagegen in der Lage Fig. 59 gerade umgekehrt:
M= & bhEF, = {5 b 1*F.,.

77. Fir den elliptischen Querschnitt in der Lage Fig. 52
ist wegen ¢ = b und (65.) ¢ = 1 Exab® sofort M = }mab®F.
Wenn dagegen die grosse Achse vertical steht: M = }ma®b F.

8. Fir den kreisformigen Querschnitt ist M= }xr°F.
n9. Fir einen rechteckigen Ring ist wegen ¢ = 1 b,

nach 67.: E—! (@;';LL’]L_B) F

80. Endlich ist fir einen hohlen Kreiscylinder, nach
Nr. 68, wegen ¢ = R:

40 S

V=513 (R o £ )F
Anmerkung. Im Falle die Linge [ des Prisma so gering ist, dass die
parallel mit der Bruchfliiche wirkende Kraft @ in diese Tliiche selbst hinein-
fillt, so wird das Prisma nicht mehr durch Biegung gebrochen, sondern
die sich trennenden Flichen werden von einander abgeschoben und man
nennt die dabei hervorgerufene Festiglkeit die Gleitungs- oder Ab-
scheerungs-Festigkeit des Prisma. Ist F' der betreffende Festigkeits-
Coefficient fiir die Flicheneinheit und A die Grosse der abgeschobenen

Tliiche, so ist die zum Abscheeren nithige Kraft:

Q=FA....(m).

Was nun den Coefficienten F betrifft, so kann man diesen den bisher
ausgefiihrten Versuchen zufolge dem Coefficienten der absoluten Festigkeit
gleich, d. i. F'= Fa, setzen.

Bolzen, Nieten u. dgl. werden mit ihrer Abscheerungs-Festigkeit in
Anspruch genommen. Auch ist es eben diese Festigkeit, welche beim Aus-
stossen von Nuthen, Lochen von Blechen u. s. W. {iberwunden werden muss.

Korper von gleichem Widerstande.

(§. 137.)

81. Bei der bisherigen Annahme von durchaus gleichen
Querschnitten des Korpers wird an einer oder mehreren Stellen
suerst oder vor allen iibrigen die Elasticitatsgrenze iiberschritten,
und an diesen daher auch der Bruch zuerst erfolgen. Ist daher
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der Korper an diesen Stellen gerade stark genug, so ist er an
allen tibrigen zu stark und man kann sich die Aufgabe stellen,
den Lingenschnitt des Korpers so zu bestimmen, dass alle Quer-
schnitte eine geniigende, keiner aber eine tiberfliissige Stirke oder
Widerstandskraft besitze, und sonach die Elasticititsgrenze bei
der entstehenden Biegung, entweder bei der Ausdehnung oder
bei der Zusammendriickung in allen Querschnitten zugleich er-
reicht wird.

Um nun fiir einige solche Korper von gleichem Wider-
stande die nothige Form unter gewissen Bedingungen zu finden,
sel der Korper wieder horizontal an dem cinen Ende eingemauert
und am anderen durch ein Gewicht Q, oder auch iiber die ganze
Linge gleichformig belastet.

82. Sollen die Querschnitte des Kérpers Rechtecke von
durchaus gleicher horizontaler Breite €D — AB — b (Fig. 60)
sein, so sei CE =1 die verticale Hohe des in der Ebene der
Mauer liegenden, d. i. des vom freien Ende am weitesten, nimlich
um A ¢ = [ abstehenden Querschnittes, sowie PJM = y jene eines
beliehigen Querschnittes im Abstande AP = ; dann ist die
Festigkeit des Korpers in Bezug auf den Querschnitt 7.1 (74.)

2 - . PV ~by?
= ads » sowie in Bezug auf den Querschnitt M P': (f = 1 2L,
l @

Da nun @'= Q sein soll, so hat man aus der Gleichsetzung
dieser beiden Ausdriicke:
ki
Y= o)

als Gleichung der Begrenzungscurve 4 ME oder BMF des ver-

ticalen Léangenschnittes des Korpers. Wie man sieht, ist diese
: { B :
Curve die gemeine Parabel vom Parameter —, deren Scheitel

14
in A und Achse in A C liegt.

2
Anmerkung. Der Parameter ZZL— lésst sich, wenn F, b und @ gegeben sind,

2
aus der Isten der obigen Gleichungen, aus welcher IZ—L—= g—% folgt, be-
stimmen. :

Da hier der Flicheninhalt der verticalen Schnitte durch 34 C.CE, da-
gegen, wenn der Korper durchaus dieselbe Hohe C'H = h besitzt, durch
A C.CF ausgedriickt wird; so erspart man durch diese, gegen das freie
Ende hin abnehmende Hohe des Korpers, wobei iibrigens die ebene hori-

zontale Fliche B (' (wie hier) oben oder unten liegen kann, hei derselben
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Festigkeit des™Balkens, den 3ten Theil an Material. Auch bleibt dieses
Verhiiltniss noch dasselbe, wenn das Prisma von zwei krummen Fléchen
derart begrenzt ist, dass die verticalen Liingenschnitte vollstindige Parabeln
bilden, in welchen 4 C' die Axe und fiir die obere wie untere Hilfte der
Curve OF = 3 und PM = }y ist.

Endlich kann noch bemerkt werden, dass man sich in der Praxis den
fiir die Korper von gleichem Widerstande theoretisch gefundenen Formen
in der Regel nur mehr oder weniger nithert, indem man z. B. im vor-
liegenden Falle dem Querschpitt an seinem Ende nicht die Hohe Null gibt,
das Prisma also nicht wirklich in eine Schneide auslaufen lisst.

83. Sollen dagegen die gegen das freie Ende des prisma-
tischen Korpers hin abnehmenden Querschnitte Rechtecke von
durchaus gleicher Hohe sein; so sei M N= CE=1h (Fig. 61)
diese constante Hohe, ferner wieder C.D = b die horizontale Breite
des Querschnittes an der Mauer 4 G =1, und fiir einen beliebigen
Querschnitt M/ N der Abstand AP == und die Breite MM = y.

3 . . h? b h?
Diess vorausgesetzt ist wieder § F'Zw— = } F—- zu setzen, woraus
q
sofort Ly :?Z—bw als Gleichung der Geraden A4 C oder AD folgt,

so dass also hier das Prisma von gleichem Widerstande von zwei
gleichschenkeligen Dreiecken A C.D und BEF als obere und
untere Ebene begrenzt wird.

Anmerkung. Offenbar erspart man bei dieser Form des Prisma gegen einen

durchaus gleichbreiten Balken und der gleichen relativen Festigkeit die
Hiilfte am Materiale.

84. Sollen die Querschnitte fiir den Fall bestimmt werden,
dass die Last Q iiber die ganze Linge des prismatischen Korpers
gleichformig vertheilt ist, so sei, wenn der Balken durchaus eine
gleiche Breite CD = PP =1b (Fig. 62) haben soll, AC=],
CE=h, AP=zwmd PU=y, sowie das Gewicht, womit bei
der Breite b die Liangeneinheit belastet ist = g, folglich das ge-
sammte Belastungsgewicht Q = ¢l. Da nun aber auf die Léange
AP die Belastung ga entfallt, so hat man mit Riicksicht auf die
Gleichung (2) in §. 132 fiir die Festigkeit des rechteckigen Quer-

2
schnittes PM' sofort: fga =14 Fb—g«, sowie fiir den Querschnitt
CF: 3ql=1 F-‘ilh—z, und es folgt aus der Verbindung dieser bei-

den Gleichungen [2y%= h®2*® oder y = %m, als Gleichung der
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Geraden A ME, woraus sofort folgt, dass die untere Begrenzungs-
flache A F" des Prisma eine Ebene ist.

Die Hohe des Prisma am letzten Querschnitt C F" ergibt sich
aus der Gleichung A =1 :—g,.

85. Ist der prismatische Korper im letzteren Falle bloss
durch sein eigenes Gewicht belastet, so sei wieder (Fig. 63)
CD = PQ = b die constante Breite, CE=DF=h, AC=,
und fiir einen verticalen Querschnitt PN sofort AP =z, PM =y,
sowie fiir einen zweiten, zwischen dem vorigen und dem freien
Ende des Prisma liegenden Querschnitt P’'N’, ebenso AP = &'
und P’M’ = y’; ausserdem sei fiir einen diesem letzteren unendlich
nahe liegenden Querschnitt P’p = da’, sowie endlich p das Ge-
wicht der cubischen Einheit des prismatischen Korpers. Diess
vorausgesetzt, ist das Geewicht des Kérperelementes p N'= yby'da’
und dessen Moment gegen den Querschnitt P N= pby'da’(z— ),
folglich ist die Summe der Momente aller der den Kérper bilden-
den Elemente, d. i. des Gewichtes des ganzen Korpers

= ybfy da’ (x — ).

Soll nun ein in A aufgehéingtes Gewicht @ gegen diesen
Querschnitt PN dieselbe Wirkung hervorbringen, so muss:

Qn = 7bfy’dx'(x-—x') oder wegen Qx = L Iby?
0
und wenn man Kiirze halber %%: A setzt, auch:

fzy'dx' (x—a") = Ay® sein.
0

Um nun aus dieser Bedingungsgleichung die Gleichung
y = f(x) oder y'= f(2') der Begrenzungscurve AME zu finden,
wollen wir dieselbe zweimal nach x differenziiren; dadurch ent-
steht zuerst y'da’(2—2a") = Ad.y? und dann y'da'dez = Ad%y®

oder, wenn man 2’ in z, also auch g’ in y iibergehen lasst, y de® =
2 2

da?
mal integrirt, sofort: y = 5~ folgt®).

Ad2 y?, woraus = %, und wenn man diese Gleichung zwei-

#) Setzt man niimlich »*= 2z und multiplicirt zuglelch die obige Gleichung

2 3 dz ‘zd
ddxyz =% mit dz, so erhilt man dz d—w—f =2—AE, und wenn man integrirt:
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Diese Gleichung, welche, wenn fiir A der Werth hergestellt

wird, die Form a®= ngy annimmt, gehdrt einer gemeinen Pa-
rabel AME vom Parameter %1—? an, deren Achse in der durch A

gehenden lothrechten Linie und deren Scheitel in A liegt.

86. Um ferner auch den Fall zu behandeln, in welchem der
prismatische Korper horizontal an beiden Enden 4, B (Fig. 64)
frei aufliegt und in irgend einem Puncte D mit dem Gewichte @
belastet ist, sei, um wieder die Querschnitte von gleicher Festig-
keit unter der Voraussetzung zu finden, dass sammtliche Quer-
schnitte von derselben horizontalen Breite b sein sollen, sofort
AB=1, AD=aqa, BD=1l—a= o wnd DC = h, sowie fir
einen zwischen A4 und C liegenden Punct M/ der gesuchten Curve
AP = und PM = y; dann ist der vom Gewichte Q auf den
Punct P ausgeiibte Druck ¢, wegen g(l—a) = Qa sofort

Qa
gt
Da ferner die Festigkeit des Querschnittes PM [§. 134

Gleichung (5)] durch ¢ = § Fby® :

ausgedriickt wird, so er-

a:(l—-x)
hilt man durch Gleichsetzung dieser beiden ‘Werthe von g¢:
1. '6Qa"
i BelX

l iyl
oder wegen Q= }Fbh*®—, auch, wenn man substituirt :

2 n?
YRS &y
als Gleichung der Begrenzungscurve A MC, namlich einer ge-
meinen Parabel vom Parameter %2, deren Scheitel in A und
Achse in AB liegt.
Auf ganz gleiche Weise findet man auch fir die Begrenzungs-
curve BM' C eine solche Parabel vom Parameter é?, deren Scheitel

in B und Achse wieder in 4 B liegt.

dz\2 e dz V4'. ] a6 ]/4
1 et PR e =Tl e . Pl — = .
3 dx) 2= oder o 547 d, i, z *dz 3 dz, folglich

¥ 3 : 1 4 ¢ S4TAOL0L
durch die zweite Integration: 42*==z}/ =7 oder 162" = 57 d.i. den
Werth fiir z wieder hergestellt:

2

2

x x
4y = 34 oder y =R
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Ist die Last in der halben Linge des Kérpers angebracht,

so erhalten beide Parabeln denselben Parameter 2—lh—2 und be-

sitzen gegen die mittlere Verticale eine symmetrische Lage.

87. Es sei endlich die TLast Q iiber die Linge des auf bei-
den Enden frei aufliegenden prismatischen Korpers gleichmiissig
vertheilt und es werde wieder gefordert, dass die Querschnitte
Rechtecke von durchaus gleicher (horizontaler) Breite b sein sollen.
Setzt man die Entfernung der beiden Stiitzen A B = | (Fig. 65)
$l=1a und die bei dieser Breite b auf die Liangeneinheit ent-
fallende Belastung = ¢, so wird jede der beiden Stiitzen A4 und
B mit dem Gewichte ag gedriickt, und jede Hilfte des Koérpers
von gleichem Widerstande, wie jene A €D, befindet sich in der-
selben Lage, als ob diese Hilfte im Querschnitt ¢ befestigt,
im Puncte A (und beziehungsweise B) mit der Kraft aq vertical
aufwirts gezogen und mit dem itber die ganze Liinge 4 C (oder BC)
gleich vertheilten Gewichte ag belastet wire.

Ist nun CD =1 die Hohe des Prisma in der Mitte oder
halben Lénge, sowie PM = y jene in der Entfernung CP = «;
so ist in Bezug auf den durch P gehenden Querschnitt das
statische Moment der in A aufwirts wirkenden Kraft aq gleich
aq(a—x), sowie das Moment der ither A P gleich vertheilten Last
(a—a)g =}(a—=)g X (a—2) = $q9(a—a)? folglich ist die
Differenz beider Momente = a g (a—a) —1q(a—z)2=1 g(a—x)?,
mit welchem der Bruch in 73/ bewirkt werden muss. Da aber
dieses Moment auch gleich  Fby? ist, so folgt die Gleichung

tFby*=%q(a—)? und daraus y®= %Z (a®—z?), oder da fiir
2
den mittleren Querschnitt CD offenbar aq = %F% ist, woraus

3¢ %Z folgt j:'anchtioy? = %:(oﬁ——— #%), als Gleichung der ge-

Tl
suchten Begrenzungscurve 4 M B, die also einer Ellipse von
den Achsen 2a =1 und 2% =1 1:—?% angehort, deren grosse

Achse 2¢ = I mit 4 B zusammenfallt.

Gleichung der elastischen Linie. Bestimmung des Coefficienten
oder Moduls der Elasticitit.
88. Es sei der prismatische Kérper, dessen eigenes Grewicht
hier wieder vorliufig ausser Acht gelassen wird, wie frither hori-
zontal an dem einen Ende eingemauert oder unverinderlich be-



65

festigt und am anderen freien Ende mit dem Gewichte oder emer
vertical wirkenden Kraft Q so weit belastet, dass die dadurch
entstehende Biegung noch vollstindig innerhalb der Elasticitats-
grenze liegt; dabei stelle A M B (Fig. 69) die neutrale Achsen-
schichte von der Linge ¢ vor, deren Puncte M durch die recht-
winkeligen Coordinaten 4 P = x und PM = y festgesetzt, die
Abscissen also auf der durch den tiefsten Punct A gehenden
Geraden A C gezahlt werden sollen. Ferner bilde die im Puncte
M an diese Curve gezogene Tangente mit der Horizontalen AC
den Winkel @, dagegen im Anfangspuncte A den Winkel ¢; ferner
sei o der Kriimmungs-Halbmesser der Curve im Puncte M, der
Bogen AM = s, die ganze Linge A MB (gleich der urspriing-
lichen Liange des Prisma) = [, sowie die dem Endpunct B ent-
sprechende Abscisse AC — o und endlich der Biegungspfeil
AA=BC=29.

Diess vorausgesetzt hat man zuerst, wemn & wieder das
Biegungsmoment bezeichnet (Relat. (3) in Nr. 60 und Relat. (2)

in Nr. 58): = Qa...(n). Ferner ist (Comp. d. h. Mathem.

§. '728) o =— [1 -+ (%)2]% %;—y, oder da fiir so geringe Bie-

il dy . .
gungen, wie sie vorausgesetzt werden, tanga = ‘TJ; so klein wird,

dass man die 2te Potenz davon gegen 1 auslassen kann, auch:
dac®

OisicaTy

d%y”
Setzt man diesen Werth fir ¢ in die vorige Gleichung (%),

il a Q dy Q

so erhilt man (7). - .@‘11, =— T, oder: d(dé) = — ;xdn', und
2

daraus durch Integration: g—i’c 2= Qi 255 WO C die unbestimmte

Constante bezeichnet. Um diese zu bestimmen , bemerke man,
dass fir # = a die Ordinate y = 0 am grossten und 3‘1 = 0 wird;
es ist also C = %g und daher:
Q
dy = E(a”——aﬁ) de. . .(m).

Aus dieser Gleichung folgt durch abermalige Integration:
Q
= 72—8-(0,2.27 T 7‘13—.25'3) Cee (1),
wozu keine Constante kommt, weil fiir = 0 auch y = 0 sein muss,

und dieses ist sofort die Gleichung der el astischen Linie.
Burg’s Mechanik. Suppl. H
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89. Da, wie bereits erwithnt, y = ¢ fiir # = o wird, so hat
man aus der vorigen Gleichung fiir den Biegungspfeil :
i 5 e )
Da ferner fiir =0 die Tangente g—i = tang @ sein soll, so folgt

aus der Relat. (m): tangp = %:—2, oder mit Riicksicht auf die vorige

Relat. (2): tangp = 3 g 104 (8)!
Fir die Lange der Curve hat man [ = f t(lim]/l + (g—i)z,
0

oder, da fiir eine geringe Biegung d—‘z sehr klein ist, nahe genug:

l :ﬁix [1+1 (g_y)ﬂ] i =f:[d1- Uttt ]

mit Riicksicht ndmlich auf die obige Gleichung (m), oder wenn
2
man die Integration ausfihrt und reducirt: 7 =a —l—%lﬁ; , oder

auch, wenn man [ durch den Pfeil 6 ausdriicken will, wegen
Gleichung (2): I=a-t4s.. (5,

woraus auch unmittelbar folgt, dass fiir geringe Biegungen a =1
gesetzt werden kann.

90. Aus der obigen Gleichung (2) folgt ¢ = %ng , oder

wenn man den Werth fir das Biegungsmoment & aus Nr. 60.
substituirt und den in den Parenthesen stehenden Ausdruck wieder
Kiirze halber durch X bezeichnet, wodurch ¢ = £ X wird, auch

FiiXaz= %Q?, und daraus erhélt mwan fir den Modul oder
Coefficienten der Elasticitit den Ausdruck:

3
BE=3%% ..6)

Dabei erhilt man, ohne erst die Integralausdriicke in der
Gleichung (3) Nr. 60. wieder neuerdings entwickeln zu miissen,
fir die in den Nummern 62. bis 70. behandelten Querschnitte

den entsprechenden Werth von X, wenn man aus diesen Nummern

die Werthe von % nimmt. So ist z. B. fiir einen rechteckigen
Querschnitt, wie er in §2. behandelt wurde, X = £

T T2 0R%;



in der Lage von 63. ist X = {40h(h’ Sin @?® -+ b2 Cos @?). Fiir
cinen dreieckigen Querschnitt (Nr. 64.) ist X = 3i50A% u.s. w.
Will man nun z B. die Biegung eines prismatischen, an
dem einen Ende eingemauerten und am freien Ende mit Q be-
lasteten Korpers von rechteckigem Querschnitt, von der Breite b
und Héhe h, ohne Riicksicht auf das eigene Gewicht bestimmen;
so darf man nur aus der obigen Gleichung (5) & suchen und
— [, bh® setzen. Man erhilt dadurch fir den Biegungspfeil :

4Qal
g = Ebhr*?

wobei man ohne Fehler a fiir die Linge ! des Prisma nehmen kann.

Anmerkung. Es mag hier bemerkt werden, dass fiir Korper von gleichem
Widerstande die Biegung bei derselben Belastung eine grossere ist.
Betrachtet man z. B. jenen in Nr. 82. behandelten Fall, in welchem die
Querschnitte durchaus Rechtecke von g leicher Breite sind und wofiir
wir als Begrenzungscurve eine Parabel gefunden haben, deren Gleichung

2
= }—L-x ..(e) ist, so wird man zur Bestimmung des Pfeiles o' in der

l

b : y a5 dfy 0601 Qe Qu
urspriinglichen Gleichung (r) in Nr. 88, d. i. in e
fiir X den Werth, welcher sich auf den Querschnitt von der constanten
Breite b und variabeln Hohe y, im Abstande z vom freien Ende bezieht,

d. i. X = {4 by® setzen, und wieder zweimal integriren.
Man erhiilt niimlich, wenn man unter einem in X fiir y den Werth

h]/?i aus der vorigen Relation («) setzt:

o g g
dz? Ebh3
und daraus als erstes Integral (da fiir x = ! der Quotient ggx =210 W)
dy  24Qn

ety vt L
und als zweites Integral (da fiir + — 0 auch y = 0 ist):

24Q}
8 E—fﬁ(xvz_ngx).

Aus dieser Gleichung folgt nun y = 0" fiir @ = I, so dass der gesuchte
. S s i . 4
Biegungspfeil 0 = %%m, also doppelt so gross ist, als jener d fiir Quer-
schnitte von gleichen Hohen, wenn man némlich @ = [ setzt.

Ebenso findet man, wenn man eine iiber die ganze Linge gleich ver-
theilte Last annimmt, dass der Biegungspfeil ¢’ viermal so gross als 0
ist, wenn sich letzterer anf Querschnitte von durchaus gleichen Hhen
bezieht u. s. w.

5*
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91. Aus der obigen Relation (x) (Nr. 88.) folgt fiir den
Krimmungs-Halbmesser der Werth ¢ = -(i, und da dieser, wie

bereits (71.) bemerkt, fir @ = a am kleinsten, die Biegung des
Prisma also am letzten oder eingemauerten Querschnitt am gross-
ten wird, so wird dasselbe auch an dieser Stelle am ersten brechen
(oder dieser Querschnitt, von Einigen der ,,gefahrliche® genannt,
ist gleichsam der schwachste). Damit nun aber an dieser Stelle
die Elasticitatsgrenze nicht tiberschritten werde, darf (Nr. 71.)

ar— & nicht kleiner sein als 7 ¢, mithin ist an dieser Grenze

E .. . .
selbst & = 7¢ zu setzen, woraus sofort fiir die grosste Belastung

Q= ;Zc ...(6) folgt, d. h. dieser Werth von @ darf als Be-

lastung am freien Ende des prismatischen Korpers nicht iitber
schritten werden, wenn derselbe diese Last noch mit Sicherheit
soll tragen konnen.

Setzt man in dem vorigen Ausdrucke statt dem Trag- den
s I
Eac
diejenige kleinste Last, bei welcher der Kérper am eingemauerten
Ende brechen wird (vergl. Nr. T2).

Festigkeits-Coefficienten F, so erhalt man Q = als

92. Um jetzt auch die Biegung des prismatischen Korpers
unter der Voraussetzung zu untersuchen, dass ausser dem am freien
Ende angebrachten Gewichte  auch noch eine Last gleichférmig
iitber dessen Lange vertheilt oder angebracht ist, sei p das Ge-
wicht, welches auf die Léngeneinheit der Abscissenachse (als
Projection) entfallt, dann kommt auf die Abscisse AP = =
(Fig. 69.) das Gewicht p2 und das von diesem auf den Quer-
schnitt M ausgeiibte Moment ist = ipx.2 = Ltpa® und man
muss offenbar zur Aufstellung der Gleichgewichts-Bedingung in
der obigen Gleichung (n) (Nr. 88.) Qx -+ Lpa® statt dem dor-
tigen Moment Q& setzen. Dadurch erhélt man durch Einhalten
oder Wiederholung desselben Verfahrens, wie es in Nr. 88. durch-
gefithrt wurde, ohne Schwierigkeit, zuerst als Gleichung der
Curye:

y =L (a0 —12%) 4+ L (®a—}a%)... (D),
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und daraus fir den Biegungspfeil (wenn man @ =a und
y = 0 setzt):

0 =2(}Q+tpa)

oder wenn man das ganze fber die Lange a gleich vertheilte
Gewicht, d. i. pa= G setzt, auch:
p=2(3Q+16) = 15(Q+36).-.@)
Ist Q =0, so ist 0 = {;as-a G, wihrend, wenn dieses Gewicht
bloss am freien Ende des Prisma angebracht wire, die Biegung

durch [89., Relat. (2)] o' = {;C—Z:G ausgedriickt wiirde: es ver-
halten sich also die beiden Biegungspfeile 0:0' = }:5 = 3 %83

Lisst man G fir das eigene Gewicht des prismatischen
Korpers gelten, so folgt also, dass dasselbe in Bezug auf die
dadurch hervorgebrachte Biegung gerade so wirkt, als wenn da-
von ¢ am freien Ende des Korpers angebracht, also das Anuf-
hiinggewicht  um 2 (¢ vermehrt worden wiire (wobei dann der
Korper als gewichtslos zu betrachten ist).

93. Mit Riicksicht auf die obige Bemerkung (dass man
Qua -+ Lpa? statt Qax setzen muss) und mit Beibehaltung der-
sclben Bezeichnungen, erhélt man in dem vorliegenden Falle fiir

den Kriimmungs-Halbmesser [88., W] ¢ = m, also fur
Bl

den letzten oder schwichsten Querschnitt in B:

& &
0= Gatp? ~ @F10 5
An der Elasticititsgrenze ist wieder, wie oben (91.), ¢ = -,1—,0,
folglich, wenn man diesen Werth dem niichst vorhergehenden gleich

setzt und die dieser Grenze entsprechende Belastung bestimmt :

Q+16=1r
Hicbei kommt also das iiber die Linge des Prisma gleich
vertheilte Grewicht auf den Aufhingpunct am freien Ende redu-

cirt mit der Halfte in Rechnung.

94. Wir wollen endlich noch den Fall untersuchen, in welchem
der prismatische Korper an beiden Enden horizontal auf zZwel
Stiitzen frei aufliegt und an einem beliebigen Puncte belastet ist.
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Es sei zu diesem Ende die Entfernung der beiden Stiitzen
AB =ua (FIO‘ 71), AFB die innerhalb der Elasticitatsgrenze,
durch das im Puncte /7 aufgehiingte Gewicht Q gebogene neutrale
Achsenschichte (diese als gewichtslos ancresehen), AD=BD=h,
DE =z, EF=0; fir die Curve A MF seien fiir einen belie-
bigen Punct M die rechtwinkeligen Coordinaten A P=z, PM = Y,
und fir einen Punct M’ der Curve BM'F, ebenso BP = il
P'M'=y. Diess angenommen ist der Druck auf die Stiitzen A
und B beziehungsweise:

p= IQ( =+ 2) undp ol IQ(b———z)7

und die beiden Theile 4# und BF des Korpers befinden sich
in derselben Lage, als ob sie in #” eingemauert und bezichungs-
weise durch die Krifte p und p vertical aufwirts gebogen wiirden.
Nun ist [Relat. (») in Nr. 88.] fiir das Stﬁck AMPF:

@

do?

Zur Bestimmung der Constanten C setze man den Winkel,
welchen die an die Curve AM F in F gezogene Tangente mit der
Horizontalen AB bildet = «, so wird fir 2= AF=a— 2 der

= ga, oder wenn man integrirt: f = C— x

Quotient % = tang e, folglich, wenn man diesen Werth substituirt,
die Constante C aus der entstehenden Gleichung bestimmt und
den erhaltenen Werth in die vorige Differentialgleichung cinsetzt:

d,
ag — % [(b — 2)*— a?] 4 tang a.

Aus dieser Gleichung erhiilt man durch abermaliges Integriren :

s 2%[(1)~z)2x—%w3] + a@tang e,
wozu keine Constante kommt, weil fiir =0 auch y = 0 sein muss.
Da nun fir x=AF=0—z die Ordinate y = EF =9
sein soll, so folgt aus dieser Gleichung:
— 1p(b-——z) + (b —2)tang .
Genau auf dieselbe Weise erhiilt man fir die Curve BM'F
die Gleichung:

H

Y s[(b—}-z)z.z—jxs:]—xtanga
und e %]i(b—l—z)s——(b—l—z)tcmga.
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95. Da nun 8’ = o ist, so erhalt man durch Gleichsetzung
dieser beiden Werthe, und wenn man dann aus der entstehenden
Gleichung tang e bestimmt:

it /
tanga = 2[5 6+ ' —pG—'),
oder fir p und p’ die obigen Werthe gesetzt und gehorig reducirt :
tang @ = %%z(b”—-zz) pidlg¥

Mit diesem Werthe von tang & erhilt man aus einem der
beiden vorigen Ausdriicke von 0 oder &', wenn man auch gleich
la statt b setat, sofort:

i€l GaL eyl ().

3ag

96. Um die dem tiefsten Punct der gebogenen Schichte ACB

entsprechende Ordinate y zu finden, muss man aus der Gleichung

der Curve BM'F den Quotienten g% suchen und nach der be-

kannten Regel verfahren. Nun ist die Gleichung dieser Curve
nach Nr. 94., wenn man sogleich fiir p" wieder den obigen und
auch fir tang & den Werth aus (q) setzt und reducirt:

h—=z
y =LA G4 a3+ ze—1e]

Bestimmt man jetzt daraus den Quotienten (%, setzt diesen

gleich Null und sucht @, so hat man als Abscisse BL dieses
gesuchten tiefsten Punctes O:
z=V3iB0 20 —¢£) T VO +2) (0—%2)

Da nun aber immer z<<b ist, so folgt, dass x>0 und
< bz sei, also liegt der tiefste Punct O zwischen den Puncten
C und F.

Die entsprechende Ordinate 7,0 erhilt man, wenn man diesen
Werth von # in den vorhergehenden von y setzt, und zwar ist,
wenn man fir b den Werth }a setzt:

F 0 WD L 2 (ra—32%

3aeg

97. Nach Relat. (n) in Nr. 88. erhalt man fiir den Kriim-
mungs - Halbmesser der Curve AMF: o = Z—)fa-c und fiir jene
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S p%c, oder wenn man fiir p und p’ die Werthe (aus

94.) setzt, beziehungsweise :
i 2bs il e 2be
= QCFoe ¢ = Q0—9e
Diese werden aber am kleinsten, bezichungsweise fiir
r=AE =0b—2 und x=BE = b+ 2z, wodurch sic die
gleichen Werthe erhalten: ;
2be
)
und woraus sofort folgt, dass die Curve (oder das Prisma) im
Belastungspunct # am stirksten gebogen ist.

Damit an dieser Stelle die Elasticititsgrenze nicht iiber-

% 5 : L e ER e A g :
schritten wird, muss wieder ¢ = 7¢s do i 7° = gua— o,
woraus sonach fiir die grosste zulissige Belastung in diesem

Tag
Pul’l(}t(; Q = m fOIgt.

98. Endlich erhilt man noch fiir die Linge der neutralen
Schichte /=14 1", wenn man AMF =1 und BM'F= 1" setzt.

Nun ist aber nach Gleichung (4) in Nr. 89.: /' =p — 2 2 .
us 62

und =b+z—|—%b+z

a -+ %ﬁﬁz, oder wenn man fiir & den Werth aus Relat. (»)
Jo—

in 95. substituirt und abkiirzt:

l=-1a + 1—5%(%&2— 22)3.

demnach !4 {"=1= 2[)-}-%625%5 =

99. Wird die Last Q in der Mitte zwischen den beiden
Stiitzen , ndmlich im Puncte € angebracht, so wird z = 0 und
man erhilt fiir diesen speciellen einfachern Fall (Fig. 717 der
Reihe nach:

Aus Nr. 96 fir-die Gleichung der Curve A4 CB:

y = 1% (a*z—a9).
Aus 95. fir den Biegungspfeil:
R1Qjet
o . §.48?7
welcher Werth, wie es sein soll, mit der grossten Ordinate 7.0

in 96. zusammenfallt, weil hier der Aufhingpunct C zugleich
auch der tiefste ist.
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Aus 97. folgt der Kriimmungs-Halbuiesser :

2¢
Q.5 Q’
und fir den tiefsten Punct C:
4¢
¢ =qu

Fiir die grosste, noch innerhalb der Elasticitatsgrenze liegende
Belastung folgt aus 97:

4T
Q= E—af:’
sowie endlich aus 98. fir die Lange der Curve A CB:
3 Qﬁ u.')

100. Will man endlich im vorliegenden Falle, in welchem
pamlich die Last Q in der Mitte zwischen beiden Stitzen ange-
bracht ist, bei der Bestimmung des Biegungspfeiles auch das
eigene Gewicht G des Prisma mit beriicksichtigen; so darf man
nur jede Hilfte der Curve oder des Stabes ACB, wie z. B. AC
(Fig. 71) so ansehen, als ob der Stab in C eingemauert und in
A mit der Kraft ¢ = }Q + % G vertical aufwarts gezogen ware.
Fir diesen Fall darf man aber in dem Ausdrucke (2), Nr. 92,
des Pfeiles, in welchen man mit Riicksicht auf die gewihlte Be-
zeichnung 4 G statt G und }a statt @ zu setzen hat, nur das
Gewicht des Prisma negativ nehmen (da dasselbe der Kraft ¢
entgegen wirkt). Dadurch wird fiir den vorliegenden Fall:

0= 5;‘5 ((] o G))
oder wenn man fir ¢ den Werth setzt und reducirt:

8
d =g (QFED .- ()

Dieser Ausdruck zeigt zugleich, dass eine uber die ganze
Liange gleich vertheilte Last G gerade so wirkt, als ob an dem
gewichtslosen Stabe in der Mitte ein Gewicht von § G angebracht
wire, oder die Biegungen, welche entstehen, wenn eine (immer
innerhalb der Elasticititsgrenze liegende) Last Q einmal iiber die
ganze Liange gleich vertheilt, und das zweite Mal (den Stab als
gewichtslos betrachtet) in der Mitte angebracht wird, verhalten
sich wie 5:8.

Anmerkung 1. Fir die practische Bestimmung des Moduls der Elasti-

citiit ist es am bequemsten, Prismen aus dem betreffenden Materiale auf
swei Stiitzen horizontal frei aufzulegen, dasselbe in der Mitte, und zwar nur
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innerhalb der Elasticititsgrenze zu belasten und dafiic den Biegungspfeil
zu beobachten.

Um nun dafiir die entsprechende Formel aufzustellen, darf man nur
aus dem vorigen Werthe von ¢ das Biegungsmoment & ausdriicken und in
dem Ausdrucke ¢ = EX (Nr. 90.) substituiren. Dadurch erhiilt man fiir
den Elasticitits - Coefficienten :

ad
Sehre fiae 5
B 5z @+ 10
Wihlt man nun z. B. fiir das Prisma den rechteckigen Querschnitt
von der Breite b und verticalen Héhe 4, so ist (90.) X = 47643, folglich

a’
e g thap, 5
dafiir: E AT @+ 3G).

Anmerkung 2. Vermehrt man im letzteren Falle das Gewicht @ um das
Zulagegewicht ¢ und bringt das Gewicht @ + ¢ (welches immer noch inner-
halb der Elasticititsgrenze liegend angenommen wird) die stirkere Biegung
0’ hervor, so wird, wenn man o’ nach der obigen Formel (s) ausdriickt
und davon den Werth von & abzieht, die Zunahme der Biegung durch

3
—0 = 183 bestimmt. Daraus folgt aber wieder & == FX = Zg(%?:?)
und daraus, wenn man einen rechteckigen Querschnitt annimmt, also
X = {043 setzt, als Modul der Elasticitiit:
qa®
ey T

Durch diese Formel wird das einfachste und bequemste Verfahren zur

Bestimmung dieses Moduls oder Coefficienten ' begriindet.

qa®

d) Widerstand eines vertical stehenden Prisma, dessen oberes
Ende lothrecht belastet ist, gegen Ausbiegung.

101. Es sei A E (Fig. 72) ein mit seinem unteren Ende B E
auf einen festen horizontalen Boden sich stiitzender verticaler Stab
oder ein Prisma, dessen oberes Ende mit dem Gewichte Q be-
lastet ist und dadurch eine noch innerhalb der Elasticitiatsgrenze
liegende Ausbiegung erlangt, bei welcher die neutrale Achsen-
schichte die Curve ACB bildet; ferner sei die Linge der neu-
tralen Schichte oder der Curve ACB = [, die Entfernung A B = q,
ferner fiir einen beliebigen Punct M der Curve AP=a, PM=y
und @ der Kriinmungs-Halbmesser, sowie endlich wieder & das
Biegungsmoment des Prisma.

Diess vorausgesetzt, fordert das Gleichgewicht, dass in jedem
Puncte der neutralen Achsenschichte ACB das statische Moment
des Widerstandes gegen die Biegung dem Momente der auf das
Prisma wirkenden Krafte gleich sei.
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Da sonach der vorliegende Fall mit jenem in Nr. 88. be-
handelten ganz analog ist, indem auch hier die Curve ihre concave
Seite der Abscissenachse A B zukehrt (also, Comp. §. 728, der
Kriimmungs - Halbmesser mit negativen Zeichen zu nehmen) ist,
so darf man in der dortigen Gleichung (») nur das Moment Qy
statt Qa setzen, und man erhilt fiw das Gleichgewicht im gegen-

wirtigen Falle: % = — Sj_ Y.
Wird diese Gleichung wieder zweimal integrirt, so erhilt

man als vollstindiges Integral:

y = ASin(a}/ %) + B Cos (19,

wobei A und B die zwei unbestimmten Constanten bezeichnen.
Da nun aber fiir # = 0 auch y = 0 sein muss, so folgt sogleich,
dass B = 0 ist. Bezeichnet man ferner auch hier den Biegungs-
pfeil D C durch 0, so fallt dieser mit der grossten Ordinate y
zusammen; da aber y am grossten wird, wenn der Sinus seinen

grossten Werth erreicht, d. i. wenn Sin (.zl/%) =1 wird, so

hat man 0 = 4, wodurch sofort auch die 2te Constante bestimmt
ist. Hs geht sonach die vorige Gleichung in folgende iiber:

y == 0 Sin (a;]/—?) s v

102. Da fiir # = a abermals y = 0 sein muss, so folgt aus
dieser Gleichung (weil 8 von Null verschieden) 0 = Sin (a]/g) 5

&

& n2mw?e
es muss daher a]/—? = nm, also a:nnl/a TN — =

a

sein, wenn n irgend eine ganze positive Zahl bezeichnet.

Denkt man sich an den beiden Endpuncten A und B, an
die Curve ACB die Tangenten gezogen und bezeichnet die Winkel
derselben mit der verticalen Abscissenachse A B bezichungsweise
durch ¢ und ¢'; so ist wegen [aus Gleich. (1)]

dyee Q Q
=0 Cos(wl/—s) : l/;

s /Q 1 ’
sofort fur o = 0: tang@ =6]/: und fiir x = a: tangep =
6‘]/? Cos (al/g), oder wenn man fiir a den obigen Werth setzt :

&

tang ¢’ = (Yl/—?— Cosmm, d. 1. tang e ()‘l/%, so dass also
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tang @ = == tang @ ist, d. h. die beiden in A und B an die
Curve gezogenen Tangenten bilden mit der Verticalen gleiche

Winkel.
103. Setzt man den obigen Werth von Q in die Gleich. (1)

und Kiirze halber % =05, so wird y =0 Sinbx und daraus
Y — 40 Cosba, folglich /14 ()= [1+520%(Cosp)PF =

14 10202(Cosbx)?, wenn man namlich die folgenden Potenzen
der kleinen Gréosse 00 Cosbx vernachlassigt, mithin endlich:

l—fdel+ d-” fd o [1 43520 (Cosb)?] = a+ 45207 %)

d. i. wenn man fiir b den Werth wieder herstellt:

£ a[l o (’L:a)z]
und daraus, wenn man den Pfeil durch die Lange ! ausdriicken

will : o =—=12a(l—a).

Da ferner aus dem obigen Werthe fir @ sofort n;’f’ = =
folgt, so hat man auch:
l—-a(l—l———) und 0 = &%ﬁ

Anmerkung. Da die neutrale Achsenschichte durch das Gewicht @ um die

5 lQ g L . .
Grosse —— zusammengedriickt wird, wenn o den Querschnitt des Prisma

Eo
bezeichnet (Nr. 53.), so muss man, um die urspriingliche Liinge des Prisma
zu erhalten, diesen Werth zu dem vorigen von [ auddiren.

104. Der Kriimmungs-Halbmesser der neutralen Achsen-
schichte ACB ist [88., (n)] o0 = %2:7_/8

Fir y = 0 wird ¢ = co, zum Beweis, dass die Curve in
A und B Wendepuncte besitzt.

#) Es ist niimlich (Comp. §. 838) fdw (Cosbw)* =

Sinbx Cosbx

55 + 5 also inner-

b
halb der Grenzen von O bis ¢ gleich S”; ba + 5 oder wenn man Sin2ab
in die bekannte Reihe auflost und davon nur das 1te Glied beibehilt
=] g + f/ = @

2 P
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Fir y =0, als grossten Werth von y, erhilt @ seinen
kleinsten Werth.
Nach der obigen Bemerkung (101.) wird die Abscisse fiir
diese grosste Ordinate oder den Pfeil & aus der Gleichung

Sin (m]/g) — 1 bestimmt; nun folgt aber hieraus:

] g %},: (ng-l)”,

folglich: x= (2;’ Nzl <
wobei m =0 oder was immer fiir eine ganze Zahl sein kann, wenn
nur dafir # < a bleibt. (Die obigen Werthe von a und 2 zeigen,
dass dafiir immer m <70 sein muss.) Lisst aber diese letztere
Bedingung mehrere Werthe fiir m zu, so besitzt auch die Achsen-
schichte mehrere grosste Werthe von y, die alle = 0 sind.

Setzt man nun 7 = 1, so wird aus den obigen Relationen:

& nle Q L) TS 7o,

a— nl/—é, Q= ) tangp = 31/—8— =x=, 0 = ;I/Za(l——a)
und @ = (2—”?—_—1) a.

Da nun, der vorigen Bedingung gemiiss, m << 1, also m =0

sein muss, so kommt die grosste Ordinate y = 0 nur in einem

Puncte und zwar fiir @ = fa vor.
Dieser Fall entspricht der Fig. 73, in welcher fir AD =
3 AB = }a im Puncte D die grosste Ordinate CD = 0 stattfindet.
Setzt man ferner n = 2, so wird:

4 m? Q 0 Viiat i
a==27tl/~;-, Q=—ZT§, tangp=20|/ - =27, 6=§—7;]/2a(l—a)

2m 4 1) @

und :v——( % )§
Da nun hier m =0 und =1 gein kann, so kommt das
Maximum der Ordinate in 2 Puncten vor, wofiir die Abscissen

sind : z=+41a und 2=3}a

Setzt man @ = ya = m:l/—a, so folgt dafiir aus der obigen

Gleichung (1) y =0, zum Zeichen, dass die mittlere Achsen-
schichte die verticale Abscissenachse im Halbirungspuncte von 4 B
durchschneidet. '

Dieser Fall wird durch die Fig. 74 reprisentirt, in welcher
AC=1AB, AD=3}AC und CD = 4CB ist.

Auf gleiche Weise findet man, dass fir n = 3 die Abscissen-
achse von der Curve in 2 Puncten und zwar in } und § der Héhe
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dieser verticalen Achse geschuitten wird, und dass, weil hier
m =0, 1 und 2 sein kann, fir die Ordinate 3 Maxima, und
zwar fir 2 =}, 3 und 2 stattfinden u. s. w.

105. Nach den Bemerkungen in Nr. 71. ist die Ausdehnung
oder Verkiirzung der Lingeneinheit einer von der neutralen Achsen-

~ schichte um e abstehende Schichte = :—,, wo fir ¢ der kleinste
Werth zu setzen ist. Da nun dieser hier (vorige Nr.) = & ist,
so ist diese Ausdehnung oder Verkiirzung im vorliegenden Falle
A

S=lie=Se.

&

Liegt nun z B. in Fig 74 die auf der rechten Seite des
prismatischen Korpers von der neutralen Schichte A CB am wei-
testen abstehende Schichte um ¢, dagegen jene der linken Seite
um ¢ entfernt, so ist die Ausdehnung an der convexen Seite im

J 5 J <
Puncte m' = %—c und im Puncte m = %—6\ ¢ und die Verkiirzung
i, J .
auf der concaven Seite in 7' = QT ¢ und in n= —Qs—ac, oder es

ist, mit Ricksicht auf die Bemerkung in 103. (Anmerkung, wo
l =1 ist), die Verlangerung der Fasern der iussersten Schichte in

: : J 0%/
den Puncten 7' und m beziehungsweise £ 0 eroeungd 28 o —Q—,
& Eo g Eo
sowie die Verkiirzung in den Puncten %' und n:
e

’ Q Qo Q
. C—I—E—w‘ und ——8—0 —'—m-

Nach der Bemerkung in Nr. 91. muss, damit durch die Be-
lastung @ an der Stelle der Curve, fiir welche der Kriimmungs-
Halbmesser am kleinsten ist, die Elasticititsgrenze nicht iiber-

schritten wird, an dieser Grenze ¢ = 7¢, also im vorliegenden

Falle, wegen ¢ = 5—5 (als kleinster Werth) E‘nggl sein. Diese

Relation auf die vorhin genannten Puncte m, m'... des prisma-
tischen Korpers angewendet, hat man also an der Elasticitits-
grenze der convexen Seite, in den Puncten m’ und m be-
ziehungsweise :

Qdec
&

SIS

Té .0 Qoc Q
und =

W
Yo
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und an dieser Grenze der concaven Seite, in n und n:
Y T, Qdc, @
e RS Tk gl MY )
Der aus diesen Gleichungen resultirende kleinste ‘Werth von
Q darf dann nicht iberschritten werden.

106. Wie die obigen Werthe (104.) fiir a zeigen, so ist
jener fir n =1, welchem Falle die Fig. 73 entspricht, der

kleinste, und zwar ist a = m:l/%, woraus, wie bereits be-
2
merkt, @ = EaTS folgt. Da nun, wenn iiberhaupt eine Biegung

2
cintreten soll, @ << [ sein muss, so folgt fiir diesen Fall Q> El_‘f

107. Ist das Prisma oder der Stab, dessen neutrale Achsen-
schichte A M B in Fig. 75 dargestellt ist, am unteren Ende B
eingemauert oder unverinderlich befestigt, so geht der obere End-
punct A der Achsenschichte durch die lothrechte Belastung @Q,
sobald eine Biegung des Stabes eintritt, aus der Verticalen B Z
heraus und man findet fir die entstehende Curve AMB, wenn
man die Verticale 4. zur Abscissenachse nimmt, fir irgend einen
Punct M der Curve AP=2, PM =y setzt und wieder die
Liange AMDB durch I, den Abstand A D durch @ und den Pfeil
BD durch & bezeichnet, genau so wie in Nr. 101, da sich im
Gange der Entwickelung nichts andert, die Gleichung:

y = 0 Sin (1]/%)

Diese Gleichung enthilt bereits wieder die Bedingung, dass
fiir # = 0 auch y = 0 sein muss. Da aber fir x =a, y =20
sein soll, so folgt:

Sin (al/%) —1, oder a % = Pn=l l)g und Q= (27:1;1)’7528,

wobein Null oder irgend eine ganze positive Zahl bezeichnet.
Die Fig. 75 entspricht dem Falle, in welchem n = 0 ist. Dafiir

erhalt wieder ¢ den kleinsten Werth, und zwar ist a = 7—;]/—;—

e . ; ; Sy
und Q= 1=, und da wieder, sobald eine Biegung eintritt, a<<l

2
ist, so folgt, dass dafir Q> Z———lf sein muss.

Dieses Resultat, mit jenem in Nr. 106. verglichen , zeigt,
dass ein prismatischer Stab, welcher sich in verticaler Lage mit
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seinem unteren Ende bloss aufstiitzt, viermal so viel tragen kann,
ohne gebogen zu werden, als wenn derselbe am unteren Ende
befestigt ist.

Wir iibergehen hier die weiteren Bestimmungen von g, J, !, sowie die den in
Nr. 105. analogen Werthe von f——“ und %, indem diese ganz eben so leicht,

wie in den vorhergehenden Nummern, fiir den vorigen Fall gefunden werden.

e) Widerstand der Kirper gegen Drehung (Torsion).
108. Zur Aufstellung der Theorie des Widerstandes fester

elastischer Korper, gegen Torsion, die iibrigens noch keineswegs
ganz vollendet ist, muss man #hnliche Hypothesen, wie bei dem
Widerstande gegen Biegung aufstellen, Hypothesen, welche mehr
oder weniger mit der Wahrheit tibereinstimmen.

Es sei nun, um eine solche Theorie zu entwickeln, B.D
(Fig. 76) ein an dem einen Ende ED eingemauerter oder auf
sonstige Weise unveriinderlich befestigter prismatischer Korper,
mit dessen freiem Ende rechtwinkelig ein Hebel C#' verbunden
ist, auf welchen im Puncte # normal eine Kraft P wirkt, die
eine Drehung des prismatischen Korpers um dessen Achse OC
zu bewirken strebt.

Diess vorausgesetzt, wird in Folge der dadurch hervor-
gebrachten grosseren oder geringeren Verdrehung der Lingen-
fasern, welche immer wieder als innerhalb der Elasticitatsgrenze
liegend angenommen wird, der Durchmesser AB an der freien
Endfliche in die Liage A'B’, jener ab irgend eines anderen nor-
malen Querschnittes in die Lage &' u. s. w. gekommen sein,
wahrend der zu A B parallele Durchmesser D/ am befestigten
Ende keine Verdrehung mehr erlitten hat, so dass man also an-
nehmen kann, dass die Torsionswinkel aca’ gegen das freie Ende
zu allmahlich zunehmen, und iberhaupt der Entfernung der be-
treffenden Querschnitte vom befestigten Ende proportional sind.

Setzt man den Drehungswinkel im Querschnitt der freien
Endfliche ACA’ = i, jenen im Querschnitt ad bd’, dessen Abstand
vom befestigten Ende O¢ = x ist, acd =1¢; so ist, wie eben
bemerkt, nicht nur ¢'<< 4, sondern auch ¢:¢'=10:a, woraus sofort

teh a—;z folgt, wenn man namlich die Lénge des Prisma O0C =1

setzt.
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Lisst man z in 2 4+ n fibergehen, wobei n ein beliebiges
Increment bezeichnen soll, und denkt sich in der Entfernung x +n
von O abermals einen normalen Querschnitt, sowie in diesem den
Drehungswinkel = ¢’; so hat man nach der vorigen Relation auch

¢'ia w'il""z , folglich ist die Differenz zwischen ¢’ und ¢ d. i.:

o7 o n .
2 — 1t = 51

!

Es ist nun einleuchtend, dass Moleciile, welche sich vor der
Torsion in zwei aufeinander folgenden Querschnitten berithrten,
durch die Verdrehung um eine gewisse Grosse von einander ent-
fernt oder verschoben haben, welche man als proportional annehmen
kann, ltens der Entfernung dieser Molecile von der Liangenachse

OC des prismatischen Korpers, und 2tens der Differenz —7;@ der

von jedem Halbmesser in den genannten beiden aufeinander folgen-
den Querschnitten durchlaufenen Winkeln ¢ und ¢’. Setzt man,
wie bereits in der Einleitung bemerkt, die Torsion als innerhalb
der Elasticititsgrenze liegend voraus, so kann man auch annehmen,
dass die Widerstandskrifte, welche in den Moleciilen durch diese
Verdrehung hervorgerufen werden, diesen Verdrehungen selbst
proportional sind.

109. Es sei nun CF = R die Linge des Hebels, an dessem
Endpuncte die Kraft P wirkt, ferner in dem vom befestigten Ende
um die Grosse O¢ — 2 abstehenden Querschnitt ad'bd (Fig. 77)
der Winkel eines beliebigen Leitstrahles ¢} mit der festen Gera-
den ab, d. i. W. aeM = &, so entsteht, wenn man auf ¢M in
ciner beliehigen Entfernung ¢m = u einen Punct m annimmt,
hierauf @ um dea und » um du wachsen lasst, ein Flachenelement
mn' des genannten Querschnittes, dessen Flicheninhalt = udodu
ist, und dessen Torsions-Widerstand sich nunmehr nach der vori-
gen Hypothese oder den gemachten Voraussetzungen leicht be-
stimmen lasst, wenn man zu den letzteren noch jene hinzufiigt,
dass dieser Widerstand auch noch der Grosse dieser Fliche mn’
proportional ist.

Bezeichnet man namlich den Torsions-Widerstand in diesem
Querschnitt fiir eine Flache = 1, deren Abstand von der Langen-
achse OC (Fig. 76) oder dem Drehungspuncte ¢ (Fig. 77) eben-

falls — 1 ist, durch p; so lisst sich der Torsions-Widerstand des
Burg’s Mechanik. Suppl. 6
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genannten Flachenelementes mn, welches von ¢ um u absteht,
sofort durch p.u.ud(xdu.;i = pn%u?dadu, oder wenn man den
constanten, jeder Materie cigenthiimlichen Coefficienten, welcher
nur durch Versuche bestimmt werden kann, d. i. pn = N setzt,
durch N-; w?dedu ausdriicken.

Dieser Widerstand bildet eine auf den Radiusvector » normal,
und der Drehung entgegengesetzt wirkende Kraft, deren Com-
ponenten bezichungsweise parallel und senkrecht zu der den Win-
kel & bestimmenden festen Geraden ab sind:

N—ZZ u2dedu Sinee und N—;u2docdu Cos e
und deren stat. Moment in Beziehung auf den Drehungspunct ¢

durch NZ2w®dedu ausgedriickt wird.
l .

Soll nun das Gleichgewicht zwischen der dusseren Kraft B
and den durch die Torsion hervorgerufenen Molecularkriften statt-
finden, so muss erstlich in jedem Querschnitt des prismatischen
Korpers das Gleichgewicht zwischen den eben genannten Com-
ponenten bestehen, und ferner auch das statische Moment des
Widerstandes auf den Drehpunct ¢ bezogen, dem Momente der
Kraft R gleich sein. Man erhilt daher fiir das Gleichgewicht
die 3 Bedingungs-Gleichungen [20., Anmerkung I, Relat. (1)]:

Yo (o) o f (o)
g {sz Sinadafu2du=0, %f@osadufuzcluzo
° Yrraed (@) el =,
und PRZTZJ(?OCJ:L du:z—zjlo f(a)4da,

wenn man namlich die Polargleichung der Umfangscurve adbd
des prismatischen Korpers durch u = f(&) bezeichnet.

110. Da, wie man leicht sieht, 2 = u Cosa und y = uSine
die rechtwinkeligen Coordinaten des Flachenelementes wdedu sind,
so erhalten, wenn man dieses Element mit dady bezeichnet, die
beiden ersten der vorigen Gleichungen die Form 0 = [fzdady
und 0 = [/ydady, und zeigen (vergl die Gleichungen in Nr. 7.,
Anmerkung fir X = 0 und Y= 0), dass der Drehungspunct ¢
in Fig. 77 zugleich der Schwerpunct des Querschnittes adbd’
ist, folglich die Gerade OC (Fig. 76), welche die Schwerpuncte
saimmtlicher Querschnitte des Prisma verbindet, bei der Torsion
die Umdrehungsachse bildet.
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Die letzte oder 3te der erwihnten Gleichungen dient zur
Bestimmung des Drehungswinkels ¢; was dabei die constante
Grosse N betrifft, so wird dieselbe Modul der Elasticitat fir
Torsion, ofter auch der drehende Elasticitats-Coeffi-
cient genannt.

Anmerkung. Es versteht sich iibrigens von selbst, dass hier ¢ in Theilen
des Halbmessers zu verstehen, d.i. die Zahl zu setzen ist, welche fiir den

Halbmesser — 1 die Liinge des Bogens angibt, welcher dem Torsionswinlkel

entspricht. Bezeichnet man daher den entsprechenden Torsionswinkel in
Gradmass ausgedriickt durch (i), so muss man g == 1%)(1'), oder (2) = 1—(?91
k3

setzen.

111. Ist nun z B. der Querschnitt des Prisma ein Kreis
vom Halbmesser 7, der Korper also ein gewdhnlicher Cylinder,
so ist die Gleichung der Umfangscurve: f(a) = r = const., folg-
lich geht die 3te Gleichung in 109. fiir diesen Fall iiber in jene:

. 2T

et Gl et e
PR—Eorda—Tlr.2n,
: 2PRI
so dass also PR = inN=r% oder i =—"5=
l aNr

ist, d. h. der Drehungswinkel ist der 4ten Potenz des Cylinder-
Halbmessers umgekehrt proportional.

112. Ist der Querschnitt ein Quadrat von der Seite a, so
setze man den Winkel des Radiusvector CM = w (Fig. 78), nam-
lich W. ACM = «, dann ist die Gleichung der Umfangsseite AD:

1
wegen AC = CM Cosa sofort f(«) =u= 0—70;—]’—0‘ = _2—6%5
Nimmt man das Integrale der obigen 3ten Gleichung fiir
cines der 8 congruenten Dreiecke, wie ACD, so erhalt man fir
eines dieser Dreiecke das Integrale:
™ s

Zjd f(gzi P ;—_’*d avi @ g o vt a* (7 do
J‘O “fou u —‘fof(a) a, . L f —1-‘6“'0‘—08 o o = -1_6-f0 __CVO-S‘:—(X"

0

Nun ist aber [Comp. §. 838, (10)]:

de _ Sina i 2 Sin o
Cosa® 3 Cosa’® 3 Cos o’
s n
_ : g e Dung ATy y abfaEode il ol
folglich fﬂ e == 4 4T und daher = (Toad 12
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Wird nun for den ganzen quadratischen Querschnitt dieses
Integral achtmal genommen, so erhalt man aus der genannten
3ten Gleichung in Nr. 109.:

at _ | Na‘i 6 PRI,

Ni .
PR=8. 55 =%— und daraus ¢ = —7;

es ist also hier der Drehungswinkel der 4ten Potenz der Seite
des Quadrates umgekehrt proportional.

Anmerkung. So lange Kérper von &hnlichen Querschnitten mit einander ver-
glichen werden, werden auch die obigen Siitze durch die Erfahrung be-
stiitigt. Man findet ufimlich fiir den Coefficienten N nahezu immer den-
selben Mittelwerth aus den Versuchen mit Prismen von quadratformigem
Querschnitt; ebenso auch wieder einerlei Werthe aus den Versuchen mit
cylinderischen Stangen oder Prismen. Allein diese letzteren weichen von
den ersteren ab, und werden immer kleiner als diese letateren gefunden.

Fiir den Fall eines rechteckigen Querschnittes haben die Unter-
suchungen gezeigt, dass die oben zum Grunde gelegte Hypothese, nach
welcher der Widerstand eines Flichenelementes dem Abstande desselben
von der Drehungsachse proportional ist, nicht mehr genau mit der Wahr-
heit iibereinstimmt. Nach strengeren Methoden fand Cauchy (Baercices
de mathématiques 4¢ amnée. pag. 59) fiir vinen rechteckigen Querschnitt
von den Seiten @ und b den Ausdruck:

5 w08b3

o L
PR=3Nj o

Bei Voraussetzung von vollkommen homogenen, in jedem Sinne gleichen
Widerstand leistenden Korpern findet man auch zwischen den beiden Elasti-
citiits-Coefficienten N und B (Nr. 52.) die Relation N = §E.

113. Um endlich auch den durch Torsion herbeigefiibrten
Bruch zu behandeln, muss man wieder bemerken, dass jene
Fasern, welche von der Drehungsachse am weitesten abstehen,
zuerst die Elasticititsgrenze iiberschreiten und der prismatische
Korper auch an dieser Stelle zuerst zerrissen oder gebrochen wird.
Bezeichnet man daher diesen grossten Abstand wieder durch e,
o ist die tramsversale Verschiebung zweier Puncte dieser be-

treffenden Faser (wie in Nr. 109.) der Grdsse %c proportional, und

wenn man, wie vorhin, den Widerstand der Molecille gegen
Torsion, dieser Verschiebung proportional annimmt, so muss, S0-
bald diese Verschiebung eine gewisse Grenze erreicht oder iiber-
schreitet, auch die Elasticititsgrenze des Korpers, oder dessen
Zerreissungsgrenze erreicht oder tiberschritten sein.

114. Bezeichnet sonach 7' den Widerstand der Fasern von
der Flicheneinheit und im Abstande ¢ von der Drehachse, im
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Augenblicke des Zerreissens derselben, oder vielmehr in dem
Augenblicke, in welchem die Elasticititsgrenze erreicht wird, so
ist dieser Widerstand fiir eine Faser vom Querschnitt »dedu und

im Abstande u von dieser Achse sofort = %u.uda = %1 w?de du,

folglich das Moment desselben in Beziehung auf die Drehungs-
1l

achse = ~u®dedu.

Man hat daher nach der obigen 3ten Gleichung in Nr. 109.
fir das Gleichgewicht die Relation:

7 27 f (o) A I
PR = ;J?afouadu = ‘Efo f(a) de.
Die Vergleichung dieses Ausdruckes mit jenem eben genann-

ten in Nr. 109. zeigt, dass sich die Werthe der Bruchmomente
aus jenen der Elasticititsmomente ganz einfach dadurch

ableiten lassen, dass man in diesen letzteren %' statt Z% setzt; da~

bei wird 7, wenn es sich bloss um die Drehung bis zur Elasti-
citatsgrenze handelt, der drehende Tragfahigkeits-Coeffi-
cient, wenn es sich aber um ein wirkliches Abdrehen handelt,
der drehende Festigkeits-Coefficient genannt.

115. Nach der eben gemachten Bemerkung erhdlt man also
fiir einen Cylinder von kreisformigem Querschnitt und vom
Halbmesser », wegen ¢ = r, aus 111:

/i
PUi= ‘2‘7‘;7'4=1}ﬂT7'3.
Ebenso fiir ein Prisma, dessen Querschnitt ein Quadrat

von der Seite a ist, wegen ¢ = %]/ 2, aus Nr. 112:

aahaibillp & s a’

PR = %; 072 oy =—= % T17-2'.

Anmerkung 1. Wie man sieht, ist das Moment PR, welches das Abdrehen
des Korpers bewirkt, von der Lénge des letzteren unabhiingig; nur wird
der Korper, wenn er linger ist, vorher um einen grosseren Winlkel gedreht.

Anmerkung 2. Fiir einen rechteckigen Querschnitt von den Seiten @ und
b findet Navier den Ausdruck: 4 il

PR=}T oGl o

Va2 + b2

Zugleich findet Navier, indem er den Bruch als dadurch herbeigefiihrt
annimmt, dass ein Léingenelement des Korpers in einem hoheren Grade
ausgedehnt oder zusammengedriickt wird, als es die Natur des Korpers
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vertriigt und in Folge dessen ein Zerreissen oder Zerquetschen der einzelnen
Theile stattfindet, sowie in der Voraussetzung, dass wenn homogene und
in jedem Sinne gleichen Widerstand leistende Korper angenommen werden,
nothwendig ein bestimmtes Verhéltniss zwischen den beiden Constanten
T und F (Nr. 54.) bestehen miisse, sofort: I'= § I

Dicke der Gefasswande.
(§. 159.)

116. Ist AB = 2» (Fig. 80) der lichte Durchmesser einer
cylinderischen Rohre von der Liinge ! und einer im Ver-
gleiche zu 7 sehr dimnen Wand ¢, und p der radicale Druck
auf die Flicheneinheit der inneren Wand; so nehme man als ein-
fachste Hypothese an, dass die Rohre zuletzt, wenn der Druck
zu gross wird, nach der Linge in zwei Halbeylinder, d. i. nach
dem Durchmesser AB in zwei Theile zerrissen werde. Diess
vorausgesetzt, zerlege man zur Bestimmung der Krafte, welche
diese Trennung bewirken, die auf irgend einen Punct M des
inneren Umfanges eines Querschnittes nach dem Radius CM wir-
kende Kraft p, wofir W. ACM = « sein mag, in zwei auf ein-
ander senkrechte Seitenkrifte p’ und p”, wovon die erstere senk-
recht auf A4 B, die letztere daher damit parallel ist; so hat man
p = pSma und p”’ = p Cosa. :

Tiasst man o um do zunehmen, so ist der auf den unend-
lich schmalen, mit der Achse parallelen Streifen vom Flicheninhalt
l»da senkrecht gegen A B ausgeiibte Druck = lrda.pSina,
folglich der gesammte Druck auf die halbe innere Cylinderfliche

s
AMB = ¢lpfSinad¢x = 2rlp,

0
also gerade so gross, als ob die Kraft senkrecht auf die diametrale
Ebene des inneren Cylinders, als Projection der inneren Mantel-
fliche auf diese Ebene wirksam wire.

Ebenso gross ist auch der auf die zweite Hilfte 4 NB der
Cylinderfliche senkrecht gegen 4 B, aber dem vorigen entgegen-
gesetzte Druck, welcher mit dem ersteren zusammen die Trennung
oder das Zerreissen bewirkt.

Was die mit AB parallel wirksamen Componenten p” be-
trifft, so heben sich diese wieder in den beiden Halbcylindern,
welche durch einen auf AB senkrechten Durchmesser oder einer
durch diesen und die Achse des Cylinders gelegten Ebene getrennt
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werden, gegenseitig auf, and haben auf das Zerreissen des Cylin-
ders nach der angenommenen Richtung keinen Einfluss.

Ist nun /7, die absolute Festigkeit des Materiales, woraus
die Rohre oder der hohle Cylinder besteht, so hat, da durch die
angenommene Trennung die Fliche 210 abgerissen werden muss,
die obige Kraft, als Resultirende der Componenten p’, den Wider-
stand 210 F, zu iberwinden, und es ist sonach fir das Gleich-
gewicht: (&)...27lp = 210 F., folglich die gesuchte Wand-
dicke, bei welcher die Rohre der Liange nach eben noch zer-

rissen wird: Of== % X8

Ein Lingenriss nach einer anderen als diametralen Ebene,
2. B. nach ab, ist bei einer homogenen, durchaus einerlei Festig-
keit besitzenden Rohre aus dem Grunde nicht moglich, weil die
hierzu verwendete Kraft bloss der entsprechenden Sehne ab pro-
portional, also kleiner als A B ist.

Anmerkung. Wie man sieht, hat die Liinge des Rohres auf dessen Festig-
Keit keinen Einfluss und wird diess auch durch die Versuche bestitiget.
Allein nicht so ist es bei Rohren, welche einem dusseren Drucke, wie
2z B. die Feuerrohre der Tubular- und anderer Dampfkessel zu widerstehen
haben; in diesem Falle steht die Festigkeit nicht bloss wie im vorigen
Falle im umgekehrten Verhiiltnisse mit dem Durchmesser, sondern nach
den neuesten sehr ausfithrlichen Versuchen von W. Fairbairn, zugleich
auch im umgekehrten Verhiltnisse mit der Liinge des Rohres.

Auf Grundlage dieser Versuche mit cylinderischen Rthren aus Eisen-
blech, deren Durchmesser von 4 bis 12 Zoll, Linge von 1} bis 9% Fuss
und Blechdicke von & bis 8 Linien variirte, leitete Fairbairn folgende
Formel ab:

P— 360

% ID’
in welcher P den Druck auf den Quadratcentimeter in Kilogrammen be-
zeichnet, durch welchen die Rihre vom Durchmesser D Centimeter, der
Liinge L Meter, und Blechdicke % Millimeter bei einer gleichférmigen von

Aussen nach Innen wirkenden Pressung zerdriickt wird.

Auf das W. Mass und Gewicht reducirt, erhiilt diese Gleichung die Form:

219

P = 723880 7—6—4,
in welcher P die zerdriickende Kraft in Pfunden auf den Quadratzoll be-
geichnet und L in Fussen, D und & dagegen in Zollen zu substituiren sind.

So wiirde z. B. ein Rohr von 2 Zoll Durchmesser, 10 Fuss Liinge und
1 Linie Blechdicke nach dieser TFormel schon durch eine Kraft zerdriickt,
welche auf den Quadratzoll gerechnet 1563 Pfund, oder etwas mehr als
12 Atmosphiiren betrigt. Nach denselben Versuchen ist fiir eine im Rohre
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von innen nach aussen wirkende Pressung die zerreissende Kraft P’ auf
den W. Quadratzoll in Pfunden, wenn wieder & und D in Zollen genommen

werden : P’ = 52000 %,
so dass dabei die absolute Festigkeit der zusammengenieteten Rohren in
52000

runder Zahl nur TR 26000 Pfund betriigt.

Die Vergleichung dieses Werthes von P’ mit dem vorigen P gibt sonach:

y L
P = :0718 WP'

Fiir das hier gewiihlte Beispiel wiire daher:
P = 0718 X 10 X 121'PP — 13-8 P.
Dasselbe Rohr wiirde némlich durch einen im Innern wirkenden Dampf-
druck erst bei einer Spannung von 13:8 X 12 = 165'6 Atmosphiiren zer-
rissen werden.

117. Ist ein hohler Cylinder, dessen innerer und #usserer
Halbmesser » und R sind, an beiden Grundflichen geschlossen,
und untersucht man die Wanddicke ¢’, welche er haben muss,
um von derselben Kraft so abgerissen zu werden, dass die beiden
Theile durch eine Ebene senkrecht auf dessen Achse getrennt
werden; so muss ein Kreisring vom Flicheninhalt (R? — »2)=
abgerissen werden. Da nun mit Beibehaltung der vorigen Be-
zeichnung die zerreissende Kraft, in der Richtung der Cylinder-
achse = pr?m ist, so hat man fiir das Gleichgewicht:

priw = (R*—r*)n F,, oder pr2=0"(R+r)F,
und daraus:
i B0 he
F, R+ r*

Da nun E—:-_r< 1, so ist auch, wenn man diesen Ausdruck
mit dem vorigen (1) vergleicht, 8"<<d, d. h. der Cylinder wird
durch dieselbe Kraft bei der Wanddicke 0 nur nach der Lénge
oder parallel, keineswegs aber nach einer Ebene senkrecht auf die
Achse zerrissen werden konnen.

118. Ist AC= BC=1r (Fig. 81) der innere Halbmesser
einer hohlen Kugel und nimmt man, mit Beibehaltung aller
iibrigen Bezeichnungen der vorigen Nr., an, dass die Kugel nach
der diametralen Ebene 4 1) BE abreisst, oder in zwei Halbkugeln
getrennt wird, so hat man fiir die auf einen dem Winkel « ent-
sprechenden Parallelkreis senkrecht gegen diese Ebene A.DBE



89

gerichteten Seitenkrafte auf die Flicheneinheit bezogen, den Aus-
druck q Sina, folglich ist der auf die unendlich schmale Zone
2ym.rde, welche entsteht, wenn man durch den Punct m, wofiir
Mm = da einen zweiten Parallelkreis legt, nach der Richtung
senkrecht auf ADBE ausgeiibte Druck = 2ynrde.gSine =
2rmqy Sineda, oder wegen
y =PM=rCose, auch = 2r2m g Sina Cos . dex.

Es ist daher der gesammte auf die Halbkugel ADBEF

gsenkrecht gegen die genannte Ebene ADBE ausgeiibte Druck
s

= 2r’quESina Coseede, oder wegen [ SinaCosade =} Sin®a,
0

auch = 27°mq.} =r?mq, d. h. gerade so gross, als ob der
Druck g senkrecht gegen die Projection der halben Kugelflache,
d. i. gegen die Kreisfliche AD BE stattfande.

Da nun nach der angenommenen Hypothese ein Streifen oder
eine Fliche 27z d abgerissen wird, so muss 2rmd F,= r®mq, also

d=1%7..-(

sein.

119. Ist die Gefisswand bedeutend dicker, so ist die
Spannung an der ausseren Umfangsschichte des hohlen Cylinders
nicht mehr, wie vorhin stillschweigend vorausgesetzt wurde, jener
der inneren Wand gleich, sondern Kleiner als diese. Um die
Rechnung fir diesen Fall durchzufiihren, sei (Fig. 82) Ca=T7
der innere und CA = R der aussere Halbmesser des hohlen
Cylinders von der Linge %) "Nimmt ‘Tan 6P =z wd Cp=
x + do und zieht mit diesen Halbmessern aus C die concen-
trischen Kreise, so bildet der dadurch entstehende unendlich
schmale Kreisring den Querschnitt eines hohlen Cylinders vom
Halbmesser @ und der Wanddicke de, auf welche die obige Re-
lation (1) in Nr. 116. volle Anwendung findet.

Dehnt sich nun » durch den Druck auf die innere Wand
um Ar, und, weil sich dieser Druck durch das Aufeinanderwirken
der concentrischen Ringe oder Schichten nach aussen zu fortpflanzt,
2 um Aa aus, so muss, da das swischen @ und P liegende Kreis-
band nach der Ausdehnung dieselbe Breite # — r, wie vor der
Ausdehnung behalt, sofort:

(a2 —r)m = [(z + A2)2— (r+ dr)?]m,
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oder wenn man die 2te Potenz von 42 und Ar auslisst:
Az =" () @ i do:dr=r:2)

sein.

Ist ferner 7, die auf die Flicheneinheit der inneren dem
Halbmesser » entsprechenden Cylinderwand stattfindende Spannung,
und F, jene fiir den Cylinder vom Halbmesser 2, so hat man,
wenn Kiirze halber 27w = 4 und 227 = 1’ gesetzt wird, nach
der Relation (2) in Nr. 53., fir die Ausdehnung der betreffenden
unendlich dimnen concentrischen Schichten:

i 17 ’ I
eI ToDET
: il :
also auch: T i =FuF...(s)

Nach der Ausdehnung ist 4 4+ 44 = 2(» + Ar)x und
N+ dV=2(x + d2)m, folglich 44 =2mx Ar und 44 = 2 x dx,

Al 2w dr Ar av dx
oder — = =" — = und ebengo =-= —.
A 2rw r A @

Die Vergleichung dieser Quotienten mit den vorigen in (s)

gibt daher: bR Ao

r o

oder mit Riicksicht auf die Relation (n), auch F,: F, = dg ndr_

e
z%: 72, woraus sofort Fj, = EE' folgt.

Nun ist aber F;dx die Spannung der unendlich diinnen
. concentrischen Schichte vom Halbmesser x, folglich:

e lg e gt Fod ik

jene des ganzen Kreisringes von der Breite R — 7, oder es ist,
wenn man auch hier die Wanddicke R — » des Cylinders durch

0 bezeichnet, %Fa die Kraft, mit welcher der Cylinder bei einer

rechteckigen Querschnittfliche von der Lénge 1 und Breite ¢ dem
Zerreissen widersteht. Da aber auch hier die Fliche 270 ab-
gerissen werden muss, so hat man nach der obigen Relat. (&) in

Nr. 116.: 2rip = 2l 2P und daraus fir die gesuchte Wand-
dicke: O — —— e

welcher Ausdruck von dem oblgen in (1) nur dadurch abweicht,
dass R statt » steht.
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Um auch hier wieder den inneren Halbmesser » einzufithren,

hat man, wegen R = r - 8 sofort 0 F, = (r 4 0)p und daraus:
L )
deigresiten (4).
Auf gleiche Weise erhilt man auch fiir eine hohle Kugel:
r
d=172 .0
Anmerkung. Wie aus diesen letzteren Formeln (4) und (5) hervorgeht, so
muss p oder der Druck auf die innere Gefisswand per Flicheneinheit
immer kleiner als die absolute Festigkeit F, des betreffenden Materiales
sein, weil sonst & unendlich gross oder negativ wiirde, was beides absurd
wiire, zum Beweis, dass das Gefiiss bei gar keiner moglichen Wanddicke
dem inneren Drucke widerstehen kénnte.

Wichtig ist diese Bemerkung in der Anwendung bei den gusseisernen
Presscylindern der hydraulischen Pressen. Zugleich muss man bei der
Annahme des Werthes von F), fiir Gusseisen den Umstand mit beriick-
sichtigen, dass bei einer bedeutenden Wanddicke B — » der innere Druck
etwas seitlich, d. i. nicht so wirkt, als ob ein Prisma durch eine nach der
Achse desselben wirkende Kraft, sondern durch eine Kraft abgerissen wiirde,
welche mehr oder weniger nach einer Seitenfliche in der Richtung einer
Liingenkante wirksam ist. Hodgkinson hat nun durch seine Versuche
gefunden, dass wenn ein gusseisernes Prisma im ersteren Falle mit 15000 Pfund
per Wr. Quadratzoll abgerissen wurde, dasselbe im letzteren Falle (wobei
offenbar ein Theil der Kraft auf den Bruch wirksam wird) nur einer Kraft
von 5110 Pfund widerstehen konnte. Wenn nun auch hier dieser extreme
Fall nicht eintritt, so darf dieser Umstand dennoch nicht ganz iibersehen
werden.

Englische Ingenieure nehmen in diesem Falle, nimlich bei hydraulischen
Pressen, den inneren Druck im Maximum mit 7400 Pfund auf den Wr,
Quadratzoll, also nahe mit der halben absoluten Festigkeit des Gusseisens an.




