A) Aus der Statik.

1. Aufgabe.

Es sey AB (Fig.1 und Fig. 2) eine steife gerade Linie, welche
sich der Linge nach nicht verschieben lifst, wohl aber um jeden der
beiden Puncte A und B frei drehen kann; wenn nun im Puncte C eine
Kraft P normal auf 4B wirkt, so soll der Druck bestimmt werden,
welchen diese beiden Puncte A und B zu erleiden haben.

Auflosung.

Es sey « der gesuchte Druck auf den Punct A und y jener auf
den Punct B, so ist, wenn der Angriffspunct € der Kraft, wie in Fig. 1,
zwischen den beiden Auflagpuncten A und B liegt und man A B als
einen um B drehbaren Hebel ansieht, die in A fir das Gleichgewicht
nothige, nach aufwarts wirkende Kraft p aus der Relation (§. 73)
p.AB=P. B C zu beslimmen und da zugleich & =p ist, so hat man

&r =TB.P

Eben so erhilt man, wenn man AB als einen um A drehbaren
Hebel ansicht,

AcC
Y= A—é !

Liegt dagegen der Angriffspunct C der Kraft P, wie in Fig. 2,
in der Verlingerung von A B, so nehme man B fir den Drehungs-
punct des Hebels 4 € und selze die in A fiir das Gleichgewicht nothige
Kraft =p; soist p. AB=P.B C und wegen & = — p sofort

&r=— TB B
d. h. der Druck findet nichty wie im vorigen Falle in der Richtung der
Kraft P oder nach abwirts, sondern nach aufwirts Statt.
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Ferner ist der Druck in B, als Stiitzpunct des doppelarmigen
Hebels 4 €, sofort:

BC .
y:P—]—p:P—}—E.k d. L
oL
AR

also dessen Richlung nach abwiérts.

Anmerkung. Wie man sieht, darf man in der Auflosung des erstern
Falles nur, wegen der entgegengesetzten Lage von B C, B C negativ oder
mit entgegengesetztem Zeichen nehmen, um die Auflosung fiir den zweiten
Fall zu erhalten. Es ist nimlich fiir beide Fille

+EP d 4
:z:——_AB. un y—AE.P

wobei von den doppelten Zeichen fiir den Fall 1 (Fig. 1) das obere, und
fir jenen 2 (Fig. 2) das untere gilt.
Fillt der Punct € auf jenen B, so ist wegen BC=0 und AC= A5,
sofort in beiden Fillen:
=0 und y=P,
wie es seyn soll.

2. Aufgabe.

Auf die in den beiden Punclen A4, B (Fig. 3) frei aufliegende
gerade Linie A B und ihren Verlingerungen, wirken in den Puncten
M, M, M”.. normal die Krifte P, P/, P"...; es soll wieder der
Druck auf diese beiden Puncte 4 und B gefunden werden.

Aunflosung.

Sieht man zuerst B und dann A als Drchungspunct des Hebels
an, und bezeichnel die beziehungsweise in A und 8 nothigen Krifte zur
Herstellung des Gleichgewichles mit p und ¢; so hat man auf den
Drehungspunct B bezogen (§. 32):

p.AB+P".BM' 4P .BM"'=P.BM-++P.BM
und auf den Punct A4 bezogen:
G- ABF+P. AM=P. AM P AN} P". AM"

Aus diesen beiden Relationen folgt, wean man den Druck auf den
Punct A wicder durch 2 und jenen auf den Punct B durch y bezcich-
nel, wegen & =p und y =g sofort: :

Sl P.RBY -+ P. B Mg P BYL o P B

1B
s‘ (@)

PAM AP AN+ P AMN"—P AN
4
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Durch Summirung dieser beiden Gleichungen folgt, wie es seyn
soll : @y Bt BB s

Zusatz 1. Wirken eine oder mehrere dieser Kréfte nach ent-
gegengeselzter Richtung , hier also aufwirls, so darf man diese Krifte
nur mit enigegengesetzten Zeichen in die vorigen Formeln einselzen.

Zusatz 2. Wirken die Krifte nicht normal, sondern unter
ganz beliehigen Winkeln gegen die Achse oder Gerade AB, so darf
man nur jede dieser Krifte in zwei Seilenkrafte zerlegen, wovon die
eine in die Richtung der Geraden A B fillt, und die andere darauf senk-
recht ist; die letztern dieser Seitenkrifte sind dann die Krifte P, P/, P“. .
der Formeln (A), wihrend die erstern unberiicksichtigt bleiben, wenn
sich die Gerade A B der Lénge nach nicht verschieben lifst, sonst aber
die algebraische Summe die Grofse und Richtung ihrer Resultante nach
A B oder B A angibt.

Ist z. B. in der ersten Aufgabe, fir welche hier P =P "= P""=0
und P’ = P zu setzen ist, der Winkel unter welchem die Kraft P (Fig. 4)
auf A B wirkt =a; so erleidet die Achse A B von B gegen A cinen
Druck = P Cosa, wihrend die normal auf A B wirkende Kraft
=P Sin a ist.

Von dieser letztern Kraft entsteht in A ein Druck normal auf AB:

= % PSina
und in B ein Druck: Y= j—g PSina,
wihrend der von B nach 4 Stalt findende Druck P Cos « ganz beliebig
auf diese Puncle 4 und B vertheilt gedacht werden kann, senach der
Druck auf die beiden Puncte A und B in dieser Richtung ganz unb e-
stimmb ist.

3. Aufgabe.

Mit der Achse A B (Fig. 5) ist im Puncte C der Arm C'D senk-
recht verbunden, und im Puncte D desselben wirkt die Kraft P parallel
mil B A; es soll der in denPuncten A und B dadurch entstehende Druck
bestimmt werden.

i. Auflosung.

Man ziehe die Verbindungslinie B D und verlingere dieselbe iiber
D hinaus, schneide auf der Richtung der Kraft P das Stiick De= P
ab, ziche ed parallel zu €D und én parallel zu AB, so dafls dadurch
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(indem auch €D verlingert wird) das Rechteck en entsteht. Bringt
man ferner, da dadurch das Gleichgewicht nicht gestort wird , auf den
Punct D die beiden gleichen Krifte Dn und Dm nach gerad enigegen-
geselzien Richtungen an, so kann man Di als Resultanie der beiden
Krifte De=P und Dn= P tanga ansehen, welche sofort auf den
Punct B unter dem Winkel 4 B D = a wirkt.

Schneidet man daher B k= D ab und construirt durch den Punct
k das Rechteck ¢f, so wird dcr Punct senkrecht auf 4 B nach ab-
wirts mit der Kraft Bf= Dn, und nach der Richtung B A mit der
Kraft Bg = D e = P gedriickt, wiihrend noch auf A B normal im Puncle
C die Kraft Dm=Dn aufwirts wirkl. Diese letztere Kraft bringt
aber (Aufgabel ) auf die Puncte A und B senkrecht auf A B und zwar
nach aufwiirts einen Druck hervor, welcher beziehungsweise durch
%.Dn:f—;.Pmngu und y’=j_;.Ptanga
ausgedriickt wird. Es ist daher der in 4 normal auf AB nach auf-
wirls Slatt findende Druck

G

%4
m=%.Ptunyn

und der im Puncte B nach abwirls entstehende Druck y =Bf — y'=

c
P tang a — j—B.Plany ared. s
BC
= — . Plang a.
¥ dwy e

ch "
Selzt man tang a = 0 0 wird auch

ch ch
.’L‘——:E.P und b P
s0, dafs also dicse beiden Driicke der Grd[se nach einander gleich,
der Richtun g nach aber einander entgegengeselzt sind.
Was endlich den in der Lingenrichtung der Achse A B Stalt
findenden Druck B g = P betrifft, so kann man sich diesen als auf die
beiden Puncie A und B ganz willkiirlich vertheilt vorstellen, indem der

auf diese einzelnen Puncle entfallende Druck unbestimmt ist.

2. Auflosung.

Zicht man durch den Punct A (Fig. 6) A E parallel zuv €D und
denkt sich den Durchschnittspunct E als Angriffspunct der Kraft P, so
wie A als Drehungspunct des Winkelhebels E A B, an jdessen Endpunct
B zur Herstellung des Gleichgewichles die senkrecht auf A B nach auf-
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wiirts wirkende Kraft y nothwendig seyn soll; so hat man nach stati-
schen Gesetzen:
P.AE=y.AB und daraus, wegen AE=CD, sofort

Ysm . i
als Druck auf den Punct B senkrecht auf AB, und zwar nach ab-
wirts.
Der Drehungspunct A erleidet denselben Druck, als wenn die bei-
den Krifle P und y, mit ihren urspriinglichen Richtungen parallel, in

diesem Puncte angebracht wiren; es findet daher in diesem Puncte A
ein senkrecht auf A B und zwar nach aufwarts gerichteter Druck

und ein von B gegen A gerichteter Druck — P Statt, welcher wieder
auf einen, oder auf beide Puncle A und B vertheilt gedacht werden
kann.

Anmerkung. Wie man sieht, hat die Entfernung des Punctes € von den
beiden Puncten A und B auf die Grofse und Richtung des Druckes keinen
Einfluls und es bleibt immer z.4B=P.CD.

Zusatz. Wirkt die Kraft P nicht parallel mit B A, sondern
bildet ihre Richtung, welche immer noch in der durch AB und CD-
gehenden Ebene liegen soll, mit A B den Winkel a ; so erhalt man durch
Zerlegung der Kraft P in zwei aufeinander senkrechte Seitenkrifte,
wovon. die eine nach D E, d. i. parallel mit B A wirkt, ganz einfach,

fir den Druck auf 4 nach aufwiirts: w:wf%)—%.P

G AcC

fiir den Druck auf B nach abwirts: y=cpcosawg.P
und fiir den Druck auf 4 und B in der Langenrichtung von B gegen A:

% —"PCoso;

4. Aufgabe.

Eine gewichtlose, unbiegsame horizontale Ebene RS (Fig. 7) ist
in den drei Puncten 4, B, € unterstiitzt und im Puncle M mit dem
Gewichle P belastet; es soll der Druck bestimml werden, welcher auf
jeden der drei Stiilzpuncle Stalt findet.

1. Auflosung.

Bezeichnet man den gesuchten Druck auf den Punet 4 mit «,
Jenen aul B mit y und den Druck auf € mit %, nimmt ferner die Ver-



364

bindungslinie A B zur Momentenachse und bezeichnet die fiir das Gleich-
gewicht in dem Puncle € normal auf die Ebene R S nach aufwirts an-
zubringende Kraft durch p; so hat man, wenn €D und M E senkrecht
aul A B gezogen werden,

ME
P CD=P.ME oder p:C—D-.P,
folglich, da der Grofse nach s =p ist, auch
[laan: ME
B

Da sich die Flichen der beiden Dreiecke A BC und A BM, von
einerlei Grundlinien wie ihre Hohen verhalten, also
% — %}l?%] Statt findet, so ist auch
ot AA BM‘ p
AABC
Ganz analog damit erhilt man auch fiir die Pressungen in den
Puncten B und 4, wenn man beziechungsweise 4 € und B C zu Mo-
mentenachsen nimml :
iy — i CM. P und .L=E—B CM.
AABC AABC
Zusatz 1. Esist also @+ y-+ =10 und
wiy:ix=JBCM: /ACM: 'ABM.
Zusatz 2. Filll der Punct M mit dem Schwerpunct des Drei-
eckes zusammen, so ist wegen /B CM=— 4 ACM = 4 ABM auch
=

b

Fillt der Punct M in cine der drei Verbindungs- oder Umfangs-
linien des Dreicckes A B C, z B. in jene AB; so wird, wegen
JABM=0 auch x=0 und wenn z B. m der Punct ist, mit wel-
chem M zusammenfillt, sofort

r:y=JBCm:44Cm=Bm: Am
weil diese beiden Dreiecke einerlei Hohe haben.

ilit endlich zuagleich auch der Punct € in diese Verbindungslinie
AB, so werden die sdmmilichen Dreiccke Null und daher folgt aus
den allgemeinen Werthen

= %, y:%, FT91
zum Beweis, dals der Druck auf die drei Unterstiilzungspuncte einer
in einem Puncle belasteten geraden unbiegsamen Linie unbe-
stimmtist, oder die Vertheilung des Druckes P auf diese 3 Puncle
aul uuzihlige Arien geschehen kann.
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2. Auflosung.

Setzt man (Fig 8) MA—a, MB=0, MC=c und die Win-
kel AMB=a, AMC=p(, BMC=1y, wobeialso y=360°— (a—-3)
ist, bezeichnet ferner wie zuvor, die Driicke, welche die Puncte 4,
B, C durch das in M angebrachte Gewicht P erleiden, beziehungsweise
mit #, y, %; so hat man fiirs erste:

24 ytfs=P @
und dann, wenn man AM als Momentenachse nimmt, da die Krafte
y und % in Bezichung auf diese Achse im Gleichgewichle stehen miis-
sen, auch, wenn BD und CE perpendikulir auf 4 M gezogen werden :
y.BD=%.CE d.i. y.bSina=g%.cSinf3 (2)
Eben so folgt, wenn man B M als Momentenachse gelten lifst:
x.aSina=%.cSimy . (3)

Aus diesen 3 Gleichungen (1), (2), (8) erhilt man ganz einfach,

wenn man noch Kiirze halber
abSina+t-acSin3-4bcSiny=N selzt:

=MSM7P, yzacSinﬁp’ =absina
v =
Dabei ist, wie sich von selbst versteht, Siny=— Sin(a--f3).

Anmerkung. Dieselben Werthe erhilt man auch ganz einfach aus den
Werthen der vorigen Auflésung, wenn man dort (Compend. §. 57)
AABM="1abSina, AACHM=1LacSing, ABCM="bcSiny und
AABC=;(ab Sina + ac Sin - bc Siny) setzt.

Zusatz. Fir a == 1809 trilt der vorhin erwihnte Fall ein,
in welchem die 3 Puncte 4, B, C mit dem Angriffspunct M der Kraft
P in einer geraden Linie liegen und wobei der auf diese 3 Puncte
vertheilte Druck P ganz unbestimmt ist, also diese letztere so gestellte
Aufgabe unzihlig viele Auflosungen, die allerdings innerhalb gewisser
Grenzen liegen, zulafst. Eine dieser Auflosungen erhdlt man, wie
Dereits bemerkt , indem man in den vorigen Werthen von «, v, = die
Winkel a = 3 = 180° setzt; es wird dadurch, wegen Siny=—

—Sin (a} ) =— Sin2a=2 Sin a Cosa und Sin 3= Sina sofort,
wenn man gleich mit Sin « dividirt:
o —2bcCosa
T ab+4ac—2bccosa
oder wegen Cosa=— Cos180°—=— — 1, auch:
RbcP

P3P = ——
ab+ac+H2bc¢c
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acP abP

Eben so ist — L I e A
; y ab+acH2b6¢ ool ab+ac+ 2b¢c

Anmerkung. Geht man auf die 3 Grundgleichungen (1), (2), (3) zuriick;
so gehen sie in dem vorliegenden speciellen Falle tiber in
Zy+3=P, ybSin180°=2c Sin180° za Sin180°==zc Sin0.

Da aber diese beiden letztern Gleichungen identisch sind und sonach
nur Eine ausmachen, indem jede 0 =0 wird, so bestehen in der That
nur zwei Gleichungen, aus denen sich also die 3 Unbekannten z, ¥, 3
nicht vollkommen beslimmen lassen.

Es bestehen nimlich, wenn man in Fig.9 A =a, MB=0 und
MC—=c setzt, fiir das Gleichgewicht der 4 Krifte P, , ¥, = ©.533' w;
Nr. 20) nur die beiden Relationen :

z+y+2=P (o) und az=0by+c3 @®

Da nun sowohl ¥ als auch z Null seyn kann, so sind die Grenzen,
innerhalb welcher die simmtlichen Werthe von &, ¥, 3 liegen und diesen
beiden Bedingungsgleichungen entsprechen, folgende:

» Pc /&)

fir & a—+_c_ und m
b Pa

fiar: ¢/ 8 40, und Py
a Pa

fir 2: ato und 0.

Driickt man zwei von den 3 Grofsen Z, ¥, % durch die dritte, z. B.
z, y durch 3 aus, so erhilt man:

bP+(c— D)= _aP——(a+c)z
z=————'—a+b und = T

so, dafs also, wenn fiir 2 ein innerhalb der eben angegebenen betreffenden
Grenzen liegender Werth angenommen wird, die beiden iibrigen Grolsen
vollkommen bestimmt sind; so ist z. B. fir 2=0 sofort :
or ar_
BT R

Eine iihnliche Unbestimmtheit, wie sie hier in Beziehung auf die 3,
in einer geraden Linie liegenden Puncte vorkommt , findet auch Statt,
wenn eine unbiegsame, in einem Puncte belastele Ebene, in mehr als
3 Puncten unterstiitzt, und der Druck auf jeden dieser Puncte gesucht
wird.

Ubrigens mufs bemerkt werden, dals die hier erorterte Unbestimmtheit
sogleich verschwindet, wenn man der geraden Linie (oder in dem eben
angefiihrten Falle der Ebene) eine, wenn auch noch so geringe Bieg-
samkeit, wie diefs in der Wirklichkeit immer der Fall ist, zugesteht.
(Man sehe die Anmerk. zur 38. Aufgabe.)
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5. Aufgabe.

Ein Sparren oder Balken, welcher hier durch eine steife gerade
Linie AB (Fig 10) dargestellt wird, lehnt sich, wihrend er sich zu-
gleich auf den horizontalen Boden C'R stiitzt, an eine verticale Wand
CS in der Art, dafs er selbst in einer verticalen (auf CR und C'S per-
pendikuldren) Ebene liegt und mit dem Horizonte den Winkel A BC=a
bildet; wenn nun in irgend einem Puncte M dieses Balkens ein Gewicht
P aufgehingt wird, so soll unter der Voraussetzung, dafs der Balken
selbst kein Gewicht hat und weder am Boden C B noch an der Wand
C'S irgend eine Reibung Stait findet, sowohl der horizontale Schub
als auch der verticale Druck des Balkens gegen die Wand CS
und den Boden C' R bestimmt werden.

Auflosung.

Es sey AM=a und BM—1b, so entsteht von der lothrecht
wirkenden Last P auf die beiden Puncte A und B nach derselben Rich-
tung ein Druck, welcher (§. 20) fiir den Punct A durch p=——a-bi-b P
und fiir den Punct B durch q=ﬁb-P ausgedriickt wird.

Schneidet man daher A D=p ab und construirt das Parallelo-
gramm EF, so ist die Seitenkraft A F—= A D Cot « = p Cota und jene
¥ AD /4
el T
Verlingert man ferner A B, schneidet auf der Verlingerung
BG = AE ab und construirt das Rechteck HJ, so ist

: Dinaltei i B “nk
BJ—-BGSlnu_—SmaSMza—p undBH—BGCosa—-SmaCO.?a
=p Cota.

Es ist also der horizontale Schub gegen die Wand in A:

b
S=AF”—=pCOI¢L—-mPCO5G

und der verticale Druck gegen den Boden in B:
D=q+BJ=g+p=P.
Aufserdem ist der Schub, mit welchem der Balken am Boden CR
nach horizontaler Richtung auszuweichen sucht:

b
BH=AF=S——-mPC'0ta,

also eben so grofs wie in 4 gegen die Wand.
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Ist M der Halbirungspunct von AB, also b=a, so ist der
horizontale Schub: S=1PCota.
Anmerkung Es mufs also, um das Gleichgewicht herzustellen, in B eme
horizontale, von # gegen B wirkende Kraft § angebracht werden.
Fiir @ = 90°%ist S=0 und fiir =0 wird S unendlich grols, weil.
da keine Reibung angenommen wird, keine, auch noch so grofse Kraft
im Stande ist, den Sparren horizontal gegen die Wand so zu driicken,
um dadurch das Herabgleiten desselben lings der verticalen Wand zu
verhindern.
Zusatz. Sind also zwei gleiche Balken oder Sparren 4 € und
B C (Fig. 11) in einer verticalen Ebene 4 B €' unter gleichen Winkeln
gegen den Horizont an einander gelehnt, oder zu einem sogenannten
Leergesperre (technischer Ausdruck bei den Holzverbindungen)
verbunden ; so lifst sich der dabei entstehende horizontale, oder soge-
nannte Sparrenschub, wem man AD=BD =0, AC—Bec=—1"
CD=h, W.CAD=W.CBD=aqa und das Gewicht eines Sparrens
A C oder B C= G selzt, durch
S =% G Cota

AD b
oder wegen Cota=~——=~- auch durch
cD h
b
S ———'% G 2’
und wenn man annimmt, dafs der laufende Fufs jedes Sparrens (sein
eigenes Gewicht mit eingerechnel) mit dem Gewichte ¢ belastet, also
G=1!q und Sina =1é ist, auch durch

4 b
T 1
S—qu”=§q5i)zrz

ausdriicken.
Der in A und B Statt findende verticale Druck ist sofort

D— G=—uql

6. Aufgabe.
Die vorige Aufgabe mit Riicksicht auf die an der verticalen Wand
und am horizontalen Boden Stalt findende Reibun g aufzulosen.
Auflosung.

Bezeichnet man den horizontalen Schub oder normalen Druck des
Balkens gegen die Wand A € (Fig. 10) indefs durch X, so mufs ohne
Riicksicht auf Reibung in B nach der Richtung H B eine Kraft Y wirken,
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fur welche (vorige Aufgabe) Y= X ist. Selzt man den auf den Boden
in B Stalt findenden verticalen Druck = Z und den Reibungscoeffizien-
ten zwischen dem Balken und horizontalen Boden =, so ist slalt Y
nur eine Kraft ¥'= X — nZ erforderlich, um das Ausgleiten bei B zu
verhindern.

Die in A und B vom Gewichie P im Puncte M herriihrenden loth-
rechten Kréfte sind nach der vorigen Aufgabe bezichungsweise A D =p
und =g ; anstalt wie vorhin p in AF und AE zu zerlegen, mufs
man jelzt, wenn p/ den Reibungscoeflizienten zwischen dem Balken
und der verlicalen Wand bezeichnet, p— p’ X zerlegen. Dadurch
erhilt man :

P—u'X
AF=X=—(p—p' X)Cota .. (a) und W:AE:——~SI,/;1 H
aus der erslen dieser beiden Gleichungen folgt:
v Cot P
1 —T—}L’ Cot o =5 p 4 t(l?l_l}a' 1@
Wird ferner B G = W in die beiden Seitenkrifte B H und B J zer-
legt, sowird BH= W Cos « = (p—p’ X) Cota oder wegen Gleich. (a)
BH=X
und BJ=—W Sina, d.i. BJ=p—p'X.
Es ist also der senkrechle Druck auf den Boden in B:
Z=¢+BJ=p+g9—p'X=P—pX,
woraus pZ=— (P — p’X), und wenn man diesen Werth in ¥” sub-
slituirt, sofort Y'=X—, (P —p X) folgt. Selzt man in diesen
letztern Ausdruck fiir X den Werth aus (), so erhilt man
Y=0-+pp) ;:%——pltTya —n P oder wegen p— ﬂb_f
gabe) endlich die fiir das Gleichgewicht von H gegen B ndthige hori-
zonlale Kraft:

X =

b (vorige Auf-

/ 1! oP
A tang e’ @+ b
Zusalz 1. Um jenen Neigungswinkel o’ des Balkens gegen den
Horizont zu finden, bei welchem die Reibung allein im Stande ist, das
Ausgleiten zu verhindern, darf man in diesem lelztern Ausdruck nur
Y'=0 setzen; dadurch erhilt man
A4ppH>0P=(a —+0) (u' +tang o) p P und daraus:
b—pp’a
plato)
Setzt man p =y und suchl den Werlh von p, fiir welchen bei

irgend einem Neigungswinkel « das Aus- und Abgleiten des Balkens
Burg's Mechanik, Suppl. 24

— P .. (o)

[ﬂng al =
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verhindert wird; so erhilt man wieder aus der vorigen Gleichung (c)
fir ¥/ = 0 nach gchoriger Entwicklung :
ol s, (a4 b)tang o + / [(a+b)*tang «* + a b]

4

Zusatz 2. Selzt man die Linge des Balkens oder Sparrens
e e b

pl

Da nun der Zihler dieses Bruches um so grofser wird, je kleiner
a ist, so wird auch a’ nahe in demselben Verhdltnifs grofser, der Bal-
ken gleitet also unter tbrigens gleichen Umstinden um so leichter aus,
Jje néher sich die Last P gegen den Punct A befindet.

a-tb=1, s0ist auch tanga’=

: 1 o I
Fir a = 0 wird tang o/ — : ; fir I=1 +ppda wird

= und o’ =0.

L oAp
Fallt endlich der Aufhéingpunct M der Last P in die halbe Linge

1 1—ppf 4
A B, so wird wegen 6 =a soforl tanga’'= — SHia dieser Ausdruck
IJ.
néihert sich immer mehr der Nulle je grofser a wird, fir a =90° wird
: b
wegen tang « = QQ sofort p==0. Fir « =0 dagegen wird p= \'/5

und wenn noch dabei 6 =@ ist, p=1.

7. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen der Balken A B
(Fig. 12) vom Gewichte & ohne Reibung zwischen den beiden schiefen
Ebenen A € und B € im Gleichgewichte bleibt.

Aufliosung.

Da das Gleichgewicht nur moglich ist, wenn die durch den
Schwerpunct O des Balkens gezogene lothrechle Linie & H zugleich
durch den Punct F' geht, in welchem sich die beiden, durch die End-
puncte A, B auf die schiefen Ebenen A € und B €' errichteten Perpen-
dikel AF und BF schneiden; so seyen a und (3 die Neigungswinkel
dieser schiefen Ebenen mil dem Horizonle D E, so wie A F=p und
B = ¢ diec aus dem Gewichte G = F' G enlstchenden, auf 4 € und
B C normalen Seilenkrifte. Diels vorausgeselzt, hat man
piG=Sing:Sin(«-3) und daraus:

; G Sind i G Sino
=-———— und chen s0 ¢ = <
U 5 1= Sin (2 + B)

(D
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Setzt man ferner die Lénge des Balkens AB=1, den Winkel,
welchen derselbe mit dem Horizonte bildet BAJ=¢ und A0=1%1{;
80 ist AL=12%1C0s¢g=AFSin AFL=AF Sina

folglich L1Cosg=pSina und Cosg= Ql—p Sina,

oder wenn man fiir p den Werth aus (1) setzl:
21§ tS‘m a Sin B @
in (a4 B)

Will man das Gewicht G eliminiren, so darf man nur beriicksich-
tigen, dafls W.ABC=n=p3—g¢, folglich W.FB 0= 90° —n=—
90 + ¢ —f3 und daher wegen FO:O0B = SinFBO : Sin OFB =
Cos (9—3): Sin 3, also FO Sin3= OB Cos(9—i>) oder G Sinj3=
1Cos(9— ), folglich wenn man diesen Werth in(2) substituirt, auch:

2 Sina Cos (9 — B)
Gl = Sin(a +?5—)——
ist, so, dafs wenn man Cos (¢ —@3) auflost, die Gleichung durch
Cos ¢ dividirt und gehorig reducirt, sofort
Sin (o + B) — 2 Sina Cos3
2 Sina Sind

Cosp =

tang ¢ = (3)

wird.

Zusatz. Fir a —p wird fang 9 =0, folglich mufls der Balken
fiir das Gleichgewicht horizontal liegen.

Fiir a =0 und 3=90° wird fang 9 =21 = OO0, folglich mulfs
der Balken in diesem Falle vertical stehen.

8. Aufgabe.

Der Balken oder Sparren A B (Fig. 13) liegtin A auf der verli-
calen Stiitze oder Mauer A€ auf und stiilzt sich am andern Ende bei B
auf den horizontalen Boden BC; wenn nun wieder in irgend einem
Puncle M des als gewichtlos gedachten Balkens eine Last P aufgehéngt
wird , so sollen die dadurch gegen die verlicale Mauer und den horizon-
talen Boden entstehenden Pressungen bestimmt werden.

Auflosung.

Ist, wiein der 5. Aufgabe, AM=a, BM=10 und W. ABC'=a;
50 sind, wie dort

b
) i b e SURRARIL
D=p s PrundS B I =0 —
die in A und B lolhrecht wirkenden Krifte.

a
=]
a+ 0

24 *
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Zerlegt man p in zwei auf cinander senkrechte Seitenkriifte 4 E

und A F senkrecht und parallel mit 4 B, so erhilt man
AE=p Cosa und A F=p Sina.

Verlingert man A B, macht BH— A F, und zerlegt diese lelz-
tere Kraft in die horizontale und verlicale Seitenkraft B G und BJ ;
s0 wird

BG=AF.Cosa=pSinaCosa und BJ= AF.Sin a =p Sina®

der gesammie verticale Druck in B ist daher D=¢ -+ BJ=

¢ _p4—L PSina® d.i.
a+0 a+0
D—(t+bS§7;5P a
+0
so wie der horizontale Schub in B sofort $= B G = p Sin « Cosa,
5 b b i
d i —m'PSlnaCO.NI——%a 0P52n2a. @)

Zerlegt man ferner die oben ausgedriickle Kraft 4 E in eine hori-
zontale A a und eine verticale Seitenkraft 46, so erhilt man:

Aa=AESina und Ab=AE Cosa,
folglich, wenn man fiir A E den Werth setzl:

b b
Aa=pCosaSina:mPSinaCosaz%.a+bPSin2a (3)

b
und Ah = 0= sa2 4
p Cosu a+bPCosu ©))

Dieser letztere nach C fortgepflanzte verticale Druck mit jenem
summirt, welcher in B nach dieser Richtung Statt findet, gibt, wie es
seyn soll:

R
2
‘_+—bPCOII + ll-l—b" P=P.

Zusatz 1. Hat der Balken 4 B das Gewicht G und liegt dessen
Schwerpunct im Halbirungspunct der Linge 7, so, dals b=a=731
ist; so hat man aus den vorigen Formeln, fir den unbelasteten
Balken :

im Puncte A den horizontalen Schub $/=16G Sin2a

5 verticalen Druck D'=1G Cosa®
im Puncte B den horizontalen Schub S=16GSin2a=S"
5 verticalen Druck D=1G{1+4Sina?

Fir a=45° wird der horizontale Schub am grofsten und
zwar wird dafir §=¢§"=1¢G.

Zugleich wird auch =16 und D=3G.
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Fiir a=90° wird §=5'=0 und D'=0, D=G.

Fiir « =0 endlich ist §=S8=0 und D'=D =316

Zusatz 2. SetztmanbeieinemLeergesperre ACB (Fig. 11)
die Linge eines Sparrens A C=B C'={, dic halbe Tiefe des Daches
AD—BD =10, die Hohe desselben €D =72 und das Gewicht des
laufenden Fufses der Belastung (mit Einschlufs des eigenen Gewichtes
des Sparrens) = ¢; so erhdlt man wegen G=g¢/, fir den verti-
calen Druck auf die Sdule €D im Puncte C:

D’=2><%qlCosa2+qh=ql.?—,—Fqlz:q(?— +h)
fiir den verticalen Druckin 4 und B:

h?
D=§<‘ +17)‘Il

und fiir den Sparrenschub in 4 und B:

kb bh bh
L R e S P PR S
S ﬁql‘l 0y 29 7 zq\/(oz f /1’)
oder auch S=21qbSina

Der Sparrenschub wird also bei einerlei Tiefe 25 des Daches um
s0 kleiner , je kleiner der Winkel a ist; es ist daher zur Verminderung
des sonst so nachtheiligen Sparrenschubes bei flachen Dachern sehr
vortheilhaft, solche Séulen oder Stiilzen CD anzubringen.

9. Aufgabe.

Auf die verticale Saule A B (Fig. 14), welche bei B im Boden
befestigt ist, wirkt im Puncte A nach horizontaler Richtung die Kraft P
mit dem Bestreben diese Sdule umzustirzen; wenn nun in der durch A B
und die Richtung der Kraft P gehenden Ebene die Strehe €D ange-
bracht und bei € mit der Siule, bei D mit dem Boden befestigt ist, so
sollen die Pressungen gefunden werden, welche diese Kraft P auf die
Séule und Strebe hervorbringt.

Auflosung.
Die Kraft P bringt auf den Punct € den horizontalen Zug
AB
CH— ﬁP, oder wenn man AB=»h, CD=1! und W.CD B=«

selzt, wegen B C=1{Sin a, jenen
1
1 Sin 2.

CF—

hervor.
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Zerlegt man diese Kraft CE in die beiden Seitenkrifte ¢ F und
€J, nach den Richtungen der Siule und Strebe, so wird, wenn man
die erstere mit p und die letztere mit ¢ bezeichnet, wegen p:CE =
Sina: Cos a, sofort:

p=CEtanga — )

[ Cos a
und wegen ¢: C E=1:Cosa der Werth von ¢:
CE kP 2h
= - = — o sra W~ - L e o p . . 2
- Cos a ! Sina Cos /8Sin2a o
Die Kraft P dufsert demnach das Bestreben die Siule 4 B mit der
Kraft CF=p zu heben oder aus dem Boden zu ziehen, und die Strebe

nach der Richtung €D mit der Kraft CJ=¢ zu zerdriicken. Die-

ser Druck ist fir «=45° am grofsten und =2 ? P.

Zerlegt man endlich noch den Druck, welchen die Strebe auf den
Boden nach der Richtung €'D ausiibt, in einen verticalen und horizon-
talen Seitendruck » nnd s; so wird der erstere:

r=q¢Sina—=
[ Cos a
und der letztere:

/3

fstl
= " h

Fiir « =45° ist 1‘:3:2—-1’.

i/2

10. Aufgabe.

Der horizontale Balken A ¢ (Fig. 15) ist in A und noch aufserdem
durch die Strebe D E mit der verlicalen Siule A B verbunden; wenn
nun in € die Kraft lothrecht wirkt, so ist die Frage, welche Pressungen
dadurch entstehen.

Auflosung.

Selzt man die Linge des Balkens A C'=1¢, die Hohe der Siule
AB=#, die Linge der Strebe D E=0 und den W. AD E=a; so
bringt die Kraft P fiir's erste auf den Punct D einen Zug p lothrecht
nach abwirts hervor, wofiir

T — nd ’=—I—P isl.
AD 0 Cosa

Zerlegt man diese Kralt p in zwei Seilenkrifte D@ und Do nach

den Richtungen des Balkens und der Strebe, so wird:
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Da:p=Cosa:Sinc und Db:p=1:Sina

folglich Do=p Cota'— s

20P
und Bbegeitisisis 3 0t Ael

Yon diesen Ausdriicken, welche fiir sich selbst sprechen, wird
der letztere (Grofse des Druckes, welchem die Strebe durch ihre riclk-
wirkende Festigkeit widerstehen mufs) am grofsten fir a=45° und

: " 7
zwar wird dafir Db =2 5 P.

1i. Aufgabe.

Zwei Balken oder Sparren AB und B C (Fig. 16), wovon sich
der obere gegen eine verticale Wand A D, der untere gegen den hori-
zontalen Boden € D stiitzt und dabei nicht ausweichen kann, sollen in
einer verticalen Ebene so aufeinander gestellt werden, dafls sie unter
einander im Gleichgewichte stehen; es ist die Frage, welche Winkel
sie dabei mit dem Horizonte bilden miissen ?

Auflosung.

Es seyen AB—=1{¢, BC=10 die Lingen der Sparren und ¢ das
Gewicht des laufenden Fufses (oder iiberhaupt der Liangeneinheit), ihre
Schwerpuncle in den Halbirungspuncten der Lénger, und wenn B E und
CD horizontale Linien sind, die gesuchten Winkel A B E=a und
BCD =c'. Diels vorausgesetzt, hat man (Aufgabe 5) im Puncte B
den horizontalen Sparrenschub :

S %l[ { Cot
und den verticalen Druck: D=yl

Schneidet man nun auf der durch B gezogenen verlicalen Linie
B F das Stick Bc= D ab und zerlegt diese lothrechle Kraft in zwei
Scitenkriifte nach den Richtungen BE und BC, d. i horizontal und
nach der Lénge des Sparrens B C'; so wird die erstere

o B¢ Cos o e D L.‘os a’
Sin 2’ Sin o’
und die letztere Bb— ?c = 0 = —f]L b
Sin 2! Sin o’ Sin o

Ferner enisteht durch den Sparren BC', dessen Gewicht ¢ ¢ ist,

in B ebenfalls ein Schub nach B £, .welcher durch
S’::lj(/l/ Cot o’

:(/lC/)L‘ 2!
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ausgedriickt wird, und da dieser Sparren am Boden €D nicht aus-
weichen kann (wie vorausgeselzt wurde), so mufs fiir das Gleichgewicht
der horizontale Schub nach Be von Seite des Sparrens A B, dem Schube
nach B E von Seite des Sparrens B C gleich seyn, d. h. es muls die
Bedingungsgleichung bestehen :

S-—_—S‘—}—Ba d.i1 %(/lCOtu=%(/l’COtu’+t]lCOtu‘.

Aus dieser Gleichung folgt:

l/ l/
Cota — (2 - l—) Cot «’ oder auch tang o’ = (2 —+ ;) tang a.

Fir zwei gleich lange Sparren, d. i. fir /=1, wird :
tang o’ = 3 tang « oder tanga:tango’ = 1:3.

Zusatz. Das Gleichgewicht wird offenbar auch noch besichen,
wenn man slalt der verlicalen Wand den beiden Sparren A B, BC zwei
gleiche A B/, B¢’ symmelrisch enlgegen aufstellt (Fig. 17)

Ist z. B. in diesem Falle und fiir # =17 der Winkel « — 459, so
wird wegen tang« =1 und tang o' =3 der Winkel a’=71°33* 54"
oder nahe 71°31/,

12. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen die Balken oder Spar-
ren AB, BC, CD...(Fig. 18), welche in eciner verticalen Ebene als
Seilen eines Polygons aufgestellt sind , im Gleichgewichle stehen, vor-
ausgeselzt, dals sich wieder der oberste bei A gegen eine verlicale
Wand und der unterste gegen den horizontalen Boden sliilz.

Auflosung.

Bezeichnet man die Gewichle der Balken AB, BC... durch
G, Gy, G,... und dic in den Punclen B, €, D... Slall findenden
(horizontalen) Sparrenschiibe beziehungsweise durch S, S, S,..; so
ist, wenn die Schwerpuncle der Sparren wieder in der Mille liegen
(vorige Aufgabe) fir den PunctB:

S=31GCota (1)
und der verlicale Druck D=G._

Zieht man durch die Puncle B, ¢, D... die horizonlalen Linien
BM, CN, DO.. und zerlegt die durch Be dargestellte lothrechie
Kraft & in zwei Scitenkrifle Ba und Bo nach den Richlungen B M
und B €'; so hat man

BeCosa 4 G
Ba:-“&‘:(}(_'(}l oy und Bb=- A =" e
Sin a, Sin a, Sin a,
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Von dem zweiten Sparren entsteht in B ebenfalls noch ein Schub
nach B M, und zwar ist dieser =3 G, Cota, so, dals der Gesammt-
schub nach BM = G Cota, -1 G, Cota, ist Fir das Gleichgewicht
im Puncte B mufs also seyn:

LG Cota= G Cotuy; 416G, Cotay (2)
Auf den Punct € iibergeliend, ist der nach B € Statt findende Druck :
i GI. G + i Gl
Gl BArig), 5 T
Wird diese Kraft Cd in die beiden Seitenkrifte C'e und €/ nach
horizontaler und verticaler Richtung zerlegt, so erhilt man
Ce=Cd.Cos«, und Cf=Cd.Sinag, d. 1
S§'=Ce=(G+1G)Cota, und D'=Cf+ 36, =6G+G,.
Mit Riicksicht auf die vorige Gleichung (2) ist auch
S'=1G Cota= S (wegen Gleich. 1.
Zerlegt man weilers die verlicale Kraft D'= Cf+-fg = Cg in
die beiden Seitenkrifle C%2 und €, so wird
Ch= Cg Coto, = D’ Cota, = (G G,)Cota,
und Ce':fg- = ,DI :G—,*—G‘.
Sin 2, Sin o, Sin a,

Der Sparren €D bringt im Puncte € noch aufserdem den hori-
zontalen Schub gegen CN von der Grofse £ &, Cot , hervor, so, dals
also der gesammte in € nach dieser Richtung Statt findende Schub
gleich (G 4 6, 41 G,) Cot -, ist und sonach fir das Gleichgewicht in
diesem Puncle € sofort

S'=(G 6, +16,) Cota, d.i.
16 Cota=(G+ G, + LG, Cotao,. .. (8
Statt finden mufs u. s. w.
Aus den Gleichungen (1), (2, (3) folgt ganz einfach:

16 G+356 G+ G X
tang o = lS—" tang o, = —+S’-' suibang oy — ‘j_—-f“s—'tz—r—” u. s. w.
G+ @G G (7
und tang o, — tang a =3 .- _; L, tang a,— lang o« =7 . — _I; 2
u. s. W,
also ist S=1 G- 6 =1 Gty s

' fang o,— tang o . tang a,— tang o,

Fir =G, = G,= ... wird tanga:tanga, :tanga,: ..
— L s

Zusatz. Ist die Anzahl der Balken oder Sparren allgemein = n,
sind dabei &, G,...G, ihre Gewichte und a;, a,...a, die obigen
Winlel, so hat man also:
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S =21GCota, und

ol G =G, g Gl G ride iy Gy, + G,
tang o, — tang o, lang a; — tang a,, tang an—tanga,

Da man nun » Unbekannte (d.i. die Winkel a4y ay..an) und
dafir nur n—1 Gleichungen hat, so mufs man einen dieser Winlkel,
z. B. jenen «; als bekannt annehmen und alle tibrigen durch diesen aus-
driicken.

So hat man z. B. wie in Fig. 17 fiir zwei Balken die Gleichung

L 9@t g
G, Cotay—=——2T"  ynd daraus ¢ = ——2fan
: L tang a, — tang a, i G D 2o

1
80, dafs also wieder, wie schon oben gefunden wurde, fir 6, = @,
sofort tang vy = 3 tang «, wird.

Anmerkung. Werden die Seiten des Polygons umendlich klein, so geht
dasselbe in eine (umgekehrte) Kettenlinie tiber, welche bekanntlich
die charakteristische Ligenschaft besitzt, dals die horizontale Spannung
in jedem Puncte der Curve eine constante Grofse ist.

13. Aufgabe.

Wenn die beiden Sparren 4 ¢ und B¢ (Fig. 19) mit dem hori-
zonlalen Balken oder Bundiram A B in A und B, und aufserdem noch
in ¢ durch die verticale Hingsiule €D verbunden ist (einfaches
Hingwerk), den Druck und Schub zu bestimmen, welchen die
belasteten Sparren in den Puncten 4 und B hervorbringen.

Auflosung.

Ist die mit Einflufs des eigenen Gewichles iiber einen Sparren
gleich vertheilte Last = P, die Last, welche die Hiéngsiule (durch Be-
lastung des Bualkens A B) zu tragen hat — 0, setzt man ferner A D=
BD=bund CD=#; so erhillt man fiir den Druck im Puncte ¢ nach
der lothrechten Richtung €' :

1P4iPto—P1o,
folglich, wenn man ¢'d = P - @ abschneidet und das Parallelogramm
coustruirt, soforl Ap=Bp!/= Ca= Cb als Druck in den Punclen
Aund B, nach den Richtungen Ap und Bp'. Construirt man daher
noch die Rechtecke mn und m/ 2, so wird
An=Bn'— Cc:%(l’-{—())
und da jeder dieser beiden Puncte 4 und B noch aufserdem mit iP
gedriickl wird, so ist der gesammte Verticaldruck sowohl in 4

wie in B: D=3 P+Q+irPp=prI|1l0
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Ferner ist in demselben Puncte der horizontale S chub:

Am—Bm' =S — ac oder wegen Cc:ac=nh:b, auch
b 14
S=Cc.;l=%(P+());l:%(P—l-Q)Cota,
wenn man nimlich W.CAB=W.CB A= « selzl.

14. Aufgabe.

Die bei dem zusammengesetzten Hingwerk in Fig. 20
yorkommenden Pressungen zu bestimmen.

Auflosung.

Ist die Belastung des horizontalen Balkens A4 B gegeben, und
kommt davon auf jeden der Puncte E und F die Last Q, ist ferner
AE=BF=a, EF=0, CE=DF=h und W. CAE=W.
DBF—=—«; so lifst sich in C die verticale Kraft Q= Cda nach den
Richtungen €A und €D zerlegen und zwar ist, wenn Ca und Cb
diese Seitenkrifte sind:

Ltd = ‘,g— und €b=Cd Cota= 0 Cota.
Sin = Sin a
Es wird also die Strebe €A mit der Kraft

oot o2 i utad aane
Ca__Q.CE__’l\/(a -+ r*
und der Spannriegel CD mit jener

o —

AT
G0 =
0 CE h 0
zusammengedrickl.
Die beiden Hiingsiulen € E, D F' werden mit der Kraft @ und der
Balken A B mil jener O Cot«, aufihre absolute, so wie dieser letz-
tere noch aufserdem in Beziehung auf seine relalive Festigkeit in

Anspruch genommen, wiihrend die Puncte A und B jeder den vertica-
len Druck @ zu erleiden haben.

Anmerkung. Stellt z.B. AB cine gleichformig belastete Bricke
vor, so kann man als einfachste Hypothese annchmen, dals jeder der
beiden Puncte Z und # den 3ten, so wie dic Puncte 4 und B jeder den
6ten Theil der ganzen Belastung zu tragen haben. Ist sonach IV diese
Belastung, also @ =3 IV; so ist der verlicale Druck in jedem der Puncte
Aund B= 0+ sW=3V.
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15. Aufgabe.

Die verschiedenen Pressungen bei einem einfachen S prengwerk
(Fig. 21) zu finden.

Auflosung.

Wird der Punct € verlical mit dem Gewichte Q gedriickt, so
entfillt davon auf jede der beiden Streben CD, CE der Druck 10,
denn es ist, wenn man auf der durch ¢ gezogenen lothrechten lee
Cg = 0 abschneidet und (in der durch AB, ¢D und CE gehenden
verticalen Ebene) das Parallelogramm &% construirt, sofort (wegen
Cb:Cyg=Cosu:8in2a):

Olies ) = SOER L S SR
Sin2a 2 Sin a 2 Sina
Daraus entsteht aber der horizontale Schub:
Si= Ca=—100 Co.w:% 0Cota
und der verticale Druck:
D=Cf=CbSina -'——-%Q
gerade so, wie bei dem einfachen Hingwerk.

16. Aufgabe.

Es sollen die verschiedenen Pressungen gefunden werden, welche
bei dem z usammengesetzten Sprengwerk (Fig. 22) vor-
kommen,

Auflosung.

Entfillt auf die Puncte € und D die Last 0, so ist nach dem vori-
gen Verfahren der horizontale Schub S = Ca = Q Cota, so wie der
verticale Druck D = C¢ = 0.

0
Der Druck nach C E ist (wegen Cb:Cc=1:8ina) Ch=

Sin o’

folglich wird der Spannriegel €D mit der Kraft €a= 0 Cota,

0

uud jede der beiden Streben CE und D F mit der Kraft €6 = e

und zwar ebenfalls in Beziehung auf ihre riickwirkende Festig-
kkeit in Anspruch genommen.

17. Aufgabe,

Ein einfacher Keil 4 B ¢ (Fig. 28), dessen Cathete oder Hohe A€
verlical steht und welcher zwischen zwei Prismen DG, EJ, dic an
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seine Seitenfliichen genau anpassen , eingeschoben ist, wirkt durch sein
blofses Gewicht zur Verschichung dieser Prismen nach den Richtungen
C G und €J; wenn nun diese Prismen eine feste unverschiebbare Lage
haben, so soll bestimmt werden Isters die miltlere Kraft simmtlicher
Normalpressungen auf die Seitenfliche des Keils welche durch 4 €, und
eben so fiir die Seitenfliche, welche durch B €' geht (beide diese Ebenen
stehen perpendikuliir auf der Ebene ABC), 2 derjenige Werth des
Winkels 4 ¢B am Keil, fir welchen die erste dieser beiden mittleren
Krifte ein Maximum wird, 38tss der Ort dieser millleren Kraft,
4tens wenn die beiden auf einer horizontalen Ebene liegenden Prismen
D G und EJ blofs durch ilr eigenes Gewicht in ihrer unverschiebbaren
Lage erhalten werden sollen, die Gewichte dieser Prismen, und
stens die Grofse der Basis €' G des erstern Prisma, damit in demselben
keine Drehung um die durch & gehende Kante Stalt finden kann.

Auflosung zu H.

Bezeichnet man das Gewicht des Keils 4 B € darch Q, die mittlere
Kraft simmtlicher Normalpressungen anf die senkrechle Seilenfliche 4 €
mit z, so wie die mitllere Kraft der Normalpressungen auf die schiefe
Seitenfliche B € durch y, den Reibungscoeffizienten fiir die erslere
Fliche A ¢ mit p, jenen fiir die letztere B € mit p* und den W. ACB
mit a; so wird, wenn man y in die beiden nach den in Fig.23.a durch
die Pfeile angedeuteten Richtungen auf einander senkrechten (horizontal
und vertical) Seitenkrifte  und s zerlegt, sofort

r=yCosa und s=ySina . . (m)

Zerlegt man ferner die aus dieser Kraft y entspringende, in der
Richtung M B (Fig. 23.5) wirksame Reibung p/y in zwei eben solche
Seitenkrifte » und w, so wird

u=p'y Cosa und v =p'ySina . . (n)

Da nun fir das verlangte Gleichgewicht sowohl die horizontalen
als auch die vorhandenen verticalen Krifte fir sich im Gleichgewichle
stehen miissen, so hat man

eg=r—ov und 0=u-+t+s+tpax,
d. i. wenn man die Werthe aus (m) und (») substituirt:
z=yCosa—p'ySina . . (1)
und Q=p'yCosa+tySinatpxe .. (2
Aus diesen beiden Gleichungen erhilt man ganz einfach die Werthe

fir « und y, und zwar wird, wenn man Kiirze halber den gemein-
schaftlichen Nenner :
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B A4 —pp) tanga =N
selzt, sofort:

1—p'tang o
e T LY

0
und y=—"

Setzt man die Hohe des Keils A C=h, die Lange der horizonta-
len durch A, B, ¢ gehenden Seilenkanten desselben = ¢ und das Gewicht
der cubischen Einheit des Keils =gq; so ist, wegen
0 =1¢glh*tang « auch

| 0 (1 — p’ tanyg a) lang a
2
qlh* Sec o tang
Yt e el

3
@

Auflosung zu 2.
Um den Winkel « fiir den grofsten Werth von 2 zu finden, darf

man nur in der vorigen Gleichung (3) den Werlh von & herstellen,

: : : > dx
hieraul nach der bekannten Regel den Differenzialquotienten T, Aus-
do

% : lz .
driicken und aus der Gleichung (l— =0 den Werth von tany « beslim-
az

men; man findet so ohne Schwierigkeit

B+ p VI QA p) (A F pp)]
R L L Lt L SR
1“#.“"_}- A —pp) e

fir welchen Werth von « di¢ mittlere Pressung @ in der That ein Maxi-

lang o — —

- . s ; : ; d*z A
mum wird, weil dafir der 2t Differenzialquotient qar hegativ
£

2

ausfallt.
Auflosung zu 3.

Setzt man die Hohe der Prismen €D — (Fig. 23) und fiir einen
beliebigen Punct M der Seite D ¢ die Abscisse D M=%, so wie
Mm=dz; so folgt fir den im Puncte M Stall findenden Normaldruck
aus der Gleichung (8), in welcher jelzt alles bis auf %, wofir = ge-
selzt werden mufls, constant ist:

=24 %2,
Wenn man nimlich Kiirze halber den constanten Factor mit 4 bezeichnet.
Daraus folgt fiir dje Normalpressung auf den unendlich schmalen Streifen
von der Hohe Mm = dx und der Breite ¢y der Werth dz = 2 Az dx,
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und wenn man den Punct D als Mittelpunct der stat. Momenle ansieht,
so ist das stat. Moment dieses Druckes:
dM =z dz —=2 A 2*dz.
Man erhilt daher aus dieser Gleichung fir die Summe der stat.

Momente simmtlicher von D bis € vorkommender Pressungen durch
Integration :

M=:2Afl%2dz=—23—Aa3.
0

Ist ferner O der gesuchte Ort der mittlern Kraft & (wenn die ver-
ticale Ebene B'J durch die halbe Linge ¢ des Keils gedacht wird) und
dafir DO= X, so ist auch M= X.z=X Aa® (aus Relal. 3, in
welcher a stalt 2 zu selzen ist) folglich X Aa*= %A a® und daraus

Xie— Zaial. 1806)

Aufilosung zu 4.

Es seyen P und Q die gesuchten Gewichte der beiden Prismen
CF und CH, so wie p/ der Reibungscoeffizient dersclben mit der
horizontalen Ebene , worauf diese Prismen ruhen und verschiebbar sind;

o hat man fiir, das Gleichgewicht zwischen dem IKeil und dem Prisma
C'F offenbar:

p’P= 2 und daraus =Sl (7))

wobei fiir # der Werth aus der Gleichung (3) zu nehmen ist.

Ferner ist fiir das Prisma € H, wenn man sich die Kraft y in
Fig. 23.a in enlgegengeselzter Richtung wirkend vorstellt (um die no-
thige Gegenwirkung von Scite des Prisma Q zu erhalten) und daher
auch die Seitenkriifle » = y Cos « und s =y Sina (Relat. ) nach gerad
entgegengeselzien Richtungen wirkend annimmt, sofort fir’s Gleich-
gewicht:

p (0 -y Sina) =y Cosa, woraus
Q=(C(1sa~;11.lz. Sl?la)y A

folgt, und wobei der Werth von y aus der Relation (4) zu selzen isl.

Aufiosung zu 5.

Setzt man die gesuchte Dimension C G =w, so mufs fir das
Gleichgewicht der Stabilitit des Prisma € F mit dem durch @ gehenden

horizontalen Drucke &, damit nimlich um den Punct G keine Drehung
entsteht, die Gleichung bestchen :
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@.C0=P.;CG d.i mit Ricksicht auf die Relation (6):
tax=2LuP oder 2ar=3uPp,
und wenn man dic Lange des Prisma (die auf der Ebene G D senkrechte
Dimension) gleich jener des Keils, d. i. = 7 und das Gewicht der cubi-
schen Einheit = ¢’ selzt, wodurch P—g¢g'aly wird, auch 2a2 =
3 alg’u®, woraus endlich

=V (). o

folgt, in welehem Ausdrucke fir 2 der Werth aus (8) zu selzen isl.
Nach der vorigen Relation (7) mufls, um der 4ten Bedingung zu
enlsprechen (man selzt nimlich P=gq'alu),

i (10)
seyn, so, dafs man also, um beiden Bedingungen 4 und 5 zugleich

zu entsprechen, von diesen beiden, aus (9) und (10) ausgedriickten
Werthen w den grofseren beibehalten mufs.

u

1S. Aufgabe.

Die Bedingungen des Gleichgewichtes fiir die mit jhren ebenen
Flichen aufeinander liegenden Steine eines Tonnengewidlbes
ABM' N’ (Fig. 24) zu bestimmen, wenn in den Fugen weder
Reibung noch Cohiision Statt findet und sich dabei der obersie Stein
gegen eine verlicale Wand, und der unlerste gegen eine feste Wider-
lage stiilzt *),

*) Da die Definition der Gewdlbe erst in der Baukunst vorkommt, so wollen
wir hier zur grofseren Verstindlichkeit dariiber Folgendes vorausschicken,
Stellt Fig. 24 den verticalen Durchschnitt von der Hilfte einesGewodlbes
vor, so heilsen die aufeinander liegenden keilformigen Steine 48,
A B,...Gewolbsteine; die ebenen Flichen , mit welchen sich diese
Steine beriihren die Bindungs - oder Lagerflichen, so wie deren
Grenzlinien AB, A B ... Fugen. Diejenige Masse 48, von welchem
das Gewolbe getragen wird, oder gegen welche sich der Untertheil des-
selben stiilzt, heifst die Widerlage, bei Briicken der Stirn pfeiler,
oder wenn sich zwei neben einander befindliche Gewdlbe darauf stiitzen,
der Pfeiler. Der zuniichst an der Widerlage befindliche Theil des Ge-
wolbes heilst der Anfang, der unlerste Gewdlbstein M N der erste
und der oberste A B, der Schlulsstein des Gewdlbes. Die concave
Fliche des Gewdlbes, welche durch die Durchschnittslinie BB, NV geht,
heilst die innere W olbung (Zntrados), so wie jene, welche durch
die obere Linic AA, MM’ geht, die dulsere Wolbung (Zztrados),
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1. Auflosung.

I Es seyen 0, 0., O,.. die in ein und derselben verticalen
Ebene liegenden Schwerpuncte der Steine AB,, A, B, .., ihre Gewichte
der Reihe nach &, G,, G, .. und die Winkel, welche die Fugen 4, B,,
4, B, .. mit der Verlicalen AZ bilden, eben s0 a, a,, 0, ...

Zerlegt man die im Puncte O vertical wirkende Kralt G in eine
horizonlale Seitenkraft S nach 0 D und in eine zweite N normal auf die
Fuge A, B, nach 0D, ; so hat man wegen G:S:N=Sina: Cosa:1
sofort :

S =G Cota oder G¢=Stanga und N= —i anaib(d)

Sin a

Zerlegt man ferner eben so die durch 0, gehende verticale Kraft
G, nach O0,D, normal auf die Fuge A, B, und 0,D, normal auf die
folgende Fuge A, B, ; so folgt, wenn man diese beiden Seitenkrifte mit
N, und N, bezeichnet, aus der Proportion

Ny Ny i Gy = 8in (90 — o) : Sin (90 — a): Sin (1, —a)
Cos a, Cos o
Wl eyt L p L a) 1

Auf gleiche Weise erhilt man durchFortsetzung dieses Verfahrens,
d. h. wenn man die in 0, wirksame Kraft G, in zwei Seitenkrifte N,
und N, , beziehungsweise normal auf die Fugen A, B, und 4, B, zerlegt:

sofort N —

Cos a C0s u
Ny=_ —>— G, und N,=————— G, u s.w.
Sin (2, — 2,) Sin (2, — a,)

Sollen nun diese mit ihren absolut glallen Fugen oder Fiichen
aneinander liegenden Steine in jeder Beziehung im Gleichgewichte blei-
ben; so miissen die gegensciligen Normalpressungen nicht nur einander
gerade entgegengeselzt, sondern auch paarweise einander gleich seyn,
d. h. es miissen die Bedingungsgleichungen Stait finden:

die genannten beiden Linien die Wolbungslinien, B und A ihre
Scheiteln.

Bilden die Woélbungsflichen cylinderische Flichen, so heilst das
GewdlbeeinTonnengewd1be und zwar ein horizontales, wenn
ihre Achse horizontal ist. Die bei diesen Gewolben noch vorkommenden
beiden verticalen Flichen werdenStirnflichen genannt, und je nach-
dem diese Flichen auf der geometrischen Achse der innern cylinderischen
Fliche recht - oder schiefwinkelig stehen, heilst ein solches Tonnenge-
wolbe auch noch ein gerades oder schiefes Gewdlbe, Nur von
diesen erstern ist hier-in der vorliegenden Aufgabe die Rede, welshalb

wir auch die Definitionen der Gewdlbe nicht weiter fortsetzen wollen.
Burg's Mechanik, Suppl. 25
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N=N,, N,=N,, N,=N, u s w.
oder wenn man fir N, N, .. die gefundenen Werthe selzt:

4 G, Cos =, G, Cosa G. Cos o,
Sina Sin(s,—a)’ Sin(s, —a)  Sin(z,—a)’
G, Cos =, G, Cos 14
s S ot oo ) 5 o

Sin (e, —2,) G ‘%(“3 —a,)

Losl man in der ersten dieser Gleichungen Sin (a; — o) auf, divi-

dirt Zihler und Nenner mit Cos . Cos«, und bestimmt dann G,; so
erhilt man:

1

tang a, — tang a

(Gry=
tang «
Auf dieselbe Weise folgt aus den iibrigen Bedingungsgleichungen :
__ tang o, — tang o, _ lang o, —tang a,

s G, u.s.w.

" tanga, —tangax 1’ % tange,—tangq,

Da aber (obige Relation @) G = S tang« ist, so folgt auch

G, = S (tang a, — tang «) (1)

und wenn man diesen Werth in der néichsten Gleich. setzt:
G, =S (tang a, — tang o) und eben so:
G, = S (tang a, — tang «,) U. 8. W.

Es verhalten sich also bei einem im Gleichge-
wichte befindlichen Gewolbe die Gewichte der einzel-
nen Gewolbsteine, wie der Unterschied der Tangenten
der Winkel, welche ihre Fugen mit der Verticallinie
bilden.

II.  Aus diesen letzteren Relationen folgt auch :

s Stang a = G
(2) (Stanga, =G+ G,
)Stanger:G—}—Gl—l— G, u. s W.

Ist @ das Gewicht des Gewolbebogens A MN B, dessen oberste
Fuge A B vertical ist und wobei die unterste Fuge M N mit der Verli-
calen den Winkel ¢ bildet; so ist nach diesen lelztern Relationen (2):

Stang¢ =G+ G, +G,+..=0
oder S =0 Coty (8)
wobei S den horizontalen Schub im Scheilel bezeichnel.

Ist Q' das Gewicht des auf das Gewolbstiick Q@ folgenden Gewolb-
steines und ¢’ der Winkel, welchen dessen untere Fuge mit der Ver-
ticalen bildet; so ist eben so

Stang ¢'=Q + Q' also Q4 Q': 0= tang y':tang ¢
oder Q': 0= (tang o' — tang ¢) : tang ¢  (4)
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III. Bilden endlich die beiden Fugen MN, M’ N’ eines Gewolb-
steines vom Gewichte 0’ mit der Verticallinie die Winkel ¢ und ¢*; so
ist der Normaldruck auf den nach unten zunichst folgenden Gewaolbstein

_  QCose
T Sin(¢'—¢)

Zerlegt man diesen Druck N in einen horizontalen S‘ und vertica-
len D, so0 ist 8= N Cos¢’ und D= N Sin¢’, oder wenn man fiir
N den Werth setzt:

(vergleiche den obigen Ausdruck N,).

0’ Cos ¢ Cos &’ (/4
= — . e (8)
Sin (¢' — ¢) tang ¢’ — tang ¢
oder wegen Q' =S (tang ¢’ — tang ¢)

(wie aus der Gleichung (4) folgt, wenn man fiir @ seinen Werth
S tang ¢ setzt) auch:
S'=S8 (5
sl D— Q’ISin @’ Cos ¢ “d 0’ tang o*
Sin (o' —¢) lang o' — tang ¢
oder wegen Q': Q'+ Q =tang ¢’ —tang ¢ : tang ¢' (was ebenfalls aus
0’ tang ¢

ich. ki gl i) o ) I
Gleich. 4 folgt) woraus man erhal G-y 0’4 0 auch

D=01+0. (6

Anmerkung. Alle diese Relationen sind fiir sich klar und begriinden
gewisse Eigenschaften der Gewolbe, bei welchen die absolut glatten Ge-
wolbsteine fiir sich im Gleichgewichte sind; so folgt z. B. aus der Relation
(5), dals der horizontale Druck oder Schub in jeder Fuge also
auch in der letzten an der Widerlage constant, und zwar dem hori-
zonlalen Drucke gleich ist, welchen das Gewdlbe gegen die am Scheitel
befindliche verticale Fuge ausiibt; die Gleichung (6) dagegen sagt aus,
dals der verticale Druck eines jeden Gewdlbstiicks, dieses vom Scheitel
an gerechnet, gegen die darunter beflndliche Fuge , dem Gewichte dieses
Gewolbstiickes gleich ist u. s. w.

2. Auflosung.

Zieht man aus irgend einem Puncle C (Fig. 25) der Verticallinie
AZ die Geraden CT, CT,, CT,... bezichungsweise parallel mit den
Fugen A,B,, A, B,, A, B,...; so sleht CT perpendikulir auf der
Richtung 06 des Normaldruckes gegen die Fuge 4, B,, CT, perpen-
dikuléir auf der Richtung O,c des Normaldruckes gegen die Fuge
A, B, u. s w.

Ist ferner EF horizontal, also senkrecht auf die Richtung dor
Kraft &, so verhalten sich (mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnung)

2158
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die 3 Krifte ¢, S, N wie die Seiten 0J, OD, OD, des Dreieckes
0DJ (Fig.25.a) d. h. es ist
G:S:N=0J:0D, OD,,
oder da dieses Dreieck jenem €T E #hnlich ist (indem die Seiten wech-
selweise aufeinander senkrecht stehen) auch G:S:N=ET:CE:CT;
daraus folgt fhod Fffig, iy VAl 2
N ar. S CE
Genau eben so erhillt man aus den folgenden Dreiecken :
G TR e R
[ e i
Setzt man ferner in Fig. 25 den horizontalen Druck Oa=S§,
den Normaldruck gegen die Fuge A, B, d.i. 0 b= N,, jenen 0,6 =N,
den Normaldruck gegen die Fuge 4,B,, d.i. O,c=N, und jenen

0,c=9, u.s. f., so hat man nach den eben entwickelten Relationen:

u. S. w.

6 By e S Gia T7;

= e = ——— 2 = 3>

5 oF (1), % T, 2, W, cT, ( )
SLT B By M B, S
8T, Wy RGL

Da nun fiirs Gleichgewicht der Gewdlbsteine N=N, N, =N,
N, =N, u.s. w. seyn mufs, so erhilt man durch Division der Relation

(1) durch (2), d.i (i)) £ =E—T

Lo o
eben so @: Q=T—T‘A u. S. W.
) G Tl

oder da, wenn man ¢ E = 1 nimmt, ET= tanga,TT,— ET,— ET=
tang a; — tang a , L == H T, — ET, = tanga, —tlang «; W. S. W.
ist, auch:
B Ipsiangmst 59 1 3 L MR 7 .. & RN
N SR a, —tang s’ G, tanga,—lang a,
daraus folgt wieder, wie in der 1. Auflosung :
G =Stanga, G, =S (tanga, —langs) U.S. W.
Es ist ferner, wie leicht zu sehen:
S:N:N :N, .= CE:CT:CT,..=1:Seca:Seca,:Seca,:..
Bildet also irgend eine Fuge mit der Verticalen den Winkel ¢, so
ist der Normaldruck N auf diese Fuge, wegen S:N'=1:Secy soforl

N/ = S.secp=>——.
Cosp

Da tiberdiefsnoch G: @, : G, ..=ET:TT,: T,T,: .. Stalt findet,
80 driickt z. B, g T, dasGewicht Q = G + G, -+ G, des Gewdlbstiickes
AA;B,B aus und es ist daher, wenn die Fuge A, B, mit der Verlical-
linie den W. o bildet:
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G:Q=ET:ET, ==tang a:fang ¢ , woraus
= diéang oder wegen G'— S tanga wieder , wie oben
tang «
0 = Stang ¢ folgt.

Anmerkung. Da fir einehorizontale Fuge ¢ = 90° wird, so ist da-
fir ¢ =00, d. h. das Gewicht des iiber einer Fuge befindlichen Ge-
wolbstiickes, dieses von der betreffenden Fuge bis zum Scheitel gerechnet,
muls, wenn das Gleichgewicht bestehen soll, um so grolseres seyn,
je mehr sich der Winkel, welchen diese Fuge mit der Verticallinie
bildet, einem Rechten nihert; fiir eine horizontale Fuge kann (unter den
gemachten Voraussetzungen) das Gleichgewicht bei keinem, auch noch
so grolsen Gewichte des dariiber stehenden Gewdlbbogens bestehen.

19. Aufgabe.

Es soll die Dicke eines Tonnengewolbes ABRS (Fig. 26), d. i.
die Hohe der einzelnen Gewdlbsteine gefunden werden, wenn die
sammilichen Fugen auf der innern Gewdlbslinie A MR perpendikulér
stehen und das Gleichgewicht besteht, ohne dafs zwischen den einzelnen
Gewdolbsteinen eine Reibung oder Cohiision Statt findet.

Auflosung.

Es sey Mn irgend ein Gewolbstein, dessen obere Fuge M N mit der
Verticalen den Winkel ¢, dagegen die untere jenen nCZ=g¢ -}«
bildet; ferner sey & das Gewicht dieses Gewdlbsteins und S wieder der
constante horizontale Schub des Gewdlbes.

Diefs vorausgesetzt , ist (vorige Aufgabe, III. Gleich. 8):

G Sin o

s 5 Cos ¢ Cos (¢ + a)
und wenn man sich (wodurch das Gleichgewicht nicht beeintrichtiot
wird) den Gewolbstein so diinn, also den Winkel « so klein vorstellt,

dafs man Sin « =« und Cos (¢ 4 a)= Cos ¢ setzen kann , auch:
G a
Xee @8 @

Ist ferner p= €'M der Kriimmungshalbmesser der innern Gewolbs-
linie AMR fiir den belreffenden Punct M, so ist Mm =pa, folglich,
wenn man die gesuchte Léinge der Fuge M.V —x setzt, sofort

Nn=(p-+ 2)a,
und daher, wenn man die Stirnfliche dieses Gewolbsteines NMmn=f
selzt:

[=3CN.Nn—3CM , Mm=1 [+ 2)2a—p24].
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So wie diese Fliche / dem Gewichle G des Gewdlbsteins M n pro-
portional ist (weil das Gewolbe durchaus gleiche Linge oder Tiefe hat)
oder demselben entspricht, eben so liflst sich eine Flache f* angeben,
welche dem horizontalen Schub oder Druck S gegen die verticale Fuge
oder Ebene entspricht; es darf dazu blofs f* aus der Proportion

f:f'= G: 8 bestimmt werden, so, dals also 5—= ,4 , oder wenn man

die Dicke des Gewolbes im Scheitel, d.i. AB=a und f"==ab selzt,
£ o
b b

wobei & noch eine unbestimmte Constante bezeichnet, auch g
oder wenn man fir /* den vorigen Werth setzt:

G

—_—— — 2 _——

=55 2 LR e

wird. Dieser Quotient dem obigen (a) gleichgesetzt, erhilt man:

20ba
2___ % =
r ikl af =gy
und daraus ganz einfach:

stV t i) 0 ®

Setzt man den Kriimmungshalbmesser fiir den Scheitel A gleich 7,
s0 wird, da in diesem Puncte s =a, p=7 und ¢ =0 ist, wenn man
diese Gleichung () auf den Scheitel des Gewolbes anwendet:

=—r4 \/(1‘2—|— %) und daraus (a4 »*=r*+}2ab
oder 2ab=a?+}2ar, so, dafs wenn man diesen Werth fir 2ab
in der vorigen Gleichung (65 substiluirt, auch
fot Ak § “‘“) wird.
&= p+\/( -+ Tos 37 RG]
Ist p das Gewicht der cubischen Einheit des Gewdlbes, so ist nach

=

der gemachten Voraussetzung S=/p=abp, folglich auch ab=-

28
und daher 2ab=a2—|-2ar=p—, also auch

28
=—p- \/(Pz—i—pwwz) co (@
50 wie S=21@+2anrp .. (©

Zusatz. Ist die innere Wolbungslinie ein Kreis, s0 ist p=r
constant, folglich die Dicke des Gewdlbes:

G e +\/< 2+u;;—s’;ar).

Fiir den Scheitel wird ¢ = 0 und daher, wie es seyn soll, z=a;
fir die weiter davon entfernten Puncte, wird, da Cose abnimmt und
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sich immer mehr der Nulle nihert, % fortwahrend grofser, und wird
endlich fir eine horizontale Fuge, wofir ¢ =909, also Cos ¢ = 0 ist,

Unendlich (was mit der Anmerkung der vorigen Aufgabe iiberein-
stimmt).

20. Aufgabe.

Es soll bei der bisherigen Voraussetzung , dals die Gewdolbsleine
unter sich ohne Reibung und Cohasion im Gleichgewichte sind, die
Dicke ED des Widerlagers D F' (Fig. 27) beslimmt werden, welches
mit dem Drucke des Gewolbbogens A B G'F im Gleichgewichte steht,
vorausgeselzt , dafls die als eine einzige Masse angesehene Widerlage
an ihrer Basis D E nicht ausgleiten oder abrutschen kann.

I. Aufiosung.

Es sey der Winkel, welchen die an der Widerlage befindliche
Fuge G'F mit der Verticalen bildet FC'A — «, das Gewicht des Ge-
wolbbogens B F (als die Hilfte des ganzen Gewdilbes) — @, ferner
AB=0b, FG=1Ut', NJ=h (wobei GN=NF) und die gesuchte
Dicke der Widerlage D E = a.

Besteht die Widerlage aus einem Materiale von demselben speci-
fischen Gewichte wie das Gewdlbe und ist p das Gewicht der cubischen
Einheit, so kann man fiir eine Gewdlblinge (senkrecht auf die Stirn-
fliche G'F A B verstanden) =—1, wenn man die Fliche ABGF =F
und Fliche DGE=DE><JN=ha selzt, sofort das Gewicht des
Gewdlbbogens O =p F und das Gewicht der Widerlage oder des Pfei-
lers g =phx setzen.

Nun bringt das Gewolbe auf die Widerlage den verticalen Druck
0 und den horizontalen Schub (18. Aufgabe, Relat. 3) S = 0 Cot «
hervor, und da diese lelztere, nach Nn gerichtete Kraft, den Pleiler
oder die Widerlage um den Punct D (d. i. um die durch diesen Punct
gehende Léngenkante) umzustirzen strebt; so mufls, wenn man Fm
perpendikulér auf N'J zieht, und wenn O der Schwerpunct der Wider-
Jage, so wie O H eine durch diesen Punct gezogene Verticallinie ist,
fir das Gleichgewicht

g.-DH+ Q.DJ=S.NJ
seyn. Danun DH=1», DI =2 —Fm=a —L1b'Sin «, NJ="h
und 8 =0 Cota ist, so folgt Lgr + 0z — L1006 Sina=4Q Cota,
oder wenn man fir ¢ und Q die Werthe selzt :
gpha*+pFo—ipp FSina=pFhCota
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Wird diese Gleichuug nach a: aufgeldst, so erhilt man nach einer
einfachen Reduction :
_ —F+ J[F(F4 V' hSina+ 20 Cota))
= = :

Zusatz. Ist die innere Wolbungslinie ¢in Kreishogen vom
Halbmesser », so ist (vorige Aufgabe, Zusalz)

i 270 + 0
b =——7'+ V(7‘2+ _é;l;az )

G
und (eben dort wo /= g b=abtang » wegen (3)in Aufgabe 18 war)

2rb+b* : } : g
== St s tang a in der vorigen Gleichung von ax zu substituiren

2. Aufiosung.,

L Um zuerst den horizontalen Schub gegen das Wider-
lager zu bestimmen, denke man sich den Druck auf die Fliche G F
(Fig.28) in dem Puncle M concenirirt und K M als die Richtung dieser
Kraft N. Eben so sey € jener Punct, in welchem man sich den Druck
S in der verlicalen Fuge 4 B vereint denken kann, so wie K C ihre
(horizontale) Richtung; ferner sey 0’ der Schwerpunct der Gewolbs-
hillfte ABF G und KV cine durch diesen Punct gezogene Verticallinie.
Diels vorausgesetzt, so muls dem nach der Richtung K L wirksamen
Gewichte @ des Gewolbbogens durch die beiden den daraus entsprin-
genden Kriiften K ¢'= S und K M= N entgegen wirkenden Pressungen
(nach dem Satze der gleichen Wirkung und Gegenwirkung) das Gleich-
gewicht gehalten werden. Ist daher M L eine horizontale Linie, so
verhalten sich diese 3 Krilte Q, S, N wie die Seiten des Dreieckes
MLK, so, dals wenn K L das Gewicht oder die Kraft Q vorstellt,
sofort MK =N den auf die Fuge G F Statt findenden Druck und
ML=3S den horizonlalen Schub oder Druck gegen das Widerlager
bezeichnet; es ist daher fiirs Gleichgewicht dieser 8 Krifte:

Q:S:N=KL:ML:KM,

ML KM

also S=770 wd " N=""10
und zwar finden diese Ausdriicke unter allen Bedingungen, also auch
dann Statt, wenn in der Fuge G F irgend eine Reibung oder Cohision
angenommen wird. Selzt man dagegen wieder wic bisher eine abso-
lut glatte Fuge ohne Reibung und Cohision voraus, so mufs fiirs
Gleichgewicht die Richtung der Kraft N, d. i. K M auf die Richtung der
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Fuge G'F normal seyn; bildet daher die Fuge G F mit der Verlicalen
den W. G VK=ua, so ist auch W. K M L = « und daher

ML KM 1
Fing SO Yh BB oA’
0
i — und N=
folglich S=0 Cota un G

Zerlegt man die normal auf & F wirkende Kraft N in cine hori-
zonlale Kraft P und in eine verticale D, so erhilt man natiirlich wieder
P=S und D= 0.

II. Was weiters die Stabilildt des Pfeilers oder Widerlagers be-
trifft, so steht dieser bekanntlich mit den Kraften, welche ihn umzu-
werfen streben gerade noch im Gleichgewichte, wenn die Resullirende
JR aus allen auf ihn einwirkenden Kriften durch den Punct D geht,
um welchen das Umstiirzen Stalt finden kann; aufserdem mufs, wenn
der Pfeiler D E G nur durch die Reibung vom Gleiten auf dem horizon-
talen Boden verhindert wird, der Winkel RJH= ¢, welchen diese
Resultanle mit der Verticalen bildet, kleiner als der sogenannte Reibungs-
winkel seyn. Denn ist B die Grofse dieser Mittelkraft und . der Rei-
bungscoeffizient des Pfeilers oder Widerlagers auf seiner Basis D E, so
ist, wenn man R in eine horizontale und eine verticale Seilenkraft zer-
legt, die erstere p =R Sin{3 und die letztere ¢ = R Cos 3, folglich der
Betrag der, der Kraft p entgegenwirkenden Reibung — pug=pR Cos'
und daher fiirs Gleichgewicht p=gq, d.i. RSinfi = p B Cosf,
woraus tangd =y, also B,der Reibungswinkel ist.

Ist nun der vorhin genannte Winkel ¢ grofser als jener 3, so wird
p>>q und es findet ein Gleiten des Prisma in der Richtung ED Stalt;
es mufs daher fiir die Stabilitit hinsichtlich des Gleitens des Pfeilers

tang ¢ <tang[3, d.i. %1[—{<u (oder ¢ << p) seyn.

Nun erhélt man aber die Resullirende B= JR aus den beiden
durch die Schwerpuncte 0 und 0’ des Widerlagers und Gewdlbbogens
wirkenden verlicalen Kriften Q und ¢, so wie der durch den Scheitel ¢
gehenden horizontalen Kraft §, indem man durch den Punct J, in wel-
chem die durch O gezogene Verlicallinie, die verlingerte Gerade K M
schneidet, JT'= nach horizontaler und JH = Q - ¢ nach verticaler
Richtung abschneidel, daraus das Rechleck HT construirt und die
Diagonale J R zicht; dadurch wird die vorige erste Bedingung:

S
- it
0+q</t @)
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In Bezichung auf die zweite Bedingung, dals némlich die Resul-
tante J R durch die aufsere Kante D des Pfeilers gehen soll, hat man,
wenn die Gewolbshohe K L = a, der Horizontalabstand FZ=¢, die
innere Pfeilerhohe EF = &’ und die Dicke der Widerlage D E = x
geselzt wird, fiir das Gleichgewicht in Bezichung auf den Momenten-
punct D: Sat+h)y=qct+a)40.1x,
oder wenn man wieder die mittlere Pfeilerhohe M U = % und das Ge-
wicht der cubischen Einheit der Widerlage =p selzt, wodurch fiir
jeden Fufs Lange des Pfeilers Q =phax wird, auch:

Sa+hb)=qct+ax)+iphax®.. @
woraus sofort
— gV {¢ st —ge}

o= o0 <. (2

folgt.

Anmerkung. Damit fir die Daucr eine hinreichende Sicherheit gewonnen
werde, und weil nach dieser Enlwicklung die Stabilitit des Pfeilers nur
eben noch mit der Kraft, welche ihn umzustirzen strebt, im Gleich-
gewichte steht, nimmt man in dieser letztern Formel #.5 statt S, wo
7 >1 und zwar nach den Erfahrungen von Audoy, n= 1'9 seyn soll.

Um den Pfeiler gegen das Gleiten zu sichern, muls nach der Be-

dingungsgleichung (1): 0+ ¢ > s shdsdiiploz S— ¢ oder
AR I !
pph
dieser letztere ausfillt, so wird man in diesem Falle auch den erstern
(im enlgegengesetzten Falle diesen letztern) beibehalten.
Da man fiir sehr hobe Pfeiler 2 = % setzen und in der obigen Relation
(7) @ gegen A&’ und ¢ (¢ + &) gegen 3p hx® auslassen kann, so erhalt
man unter dieser Voraussetzung S4= ;b /Az* und daraus eine Art von

28
Grenz - oder Maximalwerth fir die Widerlagsdicke # = \/7 , oder

&= seyn; danun in der Regel der erstere Werth (2) grofser als

wenn man der vorigen Bemerkung gemifs 1°9 § statt S schreibt, auch

o LARRE
Ve

21. Aufgabe.
Den Schwerpunct einer Cycloide oder gemeinen Radlinie zu
finden.
Auflosung.

Es sey (Fig.29) A B = a ein Durchmesser des Erzeugungskreises
und zwar durch den Scheitel A4 der Cycloide B A D" auf ihre Grund-
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linie D D’ perpendikulér gezogen, ferner seyen fiir irgend einen Punct
M der Curve AP=a und PM(=PM") =y diec rechlwinkeligen
Coordinaten. Die Differenzialgleichung dieser Curve ist, wenn A B =2 a,
il | ol L W
D P'= z und P’M = y geselzt wird (Comp.§.726) dz = S
folglich muls man in derselben um auf die hier angenommem Bezeich-
nung iiberzugehen a stall 2a, DB— BP'=Lar—y stalt 2 und
AB— AP ==a— x slatt y scizen; dadurch erhalt man, nach einer
einfachen Substitution und Reduction :
(a—x)dzr
dy=m G ()
Ferner erhail man fiir das Element des Bogens ds, wenn A M= s ist:

ds==dx \/(l + = d‘/ — (7 \/ [l flaz_- 1)2] wegen der vori-

gen Gleich. (), uml wenn man gehorig reducirt :

ds=dax \/;— P )
woraus sofort a— \/af.z-_i de=2\/az

ohne Constante folgt, weil fir @ =0 auch s =0 seyn muls.

Setzt man nun in die belreffenden beiden Gleichungen
Xs=[xds und Ys_—-:Jyds der Relalionen I in Nr. 22, fir s
und ds die vorigen Werthe, so erhilt man:

L -
2X'\/aw=\/afm’d.4 und 2Y\/a.r=\/aij#%dz
wobei diese Integrale so zu nehmen sind, dafls s mit @ zugleich ver-

schwindet. Die erste Gleichung integrirt, gibt:
2X\/azx=2%2\/ax,
woraus N . (1) ol

Um die zweite Gleichung zu integriren, beniilze man das theil-

weise Integriren nach der Formel (Compend. §. 792)

judv:u v — | vdu und setze darin ==y und do= df— , woraus
@
v=2\/xz folgl; dadurch wird
z/dz'

7Y 2y\/a:—-2fdy\/a:

oder da, wenn man fir dy den Werlh aus («) selzt,

—a)d s
fd’/\/d»"“ (a—z)_z fdl‘\/(w— L)*"'C (a——.[;)’

v(e -
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wobei die Constante €, da das Integral fir =0 verschwinden (also
0= C— %a’ seyn) mufs, den Werth 2a\/a hat, auch:

g:/dz 2y .z'——[(a—.z-) -a:,

80, dafs also durch Integration dieser zweiten Gleichung :

2Y\/aw=\/a[2y\/w—|—§(a—w);—§a\/a]

und daraus Y=y+§[m_\aj$f] .. (@ folgt.

Durch diese Coordinaten X und Y ist sofort der Schwerpunct
des Bogens A M bestimmt.

Zusatz. Fur den gegen diec Achse AB symmetrischen Bogen
MAM' liegt der Schwerpunct in der Achse A B selbst und zwar in
einem Puncte 0, wofiir AO=1A4P ist.

Fiir die halbe Cycloide AMD ist =a und y=1ax zu
setzen ; mit diesen Werthen erhélt man aus (1) und (2):

X=3a und Y=(3~— 2a (oder nahe ‘9 a).

22. Aufgabe.

Den Schwerpunct des Bogens der gemeinen Ketltenlinie zu
finden.

Auflosung.

Nimmt man die durch den tiefsten Punct 4 (Fig. 80) der Kelten-
linie D AD’ gezogenen lothrechlen Linie A B zur Abscissenachse und
den Punct A zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten, setzt also
fir irgend cinen Punct M der Curve AP =z, PM =y, Bog. AM=3s
und wenn O der gesuchte Schwerpunct des Bogens A M ist, A ¥ = X,
NO=Y; so hat man zuerst nach Nr. #3 , Anmerk. 2:

o Yl
b—|——.z-=%b(el’+e ”) B
folglich auch:
A -
d.p:%(el'—e 1')dy ¢ 1Y)

Y =z
und wegen daz—_—d.z:'*’—}-dy’——l(cb +e b) dy? sofort:

it
o= "—{—c )dy

also wenn man ilegrirt :
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széb(ely_’——e_%) B e (2

und zugleich, wegen Relat. (a):
s— b.a=kaon (B)

Nun ist nach der oben genannten Relation X s=j xds(Nr.22)

oder Xs=uwxs ——fs dz und da (wegen Relat. a und Gleich. 2)
I et (Z SYN#
fsd.pz-%fsdy(e}’—e b):;i-bf el’—e h) dy:

TRL Y »
%”[%b e )\d—e _2y:|=—:;b[<b+m>.7—2y]
=3s®+a)—3by
ist, auch: e (b+$)s_l_ﬂ/_by+(z—b)s
4 2. —_ —— Ao Sl TN T S

2 2 2 ¥
b i
woraus endlich : Ly i X =—‘1/+%ig folgt.

Um ferner auch die Ordinate Y zu bestimmen, hat man:

Ys =fyds=ys — | sdy
oder da nach Relat. (3) sdy =10 dw ist, auch:

Ys=ys_fbd.z-=ys——b:c,

wo iiberall keine Constante hinzukommt, weil fir & = 0 auch y=20
und s = 0 ist.

Aus dieser letztern Relation folgt :

1L, Y=y—“'_;ﬁ,

Zusatz. Setzt man fiir die halbe Keltenlinie AMDE o —
AB=a, y=BD=c¢ und Bog. AMD =1, so folgt aus diesen
gefundenen Ausdriicken fiir X und Y:

X_:bc-l—gal-b)l cl - ad

und Y=

Fiir die ganze Keltenlinie D 4 D’ wird, da die Achse A B selbst
durch den Schwerpunect geht (wenn niimlich die beiden Aufhingpuncie
D und D’ in einerlei Horizont liegen), von diesen beiden Coordinaten
die lelztere Y = 0.

Anmerkung. Mit Hilfe der Variationsrechnung
allen isometrischen , durch die beiden Aufhiing

in derselben Ebene liegenden Curven, der Sch
am tiefsten liege.

lifst sich zeigen, dafs unter
puncte 2, D’ gehenden, und
werpunct der Kettenlinie
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23. Aufgabe.

Es soll der Schwerpunct von dem cycloidischen Segmente
MAMM (Fig. 29) gefunden werden.

Auflosung.

Da der Schwerpunct dieser ebenen Fliche in dem durch den Schei-
tel A auf die Grundlinie D D’ gezogenen Perpendikel A B liegen mufs,
so handelt es sich hier blofs um die Beslimmung der Abscisse

X = A 0 des gesuchten Schwerpunctes 0.
Nun gibt von den Relationen II. in Nr. 26 die letztere, d. i.

F=de, fir den vorliegenden Fall F=2fyd.z-, oder wenn man
0
wieder theilweise integrirt, wodurch fy de =z y— | xdy, oder we-
(@ —z)dzr

gen dy::/(;ﬁ-“j%’j' (aus Relat. a in Aufgabe 21, wenn man die

dortige Bezeichnung auch hier beibehll),
fy dp—\ny —fd.z- V/(ax — x*) wird, sofort auch:
F=2a:y——2[d.z'\/(aa:—w2).
Wird der iber AB gezeichnele Erzeugungskreis von der Ordinate
MM’ in den Punclen N, N* geschnillen, so bezeichnet dieses lelzlere
Integrale jjd.z- \/(a & — 2% nichts anderes als die Kreisfliche A PN,

folglich das doppelte Integral den Kreisabschnilt NA NN, so, dals
wenn man diese letztere Fliche mit f bezeichnet, endlich auch
(@ F=2xy—[ ist®.
Die 15t der erwihnten Relalionen IL. (in Nr. 26), nimlich

X F=f.1- dF geht im vorliegenden Falle iiber in

XoH=— 2f.z'y dn=1ry —fwzdy (wenn man nimlich
wieder theilweise integrirt). Nun ist, wenn man fiir dy den oben
angegebenen Werth selzt:

*) Fillt M auf D, so hat man fir die Fliche der Cycloide 42'D,
wegen T=a,2y =ax und f=La*xn sofort F=a’n — @’ n=3}a"x;
diese ist also 3 Mal so grols als die Fliche des Erzeugungskreises. (Ver-
gleiche Lehrb. 1L . 448.)



fw'ﬁly: .z'd.c\/(a.r—sL“"’):%afd'”\/C“-" = e

ﬂ%a — ) de\far — o) = taf—%(az — ax?)
wozu keine Constanle kommt, weil diese Integrale fir =0 ver-
schwinden missen. Es ist daher:

3
XF=a*y—Laf+i(ax—2*’
und daraus, wenn man zugleich fir F den vorigen Werth aus (a) setzt*

Ll

_z2y+§(az~z2)%—%af
cak 2zy I
Zusatz. Fir die ganze cycloidische Fliche DAD'D

witd # =a, y=1az und f=1a?z, folglich X= 5

X

a.

24. Aufgabe.

Den Schwerpunct der durch Umdrehung des cycloidischen
Bogens A M (Fig. 29) um die Achse A B entstehenden Rotations-
flache zn bestimmen.

Auflosung.

Mit Beibehaltung der in den beiden vorigen Aufgaben (21 u. 23)
gewihiten Bezeichnung (und Beriicksichtigung der Gleich. 8 in der
21. Aufgabe) gehen die beiden hieher gehorigen Gleichungen in
Nr. 29 in die folgenden iber:

s X (l e X ‘ g— X
()__27z-ruyd.1:\/5 und OX_2nf;.z-ydw‘/z—_2 n\/afoyd.z'\/m.
Aus der erstern dieser Gleichungen folgt, wenn man theilweise
integrirt : 0=27r\/a[2y\/a:~2fdy\/w]
oder wegen fdy \Vx ==fd.r \(a — ) auch:
0=14 x\/a.y\/.z-—47r\/afd.r\/(a—w).
Eben so ist 0X=2x\/a[§w\/w.y—§fdyw\/w]

=—;~7(y;1;\/aw-—%x\/ﬂf-ﬁl«'d.’l‘\/{d—{l}).
(Gleich. «, 21. Aufg.)

Nun ist aber fdw Vie—az)=C—2(@a— ) wobei, da dieses
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Integral fir @ =0 verschwinden soll, €= 2 ag, folglich

fd.r\/(a——.z)——[a . i’ Jlst, ferner wird, wie leicht zu

finden (wenn man @ — & =x, also @ =a — z und de = —dz setzt
und nach der Integration die Werthe wieder herstelll):

> 3 5
j.l‘d.l)\/(a— ) =C—2a(a—ax) -+ 2@—.u)
wobei die Constante, da das Integral fiir £ =0 wieder verschwinden

s s
muls, C=2%2a.a’—2a*, folglich

x s 2 5 3
fw de\/(a — x)=12a {a’— (a—m)’] —2 [a’- (a—w)’]
G .
wird. Setzt man daher in die beiden vorigen Gleichungen von 0 und
O0X die Werthe dieser Integralien hinein, so erhalt man nach gehoriger
Reduction :
3
0=4zy\Jax+3z\/a(a —x)—2 xa?
und
0X=iryx/ax—3ira® —/a\/a(a——.z')
B x\/a(a— .z')’
Sl 0x 5 1 ;
durch welche beide Gleichungen sofort (—0~ =) X bestimmt ist

Zusalz. Geht der Bogen AM in die halbe Cycloide AMD
iiber, so wird, wegen @ =a und y= 3 a = sofort:

0=2a? *(7(————
und ox_—asf(x_%)
e o ‘ _'1)
folglich e %a(r e ;’ , nahe =-4808 a.

25. Aufgabe.

Es soll der Schwerpunct eines Ellipsoiden-Abschnittes
bestimmt werden, dessen beide Grundflichen auf einer der 3 Haupi-
achsen perpendikulér stehen.

Auflosung.

Sind 2a, 2b, 2¢ die drei Hauptachsen des Ellipsoides (oder
elliptischen Sphiiroides) und nimmtman die erslere zur Achse der 22, so wie
den Mitlelpunct zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten; so ist,
wenn man die Fliche eines auf der Achse der @ perpendikuldren Schnittes,
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welchem die Abscisse @ entspricht, mit F bezeichnet und damit parallel

noch einen zweiten, der Abscisse & +da entsprechenden Schnitt fiihrt,

das Volumen des zwischen diesen beiden Schnitten enthaltenen Korpers,
dV = F dz und daher nach den Relationen III in Nr. 33 :

szFd.z- und VX=fF.z'dw

wenn man die Rechnung nimlich auf ein Segment des Ellipsoides be-
schriinkt, welches von zwei auf der Achse der = perpendikuliren Ebenen
cingeschlossen oder begrenzt wird, -dessen Abscissen die Werthe @
und 2 haben.

Nun ist aber die Gleichung des Ellipsoides (d. i. von dessen Ober-
fliche) , wenn die rechtwinkeligen Coordinaten vom Mittelpuncte aus
gezihlt werden (. S. 434):

z? yz 2?2
Fihrt man daber in der Entfernung vom Mittelpunct = 2 einen
Schnitt perpendikulir auf die Achse 2a oder der @, so enlsteht eine

Ellipse von den Halbachsen & \/(I = Z:—:) und ¢ ‘/(1 S5 :‘:) >

daher ist wegen (Compend. §. 860) F=rbe¢ (1 — Z;,) nunmehr :

P 5 /2 ey ‘2
V=”bcfdw(l*-x)‘—“-fbc(a)“—.z")[l_‘7" +z'r'+x J
& a’ 8
nd

X

u
i a /2 /2
VX=nbcfwd.r(l—m—,)-—_—nbc %(.r’”-.z"z)[[_z:'f ]
e a a

folglich
= B._ﬂ ‘ " 20’ — (4 L) ]
X = V'—tl(w +w)[3a‘——~(.’p”+x’z“+$”2) ot (A)

Zusatz 1. Fir das halbe Ellipsoid ist 2'=0 und &"—a

folglich V=3%rabc und X =24
Fiir das g anze Ellipsoid dagegen ist 2/ = — ¢ und o* — ~+a,
daher V=2%rabc und X=0.

Geht das Ellipsoid in eine Kugel vom Halbmesser iiber, so
mufs man in diesen Ausdriicken ¢ — p — ¢ — »» setzen.

Zusatz 2. Zur Bestimmung des Schwerpunctes eines K u gel-
abschnittes, welcher durch Umdrehung des Kreissegmentes B A B
(Fig. 81), wofir der Halbmesser CA=r und Bog. BAB'— s ist,

um die Achse A C entsteht, mufs man in dem obigen Ausdruck (A4)
Burg’s Mechanik, Suppl. 26
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s
.1:’=-(7N=rCosQ—, x2'=r und a=r seizen,
5

dadurch erhilt man fiir die Abscisse CO des Schwerpunctes 0:

s

(Sin” =

X=%r(l—}-—(f’osi : R

2r b g $

14 Sin Qr—('os 7

Fiir die Halbkugel folgt daraus, wegen s =rz:

D sl Ian aiv
X=3r.5=57"

26. Aufgabe.

Ein gerader Kegel von kreisformiger Grundflache besteht aus
zwei verschiedenen Malerien, wovon die obere das specifische Gewicht
s und die untere jenes S besitzt; beide Theile beriihren sich in einer
mit der Grundfliiche parallelen Kreiscbene vom Halbmesser »; der Halb-
messer der Grundfliche des ganzen Kegels ist =R und die Hohe des
untern Theiles (ndmlich des parallel abgestutzten Kegels) vom specil.
Gewicht 8 =/#; es soll der Schwerpuuct dieses Kegels bestimmt werden.

Auflosung.

Da bei der Voraussetzung , dals jeder der beiden Theile fiir sich
homogen ist, der gesuchte Schwerpunct in der geomelrischen Achse
des Kegels liegt, so sey b die Hohe des obern Theiles des Kegels und
X der Abstand des gesuchten Schwerpunctes von der Grundfliche des
ganzen Kegels ; so hat man zuerst:
b:0-+h=r:R oder b:h=r:R—r, also b = Rlx—rr

h
Der Inhalt des obern Theils des Kegels ist v =gz r?b=grr? R
folglich dessen absolutes Gewicht, wenn y das Gewicht der cubischen
Einheit des Wassers bezeichnet :

h
y:%nysraﬂ_ (a)
und der Abstand des Schwerpuncles von der untern Grundfliche :
hr .
d=h+}o=hti;—5«+ ®

Eben so ist das Volumen des untern Theiles des Kegels (als ab-
geslutzter Kegel von den Grandflichen r2 7, R?*= und der Hohe 2):
e hir? 4-R*} R~
und dessen Gewicht:
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_—:—:lirrySh(TQ—l—Rz—}-Rr), i ()
so wie der Abstand seines Schwerpunctes von der Basis (Nr. 35):
2 2
e ont 1 Sp
G+ Rr 47
Nun ist fir das Gleichgewicht nach statischen Gesetzen (wenn man
den in der Basis des Kegels liegenden Punct A der Achse A C, Fig. 32,
zum Mittelpunct der statischen Momente nimmt und daher 4 E =D,
AO0=X und AF —d setzt):
G+ 9 X=gd+4GD
Aus dieser Gleichung folgt nun, wenn man fir ¢, G, d, D die
Werthe aus (a), (19, (81, (8" substituirt, X bestimmt und so weit als
moglich reducirt und abkiirzt:
X=é (sr“(ZLR» 3r)+ S(R— r)’(R”-{—QRr—!—Sr*))
4 (B— s =S (R — 1))
Zusatz. Fir r=0 wird, wie es seyn soll, da der Kegel
dann durchaus von einerlei specifischem Gewichte oder homogen ist:
h

X=Z.

D=1h

2%7. Aufgabe.

Auf eisen in den Puncten A und B (Fig. 33) befestigten Faden
AN B wird miltelst eines Ringes das Gewicht P aufgehéngl; es ist die
Frage, in welcher Lage dasselbe ruhen wird?

Auflosung.

Zieht man in der durch die Puncte 4 und B gelegten verticalen
Ebene, in welcher sich sofort die Fadenstiicke AN und BN befinden
miissen, wenn das Gewicht im Puncte N zur Ruhe kommt, A€ hori-
zonlal, so wie DN und BE vertical oder lothrecht, selzt AC=a,
BC = b, die Linge des Fadens AN 4+ NB =1 (als gegebene),
AD=x und DN =y (als unbekannte Grofsen); so hat man, wenn
noch N F parallel zu 4 C gezogenwird, DC—=a — £ =NF —=NB><
Cos BNFund BF=b-+y=NB.SinBNF, folglich

(a —&)* 4 (b y)* =N B?
oder wegen NB*=(—AN)*= [I—\/(a*+ y*]? auch
ik L) i R VL o TR

Geht man nun von dem Salze aus, dafs bei dieser gleitenden Be-
wegung des Gewichtes P das Gleichgewicht nur dann erst einlritl, wenn

26
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dessen Schwerpunct die moglich tiefste Lage eingenommen hat, so mufs,
wenn man die Ordinate y als eine Function der absolut variablen Abscisse
@ ansieht, jener Werth fir 2= A D gesucht werden, wofiir y=—DN
ein Maximum wird, folglich aus der vorigen Gleichung (a) der Diffe-

d 4 ; : :
renzialquolient ﬁ bestimmt und gleich Null gesetzt werden. Diels gibt:

dy
dp " Pt
_2<“]_w>+2(b+”>"l_~2“‘\/('”+"”'7u’2"+w
and fin =L — .
dz
[l— v(z*+ y)]z iz
a~w=—$:qﬁz—w
Vi(Zz*+y?) Vi(z*+y?)
d. i 4 ALt puniy 5
woraus sofort yz——g\/(ﬂ—az)-- (1) folgt.

Ohne die Entwicklung weiter zu verfolgen, geht auch schon aus
dieser Gleichung (1) die Ubereinstimmung mit dem Resultate in §. 67
(Beispiely hervor, wonach der Winkel ANB durch die, durch den
gesuchten Punct N gehende Verticale DN halbirt wird. Denn da in
diesem Falle NE=NB, daher 4 E=AN |+ NB—={! und EC=
\V/(*—a®, folglich wegen AD:DN—=AC:CE d.i.

A RN
ist; so folgt daraus wieder die vorige Gleichung (D).

Zusatz. Stehtein System von Gewichlen Py P p.. im Gleich-
gewichte, deren Schwerpuncte von einer horizontalen Ebene die Ab-
stinde @, 2, @ .. haben, so wird hei einer unendlich kieinen Bewegung,
nach dem Salze der virtuellen Geschwindigkeilen sofort
pde4p'da’ +p”de 4 ..=0 oder was dasselbe ist

dpa~-pa +pa’4.0=0. @)

Ist aber X der Abstand des Schwerpuncles des ganzen Systemes,

folglich o i) BE Bk o » S0 isl auch
Zeielbr
IFealBld @O )
Pt
oder zufolge der vorigen Relation () auch
dX—0,

zum Beweis, dafs X constant ist, also der gemeinschaftliche Schwer-
punct bei dieser eingeleiteten oder angenommenen Bewegung der im
Gleichgewichte befindlichen Gewichte weder steigt noch fallt,
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(Dasselbe gilt auch von dem Schwerpuncte bei Maschinen, welche unter
dem Einflusse von Gewichlen im Gleichgewichte stehen.)

Wendet man diesen Satz auf die vorliegende Aufgabe an, so kann
man beim Differenziiren der vorigen Gleichung (a) y als conslant an-
sehen und dadurch die Entwicklung in elwas vereinfachen.

Anmerkung. Wird ein materieller Punct vom Gewichte » blofs in Folge
seines Gewichies bewegt, so ist die Arbeit, welche die Schwerkraft aus-
ibt, wihrend der Punct von der Lage M, (Fig. 34) in die tiefere A,
gleichgiltig durch welche Curve 2, M iibergeht, sofort W=p AU - AM,),
oder wenn man die verticalen Abstinde 4, und A“M von einer horizon-
talen Ebene A X durch 3, und % bezeichnet

W=pi—=2);
dabei wird IV oder die Arbeit negativ, wenn der Punct # hoher als jener
M, liegt, also 2, > 3 ist.

Sind allgemein p, p’, p*.. die Gewichte der einzelnen Puncte irgend
eines Systemes von materiellen Puncten, %, 2, 2, .. die von irgend
einer horizontalen Ebene nach abwiirls gezihlten verticalen Ordinaten der
anfinglichen Lage dieser Puncte, so wie 2, 2, 2., die Ordinaten ihrer
Endlagen nach einer gewissen Zeit; so ist nach der vorigen Relation die
Arbeitsgrofse der Schwerkraft fiir dieses System wihrend dieser Zeit :

W=p—3) +0( —3,)+ 06"  37)+..
=P3+p%+.. — (3,40, +..)

oder Il":Z(pz)—E(pzo);

bezeichnet man aber das Gesammtgewicht des Systems, d.i. die Summe

P+p t+p’.. =Z2Z(p) durch P, so wie die verticalen Ordinaten des

Schwerpunctes des Systemes fiir die erste und letzte Lage desselben durch

Z, und Z, so erhiilt die vorige Gleichung (Nr. 17) auch die Form :
W=Pz— Pz = P(Z-2)

woraus sofort der Satz folgt, dafs in dem durch die Schwere

wie immer bewegten Systeme, die Arbeit der Schwer-

kraft gleich ist dem Gesammigewicht des Systemes

multiplicirt mit dev verticalen Hohe, um welche der

Schwerpunct desselben gesunken ist.

Da nun fiir eine unendlich kleine Bewegung des Systemes die obigen
Differenzen z — =z, 3 — 2 .. in dz,, da’; .. dibergehen, so wird dafiir
dW=pdz, +p'ds’, .. = P(Z — Z,)=PdZz, und daher, wenn die
simmtlichen materiellen Puncte oder Gewichte unter sich im Gleichge-
wichte stehen, was nach dem Satze der virtuellen Geschwindigkeiten
die Gleichung p dz, 4 p* dz/, + .. =0 bedingt, auch dIV= Pdz, = o,
woraus wieder folgl, dafs bei dieser unendlich kleinen Bewegung, der

Schwerpunct des Systems weder sleigt noch fillt.
e
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28. Aufgabe.

Eine sogenannle Zu g bricke, welche in der Zeichnung (Fig 85)
durch die gerade Linie A C vorgestelll ist, lasse sich in der verlicalen
Ebene A € B um den Punct € drehen; an dem Endpuncte 4 derselben
ist eine iber die Rolle N gefiihrte Schnur oder Kelte befestigt, an wel-
cher das Gewich! X aufgehiingt ist; es soll nun die Grofse dieses Ge-
wichtes so bestimmt werden, dals dasselbe mit dem Gewichle Q der
Briicke bei irgend einer Lage M C derselben im Gleichgewichte steht.

Auflosung.

Es sey die Linge der Briicke, als Halbmesser des Quadranten
AMBd.i. AC=MC=BC= R und wenn O der Schwerpunct der
Briicke ist, CO=a; ferner soll die Grofse des Gewichles X* [ur jene
Lage der Briicke M C' gefunden werden, fir welche, wenn BC eine
Verticale, der W. BCM=a ist. Zieht man durch O die lothrechte
Linie OE und auf die Sehne B M das Perpendikel €D, so hal man,
wenn das Gewicht der Schniire oder Ketten dabei nicht bertcksichtigt
wird, fiirs Gleichgewicht

Q.CE=X.CD oder Q.aSina=X.RCos} «
a 28ing2Cos; o

und daraus: X =
ot Sin%n . (m)

Zusatz 1. Fiir a =0 wird also X =0 und fiir «=90° da-

gegen X = 220 12 :.'%\/2.

Zusatz 2. Bezeichnet man das nach statischen Gesetzen auf
den Endpunct A reducirte Gewicht Q der Briicke durch P, so ist
RP =aQ, folglich lilst sich die vorige Relalion (m) auch so schreiben :

X=2PSinia,
oder es ist, wenn man die dem Winkel « entsprechendesSehne BM = §

PS g .
setzt, wegen S=2 R Sin}«, auch X = 7 Woraus die Proporlion

folgt: PR Rl ik (0)

29. Aufgabe.

Das Gewicht X der vorigen Aufgabe zu bestimmen, wenn dabei
auch das Gewicht der Kette bericksichtigt wird.
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Auflosung.

Es sey ¢ das Gewicht des laufenden Fulses der Kette und die
Briicke wieder in der Lage €M (Fig. 85), so ist das zur Balancirung
der Briicke nothige Aufhiinggewicht in dieser Lage nach der Relat. (n)
im Zusatz 2 der vorigen Aufgabe:

N
f=i P.

Da ferner das Gewicht des Kettenstiickes M B =S die Grolse ¢ §
besitzt und ihr Schwerpunct im Puncte D liegt, so ist das statische
Moment dieses Gewichtes :

M=—gS><CE=¢qS><CDSinta=¢S8S>RCosjSinga
oder endlich wegen S = 2R Sinl« auch
M—=—2q¢R? Sinzéa Cos% a.
Mufs ferner dieses Gewicht p noch wegen des Gewichtes ¢S der
Kette um p’ vergrofsert werden, so ist dessen stal. Moment
M’ =p'>< CD=p'.R Cos}a
und da fiir das Gleichgewicht M’ = M seyn mufs, sofort
p'RCosla=2¢R*Sin*3aCosyu
also p'=2¢qRSin®}«

Liegt nun selbst bei der horizontalen Lage A C' der Bricke das
untere Ende der Kelte schon auf dem Boden CL auf, so, dals also
auch in jeder andern Lage €M der Briicke, das Gewicht der Kelle von
derselben Liinge BC= R wirksam ist; so hat man, da dieses lelzlere
Gewicht = ¢ R ist, fiir die Grolse des gesuchten Aufhidnggewichtes bei
irgend einer Lage M C der Bricke X =p - p'—qR, oder, wenn
man fir p und p’ die vorigen Werthe selzl, auch:

X_—.IS—2 P-}2¢gRSin*;a—qR.
N
Zusatz. Wegen X—|—qR:EP—}—2(/RSin2%a,

gibl es offenbar einen gewissen Werth von «, wofiir X =0 ist. Setat
man, um diesen Werth zu finden, in der vorigen Gleichung X =0,
so erhilt man, wegen S =2 R Sin % a:

¢gR=2 PSin%a—}— 2¢R Sinzérl
und daraus durch Auflosung dieser quadratischen Gleichung:
— P4+ V(P’+2¢4°RY)

Sl‘nlu —=
2 2R




30. Aufgabe.

Auf zwei miteinander in Verbindung stehenden krummen Flichen,
die im Durchschnitte mit einer verticalen Ebene, durch die beiden Cur-
ven BMC und BmD (Fig. 36) dargestellt sind, liegen die beiden,
millelst eines iber die Rolle A gehenden Fadens MA m miteinander ver-
bundenen materiellen Puncte M und m, von den Gewichten Q und ¢;
es ist die Frage, welche Eigenschaften diese beiden Curven gegen-
einander besitzen miissen, wenn diese Gewichte @ und ¢ in jeder Lage,
die sie darauf einnelimen konnen, miteinander im Gleichgewichte stehen
sollen ?

Auflosung.

Nimmt man die durch 4 gehende in der Verticalebene A €D lie-
gende lothrechte Linie A E zur Abscissenachse und setzt fiir irgend
einen Punct M der Curve B M C (in welchem sich das Gewicht Q befin-
den soll) AP= X und PM=Y, so wie fiir den entsprechenden Punct
m der Curve bmD (in welchem sich das zweite Gewicht ¢ befindet)
Ap=x und pm=y; so wird, wihrend @ um den Bogen M M'=dS§
aufwiirts gleilet, jenes ¢ um das Bogenelemenl mm’ abwirls gehen,
oder es wird das erstere Gewicht um die Hohe P P'— d X sleigen, dagegen
das letztere gleichzeitig um die Hohe pp'=dx sinken. Es folgt daher
nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten fiir das Gleichge-
wicht zwischen Q und q:

QdX ++gde =0
oder wenn man integrirt :
0X+tqgx=C.. ()
wobei € eine unbestimmte Constante bezeichnet.

Ist X’ der Abstand des gemeinschaftlichen Schwerpunctes der

Gewichte Q und ¢ von der durch A gezogenen Horizonlalen, so ist

Q@+ X' =0X+4ga=C (wegen 1), und daraus
P

T 0+4¢
eine constante Grofse, d. h. der gemeinschaftliche Schwerpunct kann

bei dieser unendlich kleinen Verschiebung der Gewichte @ und ¢ auf

ihren Curven weder fallen noch steigen. (Vergl. die 27. Aufgabe.)
Ist nun die Linge des Fadens M A + Am=1{ und AB —a; so ist
I=V[X+a+ Y]+ [@+a +y7] .. @

Wenn daher die eine der beiden Curven, z. B. jene BMC durch

"/
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die Gleichung MR XD i)
gegeben ist, so lilst sich aus den Gleichungen (1), (2, (3) sofort auch
die Gleichung der zweiten Curve Bm D, d. i. y=f(x) bestimmen.

31. Aufgabe.

Es soll die in der verticaien Ebene A CD (Fig. 37) liegende Curve
AmD bestimmt werden, auf welcher das constante Gewicht P, wel-
ches in der 28. Aufgabe statt dem variablen Gewichte X gesetzt wird,
herabgleiten mufs, damit dasselbe in jeder Lage mit dem Gewichte der
Zugbricke im Gleichgewichte stehe.

Auflosung.

Setzt man wie in der 28. Aufgabe CE=ME=AE—=R und
fir irgend eine Lage der Zugbriicke M E (fiir welche sich das Gewicht
P in m befinden soll) die Sehne AM =S, dagegen, um die Bezeich-
nung der vorigen Aufgabe beibehalten zu konnen, das auf den Endpunct
M reducirte Gewicht der Briicke — Q@ (statt P in der 28. Aufg.), so
ist nach der Proportion (») in der 28. Aufgabe Q: P=R:S oder

S
=EQ-- (a)

wobei mit der Bezeichnung der vorigen Aufgabe verglichen, P slait
¢ steht.

Die 3 Gleichungen der vorigen Aufgabe sind, wegen a=0 (in-
dem hier die beiden Puncte 4 und B der Fig. 36 zusammenfallen) und
q=P sofort:

OX+Pr=C.. (1), I=\/(X*+4 Y +\/(@*+y>.. 2)
und Y= F(X) oder da die Curve AMC ein Kreisbogen vom
Halbmesser R ist,

Y2 X?=—2RX .. (3)
Die Gleichung (2) wird daher I=\/2 R X -}\/(«% 42 oder

da aus jener (1) X— it it

folgt, auch:
\/(wz__i_yz):l_\/l:%{(C—Pm)] S ()

Um die in dieser Gleichung der gesuchten Curve AmD vorkom-
menden unbestimmten Constanlen P und € zu finden, darf man nur
bemerken, dafs erstens das freie,, durch die Curve noch nicht vermin-
derte Gewicht mit dem Gewichte der Briicke in ihrer horizontalen Lage
im Gleichgewichte, und da das Gewicht P in diesem Falle im Anfangs-
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puncte A4 ist, fir z=0 auch y =0 seyn mufs. Mit der ersten dieser
beiden Bedingungen folgt aus der obigen Relation (), indem fiir diese
Lage die Sehne AM=S in AC= R\/2 iibergeht:
P="L0_0\h.. ®
und mit der zweiten Bedingung erhélt man aus (2):
0=1— 2RC der ng i)
0 2R

Setzt man daher diese Werthe fiir P und € in die vorige Gleich.
(2) und zugleich auch !=AC=R\/2, so erhilt man nach einer
ganz einfachen Reduction :

Vie*+yH=R\/2—\/[2RB—a\/2)] .. (3

Da sich nun aus dieser Gleichung zu jedem beliebigen Werthe von
o = Ap die Distanz oder Sehne Am = \/(x*-} y* sehr einfach be-
rechnen lifst, so kann die gesuchle Curve Am D leicht miltelst Puncte
m, m’ . . consiruirt werden.

Zusatz. Da aus der vorigen Gleichung (3) die nachslehende

@+ y*+ 2R\ /2.2 —4RB)*=16R*(BR—x/2)

folgt, so ist die eigentliche Gleichung der gesuchten Curve Am D eine
algebraische des vierten Grades.

Anmerkung. Belidor, welcher (in der Science des Ingénieurs) zuerst
die Anwendung dieser Curve zum Aufziehen der Zugbriicken zeigte, nennt
sie Sinusoide , weil er bei ihrer Construction die Sinus der Erhebungs-
winkel beniitzt. Ubrigens ist diese Curve (wie Jok. Bernoulli und L Hopital
zuerst gezeigt haben) nichts anders als eineEpicycloide, bei welcher
der Grund - und Erzeugungskreis gleiche Durchmesser haben.

32. Aufgabe.

Die Gleichung der elastischen Linie zu finden.

Auflosung.

Da man unter der elastischen Linie nichts anderes als die neutrale
Schichte (§. 255) eines elastischen prismatischen Korpers versteht,
welcher in einem oder mehreren Puncten befestigt und durch das eigene
oder ein sonsliges Gewicht gebogen wird; so kann man sich diese
Linien immer als elastische Stibe ohne Dicke vorstellen.

I Ist also erstens ein gewichtsloser elastischer Stab A B (Fig. 38)
mit dem einen Ende B in eine verticale Wand BN befestigt und am
andern Endpunct 4 mit dem Gewichte @ belastet, wobei jedoch die
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Krimmung oder Biegung nur wenig von der Horizontalen abweichen
soll; so ist, wenn man AC=a, AE= B C=2 und fir irgend einen
Punct M der Curve die rechtwinkeligen Coordinaten AP =, PM=y
so wie den Bog. AM=3, den Krimmungshalbmesser OM=p und
wenn M T eine in diesem Puncte gezogene Tangente ist, W. MTP =«
setzt, sofort das statische Moment der Last Q in Beziehung auf diesen
Punct M — Q . Bezeichnet daher E’ das Biegungsmoment (oder die
relative Elasticilit), so ist nach Relation (2) in Nr. 1 15 :
B—0n 0 5. ()

3
Nun ist (Compend. §. 710) p=— e , oder da man bei der

dzd?y
vorausgeselzien geringen Biegung da stalt ds setzen kann, auch:
dz? !
0— _&fy (vergl. auch Nr. 1 1 8); es ist also
, Ay
E de———Q.’L‘ Sia ()
(vergleiche Relat. (@) in Nr. §# 1 8) oder da da constant ist,
d
E‘d.—g=—0.z'd.z'.
dz

Diese Gleichung integrirt, gibt

da 2
um die Constante € zu bestimmen bemerke man, dals wegen

5

d S . :
E:'Zn = tang a, fir £ = a (weil die Tangente B E im Puncte B mit der
Abscissenachse parallel ist) a=0, also auch dy —0 ist; diels gibt

a® G .
e— £2~ , folglich ist, wenn man diesen Werth substituirt:

2 2
E'dy —_——oa’l——dw ——?:‘"

und wenn man abermals integrirt:
, 0
E y=;(“2w—%‘r3)s
wozu keine Constante kommt, weil fir & =0 auch y =0 seyn muls.
Die gesuchte Gleichung ist daher:
0
6 £
Zusatz Die groflste Ordinate oder Biegung erhilt man aus
dieser Gleichung fir & = a und zwar wird

0a’
6—"'—3; .. (2)

= (Bax— o))
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Der Krimmungshalbmesser fir irgend einen Punct M ist

Z

4 E
(obige Relat. m) p= o oder wenn man fir E' den Werth aus der
Relat. (2) setzt:

w

= -

Fir =0 wird p= 00, zum Beweis, dafls der Stab im Auf-
héingpunct 4 nicht gekrimmt ist. Dafernerp fir # = am klein-
sten wird, so besitzt der Stab am Befestigungspunct B die grofste
Krimmung.

p

I Ist der Stab iber die ganze Lange gleichformig belastet,
und zwar auf die Léngeneinheit mit dem Gewichte ¢; so kommt auf
den ganzen Stab die Lasl ga und auf das Stick 4 M jene g z. In Be-
zug auf den Punct M ist das stat. Moment dieser Belastung ¢ & sofort
M=3iz.qxv=73qg2*; wird daher dieses Moment slalt jenem Q & in
der obigen Relation (n) geseizt, so erhilt man fiir den vorliegenden Fall :

. 2y

oalfy SR 1 2
dgdy AR
und daraus wieder, wie vorhin zuerst
dy
= 1 3
E’ = C—clgx®,

: 3 ; d
wobei, da fir o =a wne(lerﬁ—_—o seyn mufs, C=2g¢a®, also

eigentlich E’j—i’):éqa“—%qw“‘

ist, und dann weilers:
Ey=3qg@@®e—La"
ohue Constante, weil fir & =0 wieder y =0 seyn soll.
Die Gleichung der elastischen Linie ist daher in diesem
zweiten Falle:
q
=-— (4 3’—.’1/‘4 S i
Y=g S ) @)
Zusatz 1. Die groflste Ordinate oder Biegung ist (fir = a)
ga* _ Qa’ .
= =, (2
8 E 8L’ 29
wenn man niamlich die ganze Last ¢ a = 0 selzl.
Da die obige Relation () fir den gegenwirtigen Fall in
E":%/)(/J:2 )
ibergeht, so folgl daraus, wenn man auch gleich fiir E* den aus (2%

S5

4
folgenden Werth g% selzt:
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a&

s 77 el L
der kleinste Werth des Krimmungshalbmessers ist, wegen & =a sofort
[l2
" g

Zusatz 2. Die Vergleichung der beiden Relationen (2) und (2%
gibt die Proportion 6:6'=8:8 (vergleiche Nr. 1 1 9).

Sucht man jenes Gewicht ¢, welches am freien Ende 4 des ge-
wichtslosen Stabes bei B dieselbe Biegung, wie die iiber die ganze
Linge gleichlormig vertheilte Last @ hervorbringt, so mufls p fiir den
Punct B in beiden Féllen denselben Werth besitzen. Nun ist fir die

Last ¢ in A aus Relat. (m) p= f—; und fiir die Last Q uber die ganze

2E 2E

¥ 8 aih 2 BN bl A
Linge, aus (m’) s , folglich o T d. 1.

g=30

III.  Es sey endlich der gewichtslose Stab A B am freien Ende A
mit dem Gewichte Q@ und aufserdem noch iiber die ganze Linge mit
dem Gewichte ga gleichformig belastet, so, dafs die beiden vorigen
Fille hier vereint Statt finden; so hat man fiir den Punct M der Curve
das stat. Moment :

M=0o+41e qr=0z+iqa*

folglich wie oben

dl
B i=—0o—i¢a?,
v 2 3
daraus o DS e SN e
dz 2 6

2 3
oder (da wieder fir » = a, 3—1; =0 ist) wegen C= —QQi -+ 2:— , auch
ot . qat 0z 9zt
Bdy= (7 +2 ) do— (47 )
T A i A
folglich

2 6

6 24 &2

ohne Constante.

Zusatz 1. Firz=a wird y=2", gleich der grofsten Bie-
gung, folglich aus dieser Gleichung :

a® r0 qa
6//2 e * oS R "
E (3 + 8 @2
Auch ist wieder aus der Relation E=pQzr—+1qa®, wenn
man fir E' den Werth aus der vorigen Gleich. (2) setzt :
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0 a
ol .(Ei . L @iy
& Qz+;397°
Zusatz 2. Besteht die gleichformige Belastung ¢ a blols in dem
eigenen Gewichte G des Stabes, so nehmen die vorigen Gleichungen
(1“9 und (279 die Form an:

G
Ey—aGo+ieo—i (0ot a")
; G
il 5//=%( (g_ + 8—) (vergl. Nr. 1 19>-

33. Aufgabe.

Ein gewichisloser elastischer Stab 4 B A’ (Fig. 89) ist in einer
verlicalen Wand B E in der Art befesligt, dals er in seinem naliirlichcn
Zuslande die Lage aa’, dagegen, wenn er in den freien Endpuncten 4
und A’ mit den Gewichien @ und Q‘, welche sich umgekehrt wie die
Abstinde A C und A’C’ von der Wand verhallen, belastet wird, jene
ABA annimmt; es sollen die Krimmungen bestimmi werden, welche
der Stab unmiltelbar am Befestigungspunct B zu beiden Seilen der ohne
Dicke gedachten Wand annimmt, vorausgeselzt, dafs der Stab auf der
einen Seite der Wand soll gebogen werden konnen, ohne dals dieses
auf die Biegung auf der andern Seite der Wand einen Einflufs hat.

Auflosung.

Selzt man die horizontalen Abstinde A C= « und A’C' = &', 0

ist nach der gemachten Vorausselzung :
0:0=a':x oder Qz=0'2' .. (@

Ist ferner fiir den Punct B der Kriimmungshalbmesser in der Curve
AB=—r und in der Curve A’‘B’'=71", so ist (Aufgabe 32, Relal. m)
E'—r Qa, und da der Stab durchaus dieselbe relative Elasticitil be-
sitzen soll, auch E'=r'Q'x’, folglich r Q& =r'0"a' und wegen
Relat. (=) sofort: r=r
d h dieKrimmung des Stabes istim Puncte B zubeiden
Seiten der Wand die namliche, es halten sich daher die Fibern
desselben bei B, zu beiden Seiten der Wand oder des Befestigungs-
punctes B das Gleichgewicht.

Es bleibt sonach das Gleichgewicht, so wie die ganzeLage A B A’
auch ungeiindert, wenn man die Wand B E wegnimmt und dafir den
Stab im Puncle B mit einem Slill so befestigt, dals sich der Stab um
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denselben drehen kann, dieser Stift oder Befestigungspunct B erleidet
dabei einen verticalen Druck nach abwirts — Q-+ 0, so, dafs man
diesen Punct auch ohne Storung des Gleichgewichtes durch eine vertical
aufwiirts wirkende Kraft P— Q - Q' ersetzen kann. Werden ferner
die beiden Puncte A und A’ befestigt, so erleiden diese Puncle (da das
Gleichgewicht immer noch bestehen bleibt) vertical aufwirts einen Druck,
beziehungsweise von Q und Q.

Kehrt man endlich das Ganze um, so kann auch ohne Storung
des Gleichgewichies der in den Puncten A und A’ nach abwirts Statt
findende Druck Q@ und Q’ durch Stiitzen aufgehoben werden, wie diefs
in der That in Fig. 40 dargestellt ist.

Zusatz. Wird also ein an beiden Enden unterstiitzter oder frei
aufliegender elastischer Stab, in irgend einem Puncte B belastet, so
wird derselbe genau so gebogen, als ob er in dem Belastungspunct
befestigt, dagegen durch vertical aufwirts wirkende, in den Unter-
stillzungspunclen angebrachte Kréfte, die dem Drucke auf die Stitzen
gleich kommen, gebogen wiirde; dabei bestimmen sich diese Krifte
oder Verlicalpressungen auf die Stiitzpuncte genau so, wie beim gerad-
linigen Hebel nach dem Salze der statischen Momente.

34. Aufgabe.

Der gewichilose elastische Stab A B A’ (Fig. 41) liegt auf den
beiden in einerlei Horizont befindlichen Stiitzen 4 und A’ frei auf und
ist im Puncte B mit dem Gewichte Q belastet; es sollen die Gleichungen
der beiden entstehenden Curven AMB und A’M’‘B, ferner die Grofse
der Biegung oder der Pfeil CB u. s. w. gefunden werden.

Auflosung.

Es sey AC=a und AA4’'=1, so wie fiir irgend einen Punct M
der Curve AMB und einen Punct M’ der Curve A'M’B (bei Voraus-
setzung von rechtwinkeligen Coordinaten), AP=x, PM=y und
AP =g’y P'M'=y’, ferner wenn BT die im Puncte B gezogene
(folglich — vorige Aufgabe — beiden Curven gemeinschaftliche) Tan-
genle ist, W. AT B = «; so0 ist, wenn man die in den Puncten 4 und
A’ auf die Stitzen Slatt findenden Pressungen mit p und p’ bezeichnet,
sich also (vorige Aufgabe) vorstellt, dals der Stab in B befestigt, und
in den Puncten A, A’ durch die Krafte p., p’ verlical aufwirts gezogen
wird , zuerst, wegen pl=0(—a) und p'l=0Qua:
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p=}0—(l—a) und p'=lga S oa((:9)

(also, wie es seyn soll, p—p‘=0). Ferner istin der Curve A M B,

fir den Punct M das stat. Moment = p @, folglich (Aufg. 32):
p Y 2z
dz* 2

5 3 s pa’
oder da fir # =@ der Quotient ﬁ:tany a, also C:172_a + E'tanga

dy
== und dar E—=0—
px u aus o C

wird, auch:

E'dy= (p_;t_f + E tanga) de — ggi’ da,
aus welcher Gleichung wieder weiters
E'y— (%,l_ﬂ —-]—E’tanga) ‘L'—p—ﬁlj ,

oder wenn man fir p den Werth aus (a) setzt, sofort:

Ey= zgg— (l—a)x -+ @ Etang a — 622 (I—a)x®. (D
folgt.
Eben so ist in der Curve A‘M’B fiir den Punct M’ das stat. Moment
/ / 1 dzy/ / /
= p’ &' folglich E' e L A
/ VRpsk |
und daraus wieder E' o == C—gi
da! 2
oder da fiir &= I— q der Quotient 31 — _ tang a, folglich die Con-
T

stante C=‘;1 (! — a)® — E'tang « wird, auch
K dyi=c 121 U — a)*da’'— E' tang o d’ — p—/;—l’ da’
woraus endlich durch weiteres Integriren
By — ;1 (I—a)?a'— w’E’{anga——% a’®
oder wenn man auch hier fir p/ den Werth aus (a) setzt:
E‘y’=%’ (I— a)*a' —a' E' tang « — »(é—l; LU J )

folgt.

Setzt manin der Gleichung (I) & = a und in jener (II) x'=1—a,
so wird fiir beide Werthe y = y’ = B C' =9, daher ist beziechungsweise
nach einer einfachen Reduction :

3
TP Ot — %‘% (! — a) + a E' tang a und

E b= %‘ (U—a)®*— (I—a) E'tang a
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so0, dals wenn man diese beiden Werthe einander gleich setzt und dann
E' tang « bestimmt , sofort
B tang o —.— (l —a)(l—2a) . ©

wird. Substituirt man dlesen Werth fir E’tanga in die beiden Rela-
tionen (I) und (ID, so erhilt man nach einer ganz einfachen Reduction,
fir die Gleichunﬂder Curve AMB: i

2in T iy 2 S B
= GIE’ (—a)[Qal—aPHax—x%] .. 1)
und fiir die Gleichung der Curve A‘M'B
/ 0 / /
T [<2—“2)w—-1‘3] )

dabei darf in der erstern Gleichung = blofs von 0 bis @, und in der
letztern @’ von 0 bis /— a genommen werden.

Setzt man den vorigen Werth von E’fang « auch in die Gleichung

(b), so erhilt man nach gehoriger Reduction:
0a*(l — a)?
= T @)

Zusatz 1. Zur Bestimmung des tiefsten Punctes des gebo-
genen Stabes A BA’, mufs man die grofsten Ordinaten y und y’ auf-
suchen. Nun folgt aus (1) nach der bekannten Regel :

dy

=i GIE’(lﬁa) [@at—a® —32*] =0

Sty

Da aber # Z a seyn mufs, so muls seyn

und daraus:

ah@;" -2 = a*® oder

1=2a.
Ist daher 7> 2 a, d. h. liegt der Punct C naher bei A als bei A/,
80 gibt es in der Curve AMB keine grolste Ordinate y. Ist dagegen
!=2a oder =2a—e, so wird beziechungsweise & —a und
=\/(a*—3% ae) und dafiir, weil der 2t Differenzialquotient negativ
ausfillt, die Ordinate y ein Maximum.
Eben so folgt aus der Gleichung (1%):
dy Qa
dz’ 6 LE

M=,

Buvg's Mechanik, Suppl.

(F——a? g 42—
und daraus:

27
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) DT :
Da nun z' = !— a seyn mufs, so mufls ~—3—”— = (¢—atdi

1< 2aseyn, so, dals wenn I <<2a, also I — a << a oder der Punct
€ niher bei A’ als bei 4 liegt, in der Curve A‘M'B keine grofste Or-
dinate y vorhanden ist, was mit der vorigen Bemerkung fiir y im Ein-
klange steht.

Fiir =2 a oder 2 a - e wiirde beziehungsweise :

@ —opundi— \/(az - [ie;_—e) und dafir y’ ein Maximum.

Der tiefste Punct des gebogenen Stabes liegt also
immer zwischen demAufhingpunctB der Last und dem-
jenigen Stitzpunct A’, dessen Entfernung vom Auf-
hingpunct die grofsere ist.

Ist z. B.a=1 und /=3, so ist dic der grofsten Ordinate y'
entsprechende Abscisse (aus Relat. @) &' =\/% und damit diese Ordinate

32 160’
selbst y? == —
Imar ™ 27 818
g : 16 0°
wihrend nur °2=8—1_E—’;’

folglich in der That y' =6 ist.

Zusatz 2. Fir den besondern Fall, in welchem die Last Q in
der Mitte hiingt, folgt aus den Gleichungen (1), (1) und (2), wegen
{ =2a, bezichungsweise :

y=—0— Ba2z—a®H*

y’ — '-‘QOE’ (3 az.L'l .7)’3)
0a’
6.— — .
und T

endlich folgt aus der Relation (¢) tanga=0, also a=0.

Fiir die grolste Ordinale ist & = 2’ = a und damit
oa’

max.= ymax.= 6L

Y

Zusatz 8. Aus den Relationen B = pp o =pp’ @’ (Gleich. m

*) Will man in diesem Falle den Halbirungspunct zum Ursprung der rechtw.
Coordinaten nehmen, so mufs man in dieser Gleichung @ — statt &
selzen, dadurch erhiilt man die Gleichung :

P Qa*—3az*+ 2.

12 B
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in der 32. Aufg.) und E'= _01;18: 4

(obige Gleich. 2) folgt der

Krimmungshalbmesser:

2
l—
fir die Curve AMB: A=)
30z
L N
und fir die Curve A’M'B: p'= ALET.) S
3z’
: a a*
1 — — e e
Fir /=2 a wird A und p Sy

¥ ; ; a ;
Fir @ = a wird p am kleinsten und zwar p = YL dagegen ist

fir £ =0 sofort p= Q0.

35. Aufgabe.

Der gewichilose elastische Stab AD B (Fig. 42) liegt auf zwei
Stiilzen A und B horizontal frei auf, und wird durch ein iber seine
Linge gleich vertheiltes Gewicht belastet; es soll die dadurch entste-
hende Curve gefunden werden.

Auflosung.

Es sey die Linge des Stabes, welche bei der stets vorausgeselzten
geringen Biegung der Entfernung der beiden Stiitzen gleich ist, A B=1,
die auf die Langeneinheit kommende Belastung = ¢, der Neigungswin-
kel der im Puncte A an die Curve gezogenen Tangenle AT mit der
Horizontalen —a, fir einen belichigen Punct M der gesuchten Curve
"AP=2a und PM=y (wobei wieder P M senkrecht auf A B) so wie
der Kriimmungshalbmesser in diesem Puncle = p. Diels vorausgesetzt,
ist der Druck auf jede der beiden Stiitzen p—=21¢1?, so, dals man die
Stiitzen wegnehmen und dafiir in A und B die Kraft p vertical aufwirts
anbringen kann. Denkt man sich dabei noch den Punct M befestigt,
wodurch (33. Aufgabe) in dem Zustande des Stabes nichts gedndert
wird, so ist das statische Moment in Beziehung auf M, da auf den
Bogen AM das Gewicht ¢ 2 (indem man die Linge des Bogens mit der
Abscisse verwechseln darf) gleichformig vertheilt ist, folglich im Hal-
birungspuncte von A M die Kraft gz abwirts, dagegen im Puncte A

die Kraft p=1¢? aufwirts wirks =—3x.9atx.lql =
—3qx*+iqla. folglich (Aufgabe 32, Relat. n)
hd’s

okt ULt U187

27
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S d
und daraus wieder E’ d_la/: =C+ggz®—Llglz?

oder da fir # =0 der Quotient S_Z: =tanga, folglich die Constante
der Integration C'= E’ fang « wird, auch
E'dy=dx E tang « + L g x®de —Lqlz*dw.
Durch weilere Integration dieser Gleichung erhélt man :
E’y:a‘E’tanya—}—%w*———J: B
ohne Constante, wobei sich die noch unbestimmte constante Grofse

tang « aus dem Umstande bestimmen lifst, dals fir 2 = ¢ die Ordinate
y =0 werden mufs; diels gibt:
q?
E' tang « St 2 (m)
s0, dafs wenn man diesen Werth in der vorigen Gleichung subslituirt
und daraus y bestimmt, sofort die gesuchte Gleichung der Curve
die Form erhalt :

q
y=24E/(13w——2lw3—m’*) Saba@h

Zusatz. Bezeichnet man wieder die grofste Ordinate durch &,
8o hat man, um diese zu finden, nach der Regel:

dy q

2 CFOTRIN . S L 0 A g d

it A x?+ 423 =0 un
d’y q 2
— — S ) o
e 21 Gl l.v+l2.1:),

aus der erstern dieser beiden Gleichungen folgt @ =17, womit der
zweite Differenzialquotient negativ wird; es ist daher die durch die
Mitte C von AB gezogene Ordinate CD =20 die grolste, und zwar
ist, wenn man in der Gleichung (1) @ = 37 selzt und reducirt:

5ql*

6= — R 2
384 E/ @
Ferner folgt aus den Relationen (32. Aufgabe, Relat. m)
§ 5qi*
E'=p(—3qa®+41qla) und (vorige Gleich. 2, E'= 3_54—8 y
wenn man diese beiden Ausdriicke einander gleich setzt und p bestimmt:
5rd%
=R i b 3
P= 1028z (t—2) ®

Fir 2 =0 und 2 =1 wird p =00, so, dals also der Stab in
den Auflagpuncten 4 und B gar nicht gekrimmt ist; dagegen wird
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. & 52
pam kleinsten fir #=2¢ und zwar ist dafiir AR 1550 50 dafs

also der Stab in der Mitte bei D am stdrksten gekrimmt ist.

Da die Gleichung der Curve (1) nicht geéndert wird, wenn man
I — a statt @ schreibt, so zeigt dieses an, dafls die Curve 4 M B durch
die aus dem Halbirungspunct € gezogene Verticallinie CD in zwei
symmetrische Aeste getheill wird. Nimmt man daher diesen Hal-
birungspunct € zum Ursprung der Coordinaten, selzt also CP = x,
s0 mufs man in der vorigen Gleichung (1) 1+/— @ stalt = selzen; da-
durch erhilt man fiir die neue Gleichung der Curve:

L AR L 4
-"'_245(10 2 m+w)
oder wenn man die halbe Linge 1 /=a setzt, auch

y=4‘g— (5a4—6a2.z'2—|—.’b'4) R <l/)

LE
; ga’ 5qat
Ferner wird (Relat. m) tang a = Feo (Relat. 2) ¢ ST und
5a*

(_Relat. 8) p= m .

36. Aufgabe.

Der gewichtlose elaslische Stab APB (Fig. 42) liegt horizontal
auf zwei Stiitzen frei auf und ist sowohl in seiner halben Linge mit dem
Gewichte Q als auch durch ein iiber die ganze Linge gleich vertheiltes
Gewicht, welches auf die Langeneinheit = ¢ ist, belaslet, es soll die
Gleichung der dadurch entstehenden Curve bestimmt werden.

Auflosung.

Selzt man die Entfernung der beiden Slitzen AB =2a und
nimmt man den Halbirungspunct € zum Ursprung der rechtwinkeligen
Coordinaten , setzt namlich fir irgend einen Punct der Curve CP =z
und P M=y, so wie den Druck, welchen jede der beiden Stiitzen er-
leidet = p; so ist fiir diesen letzteren p.2a=0.a-+2aq.a oder

p=30+aq .. (o

Ferner ist das stat. Moment in Bezichung auf den Punct M (wel-
chen man sich wieder befesligt, dagegen die Kraft p im Puncle 4 auf-
wiirls, und jene A P.q in der halben Léinge von A M abwirls wirksam

denk) =p(a — ) — (a— ) ¢q. (a%z) =p(a—2) —; ¢ (a—2)%
folglich (Aufgabe 32, Relat. n):
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dﬂ
E’(Ey,-———-p(a—-.z-)—].—éq(a—m)z.
Daraus folgt durch Integrirung
E’ ~——C’—p(aw—%w2)+%q(a2w—awé+§w3)

oder da fiir &= 0 der Quotient g—i (als Tangente des Winkels, welchen

die im tiefsten Puncte D an die Curve gezogene geometr. Tangente mit
der Abscissenachse bildet) =0, also die Constante € ebenfalls — 0
wird, auch
Edy=—p@r—iz>)de+iq@c—az®F+LadHde .. 3)
woraus ferner
ala? z‘

ot e —*) —hq( WEkE o

oder da fir z=a, y— 0, folglich die Constanle der Integration

C=1pa®—1ga* wird, sofort

Ey=3pa®—zqa*t—p {‘i__)+ ( — Z
oder wegen p =21 0 -} ¢ a (Relat. u) endhch
Ey= oﬁa 0911) (00 "I_ s_|_2q_4$4__ @

folgt.

Zusatz 1. Wollte man die Lage der im Puncte 4 gezogenen
Tangente A T bestimmen, so diirfte man in der Relation (3) sofort nur

dy p ; !
x=a und — ag — ‘ang a setzen (weil y abnimmt, wenn & zunimmt)

und tang a daraus bestimmen; diels wiirde geben :
30a*+4qa®
ST 1
0z @
Da fir =0 die Ordinate y=CD =05 am grolsten wird,

tany a =

3 4
s0 hat man aus (I) E’ézoﬁ—a -+ 55; und daraus :
3 = ¢
P 40d*+5qa @
24 E

Endlich ist (vergl. 82. Aufgabe, Relat. m)
E'=p[pla—a)—3q(a—z)?]
folglich, wenn man in diese Gleichung fir E’ den Werth aus der vori-
gen Relation (2) und fiir p den Werth aus («) setzt und dann p bestimmt,
die Grofse des Kriimmun gshalbmessers im Puncle M:
i ; 40+bHqa e
1280(@a—z) 0 +g(a+2)

pP=
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Zusatz 2. Selzt man ¢g=0, so gehen die Gleichungen (),
(1), (2) und (3) iber in jene:

2a®—3az*+ x®)

tang a ——_‘-E

ga’
'==6E'as
38 (a—x)
welche Werthe mit jenen in der Aufgabe 84, Zusatz 2, wie es seyn
soll, genau ibereinstimmen.
Setzt man dagegen Q= 0, so gehen die genannten 4 Gleichungen

), (1), (2 und (3) iiber in:

RETT

und D—

"/—24E’ 5a*—6a*z*t x*)
. g¢&
b tang « =3E’
b ak
ChaaE
und p=——fﬁ—-—-—
123 (¢*— )

was wieder mit den analogen Ausdriicken der vorigen Aufgabe (Zusalz)
gehorig iibereinstimmt.

Anmerkung Will man nicht schon im voraus den mittlern Punct 2 als
den tiefsten der Curve A D B gelten lassen, also bei der Bestimmung der

dy .
Constante € der ersten Integration den Quotienten e funer— (i chb

dy
schon als bekannt ansehen und wie es oben geschehen dafiir :l; = 0

setzen, d. h. die an diesen Punct 2 gezogene Tangente als parallel mit
A B annehmen ; so bilde diese Tangente mit der Abscissenachse A B gegen
A hin allgemein den Winkel o, so, dals in der obigen zweiten Differen-

dy
zialgleichung (des ersten Grades) fiir £ =0 der Quotient i = fang o,
daher die Constante €= E’tang« wird. Mit diesem Werthe erhilt man
bei dem vorigen Verfahren fiir den Ast AMD:

3

’ 0a* b5qa 0d, .00
E'y=—atang a 4 6 + o4 ——xmnga-—-(4 ) '
ge i
12 B “

und fiir den Ast A’M’D, wobei sich nichls dndert, als dals feng« mit
entgegeugesetztem Zeichen zu nehmen ist:
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Oat .5qat qa
E‘y:atanga-}-——+ N + x lang a — 4 - T+
Ozl gz
12 =H 24

Um nun den Werth fiir Zang a zu finden, sey fir £ =0 die Ordinate
¥ =23, so ist aus diesen beiden Gleichungen:

0a® 5q a*
E 8 = — e
atang a + 6 o4
y Oa 5qa*
und E'S = alang a + 6 + 21
daraus durch Subtraction :
0=2atang a oder tanga=0 .. ()
: 0a" gl
durch Summirung dagegen entsteht 2 £8 =2 [? + T und
4 otz + 5qa*
daraus folgt d= 9ng.  » Wie oben.

Aus der Gleichung (4) folgt zur Bestimmung der grifsten Ordinate,
mit Riicksicht auf die vorige Gleichung () 2
Oa qa z’ qa:
( o e )

()a q(z
und daraus z = 0, womit der zweite Quouent

in der That nega tiv ausfillt.

37. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab AcA’ (Fig. 43) ist in A einge-
mauert, in €' mit dem Gewichte @ bhelastet und liegt am andern Ende A’
auf einer Stiilze frei auf; es soll die Curve beslimmt werden, welche
der Stab dabei annimmt.

Auflosung.

Es sey AB=a, A4’=1 und der Druck auf die Stitze in A’
=p, ferner seyen die rechtwinkeligen Coordinaten irgend eines Punctes
M der Carve AMC, AP=a, PM=y, so wie eines Puncles M’ der
Curve A’M'C, AP'=a' und P‘M’'=y’; so ist das stat. Moment in
Beziehung auf den Punct M (wobei man sich nach Aufg. 33, Zusalz,
den Punct M befestigt und in A‘ die Kraft p aufwiirls, dagegen in C
jene Q abwiirts wirkend denken kanm) M=p(l—a)— 0(a— o),
folglich wicder
d’y
de?

"

=—p{-—ax)-}+ 0(a~ &) und daraus
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E,.QQ =—p (Ia:—f)—}—() (a.’c—z—’) 594

wozu keine Constante kommt, weil fir z =10 auch —= =0 ist, ferner

aoe
== (-2 ro(E-2)
ebenfalls ohne Conslanle, indem fir 2 =0 auch y=0 seyn mufs;

dabei liegt & innerhalb der Grenzen 0 und a.
Eben so hat man in Bezichung auf den Punct M’ der Curve A’M'C
das stat. Moment (indem man s:ich M’ befesligt, und im Puncte A’ die
Kraft p aufwarts wirkend denkt) I —p (l— x"), folglich
E’ gy =—pU—ax), also E’— =0=—p —ﬁz
dz’? o) p( ’

oder da fur ' =a der Quolient (mdem ndch Aufgabe 383, dxe beiden

: ; : 3 dyte »
Curven im Puncle € eine gemeinschaftliche Tangente haben) :1%’ jenen

; : .y
Werth annimmt, welcher aus der Relation (m) furﬁhervorgehl,wcnn

man @ = a setzt, folglich
—-—p(la——)—-}—oa C—p (la——(—l-> oder C—-%I£

’ 17 Tl
wird, auch: e G —p l.r——
b dz’

und daraus weiters :
0a® VAR
Blplas e pl Pl ) b gpEeer .
AT ekt S I ) i
Da ferner y’ fir 2'=a jenen Werth annimmt, welchen y fir
@ =a in (I) erhilt, so hat man zur Bestimmung der Constanten C’:

0(4 ()a‘ la*
= L AR, L C
GUF =) e ()

a
und daraus itk 3
6
folglich, wenn man diesen Werth substituirt, auch:
E' y — ﬂa _'_ Q_Ilzm/ Lz’ z (II)
o ORI TR PXT b )

wobei x‘ von a bis / genommen werden kann.

Um endlich noch die unbestimmte Grofse p zu bestimmen, ber iilze
man die Bedingung , dafls fir # =1 die Ordinale y =0 seyn mufs, so
erhilt man:

e a*(3! - a)

9 O ()
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welcher Werth noch in die Gleichungen (I) und (II) der Curven AMC
und A’M’'C gesetzt werden kann.

Zusatz 1. Zur Bestimmung der grofsten Ordinate oder
des tiefsten Puncles des gebogenen Stabes hat man zuerst aus der
Gleichung (I)

2y (-2 ro(ea—5) =0

und daraus, nachdem man mit @ abgekirzt (oder die Wurzel £ =0
beseitigt) hat: K o
Qu—pli
- )
setzt man in dieser Gleichung ¢ = a + o’ und fiir p den Werth aus (»),
50 zeigt sich, dals nur dann, wie es die Natur der Sache erforderl,

D=2

@ Zaseyn kann, wenn a’ 2 —% ist. Da der zweite Quolient
d*y o
dz?
unler dieser Bedingung wirklich ein Maximum von y Stalt.
Es folgt ferner aus der Gleichung (II): J
‘ 2
8 (1) =0
und daraus, wenn man wieder fir p den Werth aus der Relat. (n) selzt

e=[i-V ()] @

Da aber fir diese Curve A’M'C' &’ < a seyn muls, so folgl, dafs
wenn man in diesem Ausdrucke von &’ die Grolse I=a--a’ selzl,

=—0Qa(2a*+} aa’}2a’*)-dabei negativ wird, so findet

; : : ; ur
diese Bedingung nur erfiillt wird, wenn a’ < -\/1—2 isl.
Auch wird in der That dafir der zweite Differenzialquotient

2,,
¥ = —p{l—ax) negativ, also die Ordinale y* cin Maximum.

de?

Diese Untersuchung zeigt also, dafs in dem Asle oder in der Curve
£8m By findet,

AMC fir y ein Maximum und zwar fir z=2.
wenn l=a -+-a’ geselzl, a' Z %isl. Ferner dals in dem Asle oder
in der Curve A’M'C eine grofste Ordinale y’ exislirt und zwar fir

l—a L
r'=|1— {, wennl!= . oegelzt, @' 18k
[V (:75) ] ata geselzl, @' S

o a . . . i
Fir o' = Fa wird in beiden Fillen 2 = o'=a, so, dals dann

der Aufhingpunct € zugleich auch der tiefste Punct ist.
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solches in der zweiten Curve bestehen, und umgekehrt, nur fir o’ = e
fallen beide grofsten Ordinaten im Aufhéngpunct €' zusammen.
Fir a'=a oder I=2a wird p=30

Zisiait z 2,
12
T=114,

und aus der Relation (2):
es liegt also, da dieser Werth @ > @ ist, kein Maximum von y in der

Findet also das Maximum in der ersten Curve Statt, so kann kein
! [

Curve AMC.
Dagegen wird fiir den zweiten Ast A'M’C aus der Gleich. (2)
z'=2a(1—\/})
und da dieser Werth von 2 zwischen ¢ und 2a liegt (indem &'«
und <<2a 1st)', so findet in diesem Aste eine grofste Ordinate y’ Statt

und zwar ist yh e = GE’ \/i
Die beiden Gleichungen (I) und (1) der Curventheile 4 M C und

A’M’C gehen iiber in jene:
3a 11
B
=0 16 96 )

ba
bl /2 /3
+g ")

Zusatz 3. Setzt man wieder den Pfeil oder die Ordinate des
Aufhdngpunctes BC==25, so erhilt man sowohl aus der Relation (I)

und

als aus jener (JI) fur .7-=a sofort y =y'=16 und zwar
A2 T 3 2
&y [42—aBl—a)?] . @)

1y Sl SR e [N
e g @— V2

welcher Werth in der That, wie es seyn soll, mit der grofsten Ordinate

y in (D oder y’ in (2I), welche fir & = a2’ = a entsteht, tbereinstimmt.

Anmerkung. Fir!=2¢ ist nach Zusatz 2 die grolste Ordinate in dem

as

0a’ 0
Aste A’M’C und i ‘= S T e &
ste und zwar ist YN 6y 5B oder nahe TV wih
aﬂ oll!l

rend die Ordinate des Aufhing i =
inate des Aufhingpunctes & 06 L’ oder nahe 377

also in der That »* >0 ist.
38. Aufgabe.

Der elastische , gewichtlose Stab B A B! (Fig. 44) liegt horizontal
auf 8 Stilzen A, B, B/, von denen sich jene A in der Mitte zwischen
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den beiden andern B, B’ befindet, frei auf; wenn nun jede Hilfte des
Stabes in der Mitte € und €’ mit den Gewichlen Q und @’ belastet ist,
50 soll der auf jede der 3 Stiitzen entfallende Druck und zugleich die
Biegung bestimmt werden, welche der Stab dadurch erleidet.

Aufiosung.

Es sey AB=AB =a, der Druck auf den Punct 4 gleich p
und auf die Puncte B und B’ beziechangsweise ¢ und ¢’, so wie der
Winkel, welchen die im Puncte A an die Curve gezogene Tangente mit
der zur Abscissenachse genommenen Geraden B B’ bildet =« ; so hat
man zuerst:

Uy Yy ERig MR e
ferner, wenn man sich die Pressungen p, ¢, ¢’ als Kriifte vorstellt, welche
den in den Puncten A, B, B’ nach aufwirts wirkenden Kriften p, ¢, ¢/
gleich und entgegengeselzt sind, nach statischen Gesetzen (wenn man
B als Drehungspunct ansicht) :

2a¢+pa=0.3a-+40.%a
und (B’ als Drehungspunct):

2a9+pa=0.3a+4+0"%ta
folglich 2 (=g —0—00 8, F)

Setzt man fiir die rechtw. Coordinaten eines Punctes M der Curve
ACB, AP=x, PM =y und denkt sich von dem Theile BCM der
Curve den Punct M befestigt, dagegen in ¢ und B die Kriflte @ und ¢
ab- und aufwirts angebracht; so ist das stat. Moment in Bezichung

auf diesen Punct = ¢ (@ — a) — 0 <§ — .r) , folglich (genau so wie

bei den vorhergehenden Aufgaben):
d2 4’y

a
B, —~Q<;—w)—q<a—&‘>
, dy @® H9bigh z* y
und daraus E —=0(7—Q_)—’/(‘””_2—)+(’

dr
3 : d . .
oder da fir @ =0 der Quotient l—“” ==tang a seyn soll, mithin die
dz

Constante C'= E' tang « wird , auch:

2 ?
E/d_y_ =0(112_1'_.:_> —q(aw—f—)—l-E'm”.’I"-- (a)

dz
woraus durch abermaliges Integriren, sofort

’/=Q(ﬂ$ s)——r/ li——)+¢E’tanqa.. D

folgt, wozu keine Constante komml, weil fiir & = 0 auch y = 0 seyn muls.
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Diese Gleichung bezieht sich auf alle Puncte der Hilfte A M C, so, dals
darin & nur von 0 his ;1 genommen werden darf.

Auf die zweite Hilfte B ¢ der Curve A CB ubergehend, sey fir
irgend einen Punct M‘, AP'=a* und P'M'=y’, 0, dals hier &’ nur

@i : ;
von = bis @ genommen werden darf; so ist (wenn man sich den Punct

M’ befestigt, dagegen im Puncte B dieKraft p aufwirts wirkend denkt)
das stat. Moment in Bezichung auf den Punct M‘'=g¢ (a — &)

32,

d7y’

folglich wieder E’ 53

=—q@—a)
und daraus :

/3
L e —=
d;z:’ (/( G )
Um die Constante € zu bestimmen, bemerke man, dafs die beiden

Hilften A ¢ und B € der Curve ACB in C eine gemeinschafiliche Tan-

s % 2 d i
gente haben miissen, dafs also der vorige Quotient d—i Turs= el — ;i

3 : 5 vady ct
denselben Werth, wie der obige Quotient d_lzl in(a) fir 2= ;i erhalten
mufs ; diels gibt die Bedingungsgleichung :
10a*—2¢a*+ E'tanga=—35qa*+C
woraus C=1 Qa® - E’tang « folgt, so, dals wenn man diesen Werth
substituirt, sofort

, 4 / o 8
E = =104*+} E'tanga—g (aa: — 2—v)
und daraus durch abermaliges Inlegriren

/2 /8
E’y'=C’—}—%Qaz.z-’—l—.z-’E’tanga—q(q; ——2—:—)

folgt. Zur Bestimmung der Constanten €’ bemerke man, dals y* fiir

o — Z— denselben Werth wie y fir @ = % in der vorigen Gleichung (I)

annehmen mufs; stelll man daher wieder wie vorhin die dieser Bemer-
kung entsprechende Bedingungsgleichung auf und bestimmt daraus €,
o0 erhélt man C=—2X%0d®
und damit aus der vorigen Relation die Gleichung der Curvenhilfte BM/C':
/2 13
E’y—_—%— o' -+ ' E'tanga—gq ﬂ———) ()a . ()
Aus diesen Gleichungen (I) und (II), welche den Curvenlheilen

AMC und BM'C der Hilfte ACB entsprechen, erhilt man jene fir
die Curventheile 4 ¢* und B'C” der Hilfte 4 C'B’, ganz einfach, indem
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man in diese Gleichungen Q' stait 0 und ¢’ stalt ¢ setzt und fang « mit
dem gnlgegengeseizten Zeichen nimmt ; man erhélt dadurch:
az’

Ey=0'(~— ———)——l] i ——)—.Z'E’[an(/a (0]
ez e Bl Qa

und E'y’ —08—.1-‘—.1‘ E’mn_qa—q (— T ar

dabei ist in der erstern Gleichung & von 0 bis f und in der letztern

x' von Z— bis @ zu nehmen.

Setzt man in (II) und (IIY) «'=a, so wird y'=0, folglich,
wenn man gehorig reducirt und mit @ abkiirzt :

0=EFE'tanga+ 2 0a*—L1qa® (8
und 0= — E'tang a 4% 0'a®*— L q'a®* (4
0, dafs sich aus den vier Gleichungen (1), (2), (3), (4), die noch
unbestimmten Grofsen a, p, ¢, ¢’ bestimmen lassen. Man erhilt nimlich
durch die Sublraction von (8) —(4):
0=2E'tang a + 5 a*(0— 0D —3a*(¢—¢")

oder, wenn man fiir ¢—g¢’ den aus (2) folgenden Werth substituirt
und tang « bestimmt :

SR 0=10Y
tang « = Ty ok @11))]
Mit diesem Werthe von ‘ang « folgt ferner aus (3):
1805910
g5 g awv
und eben so aus (4):
130'—30
R
und damit aus (1):
_20+0 VD
32

Anmerkung. Wie man sieht, so triigt die mittlere Stiitze 4 um = der
ganzen Last 0~ 0' mehr als das Doppelte von dem, was die belden
Stiilzen B und B° zusammen tragen, oder mit andern Worlen, diese Stiitze
triigt etwas weniges (und zwar um £5) mehr als § der ganzen Last.

Auch sieht man, dafs die Pressungen auf die Stiitzen von der Grofse
Z' unabhiingig sind, folglich dieselben bleiben, der Stab mag viel oder
wenig biegsam seyn. Aus diesem Grupde filll auch die bei der Ver-
theilung des Druckes einer in 3 Puncten unterstiitzlen geraden steifen
Linie bestehende Unbestimmtheit, wie sie in der 4. Aufgabe vor-
kommt , sogleich hinweg, wenn man dieser Linie auch nur die allerge-
ringste Biegsamkeit zugesteht.
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Zusatz. Fir den besondern Fall, dafs Q'= @ wird, erhélt
man aus den vorigen Relationen :
pP=50, 9g=¢'=20 und fanga=20
80, dafs also die Abscissenachse B A B’ zugleich eine Tangente an die
Curve im Puncte A4 bildet. Die Gleichungen (I) und (II) oder (IY) und
{r) gehen dabei in die Gleichungen iiber :

E’_y:£ Gaz®—1123)

und E'y —'—(——2a3-|—l2a z'—15ax'®*+ 5 %)
wovon die erstere den Curvenhilften 4 ¢ und A€’ und die letztere
jenen B C und B'C’ entspricht.

Fir .z-=;igibt die erstere, und fiir .z-/=(2i die letztere densel-
704°
768 £

Fiir & = 0 gibt die erstere, und fir 2/ =« dieletztere y = y'=0,
Alles wie es seyn soll.

ben Werth: o= —

Zur Bestimmung der crri')fsten Ordinate folgt aus der ersten dieser

: : dy
beiden Gle - = —— (18 — 332 = nd daraus
iden Gleichungen = E’ (18ax o) =08

. P o a
o = 0 fir ein Minimum und @ =284, welcher Werth grofser als 5

folglich fiir diese Curvenhilfte A € unbrauchbar ist. Aus der zweiten
A 3 s ted)! it St
Gleichung dagegen erhilt man o (12a*—380ax 152> =0

und daraus z'=a + a\/%, wovon, da @’nicht grofser als a seyn darf,

nur der zweite Werth 2/’ =« (l —715> , welcher, wie es fiir den Cur-

ventheil B C seyn soll, grofser als Z— und kleiner als @ ist, in der That

einem Maximum von g’ entspricht, indem dafiir der Quotient

e A =A(—30a-+30x) negativ ausfillt, und zwar ist dafiir

dz? 4
3
Y aiogld . oder nahe — 2%
mar S AR/ 107 £/
wihrend der obige Werlh fiir die Ordinate des Aufhdngpunctes € nahe
den Werth 6= 0?)71:’ gibt, dieser also jedenfalls elwas kleiner als

der vorige Werth von ¢’ ist,
Was endlich den Kriimmungshalbmesser betrifft, so lifst sich dieser
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fiir jeden der beiden Curventheile A € und B € wieder eben so, wie bei
den vorhergehenden Aufgaben ohne Schwierigkeit bestimmen.
Anmerkung Setzt man hier (in diesem Zusalz) iiberall 2« statt @, so
erhilt man genau dieselben Gleichungen und Werthe wie im Zusatz 2,
der vorigen Aufgabe. Jede Hilfte des Stabes ACB und AC B st also
hier genau in derselben Lage. als ob dieselbe in 4 eingemauert wire und
bezichungsweise in B und B’ frei auflige.

39. Aufgabe.

Die vorige Aufgabe mit Riicksicht auf das eigene Gewi cht des
clastischen Stabes oder Balkens aufzuldsen.

Aufiosung.

Behilt man durchaus dieselbe Bezeichnung wie in der vorigen
Aufgabe bei und selzt das Gewicht der Lingeneinheit des Stabes (oder
wenn dieser gewichllos betrachtet wird, die noch aufser der Belastung
0 auf die Lingeneinheit kommende gleichformige Belastung) =g; s0
mufs man jetzt fir das erstere, auf den Puncl M bezogene stat. Moment
der vorigen Aufgabe

M=yg(a ) Q(g——a‘)—%y(a—.y)z

(i
da:yz— *‘—-.L‘)—}— gla—ax)*—qla—ax)

selzen (also hier noch das Glied g(a—a). L¢a— @) hinzufigen,
woraus man, genau wie frither verfahren, nach und nach

N

q (a.r——;—) —~+ E'tang «

und daher 75!

und - ,
E’y—O(—w ! )+%g(’im2_‘ima+f_2

gl == )-ﬂ—.L'E’lrmqu D
erhilt.
Fiir die Hélfte B C ist jelzt das slat. Moment
=q(a—x) —L+g(a—a)* folglich
i
dz'* 4
und daraus (da die Constante C=% | E tang « wird):

—1lg(a—2)'—q(a—a)
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Q a

El%:':%‘/( am’2-—}— )—q(a.z——-)-—]— -+ E’tang«
und
(A A1
trob (E ) ()
o[l / i
: z'+ a'E 48 D

die den 4 Gleichungen (1), (2), (8), (4) der vorigen Aufgabe analogen
Gleichungen sind hier :
p+g+¢=0+0+2ag9 (1
2(—g¢H)=0—0" @
ferner, wenn man in (IT) und (II") (welche letztere Gleich. aus jener
(H) entsteht, wenn man wieder Q' und ¢’ statt Q und ¢ schreibt und
tang & negativ nimmt) a’= a setzt, wofir y’=0 wird:
0=1ga*—1ga®+ 5 0ataE tanga (3)

und 0=1lga*—Ltqa®+ 50 a®*—aE'tange (4)

Aus diesen Gleichungen folgl ganz einfach, wie in der vorigen
Aufgabe :

a@:(0—"100)
Qa= = i
dagegen zgg:w
e D08 o5 5 05 E 0 ag
o 32
G =22(0 +§2+4O”y

Endlich erhdlt man fir die Ordinate des Aufhangpunctes (fir =

PRI

a
aus (I) oder w’=§— aus (I):
SRIE " gat
e oF’
welche Ausdriicke simmtlich, wie es seyn soll, fir g=0 in die cor-

respondirenden der vorigen Aufgabe iibergehen.

40. Aufgabe.

Wenn zwei malerielle Kugeln aus homogenen Schichten oder
Schalen gebildet sind, deren simmtliche Puncle sich im geraden Ver-
haltnifs ihrer Massen und im umgekehrten Verhaltnifs des Quadrates
ihrer Entfernung anziehen, die Resultante der Krafte zu finden, welche

Jede Kugel auf die andere ausiibt.
Burg's Mechanik. Suppl. 28
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Auflosung.

I Betrachtet man zuerst die Anziehung einer homogenen Kugel-
schale, deren Mittelpunct ¢ (Fig. 45) ist, gegen einen maleriellen Punci
0, welcher aulserhalb der Schale liegt; so sey » der Halbmesser
der Schale und & ihre unendlich kleine Dicke, folglich V=472 5 ihr
Volumen ; ferner bezeichne p die anziehende Kraft, welche zwei mate-
rielle Puncte in dem Abslande = 1 gegen einander ausiiben, wenn jeder
Punct dic Masse =1 besitzt, m sey die Masse des materiellen Punctes
in 0 und m’ die Masse der Volumeneinheit der Kugelschale, folglich
M =47z 5m jene der Schale selbst; ferner sey €O = a der Abstand
des materiellen Punctes O vom Millelpunct € und fir irgend eine unend-
lich kleine, im Puncte M liegende Oberfliche > der Kugelschale, der
Abstand MO = %, folglich, da das Volumen dieses Elementes der Schale
= wd und dessen Masse = w dm" ist, die Anziehungskraft gegen den
Punct 0, nach dem angenommenen Geselze :

wdmm’

s —‘z‘r"l’ (©)

Denkt man sich die Kugelschale durch zwei Ebenen M M’ und
mm' geschnillen, welche auf der Geraden €O perpendikulir stehen und
einander unendlich nahe liegen, so, dafs fir OP—=a Op=a | dx
ist; so hal die Resultirende aus allen dhnlichen Kréflen wie p’ in (o)
der dadurch abgeschniltenen unendlich schmalen Zone, die Richtung
0C¢ und als Grofse oder Intensitit die Summe aus den Projectionen der
simmllichen elementaren Kriifte p’ auf die Achse 0C*).

Nun ist die Projection der Kraft p/, welche in M wirkt, auf die
2

z
Achse €O offenbar —p’= w smm’ p
P 2

(Relat. «), folglich gibt die

#) Nimmt man nimlich in Nr. 15 die Richtung der Resultante 3 fiic die
Achse der 2, so wird in der dortigen Relation ¢ = 0, & = ¢ = 90° und daher
R=Z(PCosa), Z(PCosB)=0 und = (PCosy)=0.

Von diesen Relationen sagt die erstere aus, dals die Grolse der
Resultante mehrererauf einen Punct wirkenden Krifte
gleich istder algebr. Summe aus den Projectionen die-
ser Seitenkrdfteaufdie Richtung der Resultanle, so wie
jede der beiden letztern, dafs die algebr Summe aus den Pro-
jectionen dieser Seitenkrifte auf eine zur Resultiren-
denperpendikuliren Achse gleich Nullist.
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Summe aus allen dhnlichen Werthen, welche den auf der genannten
unendlich schmalen Zone liegenden Elementen ¢ entsprechen, die Ge-
sammtanziehung dieser schmalen Zone auf den materiellen Punct 0.
Setzt man daher, da alle auf dieser Zone liegenden Elemente «> dasselbe
a und % haben, fiir die Summe dieser Elemente den Sector selbst, d. i.
2rrda, so ist die eben genannte Anziehung der materiellen Zone
M M'm‘m gegen den materiellen Punct O und umgekehrt des Punctes O
gegen die Zone, sofort:

o M rdzr

1
R OV ol i

Da aber &%= 2*+ MP*=a*} r*— (a—az)*=1r’—a’+ 2ax,
folglich

%*+a*—r?

dz
r=-——— und dm=22
2a

2a
ist, so folgt auch nach gehoriger Substitution und Reduction :

dp_”””’ [dz 4+ (a? —r2>—]

Wird diese Gleichung integrirt, so erhilt man fir den allge-
meinen Fall:
T Mmp (a —7rY
B 7 da’r l:% ] wtnl
Liegt nun
a) der Punct O, wie oben angenommen worden, auflserhalb der

Kugelschale, so mufs diesesIntegral innerhalb der Grenzen von g =a —r
bis = a -} genommen werden; dadurch erhilt man:

__Mmp i 1
L Aair [ 1iv s a-}- G
oder nach gehoriger Reduction :
Mm
=i i R

Liegt aber
b) der Punct O (Fig. 46) innerhalb der Kugelschale, so muls
das vorige Integral zwischen den Grenzen von =17 —a bis s=r-a

genommen werden, wodurch man aber
M mp

T 4ar [ . + —(r—@“r:a]
oder nach gehoriger Reduction
PE—10" {2 enhalt;
Aus der Relation (1) folgt, dafs die anziehende Kraft,
welche die Kugelschale von der Masse — M auf den
D[}
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dufsern Punct O von der Masse =m (und umgekehrt
m gegen M) ausiibt, genau dieselbe ist, als wenn die
gesammte Materie der KugelschaleinihremMittelpunct
vereinigt wire.

Dagegen zeigt die Relation (2), dals die Anziehungskraft,
welche die Kugelschale gegeneineninnerhalb liegen-
den Punct ausibt, Null ist.

II. Da nun das eben Bewiesene von jeder mit dieser concentri-
schen Kugelschale gilt, so folgt, dals ein aus homogenen concentrischen
Kugelschalen zusammengesetzter Korper, dessen sdmmiliche Puncte
einen aufserhalb liegenden materiellen Punct nach dem umgekehrten
quadratischen Verhiltni(s der Entfernung anziehen, dieselbe Wirkung
auf diesen Punct, so wie auch umgekehrt dieserPunct auf den Korper
ausiibt, als wenn die ganze Materie dieses Korpers in seinem Miltel-
puncte vereinigt wire.

Weiters folgt, dals sich bei demselben Anziehungsgesetze die
Wirkung eines aus homogenen Kugelschalen gebildeten Korpers gegen
einen in seinem innern befindlichen Punct auf die Wirkung jener Ma-
terie beschrinkt, welche von der durch diesen Punct gehenden Kugel-
fliche eingeschlossen wird, gegen welche nimlich dieser Punct als ein
dulserer erscheinl, wahrend die Wirkung der ihn einschliefsenden
concenlrischen Schichten Null ist.

Anmerkung Wire demnach unsere Erde genau kugelformig und homogen,
so wiirde ihre Anziechung auf einen Punct im innern derselben dem
Abstande dieses Punctes vom Mittelpuncte der Erde direct proportional
seyn, wibrend ihre Anziehung auf einen aufserhalb oder tber ihrer
Oberfliche liegenden Punct dem Quadrate der Entfernung umgekehrt
proportional wire. Denn man miifste nach dem lelztern Satze fiir einen
innern Punct 0 (Fig. 46) die Masse M der anzichenden Kugel dem
Cubus des Halbmessers €0 = @ proportional, also in der obigen Formel (1)
M=pa® M sctzen, wodurch P=p M m.a wird, wihrend fir dulsere
Puncte die Masse M (= n7°) constant, also auch die Formel (1) unge-
andert bleibt.

III. Liegen endlich die Mittelpuncte €, € zweier aus homoge-
nen concentrischen Schichten bestehenden Kugeln von den Massen M
und M’ um die Entfernung @ auseinander, so ist die Wirkung der ersten
Kugel ¢ auf jeden materiellen Punct der zweiten Kugel €“ eben so, als
wenn die Masse M der ersten Kugel in ihrem Mittelpuncle vereinigl
wiire; ihre Wirkung ist daher auf die Gesammtmasse der zweilen
Kugel die némliche, als wenn im Puncte € die Masse M hefindlich
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wire, welche ihre Wirkung auf diese zweile Iugel ¢’ ausiibte. Die
Resultante dieser Wirkung ist aber

MM

a4

gerade so, als wenn auch die Masse M der zweiten Kugel in ihrem Mittel-
puncle €’ vereinigt wiire ; hieraus folgt der Satz, dafs die Resulti-
rende der Krifte, welche jede Kugel auf die andere
ausiibt, genau diendmlicheist, wie wenn die gesammte
Masse oder Materie jeder Kugel in ihrem Schwer-
oder Mittelpuncte vereinigl ware.

W =



