
A) Aus der Statik.

1. Aufgabe.

Es sey AB (Fig. 1 und Fig. 2) eine sieife gerade Linie, welche

sich der Länge nach nicht verschieben läfst, wohl aber um jeden der

beiden Puncte A und B frei drehen kann; wenn nun im Puncte C eine

Kraft P normal auf AB wirkt, so soll der Druck bestimmt werden,

welchen diese beiden Puncte A und B zu erleiden haben.

Auflösung.

Es sey z der gesuchte Druck auf den Punct A und y jener auf

den Punct B, so ist, wenn der Angriffspunct € der Kraft, wie in Fig. 1,

zwischen den beiden Auflagpuncten A und B liegt und man AB als

einen um B drehbaren Hebel ansieht, die in A für das Gleichgewicht

nölhige, nach aufwärts wirkende Kraft p aus der Relation ($. 73)

p.AB=P.BC zu bestimmen und da zugleich &—p ist, so hat man

xa

Eben so erhält man, wenn man AB als einen um A drehbaren

Hebel ansicht,

270
Liegt dagegen der Angriffspunct € der Kraft P, wıe in Fig. 2,

in der Verlängerung vonAB, so nehme man B für den Drehungs-

punct des Hebels A © und setze die in A für das Gleichgewicht nöthige

Kraft =p; so ist p.AB=P.BC und wegen 2—= —p sofort

az— AB=

d. h. der Druck findet nicht, wie im vorigen Falle in der Richtung der

Kraft P oder nach abwärts, sondern nach aufwärts Statt.
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Ferner ist der Druck in B, als Stützpunct des doppelarmigen

Hebels A C', sofort:

y=P+p=P+77zu d.i.

Be.
ARE

also dessen Richtung nach ab wärts.

Anmerkung. Wie man sieht, darf man in der Auflösung des erstern

Falles nur, wegen der entgegengesetzten Lage von3C, BC negativ oder

mit entgegengesetztem Zeichen nehmen, um die Auflösung für den zweiten

Fall zu erhalten. Es ist nämlich für beide Fälle

BC AEC
Hper und y= 75: P.

wobei von den doppelten Zeichen für den Pall 1 (Fig. 1) das obere, und

für jenen 2 (Fig. 2) das untere gilt.

Fällt der Punet C auf jenen 2, so ist wegen BC=0 und AC=ABZ,

sofort in beiden Fällen:

t=Ht

2=0 udy=P;,

wie es seyn soll.

2. Aufgabe.

Auf die in den beiden Puncten A, B (Fig. 3) frei aufliegende

Sa Linie AB und ihren Verlängerungen, wirken in den Puncten

M, M‘, M’.. normal die Kräfte P, P’, P”...; es soll wieder der

Drı% Su diese beiden Puncte A und B gefunden werden.

Auflösung.

Sieht man zuerst B und dann A als Drehungspunct des Hebels

an, und bezeichnet die beziehungsweise in A und 3 nölhigen Kräfte zur

Herstellung des Gleichgewichtes mit p und 9; so hat man auf den

Drehungspunet B bezogen ($. 32):

p-AB-+ P“.BM“+P".BM"—=P.BM+P.BM'
und auf den Punct A bezogen

g.AB+P.AM=P.AW + P". AM" + pP". AM"
Aus diesen beiden Relationen fo/gt, wenn man den Druck auf den

Punet A wieder durch = und jenen auf den Punct B durch y bezeich-

nel, wegen 2=p und y=y sofort:

 PEBNERRN BI BD RE

us AB Ve
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Durch Summirung dieser beiden Gleichungen folgt, wie es seyn

soll: a-y—P-+P'P'..

Zusatz 1. Wirken eine oder mehrere dieser Kräfte nach ent-

ge&engeselzter Richtung‘, hier also aufwärts, so darf man diese Kräfte

nur mit enigegengesetzten Zeichen in die vorigen Formeln einselzen.

Zusatz 2. Wirken die Kräfte nichtnormal, sondern unter

ganz beliebigen Winkeln gegen die Achse oder Gerade AB, so darf

man nur jede dieser Kräfte in zwei Seitenkräfte zerlegen, wovon die

eine in die Richtung der Geraden AB fällt, und die andere darauf senk-

rechtist; die letztern dieser Seitenkräfte sind dann die Kräfte P, P‘, P“..

der Formeln (A), während die erstern unberücksichtigt bleiben, wenn

sich die Gerade AB der Länge nach nicht verschieben läfst, sonst aber

die algebraische Summe die Gröfse und Richtung ihrer Resultante nach

AB oder B A angibt.
Ist z. B. in der ersten Aufgabe, für welche hier P=P’— P"’—0

und P’—=P zu setzenist, der Winkel unter welchen die Kraft P (Fig. 4)

auf AB wirkt =a; so erleidet die Achse AB von B gegen A einen

Druck =PCosa, während die normal auf AB wirkende Kraft

—=P Sin «a ist.

Von dieser letztern Kraft entsteht in A ein Druck normal auf AB:
BC a

2— 75PSina

a 5 AC
und in B ein Druck: y- 75. Pin a

während der von 3 nach A Statt findende Druck P Cos x ganz beliebig

auf diese Puncle A und B vertheilt gedacht werden kann, sonach der

Druck auf die beiden Puncte A und B in dieser Richtung ganz unb e-

stimmt ist.

3. Aufgabe.

Mit der Achse AB (Fig. 5) ist im Puncte € der Arm CD senk-

recht verbunden, und im Puncte D desselben wirkt die Kraft P parallel

mit BA; es soll der in den Puncten A und 3 dadurchentstehende Druck

bestimmt werden.

3. Auflösung.

Man ziehe die Verbindungslinie BD und verlängere dieselbe über

D hinaus, schneide auf der Richtung der Kraft P das Stück De—=P
ab, ziehe eö parallel zu CD und in parallel zu AB, so dafs dadurch
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(indem auch €D verlängert wird) das Rechteck en entsteht. Bringt

man ferner, da dadurch das Gleichgewicht nicht gestört wird, auf den

Punct D die beiden gleichen Kräfte Dn und Dm nach gerad enigegen-

gesetzten Richtungen an, so kann man Di als Resultante der beiden

Kräfte De=P und Dn=Ptanga ansehen, welche sofort auf den

Punct B unter dem Winkel ABD=a wirkt.
Schneidet man daher Bk= Di ab und construirt durch den Punct

% das Rechteck gf, so wird der Punct senkrecht auf AB nach ab-

wärts mit der Krafi Bf—=Dn, und nach der Richtung BA mit der

Kraft Bg—=De=P gedrückt, während noch auf AB normal im Puncle

C die Kraft Dm—=Dn aufwärts wirkt. Diese letztere Kraft bringt

aber (Aufgabe ) auf die Puncte A und B senkrecht auf AB und zwar

nach aufwärts einen Druck hervor, welcher beziehungsweise durch

 Dn= 72. Ptanga und v—42:Ptang«

ausgedrückt wird. Es ist daher der in A normal auf AB nach aul-

wärts Slatt findende Druck

o=

ka — Sn Plang«a

und der im Puncte B nach abwärts entstehende Druck y„=Bf— y'=

AC :
Planga — 7, Prany ad.i.

Be
— — Pllanga,
a FE
cD ’

Selzt man fang a— Zi wird auch

cD cD
2m und A, pP

so, dafs also diese beiden Drücke der Gröfse nacheinander gleich,

der Richtung nach aber einander entgegengesetzt sind.

Was endlich den in der Längenrichtung der Achse AB Slalt

findenden Druck By =

P

betrifft, so kann man sich diesen als auf die

beiden Puncte A und B ganz willkürlich vertheilt vorstellen, indem der

auf diese einzelnen Punete entfallende Druck unbestimmtist.

2. Auflösung.

Zieht man durch den Punct A (Fig. 6) AE parallel zu CD und

denkt sich den Durchschnittspune! E als Angriffspunct der Kraft P, so

wie A als Drehungspunct des Winkelhebels BE AB, an}dessen Endpunet

B zur Herstellung des Gleichgewichtes die senkrecht auf A B nachauf-
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wärts wirkende Kraft y noihwendig seyn soll; so hat man nach stali-

schen Gesetzen:

P.AE—=y.AB und daraus, wegen AE=CD, sofort

I IE:
als Druck auf den Punct B senkrecht auf AB, und zwar nach ab-

wärts.

Der Drehungspunct A erleidet denselben Druck, als wenn die bei-

den Kräfte P und y, mit ihren ursprünglichen Richtungen parallel, in

diesem Puncte angebracht wären; es findet daher in diesem Puncte A

ein senkrecht auf AB und zwar nach aufwärts gerichteter Druck

und ein von B gegen A gerichteter Druck =P Statt, welcher wieder

auf einen, oder auf beide Puncte A und B vertheilt gedacht werden

kann.

Anmerkung. Wie mansieht, hat die Entfernung des Punctes € von den

beiden Puncten A und 3 auf die Gröfse und Richtung des Druckes keinen

Einfluls und es bleibt immer 2.4AB=P.CD.

Zusatz. Wirkt die Kraft P nicht parallel mit BA, sondern

bildet ihre Richtung, welche immer noch in der durch AB und CD»

gehenden Ebene liegen soll, mit A B den Winkel a; so erhält man durch

Zerlegung. der Kraft P in zwei aufeinander senkrechte Seitenkräfte,

wovon.die eine nach DE, d. i. parallel mit BA wirkt, ganz einfach,

 

für den Druck auf A nach aufwärts: ep

für den Druck auf B nach abwärts: y= aemeu)

und für den Druck auf A und B in der Längenrichtung von B gegen A:

$—=P Cosa.

4. Aufgabe.

Eine gewichtlose, unbiegsame horizontale Ebene RS (Fig. 7) ist

in den drei Puncten A, B, C unterstützt und im Puncte M mit dem

Gewichte P belastet; es soll der Druck bestimmt werden, welcher auf
jeden der drei Stülzpuncte Statt findet.

1. Auflösung.

Bezeichnet man den gesuchten Druck auf den Punei A mit «,

jenen auf B mit y und den Druck auf © mit z, nimmt ferner die Ver-
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bindungslinie AB zur Momentenachse und bezeichnet die für das Gleich-

gewicht in dem Puncle € normal auf die Ebene RS nach aufwärts an-

zubringende Kraft durch p; so hat man, wenn CD und ME senkrecht

auf AB gezogen werden,
ME

p CD=P.ME oder Pe

folglich, da der Gröfse nach s3=pist, auch
ME

= -—.P
cD

Da sich die Flächen der beiden Dreiecke ABC und ABM, von

einerlei Grundlinien wie ihre Höhen verhalten , also

ME AABM
En i st, so ist auchN Statt findet, 

 

„Ar AA Bi p

AABC

Ganz analog damit erhält man auch für die Pressungen in den

Puncten Bund A, wenn man beziehungsweise AC und BC zu Mo-

mentenachsen nimmt:

N ee: und rn
AABC AABC

Zusatz 1. Esistalo e+y-+z=P und

z:y:z—=JBCM:d4ACM:.!ABM.

Zusatz 2. Fälli der Punct 7 mit dem Schwerpunct des Drei-

eckes zusammen, so ist wegen JBCM=JACM—=JABMauch

2yes:

 

Fällt der Punct M in eine der drei Verbindungs- oder Umfangs-

linien des Dreieckes ABC, z. B. in jene AB; so wird, wegen

JABM—0 auch 2—09 und wenn z. B. m der Punct ist, mit wel-

chen M zusammenfällt, sofort

z:y=4JBCm:44Cm—=Bm: Am

weil diese beiden Dreiecke einerlei Höhe haben.

Fällt endlich zugleich auch der Punet C in diese Verbindungslinie

AB, so werden die sämtlichen Dreiecke Null und daher folgt aus

den allgemeinen Werthen

en y—ß;, z%;

zum Beweis, dafs der Druck auf die drei Unterstülzungspunele einer

in einem Puncte belasteten geraden unbiegsamen Linie unbe-

siiman bist, oder die Verlheilung des Druckes P ‚auf diese 3 Puncte

auf unzählige Arten geschehen kann.
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2. Auflösung.

Setzt man (Fig 8) MA=a, MB=b, MC=und die Win-

kel ANB—=s, AMC=ß, BM C—y, wobeialso „= 360°— (aß)

ist, bezeichnet ferner wie zuvor, die Drücke, welche die Puncte A,

B, C durch das in M angebrachte Gewicht P erleiden, beziehungsweise

mit 2, y, x; So hat man fürs erste:

BRRE RSRTRHRGED
und dann, wenn man AM als Momentenachse nimmt, da die Kräfte

y und x in Beziehung auf diese Achse im Gleichgewichte stehen müs-

sen, auch, wenn BD und CE perpendikulär aufAM gezogen werden:

y.BD=z2.CE d.i. y.bSina=z2.cSinß (D

Eben so folgt, wenn man BM als Momentenachse gelten läfst:

z.aSina=x.cSiny (8)

Aus diesen 3 Gleichungen (1), (2), (8) erhält man ganz einfach,

wenn man noch Kürze halber
abSina-tacSin®-+beSiny=N selzt:

   

be sü Sin $ b Süa 1p, ne Un “mg @p

Dabei ist, wie sich von selbst versteht, Sin y —= — Sin(a--ß).

Anmerkung. Dieselben Werthe erhält man auch ganz einfach aus den
Werthen der vorigen Auflösung, wenn man dort (Compend. $. 57)
AABM=tabSina, BACMH=!acsind, ABCH=!bcSiny und
AABC=4(ab Sina+ ac Sin8-+ bc Sin ’y) setzt.

Zusatz. Für a=ß== 180° tritt der vorhin. erwähnte Fall ein,

in welchem die 3 Puncte A, B, C mit dem Angriffspunet M der Kraft

Pin einer geraden Linie liegen und wobei der auf diese 3 Puncte

vertheilte Druck P ganz unbestimmtist, also diese letztere so gestellte

Aufgabe unzählig viele Auflösungen, die allerdings innerhalb gewisser

Grenzen liegen, zuläfst. Eine dieser Auflösungen erhält man, wie

bereits bemerkt, indem man in den vorigen Werihen von x, y, x die

Winkel «a = ß — 180° setzt; es wird dadurch, wegen ‚Sin y—

 

—Sin (a+B) =— Sin2a— 2 Sina Cosa und Sind —= Sina sofort,

wenn man gleich mit Sin « dividirt:

Jubnoy ol Tiailosıe

ab+ac—2beCosa‘
oder wegen Cosa—= Cos180°—= — 1, auch:

2beP
EZ

ab+ac+2bc
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acP abP
Eben so ist _— m

AI

BERN
eeaCe

Anmerkung. Geht man auf die 3 Grundgleichungen (1), 2), (3) zurück ;

so gehen sie in dem vorliegenden speciellen Falle über in

z--y+z=P, yb Sin180°=2c Sin 180°, za Sin180’=xc SinO.

Da aber diese beiden letztern Gleichungen identisch sind und sonach

nur Eine ausmachen, indem jede 0=0 wird, so bestehen in der That

nur zwei Gleichungen, aus denen sich also die 3 Unbekannten 2, %, 3

nicht vollkommen bestimmen lassen.

Es bestehen nämlich, wenn man in Fig.9 AU=a, MB=b und

MC=c setzt, für das Gleichgewicht der 4 Kräfte ?, z, y, & $.80W

Nr. 20) nur die beiden Relationen:

z+y+z=P () wd ar=dby+ez (8)

Da nun sowohl y als auch z Null seyn kann, so sind die Grenzen,

innerhalb welcher die sämmtlichen Werthe von Z, Y, 3 liegen und diesen

beiden Bedingungsgleichungen entsprechen, folgende :

 

 

2 Pc Pb
fürı2% 2 und 5%

Y Pa
für 9 „0 und zz

5 Pa
für 3: +6 und 0.

Drückt man zwei von den 3 Gröfsen 2, Y, 3 durch die dritte, z. B.

x, y durch 3 aus, so erhält man:

DBP+(.— 5) aP—(a+co%

= Trgagas und = er

so, dals also, wenn für 3 ein innerhalb der eben angegebenenbetreffenden

Grenzen liegender Werth angenommen wird, die beiden übrigen Grölsen

vollkommen bestimmt sind; so ist z. B. für 2= 0 sofort :

P ar
aee

Eine ähnliche Unbestimmtheit, wie sie hier in Beziehung auf die 3,

in einer geraden Linie liegenden Puncte vorkömmt, findet auch Statt,

wenn eine unbiegsame, in einem Puncte belastete Ebene, in mehr als

3 Puncten unterstützt, und der Druck auf jeden dieser Puncte gesucht

wird.

Übrigens mufs bemerkt werden, dafs die hier erörterte Unbestimmtheit

sogleich verschwindet, wenn man der geraden Linie (oder in dem eben

angeführten Falle der Ebene) eine, wenn auch noch so geringe Bieg-

samkeit, wie diefs in der Wirklichkeit immer der Fall ist, zugesteht.

(Man sehe die Anmerk. zur 38. Aufgabe.)
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5. Aufgabe.

Ein Sparren oder Balken, welcher hier durch eine steife gerade

Linie AB (Fig 10) dargestellt wird, lehnt sich, während er sich zu-

gleich auf den horizontalen Boden CR stützt, an eine verticale Wand

CS in der Art, dafs er selbst in einer verticalen (auf C.R und C'S per-

pendikulären) Ebene liegt und mit dem Horizonte den Winkel ABC—=a

bildet; wenn nun in irgend einem Puncte M dieses Balkens ein Gewicht

P aufgehängt wird, so soll unter der Voraussetzung, dafs der Balken

selbst kein Gewicht hal und weder am Boden CR noch an der Wand

CS irgend eine Reibung Statt findet, sowohl der horizontale Schub

als auch der verticale Druck des Balkens gegen die Wand Cs
und den Boden CR bestimmt werden.

Auflösung.

Es sey AM—=a und BM=5, so entsteht von der lothrecht

wirkenden Last P auf die beiden Puncte A und B nach derselben Rich-

tung ein Druck, welcher ($. 20) für den Punct A durch ng P

und für den Punct B durch 1=,,,P ausgedrückt wird.

Schneidet man daher AD—=p ab und construirt das Parallelo-

gramm EF, so ist die Seitenkraft AF=AD Cota—=p Cota und jene
AD

AH £
Sina Sins’

Verlängert man ferner AB, schneidet auf der Verlängerung

BG=AE ab und construirt das Rechteck HJ, so ist

  

; Dias psp kiie 2 nikDe
BI—-BGSin«— —, Sina—p undBH=BGCosa—..,_ Cosa

=pCota.

Es ist also der horizontale Schub gegen die Wand in A:
b

S=ANSpRn= Tr, P Cob«

und der verticale Druck gegen den Boden in B:

D=49+BJ=g+p=P.
Aufserdem ist der Schub, mit welchem der Balken am Boden CR

nach horizontaler Richtung auszuweichen sucht:
b

ee

also eben so grols wie in A gegen die Wand.
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Ist M der Halbirungspunet von AB, also b=a, so ist. der

horizontale Schub: S—=1PCota.

Anmerkung. Es muls also, um das Gleiehgewicht herzustellen, in 3 eıne

horizontale, von 4 gegen B wirkende Kraft S angebracht werden.

Für «= 90’ ist S=0 und füra=0 wird S unendlich grols, weil.

da keine Reibung angenommen wird, keine, auch noch so grolse Kraft

im Stande ist, den Sparren horizontal gegen die Wand so zu drücken,

um dadurch das Herabgleiten desselben längs der verticalen Wand zu

verhindern.

Zusatz. Sind also zwei gleiche Balken oder Sparren A C und

BC (Fig. 11) in einer verticalen Ebene ABC unter gleichen Winkeln

gegen den Horizont an einander gelehnt, oder zu einem sogenannten

Leergesperre (technischer Ausdruck bei den Holzverbindungen)

verbunden ; so läfst sich der dabei entstehende horizontale, oder soge-

nannte Sparrenschub, weımnman AD=BD=b, AC—=BC=I,

CD=h, W.CAD=W.CBD=a und das Gewicht eines Sparrens

AC oder BC=G selzt, durch
S—=1@0ofa

AD
oder wegenAH auch durch

b
s=367»

und wenn man annimmt, dafs der laufende Fufs jedes Sparrens (sein

eigenes Gewicht mit eingerechnet) mit dem Gewichte q belastet, also

G=1!g und Sin a -! ist, auch durch

2 d
—1 lg —
eier

ausdrücken.

Der in A und B Statt findende verticale Druckist sofort

D=Gz=ogl

6. Aufgabe.

Die vorige Aufgabe mit Rücksicht auf die an der verlicalen Wand

und am horizontalen Boden Statt findende Reibung aufzulösen.

Auflösung.

Bezeichnet man den horizontalen Schub oder normalen Druck des

Balkens gegen die Wand A € (Fig. 10) indefs durch X, so mufs ohne

Rücksicht auf Reibung in B nach der Richtung HB eine Kraft Y wirken,
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für welche (vorige Aufgabe) Y=X ist. Selzt man den auf den Boden

in B Statt findenden verlicalen Druck —Z und den Reibungscoeffizien-

ten zwischen dem Balken und horizontalen Boden =jı, so ist slalt Y

nur eine Kraft Y’—= X — ıZ erforderlich, um das Ausgleiten bei B zu
verhindern.

Die in A und B vom Gewichte P im Puncte M herrührenden loth-

rechten Kräfte sind nach der vorigen Aufeabe beziehungsweise AD—=p

und =g; anstall wie vorhin »p in AFund AE zu zerlegen, mufs

man jelzt, wenn j„’ den Reibungscoeffizienten zwischen dem Balken

und der verlicalen Wand bezeichnet, p— ‘X zerlegen. Dadurch
erhält man:

AF=X=(p—yw'X)Cota.. (a) und ERre
Sin z

aus der ersien dieser beiden Gleichungen folgt:
» Cot a p

1 a Cola w+Tanga‘ " cn

Wird ferner BG —= Win die beidenSeitenkräfte BH und BJ zer-

legt, so wird BH—= W Cos a = (p—ı‘ X) Cota oder wegenGleich. (a)

BH=X

und BJ=WSina, d.i. BJ=p—ywX.

Es ist also der senkrechte Druck auf den Boden in B:

=g+-BJ=p+g—- WX=P—ywX,

woraus u Z—=jn(P— X), und wenn man diesen Werth in Y’ sub-

stituirt, sofort Y—=X—n(P—X) folgt. Setzt man in diesen
letztern Ausdruck für X den Werth aus (5), so erhält man

Y’—=(-yıy)oe—ıP oder wegen p=—

gabe) endlich die für das Gleichgewicht von H gegen B nöthige hori-

zonlale Kraft:

X=  

 E (vorige Auf-

1-+ ep‘ DR

w + ange“ a+b

Zusalz 1. Um jenen Neigungswinkel a’ des Balkens gegen den
Horizont zu finden, bei welchem die Reibung allein im Stande ist, das

Ausgleiten zu verhindern, darf man in diesem leiztern Ausdruck nur
Y’—=0 setzen; dadurch erhält man

AudbP—(a-+b5)(w' —Langa)nP und daraus:

DZ Ela

»(a+b)
Selzt man w„—=j1 und suchl den Werth von j, für welchen bei

irgend einem Neigungswinkel « das Aus- und Abgleiten des Balkens
Burg’s Mechanik, Suppl. »4

  Yv— uPR ee

tang ul —
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verhindert wird; so erhält man wieder aus der vorigen Gleichung (ec)

für Y’= 0 nach gchöriger Entwicklung:
— (a + D)tanga + v [(a+d)’tanga’+ ad]

BZ 5 .

Zusatz 2. Selzi man die Länge des Balkens oder Sparrens

unn
pZ

Da nun der Zähler dieses Bruches um so gröfser wird, je kleiner

a ist, so wird auch a’ nahe in demselben Verhältnifs gröfser, der Bal-

ken gleitet also unter übrigens gleichen Umständen um soleichter aus,

je näher sich die Last P gegen den Punct A befindet.

a-—+b=I!,soist auch Langa’—

h 1 = 5
Für a= 0 wird fang a’ — 2: für =(1-+up)a wird

 nr und a’ —0.
1+pp
Fällt endlich der Aufhängpunct M der Last P in die halbe Länge

‘; zZ y
AB, so wird wegen b5=a solorl fang a—rt dieser Ausdruck

PR

nähert sich immer mehr der Nulle je gröfser « wird, für a—=90° wird
5 db

wegen fany «= OO sofort a—=0. Für a=0 dagegen wird «= V:

und wenn noch dabei d=aist, a—1.

7. Aufgabe,

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen der Balken AB

Fig. 12) vom Gewichte @ ohne Reibung zwischen den beiden schiefen

Ebenen AC und BC im Gleichgewichte bleibt.

Auflösung.

Da das Gleichgewicht nur möglich ist, wenn die durch den

Schwerpunct © des Balkens gezogene lothrechle Linie @H zugleich

durch den Punet F geht, in welchem sich die beiden, durch die End-

puncte A, B auf die schiefen Ebenen AC und BC errichteten Perpen-

dikel AF und BF schneiden; so seyen a und die Neigungswinkel

dieser schiefen Ebenen mil dem Horizonte DE, so wieAF=p und

BF=g die aus dem Gewichte G= FG entstehenden, auf AC und

BCnormalen Seilenkräfte. Diels vorausgeselzt, hat man

p:G= 8in:Sin(a--[5) und daraus:
@ Sind 6 Sina

Pp—+undwebenisdVe7ee 1 sm(a+ 8)
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Setzt man ferner die Länge des Balkens AB—=!, den Winkel,

welchen derselbe mit dem Horizonte bildet BAJ=g und A0O=H1;

so ist AL=!t100sg=AFSinAFL=AFSina

folglich 31Cosp—=pSin« und Cosg = 7 Sina,

oder wenn man für p den Werth aus (1) selzt:

2 6Sina Sind

Zen 1sin(c+ a

Will man das Gewicht @ eliminiren, so darf man nur berücksich-

tigen, dafs W.ABC=n=ß—p, folglich W.FBO—= 909° — n=

90-+9—ß und daher wegen F0:0B — Sin FBO :: Sin OFB=

Cos (g—B):Sinß, also FO Sind = OB Cos (#—ı:) oder @ Sind =

1Cos(p— 5), folglich wenn man diesen Werth in(2) substituirt, auch:

2 Sina Cos (2 — ß)

gar Sin (a nz

ist, so, dafs wenn man Cos(p—ß) auflöst, die Gleichung durch

Cos 9 dividirt und gehörig reducirt, sofort
Sin (a + 8) — 2 Sina C0s3

2 Sina Sin®

 

tangp = (3)

wird.

Zusatz. Für a—ß wird zangp—=0, folglich mufs der Balken

für das Gleichgewicht horizontal liegen.
Für «—=0 und ß=90° wird tangg—=43—= OO, folglich muls

der Balken in diesem Falle vertical stehen.

S. Aufgabe.

Der Balken oder Sparren AB (Fig. 13) liegt in A auf der verli-

calen Stütze oder Mauer AC auf und stülzt sich am andern Ende bei B

auf den horizontalen Boden BC; wenn nun wieder in irgend einem

Puncte M des als gewichllos gedachten Balkens eine Last P aufgehängt

wird, so sollen die dadurch gegen die verlicaleMauer und den horizon-

talen Boden entstehenden Pressungen bestimmt werden.

Auflösung.

Ist, wie in der 5. Aufgabe, AM—=a, BM—=b undW. ABC=a;

so sind, wie dort
d

AD Guah et ee =— —PaP und BJ—=yg

die in A und B lolhrecht wirkenden Kräfte,

a
=on
a+b

J4*
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Zerlegt man p in zwei auf einander senkrechte Seitenkräfte AE

und AF senkrecht und parallel mit AB, so erhält man

AE=—pCosa und AF=pSina.

Verlängert man AB, macht BH=AF, und zerlegt diese letz-

tere Kraft in die horizontale und verlicale Seitenkrafi B@ und BJ;
so wird

BG=AF.Cosa—pSinaCosa und BJ=AF.Sina=pSina?

der gesammte verticale Druck in B ist daher D=y+BJ—=
a d E89 g
aPURE d. i.

a+b

a + b Sina?
— P (l

+5 1

  

D— 

so wie der horizontale Schub in Bsofort S=B@=p Sin«aCosa,

 : b b
d. i. =mas,

Zerlegt man ferner die oben ausgedrückle Kraft A E in eine hori-

zontale Aa und eine verlicale Seitenkraft Ad, so erhält man:

Aa=—=AESina und AbD=AECosa,

folglich, wenn man für AE den Werth setzt:

„PSin2a. (2)

          
b

Aa=p Cosa Sina —= eraLardonınd=

und Ab=p cosLuPCosa?. (4)

Dieser letztere nach € fortgepflanzte verticale Druck mit jenem

summirt, welcher in B nach dieser Richtung Statt findet, gibt, wie es

seyn soll:
$ 2

a?
u; P Cosa -- ia P=P.,

Zusatz 1. Hat der Balken AB das Gewicht @ und liegt dessen

Schwerpunet im Halbirungspunet der Länge 7, so, das b=a=4%I

ist; so hat man aus den vorigen Formeln, für den unbelasteten

Balken :
im Puncte A den horizontalen Schub S'—=4@Sin2a

„ verticalen Druck D'—=1GCosa?

im Puncte B den horizontalen Schub S=4@Sin2a«—=S’

„ verticalen Druck D=!G@(1-+8Sina?)

Für «—=45° wird der horizontale Schub am gröfsten und

zwar wird dafür S=S6’—1@.
Zugleich wird auch D’—=1@ und D=3@.



373

Für «= 90° wirdS=S’—=0 und D’=0,D=@.

Für «a—=0 endlich ist S=S’—=0 und D’ = D—=+ 6.

Zusatz 2. SetztmanbeieinemLeergesperre ACB Fig. 11)

die Länge eines Sparrens AC=BC=1, die halbe Tiefe des Daches

AD—=BD—b, die Höhe desselben CD—=% und das Gewicht des

laufenden Fulses der Belastung (mit Einschlufs des eigenen Gewichtes

des Sparrens) —=g; so erhält man wegen @=gl, für den verli-

calen Druck auf die Säule CD im Puncte C:

D—2><tglcosatgregi.+gn=g(7 +)

für den verticalenDruckin Aund B:

N
=; (1 +z)9

und für den Sparrenschubin A und B:
hob bh bhBe Ayla mn ae ae

Ss 291-7 "77 29 I 21 70 ! 2°)

oder auch S—4gb Sina.

Der Sparrenschub wird also bei einerlei Tiefe 2% des Daches um

so kleiner , je kleiner der Winkel a ist; es ist daher zur Verminderung

des sonst so nachtheiligen Sparrenschubes bei flachen Dächern sehr

vortheilhaft, solche Säulen oder Stützen CD anzubringen.

9. Aufgabe.

Auf die verticale Säule AB (Fig. 14), welche bei B im Boden

befestigt ist, wirkt im Puncte A nach horizontaler Richtung die Kraft P

mit dem Bestreben diese Säule umzuslürzen; wein nun in der durch A B

und die Richtung der Kraft P gehenden Ebene die Strebe CD ange-

bracht und bei © mit der Säule, bei D mit dem Boden befestigt ist, so

sollen die Pressungen gefunden werden, welche diese Kraft P auf die

Säule und Strebe hervorbringt.

Auflösung.

Die Kraft P bringt auf den Punct € den horizontalen Zug
AB

on zur oder wenn man AB=h, CD=! und W.CDB=«a

seizt, wegen BC—=ISina, jenen

h

1 Sin
CIE — 

hervor.
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Zerlegt man diese Kraft CE in die beiden Seitenkräfte CF und

©J, nach den Richtungen der Säule und Strebe, so wird, wenn man

die erstere mit p und die letztere mit g bezeichnet, wegen p: CE—=
Sina:Cosa, sofort;

p=CEtanga — m 

2Cos a

und wegen g: CE=1:Cosa der Werth von g:

CE hP 2ı— anaerare
7 Cosa 1Sina (Cosa 1Sin2a S

Die Kraft P äufsert demnach das Bestreben die Säule A B mit der
Kraft CF—=p zu heben oder aus dem Boden zu ziehen, und die Strebe
nach der Richtung CD mit der Kraft CIJ—=g zu zerdrücken. Die-

 

ser Druck ist für a=45° am gröfsten und —= 2 . P.

Zerlegt man endlich noch den Druck, welchen die Strebe auf den

Boden nach der Richtung CD ausübt, in einen verlicalen und horizon-

talen Seitendruck = nnd s; so wird der erstere:

 r—=qgSina—
Cosa

und der letztere :

TIPRETFEE

ii & A
Für « —=45° ist onP;

1v2

10. Aufgabe.

Der horizontale Balken A C (Fig. 15) ist in A und noch aufserdem

durch die Strebe DE mit der verlicalen Säule AB verbunden; wenn

nun in € die Kraft lothrecht wirkt, so ist die Frage, welche Pressungen

dadurch entstehen.

Auflösung.

Selzt man die Länge des Balkens AC—=/!, die Höhe der Säule

AB=h, die Länge der Sirebe DE—=b und den W. ADE—a; so

bringt die Kraft P für's erste auf den Punet D einen Zug p lothrecht

nach abwärts hervor, wofür

AC I

PT 4D°  boosa
Zerlegt man diese Kraft » in zwei Seilenkräfte Da und DD nach

den Richtungen des Balkens und der Strebe, so wird:

 

2, 38).
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Da:p=Cosa:Sin«ı und Db:p=1:Sin«a

 folglich BRROBEN

DIR
und Tube hie>arose az,

Sina b Sina Cosa b Sin2a

Von diesen Ausdrücken, welche für sich selbst sprechen , wird

der letztere (Gröfse des Druckes, welchem die Strebe durch ihre rück-

wirkende Festigkeit widerstehen muls) am gröfsten für «—=45° und

zwar wird dafür Dö —2 Ep.

213. Aufgabe.

Zwei Balken oder Sparren AB und BC (Fig. 16), wovon sich

der obere gegen eine verlicale Wand AD, der untere gegen den hori-

zontalen Boden CD stützt und dabei nicht ausweichen kann, sollen in

einer verlicalen Ebene so aufeinander gestellt werden, dafs sie unter

einander im Gleichgewichte stehen; es ist die Frage, welche Winkel

sie dabei mit dem Horizonte bilden müssen %

Auflösung.

Es seyn AB=!, BC—=!' die Längen der Sparren und g das

Gewicht des laufenden Fulses (oder überhaupt der Längeneinheit), ihre

Schwerpuncte in den Halbirungspuncten der Längen, und wenn BE und

CD horizontale Linien sind, die gesuchten Winkel ABE=a und

BCD=.«'‘. Diels vorausgesetzt, hat man (Aufgabe 5) im Puncte B

den horizontalen Sparrenschub:

S—1yl1Cora

und den verlicalen Druck: Dzygt.
Schneidet man nun auf der durch B gezogenen verlicalen Linie

BF das Stück Be=D ab und zerlegtdiese lothrechte Kraft in zwei

Seitenkräfte nach den Richtungen BE und BC, d.i. horizontal und

nach der Länge des Sparrens BC; so wird die erstere

neBeCosa’ er D er a’

Sin 2! Sina’

und die letztere Bb= 79 = ar — zn s
Sin a’ Sina‘ Sin a!

Ferner entsteht durch den Sparren BC, dessen Gewicht q ’ ist,

in B ebenfalls ein Schub nach BE, .welcher durch
S—HgV Cot a’

  —g1Cot il
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ausgedrückt wird, und da dieser Sparren am Boden €D nicht aus-
weichen kann (wie vorausgeselzt wurde), so mufs für das Gleichgewicht
der horizontale Schub nach Be von Seile des Sparrens AB, dem Schube
nach BE von Seite des Sparrens BC gleich seyn, d. h. es muls die
Bedingungsgleichung bestehen:

S=S'+Bad.i.3ylCota—=1gl' Cotu' gl Costa‘.
Ausdieser Gleichungfolgt:

u vCot« —= (2 — | Cot«’ oder auch fang «’— (2 + 5 lang «.

Für zwei gleich lange Sparren, d. i. für ?—/, wird:
lang a’ —3tang«a oder tanga:tanga’—= 1:3.

Zusatz. Das Gleichgewicht wird offenbar auch noch bestehen,
wenn man slall der verlicalen Wand den beiden Sparren AB, BC zwei
gleiche A B‘, BC’ symmetrisch enlgegen aufstelli (Fig. 17)

Ist z. B. in diesemFalle und für ”—1 der Winkel « — 45°, so
wird wegen tanga = 1 und tang a’ —=3 der Winkel « — 71° 33° 54
oder nahe 71031.

12. Aufgabe.

Die Bedingungen anzugeben, unter welchen die Balken oder Spar-
ren AB, BC, CD...(Fig. 18), welche in einer verticalen Ebene als
Seiten eines Polygons aufgestellt sind „im Gleichgewichle stehen, vor-
ausgeselzt, dafs sich wieder der oberste bei A gegen eine verlicale
Wand und der unterste gegen den horizontalen Boden stützt.

Auflösung.

Bezeichnet man die Gewichte der Balken AB, BÜ.., durch
G, €, @,... und die in den Punclen B, C, D... Statt findenden
(horizontalen) Sparrenschübe beziehungsweise durch S, S,, S,..; so
ist, wenn die Schwerpuncte der Sparren wieder in der Mitte liegen
(vorige Aufgabe) für den PunctB:

S=}3600oa ()
und der verlicale Druck DC,

Zieht man durch die Puncte B, €, D... die horizonlalen Linien
BM, CN, DO.. und zerlegt die durch Be dargestellte lolhrechte
Kraft @ in zwei Seitenkräfte Ba@ und Bd nach den Richtungen BM
und BC; so hat man

BeCos D 6Ba=——"— GCotı und Bi= — = — .
Sina, Sina,
  

Sina,
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Von dem zweiten Sparren entsteht in B ebenfalls noch ein Schub

nach BM, und zwar ist dieser =3@, Cota,, so, dals der Gesammt-

schub nach BM—= GCota, +16, Cot«, ist Für das Gleichgewicht

im Puncte B muls also seyn:
3G@Cota= @Cot«, +36, Cote, (2)

Auf den Punct © übergehend, ist der nach B C’Statt findende Druck:

An Ga
Cd=Bb-+ Sina,

Wird diese Kraft C@ in die beiden Seitenkräfte Ce und Ef nach

horizontaler und verticaler Richtung zerlegt, so erhält man
Ce=Cd.Cos«, und Cf=Cd.Sina,, d.i.

S—=Ce=(G-+1G)Coa, und D’=-C/+3%, =6&+6..

Mit Rücksicht auf die vorige Gleichung (2) ist auch

S'—=1G(Cota=S (wegen Gleich. 1.)

Zerlegt man weilers die verlicale Kraft ’—=Cf+fy—=Cy in

die beiden Seitenkräfte CR und Ci, so wird

Ch= CgCoto,—D’ Cotı, = (@ + 6,) Cote,

und re m ur
Sina, Sin d., Sind,

Der Sparren €D bringt im Puncte C noch aufserdem den hori-

zontalen Schub gegen CN von der Gröfse 4 &, Co «, hervor, so, dafs

also der gesammte in € nach dieser Richtung Statt findende Schub

gleich (@ +6, +4G,) Cot, ist und sonach für das Gleichgewicht in

diesem Puncie € sofort

S'—=(G 6, +36@,) Cola, d.i.

16Cta = (Ed +6, +36) C0otoy... (9

Statt finden mufs u. s. w.
Aus den Gleichungen (1), (2), (8) folgt ganz einfach:

> +3 eree
5 s

  

lang a — y lang co, —= "lang a, = us S:=W.

  c+@
und Langa, —langa—=; = !

G, @.
er „ tany a,— lang a, —3.— a

a Ss
u.s.W,

a G+@ 6 6.
also ist st) Fr Desur mals ii

tang a,— tang  tang a, — tang a,

Fr 6===... wird tanga:tanga,:tangay:..

—la.

Zusatz. Ist die Anzahl der Balken oder Sparren allgemein =,

sind dabei @,, G,... 6, ihre Gewichte und a, ,ay...an die obigen

Winkel, so hat man also:
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S=2GCota, und
AG +6, NR

"Tanga, —tange, Lang a, —Lung a,eeLang an—tanga,_,
Da man nun rn Unbekannte (d. i. die Winkel & 5, Ay..An) Und

dafür nur a—1 Gleichungen hat, so muls man einen dieser Winkel,
z. B. jenen «, als bekannt annehmen und alle übrigen durch diesen aus-
drücken.

So hat man z. B. wie in Fig. 17 für zwei Balken die Gleichung

25
 

 

Bag a:G, Cota, = ——2

—

und daraus fang

a,

—at ganR "lang a, — lung a, rnT 6, u:1so, dafs also wieder, wie schon oben gefunden wurde, für 6, = &,
sofort lang, —3tanga, wird.
Anmerkung. Werden die Seiten des Polygons unendlich klein, so geht

dasselbe in eine (umgekehrte) Kettenlinie über, welche bekanntlich
die charakteristische Rigenschaft besitzt, dafs die horizontale Spannung
in jedem Puncte der Curve eine constante Gröfse ist.

13. Aufgabe.

Wenn die beiden Sparren AC und BC (Fig. 19) mit dem hori-
zontalen Balken oder Bundtram AB in A und B, und aufserdem noch
in © durch die verticale Hängsäule CD verbunden ist (einfaches
Hängwerk), den Druck und Schub zu bestimmen , welchen die
belasteten Sparren in den Puncten A und B hervorbringen.

Auflösung.

Ist die mit Einflufs des eigenen Gewichtes über einen Sparren
gleich vertheilte Last —=P, die Last, welche die Hängsäule (durch Be-
lastung des Balkens AB) zu tragen hat — Q, selzi man ferner AD—=
BD=bund CD=n; so erhält man für den Druck im Puncte € nach
der lothrechten Richtung CD:

sP+3P+0=P+0,
folglich, wenn man Cd— P-+ 0 abschneidet und das Parallelogeramm
construirt, sofort Ap—=Bp'=Ca—Cb als Druck in den Punelen
Aund B, nach den Richtungen Ap und Bp‘. Construirt man daher
noch die Rechtecke mn und m’n‘, so wird

An=Bn"—=Cc—=!(P-+0)
und da jeder dieser beiden Puncte A und B noch aulserdem mit sp
gedrückl wird, so ist der gesammte Verticaldruck sowohl in A
wie in B: D=-IP+W-+!P—P-+1Q,
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Ferner ist in demselben Puncte der horizontale Schub:

Am—=Bm'—=S= ac oder wegen Cc:ac—=h:b, auch

d 6
s=0e.,=3P+D,—a(PFDCote,

wenn man nämlich W.CAB=W.CBA= « selzi.

14. Aufgabe.

Die bei dem zusammengesetztenHängwerkin Fig. 20

vorkommenden Pressungen zu bestimmen.

Auflösung.

Ist die Belastung des horizontalen Balkens AB gegeben, und

kommt davon auf jeden der Puncte E und F die Last O, ist ferner

AE—=BF=a, EF=b, CE=DF=h und W. CAE=\W.

DBF=«; so läfst sich in € die verticale Kraft 0 Cd nach den

Richtungen CA und CD zerlegen und zwar ist, wenn Ca und Cb

diese Seitenkräfte sind:

2 rs Me und Cd=(CdCota=0Cota.
‚Sin a Sina

Es wird also die Strebe CA mit der Kraft

Ca=0=2a”+18)

und der Spannriegel CD mit jener
AE

Bo0
CE

 N

zusammengedrückl.

Die beiden Hängsäulen CE, D Fwerden mit der Kraft O und der

Balken AB mit jener Q Cot«, aufihre absolute, so wie dieser leiz-

tere noch aufserdem in Beziehung auf seine relative Fesligkeit in

Anspruch genommen, während die Puncte A und B jeder den verlica-

len Druck © zu erleiden haben.

Anmerkung. Stellt z.B. AZ eine gleichförmig belastete Brücke

vor, so kann man als einfachste Hypothese annehmen, dals jeder der

beiden Puncte Z und F den 3ten, so wie die Puncte A und 2 jeder den

6ten Theil der ganzen Belastung zu tragen haben. Ist sonach W diese

Belastung, also OQ=# 1; so ist der verlicale Druck in jedem der Puncte

Aund 3B=0+:W=3;W.
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15. Aufgabe.

Die verschiedenen Pressungen bei einem einfachen S prengwerk
(Fig. 21) zu finden.

Auflösung.

Wird der Punct € verlical mit dem Gewichte @ gedrückt, so
entfällt davon auf jede der beiden Streben CD, CE der Druck 40,
denn es ist, wenn man auf der durch € gezogenenlothrechten Linie
Cg=0 abschneidet und (in der durch AB, CD und CE gehenden
verlicalen Ebene) das Parallelogramm 57 construirt, sofort (wegen
Cb:C0g= Cosa:Sin2 a):

Re
Sin? a 2 Sina 2 Sina.

Daraus entsteht aber der horizontale Schub:
S=Ca=0bCosı—=10Cota

und der verticaleDruck:
D=0f= CbSina—=}0

gerade so, wie bei dem einfachen Hängwerk.

16. Aufgabe.

Es sollen die verschiedenen Pressungen gefunden werden, welche
bei dem z usammengeseizten Sprengwerk (Fig. 22) vor-
kommen,

Auflösumg.

Entfällt auf die Puncte C und D die Last @, so ist nach dem vori-
gen Verfahren der horizontale Schub S=Ca—=0 Cota, so wie der
verlicale Druck D= Ce — 0.

0Der Druck nach CE ist (wegen Cdb:Cc—=1:8ina) Ob —
Sina’
 

folglich wird der Spannriegel CD mit der Kraft Ca= 0 Cota,

0uud jede der beiden Streben CE und DF mitder Kraft Cb = am:

und zwar ebenfalls in Beziehung auf ihre rückwirkendeFestig-

keit in Anspruch genommen.

17. Aufgabe.

Ein einfacher Keil AB € (Fig. 23), dessen Cathete oder Höhe AC

verlical steht und welcher zwischen zwei Prismen DG, EJ, die an



381

seine Seitenflächen genau anpassen , eingeschobenist, wirkt durch sein

plofses Gewicht zur Verschiebung dieser Prismen nach den Richtungen

CG und CJ; wenn nun diese Prismen eine feste unverschiebbare Lage

haben, so soll bestimmt werden 1°t°ns die mittlere Kraft sämmtlicher

Normalpressungen auf die Seitenfläche des Keils welche durch A €, und

eben so für die Seitenfläche, welche durch BCgeht (beide diese Ebenen

stehen perpendikulär auf der Ebene ABC), 2'°°> derjenige Werth des

Winkels ACB am Keil, für welchen die erste dieser beiden mittleren

Kräfte ein Maximum wird, 3ts der Ort dieser mittleren Kraft,

tens wenn die beiden auf einer horizontalen Ebene liegenden Prismen

DG und EJ blofs durch ihr eigenes Gewicht in ihrer unverschiebbaren

Lage erhalten werden sollen, die Gewichte dieser Prismen , und

5tens (ie Gröfse der Basis € @ des erstern Prisma, damit in demselben

keine Drehung um die durch @ gehende Kante Statt finden kann.

Auflösung zu 1.

Bezeichnet man das Gewicht des Keils ABC durch 0, die mittlere

Kraft sämmtlicher Normalpressungen anfdie senkrechte Seitenfläche A C

mit x, so wie die milllere Kraft der Normalpressungen auf die schiefe

Seitenfläche BC durch y, den Reibungscoeffizienten für die erstere

Fläche AC mit „a, jenen für die letztere BC mit „’ und den W. ACB

mit «; so wird, wenn man y in die beiden nach den in Fig. 23. durch

die Pfeile angedeuteten Richtungen auf einander senkrechten (horizontal

und vertical) Seitenkräfte r und s zerlegt, sofort

r—=yCosa und s=ySina... (m)

Zerlegt man ferner die aus dieser Kraft y entspringende, in der

Richtung MB (Fig. 23.6) wirksame Reibung „’y in zwei eben solche

Seitenkräfte » und u, so wird

u=yn'yCosa« und vo=y'ySina.. (n)

Da nun für das verlangte Gleichgewicht sowohl die horizontalen

als auch die vorhandenen vertlicalen Kräfte für sich im Gleichgewichle

stehen müssen, so hat man
z=r—vund Q=u+s-+ue,

d. i. wenn man die Werlhe aus (m) und (n) substituirt:

z=yCosa—u'ySina.. D

und 0O—=ywyCosa--ySinatı®.. (%

Aus diesen beiden Gleichungen erhält man ganz einfach die Werthe

für z und y, und zwar wird, wenn man Kürze halber den gemein-

schaftlichen Nenner:
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tr+l—upN)tanga=N
selzt, sofort:

_.1—p‘tang a
a— 5

Sec a.und ir;
y N

Setzt man die Höhe des Keils AC=h, die Länge der horizonta-
len durch A, B, C gehenden Seitenkanten desselben — und das Gewicht
der cubischen Einheit des Keils —=1; so ist, wegen
0=3glh?tang« auch

0

|Ih? (1 — y’tang.a) lang a
2Zope

od

qlh? Secatang a

er

(8)

(4)

Auflösung zu 2.

Um den Winkel a für den gröfsten Werth von & zu finden, darf
man nur in der vorigen Gleichung (3) den Werth von N herstellen,

a
a E 5 dzhierauf nach der bekannten Regel den Differenzialquotienten j, dus-

da
' l

5drücken und aus der Gleichung alt = 0 den Werth von zany a beslim-da

men; man findet so ohne Schwierigkeit

B+%’ vle@+29)A+2eN]——, Hu—EN 0.5
1— pp’ P(i— pp) en

für welchen Werth von a die mittlere Pressung x in der That ein Maxi-

tang a —= —

. : er 4 i 1 d’z -mum wird, weil dafür der 2 Differenzialquotient iz Negativ
a

2

ausfällt.

Auflösung zu 3.

Setzt man die Höhe der Prismen CD — a (Fig. 23) und für einen
beliebigen Punct M der Seite DC die Abseisse DM=x, so wie
Mm=dz; so folgt für den im Puncte M Statt findenden Normaldruck
aus der Gleichung (3), in welcher jelzt alles bis auf %, wofür x ge-
selzt werden mufs, constantist:

c=Ag,
wenn man nämlich Kürze halber den constanten Factor mit A bezeichnet.
Daraus folgt für die Normalpressung auf den unendlich schmalen Streifen
von der Höhe Ma — dx und der Breite !, der Werlh de = 2 Axdx,
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und wenn man den Punct D als Mittelpunct der stat. Momente ansieht,

so ist das stat. Moment dieses Druckes:

dM—=z2dr —=2Ar?dz.

Man erhält daher aus dieser Gleichung für die Summe der stat.

Momente sämmtlicher von D bis € vorkommender Pressungen durch

Integration:

M=2A(de—tdat
0

Ist ferner O der gesuchte Ort der mitllern Kraft z (wenn die ver-

licale Ebene #J durch die halbe Länge 2 des Keils gedacht wird) und

dafür DO—=X, so ist auch M=X.2—X Aa? (aus Relat. 3, in

welcher a stalt A zu selzen ist) folglich X Aa?—= 3Aa? und daraus

Nzn. 16.46)

Auflösung zu 4.

Es seyen P und O die gesuchten Gewichte der beiden Prismen

CF und CH, so wie j’ der Reibungscoeffizient derselben mit der

horizontalen Ebene, worauf diese Prismen ruhen und verschiebbar sind;

so hat man für.das Gleichgewicht zwischen dem Keil und dem Prisma

CF offenbar:

pn’P= x und daraus nk n1

wobei für x der Werth aus der Gleichung (8) zu nehmenist.

Ferner ist für das Prisma CH, wenn man sich die Kraft y in

Fig. 23.a in enlgegengeselzter Richtung wirkend vorstellt (um die nö-

ihige Gegenwirkung von Seite des Prisma Q zu erhalten) und daher

auchdie Seitenkräfte r—y Cosa und s=y Sina (Relat. m) nach gerad

entgegengeselzten Richtungen wirkend annimmt, sofort für's Gleich-

gewicht:
n’cO--ySina)=yCosa, woraus

gu Brezr TE, - Auen

folgt, und wobei der Werth von y aus der Relation (4) zu selzen ist.

Auflösung zu 3.

Setzt man die gesuchte Dimension C@—=u, so muls für das

Gleichgewicht der Stabilität des Prisma CF mit dem durch O gehenden

horizontalen Drucke z, damit nämlich um den Punct @ keine Drehung

entsteht, die Gleichung bestehen:
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©.C0O=P.30@ d.i. mit Rücksicht auf die Relation (6):
2ax =3uP oder 2ur=3uP,

und wenn man die Länge des Prisma (die auf der Ebene @D senkrechte
Dimension) gleich jener des Keils, d. i. — Z und das Gewicht der cubi-
schen Einheit —=g‘ selzt, wodurch P— y'alu wird, auch 2ax —
3alg’u?, woraus endlich

VE). @
folgt, in welchem Ausdrucke für x der Werth aus (3) zu setzen ist.

Nach der vorigen Relation (7) muls, um der 4ten Bedingung zu
enisprechen (man setzt nämlich P=yalu),

= 10Tom (10)

seyn, so, dals man also, um beiden Bedingungen 4 und 5 zugleich
zu entsprechen, von diesen beiden, aus (9) und (10) ausgedrückten
Werthen u den gröfseren beibehalten mufs,

u

18. Aufgabe.

Die Bedingungen des Gleichgewichtes für die mit ihren ebenen
Flächen aufeinander liegenden Steine eines Tonnen gewölbes
ABM’N’ (Fig. 24) zu bestimmen, wenn in den Fugen weder
Reibung noch Cohäsion Statt findet und sich dabei der oberste Stein
gegen eine verlicale Wand, und der unterste gegen eine feste Wider-
lage stülzt *),

*) Da die Definition der Gewölbe erst in der Baukunst vorkommt, so wollen
wir hier zur grölseren Verständlichkeit darüber Folgendes vorausschicken,
Stellt Fig. 24 den vertiealen Durchschnitt von der Hälfte einesGewölbes
vor, so heilsen die aufeinander liegenden keilförmigen Steine AB,
AB,... Gewölbsteine; die ebenen Flächen, mit welchen sich diese
Steine berühren die Bindungs- oder Lagerflächen, so wie deren
Grenzlinien AB, AB, ... Fugen. Diejenige Masse MS, von welchem
das Gewölbe getragen wird, oder gegen welche sich der Untertheil des-
selben stützt, heilst die Widerlage, bei Brücken der $ tirnpfeiler,
oder wenn sich zwei neben einander befindliche Gewölbe darauf stützen,
der Pfeiler. Der zunächst an der Widerlage befindliche Theil des Ge-
wölbes heilst der Anfang, der unterste Gewölbstein MN der erste
und der oberste AB, der Schlulsstein des Gewölbes. Die concave
Fläche des Gewölbes, welehe durch die Durchschnittslinie BB, NN geht,
heilst die innere Wölbung (Intrados), so wie jene, welche durch
die obere Linie AA, MAgeht, die Äulsere Wölbung (Zaztrados),
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1. Auflösung.

1. Es seyen O0, O,, 0,.. die in ein und derselben verticalen
Ebene liegenden Schwerpuncte der Steine AB,, A, B,.., ihre Gewichte

der Reihe nach @, G,, @,.. und die Winkel, welche die Fugen A,B,,

A, B, .. mit der Verlicalen AZ bilden, eben so a, a,,0,...

Zerlegt man die im Puncte O vertical wirkende Kraft @ in eine

horizontale Seitenkraft S nach OD und in eine zweite N normal auf die

Fuge A, B, nach OD,; so hat man wegen @:S:N=Sina: Cosa:l
sofort:

S—=GCota oder G=Stanga und N= we sasihla)
‚sin a

Zerlegt man ferner eben so die durch O, gehende verticale Kraft
G, nach 0,D, normal auf die Fuge A,B, und 0,D, normal auf die
folgende Fuge A,B, ; so folgt, wenn man diese beiden Seitenkräfte mit
N, und N, bezeichnet, aus der Proportion

N,:N,:6, = Sin (90 — 0,):Sin (90 — a): Sin (a), —a)

Cosa, Cos a

Sen a, —e) ALLENSra
Aufgleiche Weise erhält man durch Fortsetzung dieses Verfahrens,

d. h. wenn man die in O, wirksame Kraft @, in zwei Seitenkräfte N,
und N,, beziehungsweise normal auf die Fugen A,B, und A,B, zerlegt:

N, = öN G, und sen
Sin (a, — 2) Sin (2, — a)

Sollen nun diese mit ihren absolut glallen Fugen oder Fiächen
aneinander liegenden Steine in jeder Beziehung im Gleichgewichte blei-
ben; so müssen die gegenseiligen Normalpressungen nicht nur einander
gerade entgegengesetzt, sondern auch paarweise einander gleich seyn,
d. h. es müssen die Bedingungsgleichungen Statt finden:

 sofort =

G, u s.w.

die genannten beiden Linien die Wölbungslinien, 2 und A ihre
Scheiteln.

Bilden die Wölbungsflächen eylinderische Flächen, so heilst das
Gewölbe einTonnengewölbe und zwar ein horizontales, wenn
ihre Achse horizontal ist. Die bei diesen Gewölben noch vorkommenden
beiden verlicalen Flächen werden Stirnflächen genannt, und je nach-
dem diese Flächen auf der geometrischen Achse der innern cylinderischen
Fläche recht - oder schiefwinkelig stehen, heilst ein solches Tonnenge-
wölbe auch noch ein gerades oder schiefes Gewölbe, Nur von
diesen erstern ist hierin der vorliegenden Aufgabe die Rede, welshalb
wir auch die Definitionen der Gewölbe nicht weiter fortsetzen wollen.

Burg's Mechanik, Suppl. 25
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N=N» N =N,, N, =N, u. 8w.

oder wenn man für N, N, .. die gefundenen Werthe setzt:
G 6, Cosa, G, Cosa @.Cose,

Sina  Sin(2—a)’ Sinta —a)  Sin(,— a)’
6, Cos 2, 6, Cos a,
ENT
Sin (2, — 2) zur (a, —,).

Löst man in der ersten dieser Gleichungen Sin (a, — a) auf, divi-

dirt Zähler und Nenner mit Cos . Cos«, und bestimmt dann G@,; so

erhält man:
1

tang a, — tung a
ee)G

tung 2

Auf dieselbe Weise folgt aus den übrigen Bedingungsgleichungen :
ss tang a, — tang <, Pr tunga,—lang, ae.

tanga, —tanga *’ ° tange,—tanga, *

Da aber (obige Relation a) @=Stanga ist, so folgt auch

G, =S(tanga, —tang«) (1)

und wenn man diesen Werth in der nächsten Gleich. setzt:

G,=S(tang «, — lang «,) und eben so:

G, =S (fang a, — lang az) U. 8. W.

Es verhalten sich also bei einem im Gleichge-

wichte befindlichen Gewölbe die Gewichte der einzel-

nen Gewölbsteine, wie der Unterschied der Tangenten

der Winkel, welche ihre Fugen mil der Verticallinie

bilden.

II. Aus diesen letzteren Relationen folgt auch:

Stanya—=@G

2) "Sunga=GC-+G6,

RE&, U, 8. W.

Ist Q das Gewicht des Gewölbebogens AMNB, dessen oberste

Fuge AB vertical ist und wobei die unterste Fuge MN mit der Verli-

calen den Winkel 9 bildet; so ist nach diesen letztern Relationen (2):

Stang =6 +6, +6G,+..=

oder S=0C0tg (3)
wobei S den horizontalen Schub im Scheitel bezeichnet.

Ist 0’ das Gewicht des auf das Gewölbstück O folgenden Gewölb-

steines und 4‘ der Winkel, welchen dessen untere Fuge mit der Ver-
ticalen bildet; so ist eben so

Stange’ =0-+-.0' also O-+0':0 = Lang y’:tang 9

oder 0:0= (tangs'—tangg):tangp (4)

o2
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II. Bilden endlich die beiden Fugen MN, M’N’ eines Gewölb-

steines vom Gewichte 0’ mit der Verticallinie die Winkel 9 und 9°; so

ist der Normaldruck auf den nach unten zunächst folgenden Gewölbstein
LTR

80@'—g)

Zerlegt man diesen Druck N in einen horizontalen S’ und vertica-

len D, so ist °=NCosp’ und D=NSing’, oder wenn man für

N den Werth setzt:

(vergleiche den obigen Ausdruck N,).

„_ 0CospCosg‘ 0 ()
Sm—5)  Ttange'—tange

oder wegen 0'—=S (tang £' — tang 9)

(wie aus der Gleichung (4) folgt, wenn man für Q seinen Werth
Stangg setzt) auch:

S—=S (5)
u D— ae 2’ C0s% sr 0’ tang g'

Sin (#' — 2) tang $' — Tango

oder wegen 0:0’ O0 —=tangg'-—tang 9: tang £' (was ebenfalls aus

0’ tang 4‘ich. KlMal) |
Gleich. 4 folgt) woraus man erhäl ET 0’-+-0 auch

D=0-+0. (6

Anmerkung. Alle diese Relationen sind für sich klar und begründen

gewisse Eigenschaften der Gewölbe, bei welchen die absolut glatten Ge-

wölbsteine für sich im Gleichgewichte sind; so folgt z.B. aus der Relation

(5), dafs der horizontale Druck oder Schub in jeder Fuge also

auch in der letzten an der Widerlage constant, und zwar dem hori-

zonlalen Drucke gleich ist, welchen das Gewölbe gegen die am Scheitel

befindliche verticale Fuge ausübt; die Gleichung (6) dagegen sagt aus,

dals der verticale Druck eines jeden Gewölbstücks, dieses vom Scheitel

an gerechnet, gegen die darunter beflndliche Fuge , dem Gewichte dieses

Gewölbstückes gleich ist u. s. w.

 

2. Auflösung.

Zieht man aus irgend einem Puncie € (Fig. 25) der Verticallinie

AZ die Geraden OT, CT,, CT, ... beziehungsweise parallel mit den
Fugen A,B,, A, B,, A, B,...; so steht CT perpendikulär auf der
Richtung Ob des Normaldruckes gegen die Fuge A,B,, CT, perpen-
dikulär auf der Richtung O,c des Normaldruckes gegen die Fuge
A, B, u. s. w.

Ist ferner EF horizontal, also senkrecht auf die Richtung der
Kraft @, so verhalten sich (mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnung)

Da
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die 3 Kräfte @, S, N wie die Seiten 0J, OD, OD, des Dreieckes

0DJ (Fig. 25.a) d.h. es ist
G:S:N=0J:0OD, OD,,

oder da dieses Dreieck jenem CTE ähnlich ist (indem die Seiten wech-

selweise aufeinander senkrecht stehen) auch G:5:N=ET:CE:CT;

daraus folgt od Fig air
N cT S CE

Genau eben so erhält ınan aus den folgenden Dreiecken:
GG ST TR

RT Ze ug
Setzt man ferner in Fig. 25 den horizontalen Druck Oa=S,

den Normaldruck gegen die Fuge A, B,, d.i. Oo—N,, jenen OD5—N,
den Normaldruck gegen die Fuge A,B,, d.i. O,c=N, und jenen

0,c—=N, u. 8. f., so hat man nach den eben entwickelten Relationen:

u. 8. W.

Gi Br (u ya
en Segen. D) EB — __ 8

1 ey: 2 2

Da nun fürs Gleichgewicht der Gewölbstene N=N, N, —=N,,

N,=N, u.s. w. seyn muf[s, so erhält man durch Division der Relation

a ET
(1) durch (2), d.i. = E cher

(2) Lan

& 2 il aune
6... 17

oder da, wenn man CE= I nimmt, ET— tanga, TT,= ET, —ET=
tanga, —langa, T,T,=ET, — ET, —=tanga, —tanga, U. 5. W.
ist, auch:

(Ö)yUur &oW.

eben so

G tanga 6 Lang a 6, __tangs, —tang aIs m EI ni: A Zu et,
S SDNND) a, — lang a? 6, tanga, — lang a,

daraus folgt wieder, wie in der 1. Auflösung:
G=Stanga, G,—=S(tany a, —Lang a) U. 8. W.

Es ist ferner, wie leicht zu sehen:
S:N:N,.:N,. = CE:CT:CT,..=1:Seca:Seca, :Secaz:..

Bildet also irgend eine Fuge mit der Verticalen den Winkel $, so
ist der Normaldruck N’ auf diese Fuge, wegen S:N'=1:Secp sofort

 

N’ — S see 9 =. =—.
c0s%

Da überdiefsnoch @:@,:6,..—=ET:TT, : T, T,:..Stalt findet,
so drücktz.B. E T, das Gewicht O= @ +. @, + 6, des Gewölbstückes

AA,B,B aus und es ist daher, wenn die Fuge A,B, mit der Verlical-

linie den W. 9 bildet:
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G:Q=ET:ET, —langa:tangp, woraus

0—= ch, oder wegen @—=Stanga wieder , wie obentang «

Q=Stangg folgt.

Anmerkung. Dafür einehorizontale Fuge ?= 90° wird, so ist da-
für O= OO, d. h. das Gewicht des über einer Fuge befindlichen Ge-
wölbstückes, dieses von der betreffenden Fuge bis zum Scheitel gerechnet,
muls, wenn das Gleichgewicht bestehen soll, um so grölseres seyn,
je mehr sich der Winkel, welchen diese Fuge mit der Verticallinie
bildet, einem Rechten nähert; für eine horizontale Fuge kann (unter den
gemachten Voraussetzungen) das Gleichgewicht bei keinem, auch noch
so grolsen Gewichte des darüber stehenden Gewölbbogens bestehen.

19. Aufgabe.

Es soll die Dicke eines Tonnengewölbes ABRS (Fig. 26), d.i.
die Höhe der einzelnen Gewölbsteine gefunden werden, wenn die
sämmtlichen Fugen auf der innern Gewölbslinie AMR perpendikulär
stehen und das Gleichgewicht besteht, ohne dafs zwischen den einzelnen
Gewölbsteinen eine Reibung oder Cohäsion Statt findet.

Auflösung.

Es sey Mn irgend ein Gewölbstein, dessen obere Fuge MN mit der
Verticalen den Winkel 9, dagegen die untere jenen nCZ=g9-+tau
bildet; ferner sey @ das Gewicht dieses Gewölbsteins und S wieder der
constante horizontale Schub des Gewölbes.

Diefs vorausgesetzt, ist (vorige Aufgabe, III. Gleich. IE
G ‚Sin o.

iS Er Cos2 Cos (2 + a)

und wenn man sich (wodurch das Gleichgewicht nicht beeinträchtigt
wird) den Gewölbstein so dünn, also den Winkel « so klein vorstellt,
dafs man Sin«—=a« und Cos(p + a)— 005 % setzen kann „ auch:

[4 a
Kies Dosa: 44 .CE)

Ist ferner „= CMder Kriimmungshalbmesser der innern Gewölbs-
linie AMR für den betreffenden Punct M, so ist Mm=pa, folglich,
wenn man die gesuchte Länge der Fuge MN—x setzt, sofort

Nn=(p+4Da,
und daher, wenn man die Stirnfläche dieses Gewölbsteines NMmn—=f
selzt:

f=3CN.Nn—3CM,Mm=1 [P+»?a—p2a].
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So wie diese Fläche fdem Gewichte @ des Gewölbsteins Mn pro-

portional ist (weil das Gewölbe durchaus gleiche Länge oder Tiefe hat)

oder demselben entspricht, eben so läfst sich eine Fläche f’ angeben,

welche dem horizontalen Schub oder Druck S gegen die verticale Fuge

oder Ebene entspricht; es darf dazu blofs f’ aus der Proportion

f:f’= @:S bestimmt werden, so, dals also = e , oder wenn man

die Dicke des Gewölbes im Scheitel, d.i. AB=a und f’=ab setzt,

wobei d noch eine unbestimmte Constante bezeichnet, auch <= I,

oder wenn man für f den vorigen Werth setzt:

6 2zu;[eP+9?—r]
wird. Dieser Quotient dem obigen (a) gleichgesetzt, erhält man:

[+]
und daraus ganz einfach:

+Vlrtn) ©
Setzt man den Krümmungshalbmesser für den Scheitel A gleich r,

so wird, da in diesem Puncte = «a, p—=r und g=0 ist, wenn man

diese Gleichung (5) auf den Scheitel des Gewölbes anwendet:

=—r+ V(r+ 22) und daraus (a+ r)?=r?-+ 2ab

oder 2ab—a?-+2ar, so, dafs wenn man diesen Werth für 245

in der vorigen Gleichung (5) substituirt, auch

a+2ar a
s=—r+V(o2——re ) ..(0) wird.

Ist p das Gewicht der eubischen Einheit des Gewölbes, so ist nach

 

ii

der gemachten Voraussetzung S=fp=abp, folglich auch ad = -

25
und daher 2ab—=a?+2ar— —, also auch

s=—r+Y(rKasselRR

so wie S—1(a?-+2ar)p.. (©

Zusatz. Ist die innere Wolbungsline ein Kreis, so istp=r

constant, folglich die Dicke des Gewölbes:

BERSER®® un=“

ARTE VG ro;
Für den Scheitel wird g== 0 und daher, wie es seyn soll, z=a;

für die weiter davon entfernten Puncte, wird, da Cose abnimmt und
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sich immer mehr der Nulle nähert, & fortwährend gröfser, und wird

endlich für eine horizontale Fuge, wofür g—=90°, also Cos 9 = ist,

Unendlich (was mit der Anmerkung der vorigen Aufgabe überein-

stimmt).

20. Aufgabe.

Es soll bei der bisherigen Voraussetzung , dafs die Gewölbsteine

unter sich ohne Reibung und Cohäsion im Gleichgewichte sind, die

Dicke ED des Widerlagers DF (Fig. 27) bestimmt werden, welches

mit dem Drucke des Gewölbbogens ABGF im Gleichgewichte steht,

vorausgesetzt, dafs die als eine einzige Masse angesehene Widerlage

an ihrer Basis DE nicht ausgleiten oder abrutschen kann.

1. Auflösung.

Es sey der Winkel, welchen die an der Widerlage befindliche

Fuge @F mit der Verticalen bildet FCA=«, das Gewicht des Ge-

wölbbogens BF (als die Hälfte des ganzen Gewölbes) =0@, ferner

AB—=b, FG=b’, NJ—=h (wobei GN—=NF) und die gesuchte

Dicke der Widerlage DE=«.

Besteht die Widerlage aus einem Materiale von demselben speci-

fischen Gewichte wie das Gewölbe und ist p das Gewicht der cubischen

Einheit, so kann man für eine Gewölblänge (senkrecht auf die Stirn-

fläche @FAB verstanden) =1, wenn man die Fläche ABGF—=F

und Fläcbe DGE=DE><JN=he selzt, sofort das Gewicht des

Gewölbbogens O—=pF und das Gewicht der Widerlage oder des Pfei-
lers 9=phz@ setzen.

Nun bringt das Gewölbe auf die Widerlage den verticalen Druck
0 und den horizontalen Schub (18. Aufgabe, Relat. 3) S— 0 Cot«

hervor, und da diese lelztere, nach Nn gerichtete Kraft, den Pfeiler

oder die Widerlage um den Punct D (d. i. um die durch diesen Punct

gehende Längenkante) umzustürzen strebt; so mufs, wenn man Fm
perpendikulär auf NJ zieht, und wenn O der Schwerpunct der Wider-

jage, so wie OH eine durch diesen Punct gezogene Verlicallinie ist,

für das Gleichgewicht
g9.DH+0.DJ=S.NJ

seyn. Danun DH=32, DJ=r - Fn—=x —1b' Sin«, NJ=h
und S— 0 Cota ist, so folgt 442 +02 — 105 Sina—=h0 Cota,
oder wenn man für g und © die Werihe selzt:

sphz’+pF&a—zpb FSina=pFnCota,
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Wird diese Gleichuug nach & aufgelöst, so erhält man nach einer
einfachen Reduction:

_. —Ff+tVvI7(Fr+b'nSina-+ 2n? Cota))— 2 e 

Zusatz. Ist die innere Wölbungslinie ein Kreisbogen vom
Halbmesser r, so ist (vorige Aufgabe, Zusatz)

j 270 +°
b =—r-4+ V(r+ EEE )

G
und (eben dort wo f=ub=abtang p wegen (3) in Aufgabe 18 war)

 

2rb+b? ! i $ ans
AHst ontang « in der vorigen Gleichung von x zu substituiren

2. Auflösung.

1. Um zuerst den horizontalen Schub gegen das Wider-

lager zu bestimmen, denke man sich den Druck auf die Fläche @F

(Fig. 28) in dem Puncte M concenirirt und KMals die Richtung dieser

Kraft N. Eben so sey € jener Punct, in welchem man sich den Druck

S in der verlicalen Fuge AB vereint denken kann, so wie K C ihre

(horizontale) Richtung; ferner sey 0° der Schwerpunct der Gewölbs-

hälfte ABFG und KV eine durch diesen Punct gezogene Verticallinie.

Diefs vorausgesetzt, so muls dem nach der Richtung KL wirksamen

Gewichte Q des Gewölbbogens durch die beiden den daraus entsprin-

genden Kräften KC—S und KM=N entgegen wirkenden Pressungen

(nach dem Satze der gleichen Wirkung und Gegenwirkung) das Gleich-

gewicht gehalten werden. Ist daherML eine horizontale Linie , so

verhalten sich diese 3 Kräfte Q, S, N wie die Seiten des Dreieckes

MLK, so, dals wenn KL das Gewicht oder die Kraft @ vorstellt,

sofort MK=N den auf die Fuge &@F Statt findenden Druck und

ML=S den horizontalen Schub oder Druck gegen das Widerlager

bezeichnet; es ist daher fürs Gleichgewicht dieser 3 Kräfte:

0:S:N=KL:ML:KM,

AL KM
also er und er

und zwarfinden diese Ausdrücke unter allen Bedingungen , also auch

dann Statt, wenn in der Fuge @F irgend eine Reibung oder Cohäsion

angenommen wird. Selzt man dagegen wieder wie bisher eine ab so-

lut glatte Fuge ohne Reibung und Cohäsion voraus, so muls fürs

Gleichgewicht die Richtung der Kraft N, d. i. KM aufdie Richtung der
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Fuge @F normal seyn; bildet daher die Fuge @F mit der Verlicalen

den W.@VK=a, so ist auch W.KML=« und daher

 

ML KM v

Ensa
Q

i ee und N=folglich S—=0Cota un =.

Zerlegt man die normal auf @ F wirkende Kraft N in eine. hori-

zonlale Kraft P und in eine verlicale D, so erhält man natürlich wieder
P=S ud D=0.

II. Was weiters die Stabilität des Pfeilers oder Widerlagers be-

trifft, so steht dieser bekanntlich mit den Kräften, welche ihn umzu-

werfen streben gerade noch im Gleichgewichte, wenn die Resullirende

JR aus allen auf ihn einwirkenden Kräften durch den Punct D geht,

um welchen das Umstürzen Statt finden kann; aufserdem mufs, wenn

der Pfeiler DEG nur durch die Reibung vom Gleiten auf dem horizon-

talen Boden verhindert wird, der Winkel RJH=», welchen diese

Resultante mit der Vertlicalen bildet, kleiner als der sogenannte Reibungs-

winkel seyn. Denn ist R die Gröfse dieser Mittelkraft und x der Rei-

bungscoeffizient des Pfeilers oder Widerlagers auf seiner Basis DE, so

ist, wenn man R in eine horizontale und eine verticale Seilenkraft zer-

legt, die erstere p—=RSinß und dieletztere = R Cos 3, folglich der

Betrag der, der Kraft p entgegenwirkenden Reibung =uy=yR Cos'ß

und daher fürs Gleichgewicht p=g, d.i. RSinß—=yRCosß,

woraus tangß —=y, also ß,der Reibungswinkel ist.

Ist nun der vorhin genannte Winkel $ gröfser als jener ß, so wird

p>gund es findet ein Gleiten des Prisma in der Richtung ED Stalt;

es mufs daher für die Stabilität hinsichtlich des Gleitens des Pfeilers
; ; H

tangp <tangß, d.i. = <u (oder  <{) seyn.

Nun erhält man aber die Resullirende R=JR aus den beiden

durch die Schwerpuncte O und 0’ des Widerlagers und Gewölbbogens
wirkenden verlicalen Kräften O und g, so wie der durch den Scheitel €

gehenden horizontalen Kraft S, indem man durch den Punct J, in wel-

chem die durch O gezogene Verlicallinie, die verlängerte Gerade XM

schneidet, JT= nach horizontaler und JH= 0-1 y nach verticaler
Richtung abschneidel, daraus das Rechteck HT construirt und die
Diagonale JR zieht; dadurch wird die vorige erste Bedingung:

au
Be
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In Beziehung auf die zweite Bedingung, dafs nämlich die Resul-

tante JR durch die äufsere Kante D des Pfeilers gehen soll, hat man,

wenn die Gewölbshöhe KL=a, der Horizontalabstand FZ=c, die

innere Pfeilerhöhe EF = h’ und die Dicke der Widerlage DE=x

geselzt wird, für das Gleichgewicht in Beziehung auf den Momesten-

punct D: Sco+M)=gc+mD)+0.z,

oder wenn man wieder die mittlere Pfeilerhöhe MU==% und das Ge-

wicht der cubischen Einheit der Widerlage =p selzt, wodurch für

jeden Fufs Länge des Pfeilerss OQ=phz wird, auch:

Sc=g(c+n)-+Ipha?.. ©

woraus sofort

u +V{a +2DAlSca+m) gel}
= zn ....(2) 

folgt.

Anmerkung. Damit für die Dauer eine hinreichende Sicherheit gewonnen

werde, und. weil nach dieser Entwicklung die Stabilität des Pfeilers nur

eben noch mit der Kraft, welche ihn umzustürzenstrebt, im Gleich-

gewichte steht, nimmt man in dieser letztern Formel 2,5 statt S, wo

»>1 und zwar nach den Erfahrungen von Audoy, n=1'9 seynsoll.

Um den Pfeiler gegen das Gleiten zu sichern, mufs nach der Be-

dingungsgleichung (1): O+g> =ARE re q oder
—_ R !

up
dieser letztere ausfällt, so wird man in diesem Falle auch den erstern

(im enlgegengesetzten Falle diesen letztern) beibehalten.

Da man für sehr hobe Pfeiler A’ = A setzen und in der obigen Relation

(ÖD a gegen A und g(E +2) gegen 4pAhx* auslassen kann, so erhält

man unter dieser Voraussetzung SA=45Az2” und daraus eine Art von

 > seyn; danun in der Regel der erstere Werth (2) gröfser als

28
Grenz - oder Maximalwerth für die Widerlagsdicke 2 = Vz ‚ oder

wenn man der vorigen Bemerkung gemäls 1'9 $ statt S schreibt, auch

“ii V388
p

21. Aufgabe.

Den Schwerpunct einer Cycloide oder gemeinen Radlinie zu

finden.

Auflösung.

Es sey (Fig.29) AB — a ein Durchmesser des Erzeugungskreises

und zwar durch den Scheitel A der Cycloide D AD’ auf ihre Grund-
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linie DD‘ perpendikulär gezogen, ferner seyen für irgend einen Punet

M der Curve AP=xz und PM(=PM)=y die rechtwinkeligen

Coordinaten. Die Differenzialgleichung dieser Curve ist, wenn AB=2a,

ydy
DP'—= und PM= ygeselzt wird (Comp. $.726) de — —-———

E ; ei) 0 vaay—y®)'
folglich mufs man in derselben um auf die hier Rn Bezeich-

nung überzugehen a stall 2a, DB—-BP'—=tar—y stalt x und

AB—AP==a— x slatt y selzen; dadurch erhält man, nach einer

einfachen Substitution und Reduction:
(a— z)dr
———ı. (a)
v(az— rt’)

Ferner erhält man für das Element des Bogens ds, wenn AM= ist:

day? (VE m.
ds=de vÄ+ vh +pr ei wegen. der vori-

gen Gleich. (a), und wenn man gehörig reducirt:
a

ds= dx Vz ..

woraus sofort Be Vafa* de=2\Var

ohne Constante folgt, weil für 2—=0 auch s=0 seyn muls.

dy=

 

Setzt man nun in die beireffenden beiden Gleichungen

Xxs—=[@ds und Ys=|yds der Relationen I. in Nr. 22, für s

und ds die vorigen Werlhe, so erhält man:
ı

2X VYaa—yvalz’dı und 2YVao—Va|yade

wobei diese Integrale so zu nehmen sind, dafs s mit « zugleich ver-

schwindet. Die erste Gleichung integrirt, gibt:

2XVar=:r\ax,

woraus Benr tolee

Um die zweite Gleichung zu intesriren, benülze man das theil-

weise Integriren nach der Formel (Compend. $. 792)

fuo=ur— vdw und setze darin „—=y und do—= Ti , woraus

v—=2\/e folgt; dadurch wird
ydz
7=2yVa—2[dyVe

oder da, wenn man für dy den Werth aus (a) selzt,

Ja a
fiyve = as—[ir Ya - 2)=0—3(a — a)’

va-
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wobei die Pokagtk €, da das Integral für= 0 verschwinden (also

0=0—-2u: seyn) mufs, den Werth 2a \/a hat, auch:

rn2y de-3[(0-2).

so, dafs also durch Integration dieser zweiten Gleichung :

2aYVao—va|2yVr+ia— 2) —-zava|

und daraus v4]2] « 20h

Durch diese Coordinaten X und Y ist sofort der Schwerpunct
des Bogens AMbestimmt.

Zusatz. Für den gegen die Achse AB symmetrischen Bogen

MAM?'liegt der Schwerpunct in der Achse AB selbst und zwar in
einem Puncte O, wofür AO—12AP ist.

Für die halbe Cycloide AMD ist 2—=a und y=lar zu

selzen ; mit diesen Werlhen erhält man aus (1) und (2):

X=4a und Y=(47—3)a (oder nahe 9 a).

22. Aufgabe.

Den Schwerpunct des Bogens der gemeinen Kettenlinie zu

finden.

Auflösung.

Nimint man die durch den tiefsten Punct A (Fig. 30) der Ketten-

linie DAD’ gezogenen lothrechten Linie AB zur Abseissenachse und

den Punct A zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten, setzt also

für irgend einen Puncet M derCurve AP—=xz, PM=y, Bog.AM—s

und wern © der gesuchte Schwerpunct des Bogens AM ist, AN—=X,

NO= Y; so hat man zuerst nach Nr. 43, Anmerk. 2:

ee.
ser :) u

folglich auch:
x u

ul20 3)ay u;

y SE 2

und wegen wietayıla + e :) dy? sofort:
Y =)
e te ”"Jdy

also wenn man iılegrirt:
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abe) BE ca,
und zugleich, wegen Relat. (a):

3—ba (3)

Nun ist nach der oben genannten Relation X s=j zds (Nr.22)

odr Xs=xs —f» dx und da (wegen Relat. a und Gleich. 2)

y N Y IN“
frae=4fray(& — e =f(e e )) dy =

z = € ”) 08
vlnr: :) ee —2y|=22[0423.27]

=3sb+m)—iby

ist, auch: Xs—rSs annv3e- De’ R 2 nn
2 2 2 e

woraus endlich : Di,-tem folgt.

Um ferner auch die Ordinate Y zu bestimmen, hat man:

ve(ya=ys— sdy

oder da nach Relat. (3) sdy=dbda ist, auch:

Y=ys—(bir—ys— bi,

wo überall keine Constante hinzukömmt, weil für z—0 auch y—=9
und s—= 0ist.

Aus dieser letztern Relation folgt:

RE
s

Zusatz. Setzt man für die halbe Kettenlinie AMD 2—
AB=a, y=BD=e und Bog. AMD=1, so folgt aus diesen
gefundenen Ausdrücken für X und Y:
= el-ab

und Y= 

Für die ganze Keltenlinie DAD‘ wird, da die Achse AB selbst
durch den Schwerpunct geht (wenn nämlich die beiden Aufhängpuncte
D und D’ in einerlei Horizont liegen), von diesen beiden Coordinaten
die leiztere Y—=0.

Anmerkung. Mit Hilfe der Variationsrechnungläfst sich zeigen, dafs unter
allen isometrischen , durch die beiden Aufhängpuncte D, D’ gehenden, undin derselben Ebene liegenden Curven ‚ der Schwerpunct der Kettenlinie
am tiefsten liege,
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23. Aufgabe.

Es soll der Schwerpunct von dem eyeloidischen Segmente

MAM’M(Fig. 29) gefunden werden.

Auflösung.

Da der Schwerpunctdieser ebenen Fläche in dem durch den Schei-
tel A auf die Grundlinie DD‘ gezogenen Perpendikel AB liegen mufs,
so handelt es sich hier blofs um die Bestimmung der Abseisse

X= 40 des gesuchten Schwerpunctes O.

Nun gibt von den Relationen A. in Nr. 26 die letztere, d. i.

r-(ur, für den vorliegenden Fall r=2[yde, oder wenn man
v

wieder theilweise inlegrirt, wodurch f de = 2y— @dy, oder we-

a — x) dr .
gen dy= En | (aus Relat. « in Aufgabe 21, wenn man die

dortige Bezeichnung auch hier beibehäll),

fr dr0—fdV(ar — 2?) wird, sofort auch:

F=22y—2[de Vlaxz—e?).

Wird der über AB gezeichnete Erzeugungskreis von der Ordinate

MM‘ in den Puncten N, N‘ geschnitten, so bezeichnet dieses letztere

Integrale fir Ca»— x?) nichts anderes als die Kreisfläche APN,

folglich das doppelte Integral den Kreisabschnilt NAN’N, so, dafs

wenn man diese letztere Fläche mit f bezeichnet, endlich auch

(a) Ferry—f ist”.

Die 1:°t° der erwähnten Relationen A. (in Nr. 26), nämlich

XF=|zdF geht im vorliegenden Falle über in

xr—2[eyde—aty—(ardy (wenn man nämlich

wieder theilweise integrirt). Nun ist, wenn man für dy den oben

angegebenen Werth selzt:

*) Fällt M auf D, so hat man für die Fläche der Cycloide AD’D,

wegen T=u,2y=ar und /=ta’r solo F=a’r—ia’n=$u’r;
diese ist also 3 Mal so grols als die Fläche des Erzeugungskreises. (Ver-

gleiche Lehrb. Ill. $S, 448.)
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fey= adea2—3) —tafdear— Er) —

fa — )dır Var — 2) = 2af—3(ax — 2?)

wozu keine Constanle kommt, weil diese Integrale für &=0 ver-

schwinden müssen. Esist daher:
a

XAF=a°’y—laf+!(ar— a”)

und daraus, wenn man zugleich für # den vorigen Werth aus (a) setzt’

w
i

_2’y+4(ar— 2’)? - taf
af 2249 —-f

Zusatz. Für die ganze cycloidische Fläche DAD’D

widze=a, y—=lar und f—4a?z, folglich X= 5

X

d.

24. Aufgabe.

Den Schwerpunct der durch Umdrehung des eycloidischen

Bogens AM (Fig. 29) um die Achse AB entstehenden Rotations-

fläche zn bestimmen.

Auflösung.

Mit Beibehaltung der in den beiden vorigen Aufgaben (21 u. 23)

gewählten Bezeichnung (und Berücksichtigung der Gleich. 8 in der

21. Aufgabe) gehen die beiden hieher gehörigen Gleichungen in

Nr. 29 in die folgenden über:
ui x a er x Gr x

0=2-(yaZund Ox=2r(aydoyarVafydeva.

Aus der erstern dieser Gleichungen folgt, wenn man theilweise

inlegrirt: 0—=2rVa|2yVo—2 dyve |

oder wegen fü Ve —[taV(a— x) auch:

0=41rVa.yVa—4rVafdeVa— 2).

Eben soist 0Xx=2rValievVe.y—tfayeve|

=iryavan-IrValadeyla— a).

(Gleich. «, 21. Aufg.)

Nunist aber fir va— D=0— 2(a— wobei, da dieses
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3

Integral für = 0 verschwindensoll, C©—=2a', folglich

für vV(la—ı)=3 fe — (a— er] ist ; ferner wird, wie leicht zu

finden (wenn man a — 2 —=x, also je —=a4—3 und de = —-dz selzi

und nach der Integration die Werthe wiederherstellt):

fedeVa— D)—=0—EEEa

wobei die Constante, da das Integral für 2—=0 wieder verschwinden
3 5

s 2.58 3 2 a? inmuls, C=3%a.a’ — za’, folglich
x 8 a s 3

fede(a = &)—!a [e— (aa)| — 2 &(aa)]
s R

wird. Setzt man daher in die beiden vorigen Gleichungen von @ und

OX die Werthe dieser Integralien hinein, so erhält man nach gehöriger

Reduction :
3

O—=4AzyVar+!rVala — a)—!xa?

und
8

0oX=&ryaeyasz— era? 8 za /a(a— 2)—
5

ExrVa(a— 2)

ae 0X i ö
durch welche beide Gleichungen sofort (= -) X bestimmt ist

Zusatz. Geht der Bogen AM in die halbe Cycloide AMD

über, so wird, wegen z—=a und y=3ar solort:
O=2a?r(r— 9

und 0X=2a° ar — 5

. (Em)
folglich X—la Ten nahe — '4808 a.

erst)

a
l

25. Aufgabe.

Es soll der Schwerpunct eines Ellipsoiden-Abschnittes

bestimmt werden, dessen beide Grundflächen auf einer der 3 Haupt-

achsen perpendikulär stehen.

Auflösung.

Sind 2a, 2b, 2c die drei Hauptachsen des Ellipsoides (oder

elliptischen Sphäroides) und nimmt man die erslere zur Achse der =, so wie

den Mitlelpunct zum Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten; so ist,

wenn man die Fläche eines auf der Achse der « perpendikulären Schnittes,
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welchem die Abseisse & entspricht, mit F bezeichnet und damit parallel
noch einen zweiten, der Abscisse z +d.x entsprechenden Schnitt führt,
das Volumen des zwischen diesen beiden Schnitten enthaltenen Körpers,

dV=Fdz und daher nach den Relationen II in Nr. 33:

v=(Fi und zeEr

wenn man die Rechnung nämlich auf ein Segment des Ellipsoides be-
schränkt, welches von zwei auf der Achse der © perpendikulären Ebenen
eingeschlossen oder begrenzt wird, dessen Abscissen die Werthe «’
und ©’haben.

Nun ist aber die Gleichung des Ellipsoides (d. i. von dessen Ober-
fläche), wenn die rechtwinkeligen Coordinaten vom Mittelpuncte aus
gezählt werden (II. S. 434):

€” y” 2?

a + » —+ 2 al, (m)

Führt man daher in der Entfernung vom Mittelpunet = einen
Schnitt perpendikulär auf die Achse 2a oder der =, so enisteht eine

Ellipse von den Halbachsen 5 VA = =) und c VA == »

daher ist wegen (Compend.$. 860) F=rbec (\ — =) nunmehr:

Br 7 “2 Ymadı 2V=rbe da ,)=rse@—n[ı 2 +27’ +r ]

2 a’ 3a?
nd

x

u

er 2
„2 „42Vx=rbefade(1- ,)=zbe 1@’-a[ı Beer ]

= a 2a”
 

folglich

armen, ‘ u 2a? — (2° zc'*')

re
Zusatz 1. Für das halbe Ellipsoid it -—0 und @"—a

ci

folglich V=zrabe und X=3a.

Für das ganze Ellipsoid dagegen it = —=— a und 2” — +4,
daher V=#rabe und X—0.

Geht das Ellipsoid in eine Kugel vom Halbmesser r über, so
mufs man in diesen Ausdrücken a=b—=c—r setzen.

Zusatz 2. Zur Bestimmung des Schwerpunctes eines K u gel-
abschnittes, welcher durch Umdrehung des Kreissegmentes BAB’
(Fig. 31), wofür der Halbmesser CA=r und Bog. BAB'—s ist,
um die Achse AC entsteht, mufs man in dem obigen Ausdruck (A)Burg’s Mechanik, Suppl-

26
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s
E = ONECO; x'=r und a=r selzen,

r

dadurch erhält man für die Abscisse CO des Schwerpuncles 0:
Ss

(sin a

x=!r(1400,,). gr
T ee1+58in gr BR

Für die Halbkugel folgt daraus, wegen s=rx:
heeallX=3r.3=3tT.

 

2

26. Aufgabe.

Ein gerader Kegel von kreisförmiger Grundfläche besteht aus

zwei verschiedenen Malerien, wovon die obere das specifische Gewicht

s und die untere jenes S besitzt; beide Theile berühren sich in einer

mit der Grundfläche parallelen Kreisebene vom Halbmesser r; der Halb-

messer der Grundfläche des ganzen Kegels ist —R und die Höhe des

untern Theiles (nämlich des parallel abgestutzten Kegels) vom specif.

Gewicht $—n; es soll der Schwerpuuctdieses Kegels bestimmt werden.

Auflösung.

Da bei der Voraussetzung, dafs jeder der beiden Theile für sich

homogen ist, der gesuchte Schwerpunctin der geometrischen Achse

des Kegels liegt, so sey d die Höhe des obern Theiles des Kegels und

X der Abstand des gesuchten Schwerpunctes von der Grundfläche des

ganzen Kegels; so hat man zuerst:

b:6--A=r:R oder b:h=r:R—r, also b = Fan
i h

Der Inhalt des obern Theils des Kegels ist o—=4rr’b=yr® Fe

folglich dessen absolutes Gewicht, wenn y das Gewicht der cubischen

Einheit des Wassers bezeichnet:

 

 

h
gear’ (a)

und der Abstand des Schwerpunctes von der untern Grundfläche:

hr
d=h+z0 =h4+4,7, bs [))

Eben so ist das Volumen des untern Theiles des Kegels (als ab-

gestutzter Kegel von den Grundflächen r?, R?x und der Höhe %R):

v=!nhr?-HR’-+Rr)r

und dessen Gewicht:
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—=1rySh@c?’+R?+I  )

so wie der Abstand seines Schwerpunctes von der Basis (Nr. 35):
2 2

D=4ih _2 (89)

Nunist für das Gleichgewicht nach statischen Gesetzen (wenn man

den in der Basis des Kegels liegenden Punct A der Achse AC, Fig. 32,

zum Mittelpunct der statischen Momente nimmt und daher AE=D,

AO=X und AF—=d setzi):

(G+NX=gd+GD
Aus dieser Gleichung folgt nun, wenn man für g, G,d, D die

Werthe aus (a), (1), (ß), (8) substituirt, X bestimmt und so weit als

möglich reducirt und abkürzt:
x!(erner)

4 G= DWsn 7)]

Zusatz. Für r—=0 wird, wie es seyn soll, da der Kegel

dann durchaus von einerlei specifischem Gewichte oder homogen ist:
h

Ke=E
A

 

 

27. Aufgabe.

Auf einen in den Puncten A und B (Fig. 33) befestigten Faden

ANB wird mittelst eines Ringes das Gewicht P aufgehängt; es ist die

Frage, in welcher Lage dasselbe ruhen wird ?

Auflösung.

Zieht man in der durch die Puncte A und B gelegten verticalen

Ebene, in weicher sich sofort die Fadenstücke AN und BN befinden

müssen, wenn das Gewicht im Puncte N zur Ruhe kommt, AC hori-

zonlal, so wie DN und BE vertical oder lothrecht, selzt AC= a,
BC=b, die Länge des Fadens AN--NB==! als gegebene),

AD=z und DN=y (als unbekannte Gröfsen); so hat man, wenn

noch NF parallel zu AC gezogenwird, DC=a— z—=NF—=NB><

CosBNF und BF=b+y=NB.SinBNF, folglich

@—2+b+W?—=NB?
oder wegen NB=(1—AN?= [1— \(a@?+y2]? auch

w—-+6+NW’=T— Va’+y%]?.. @)
Geht man nun von dem Satze aus, dafs bei dieser gleitenden Be-

wegung des Gewichtes P das Gleichgewicht nur dann erst einlritl, wenn
oe
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dessen Schwerpunct die möglichtiefste Lage eingenommenhal, so muls,
wenn man die Ordinate y als eine Function der absolut variablen Abseisse
x ansieht, jener Werth für = AD gesucht werden , wofür Y—DN!
ein Maximum wird, folglich aus der vorigen Gleichung (&) der Diffe-

d 4 : ! ;renzialquolient z bestimmt und gleich Null gesetzt werden. Diefs gibt:

 

 

dy
U er 5 ZEUG

eeee

und in Zn.
dz

ds Junker AR ae Ir ke),

v(a@’+v‘) v(a@®+y°)

der ee Ce)
vie’ +y?)

woraus sofort y-vVean.. (1) folgt.
Ohne die Entwicklung weiter zu verfolgen, geht auch schon aus

dieser Gleichung (1) die Übereinstimmung mit dem Resultate in $. 67
(Beispiel) hervor, wonach der Winkel ANB durch die, durch den
gesuchten Punet N gehende Verticale DN halbirt wird. Denn da in
diesem Falle NE=NB, daher AE=AN—NB=! und EC—=
V®— a2), folglich wegen AD:DN=AC:CE d.i.

mem: All a)
ist; so folgt daraus wieder die vorige Gleichung (1).

Zusatz. Steht ein System von Gewichten pP, p', p".. im Gleich-
gewichte, deren Schwerpuncte von einer horizontalen Ebene die Ab-
stände @, 2,2”... haben, so wird bei einer unendlichkleinen Bewegung,
nach demSatze der virtuellen Geschwindigkeiten sofort
pdz+p'de'—p"de"-..—0 oder was dasselbe ist

dpa+paetp'e"t.)—=0. (m)
Ist aber X der Abstand des Schwerpuncles des ganzen Systemes,

folglich BE„ so ist auch
Dun

daFT3
int Da ter

oder zufolge der vorigen Relation (m) auch
dr=0,

zum Beweis, dafs X constant ist, also der gemeinschaftliche Schwer- _
punci bei dieser eingeleiteten oder angenommenen Bewegung der im
Gleichgewichte befindlichen Gewichte weder steigt noch fällt.
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(Dasselbe gilt auch von dem Schwerpuncte bei Maschinen, welche unter
dem Einflusse von Gewichten im Gleichgewichte stehen.)

Wendet man diesen Satz auf die vorliegende Aufgabe an, so kann
man beim Differenziiren der vorigen Gleichung (a) y als constant an-
sehen und dadurch die Entwicklung in elwas vereinfachen.

Anmerkung. Wird ein materieller Punct vom Gewichte D blols in Folge
seines Gewichtes bewegt, so ist die Arbeit, welche die Schwerkraft aus-
übt, während der Punct von der Lage M, (Fig. 34) in die tiefere M,
gleichgiltig durch welche Curve M, M übergeht, sofort W=p(AM

-

AM,),
oder wenn man die verticalen Abstände AM, und AM von einer horizon-
talen Ebene AX durch 3, und & bezeichnet

W=P@-2,);
dabei wird WW oder die Arbeit negativ, wenn der Punct 4 höher als jener
M, liegt, also 2, > 3ist.

Sind allgemein p, 9‘, 9”.. die Gewichte der einzelnen Puncte irgend
eines Systemes von materiellen Puncten, 2,, %,> 2”,.. die von irgend
einer horizontalen Ebene nach abwärts gezählten verticalen Ordinaten der
anfänglichen Lage dieser Puncte, so wie 2, 2, 2.. die Ordinaten ihrer
Endlagen nach einer gewissen Zeit; so ist nach der vorigen Relation die
Arbeitsgrölse der Schwerkraft für dieses System während dieser Zeit;

W=p@&-— 2) + 92° —HDEr SEE

=P2 PS +... = (#3, #93, +.)
oder W=2(p2) — 2(p2,);

bezeichnet man aber das Gesammtgewicht des Systems, d.i. die Summe
p+p'+p”..=%(p) durch P, so wie die verticalen Ordinaten des
Schwerpunetes des Systemes für die erste und letzte Lage desselben durch
Z, und Z, so erhält die vorige Gleichung (Nr. 17) auch die Form:

WZrZ PZ,=P(Z -Z,)

woraus sofort der Satz folgt, dafs indem durch die Schwere
wie immer bewegten Systeme, die Arbeit der Schwer-
kraft gleich ist dem Gesammigewicht des Systemes
multiplicirt mit der verticalen Höhe, um welche der
Schwerpunct desselben gesunken ist.

Da nun für eine unendlich kleine Bewegung des Systemes die obigen
Differenzen 3 — 2, #2 —2/,.. in dz,, ds‘... übergehen, so wird dafür
aW=pd,+pde, +..= P(Z— Z)=P4d4Z, und daher, wenn die
sämmtlichen materiellen Punete oder Gewichte unter sich im Gleichge-
wichte stehen, was nach dem Satze der virtuellen Geschwindigkeiten
die Gleichung 2 d,+p'di,+..=0 bedingt, auch dW —U 0,
woraus wieder folgt, dals bei dieser unendlich kleinen Bewegung, der
Schwerpunet des Systems weder steigt noch fällt.Br“
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28. Aufgabe.

Eine sogenannte Zugbrücke, welche in der Zeichnung (Fig 35)

durch die gerade Linie AC vorgestellt ist, lasse sich in der verlicalen

Ebene ACB um den Punct € drehen; an dem Endpuncte A derselben

ist eine über die Rolle N geführte Schnur oder Kelte befestigt, an wel-

cher das Gewicht X aufgehängt ist; es soll nun die Gröfse dieses Ge-

wichtes so bestimmt werden, dafs dasselbe mit dem Gewichle Q der

Brücke bei irgend einer Lage MC derselben im Gleichgewichte steht.

Auflösung.

Es sey die Länge der Brücke, als Halbmesser des Quadranten

AMBd.i. AC=MC=BC= Rund wenn O der Schwerpunct der

Brücke ist, CO=a; ferner soll die Gröfse des Gewichtes X“ für jene

Lage der Brücke MC gefunden werden, für welche, wenn BC eine

Verticale, dr W.BCM= u ist. Zieht man durch O die lothrechte

Linie OE und auf die Sehne BM das Perpendikel CD, so hat man,

wenn das Gewicht der Schnüre oder Kelten dabei nicht berücksichtigt

wird, fürs Gleichgewicht

0.CE—=X.CD oder 0.aSma—=X.RCostı

  Sin4 Cos u
und daraus: ER IEU EL

R Cosz a

eax="sinia.. (m)

Zusatz 1. Für a=0 wird also X—0 und für a=90° da-

gegen X = 2 19/2=

Zusatz 2. Bezeichnet man das nach statischen Gesetzen auf

den Endpunct A redueirte Gewicht Q der Brücke durch P, so ist

RP=a0, folglich läfst sich die vorige Relation (m) auch so schreiben:

X=2PSinta,

oder es ist, wenn man die dem Winkel « entsprechendexSehne BM — $

 

PS . :
setzt, wegen S=2RSinia, auch X = z woraus die Proporlion

folgt: P: ZB... (MM

29. Aufgabe.

Das Gewicht X der vorigen Aufgabe zu bestimmen, wenn dabei

auch das Gewicht der Kette berücksichtigt wird.
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Auflösung.

Es sey g das Gewicht des laufenden Fulses der Kette und die

Brücke wieder in der Lage CM (Fig. 35), so ist das zur Balancirung

der Brücke nöthige Aufhänggewicht in dieser Lage nach der Relat. (n)

im Zusatz 2 der vorigen Aufgabe:
Ss

p= E P.

Da ferner das Gewicht des Kettenstückes MB= S die Gröfse q8

besitzt und ihr Schwerpunct im Puncte D liegt, so ist das statische

Moment dieses Gewichtes:

M=g9S><CE=g9S><CDSinla=gS><RCosz ı Singa

oder endlich wegen S—=2RSin4x auch

M—=2gR?Sin?la Cosza.

Mufs ferner dieses Gewicht p noch wegen des Gewichtes q$ der

Kette um p‘/ vergröfsert werden, so ist dessen stal. Moment

M=p'>x<CD=p'.RCosy«a

und da für das Gleichgewicht M—=Mseyn muls, sofort

p’RCosla—2gR?Sin?2a Cosy«

also p'=2qRSin?}«.

Liegt nun selbst bei der horizontalen Lage AC der Brücke das

untere Ende der Kette schon auf dem Boden CL auf, so, dafs also

auch in jeder andern Lage CM der Brücke, das Gewicht der Kelle von

derselben Länge BC=R wirksamist; so hat man, da dieses lelziere

Gewicht —=gR ist, für die Gröfse des gesuchten Aufhänggewichtesbei

irgend einer Lage MC der Brücke X=p+p'—qR;, oder, wenr

man für p und p’ die vorigen Werthe setzt, auch:

x-7 P-+2gRSin’i«a—gR.

Ss
Zusatz. Wegen AP-24RSin?ta,

gibt es offenbar einen gewissen Werth von «, wofür X—=0 ist. Setzt

man, um diesen Werth zu finden, in der vorigen Gleichung X=0,

so erhält man, wegen S=2RSinya:

qR=2PSinla-+2yR Sin’z=

und daraus durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung:

BE ARE RE)
Sinta =

2 2qR



30. Aufgabe.

Auf zwei miteinander in Verbindung stehenden krummen Flächen,
die im Durchschnitte mit einer verticalen Ebene, durch die beiden Cur-
ven BMC und BmD (Fig. 36) dargestellt sind, liegen die beiden,
mittelst eines über die Rolle A gehenden Fadens MAm miteinander ver-
bundenen materiellen Puncte M und m, von den Gewichten 0 und g;
es ist die Frage, welche Eigenschaften diese beiden Curven gegen-
einander besitzen müssen, wenn diese Gewichte Q und q in jeder Lage,
die sie darauf einnelimen können, miteinander im Gleichgewichte stehen
sollen ?

Auflösung.

Nimmt man die durch A gehende in der Verticalebene ACD lie-
gende lothrechte Linie AE zur Abscissenachse und setzt für irgend
einen Punct M der Curve BMC (in welchem sich das Gewicht 0 befin-
den soll) AP=X und PM—=|Y, so wie für den entsprechenden Punct
m der Curve daD (in welchem sich das zweite Gewicht 4 befindet)
Ap=z und pm=y; so wird, während O um den BogenMM’—=dSs
aufwärts gleitet, jenes y um das Bogenelement mm’ abwärts gehen,
oder es wird das erstere Gewicht um die Höhe PP-—dxX steigen, dagegen
dasletztere gleichzeitig um die Höhe pp’ —=dx sinken. Es folgt daher
nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten für das Gleichge-
wicht zwischen O und 98

0dX+yde=0
oder wenn man integrirt:

0X+g92=C..()
wobei C eine unbestimmte Conslante bezeichnet.

Ist X’ der Abstand des gemeinschaftlichen Schwerpunctes der
Gewichte O0 und q von der durch A gezogenen Horizontalen,, so ist

OHLPRX—=-OX+yz—=C(wegen 1), und daraus
©

X———

RR
eine constante Gröfse, d. h. der gemeinschaftliche Schwerpunct kann
bei dieser unendlich kleinen Verschiebung der Gewichte @ und g auf
ihren Curven weder fallen noch steigen. (Vergl. die 27. Aufgabe.)

Ist nun die Länge des Faden MA+ Am —I und AB—=a; so ist

=V[X++Y) +/[@+0?+y].. @)
Wenn daher die eine der beiden Curven, z. B. jene BMC durch
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die Gleichung Y=F(X).. 6)

gegeben ist, so läfst sich aus den Gleichungen (1), (2), (3) sofort auch

die Gleichung der zweiten Curve BmD, d. i. y=f(x) bestimmen.

31. Aufgabe.

Essoll die in der verticalen Ebene ACD (Fig. 37) liegende Curve

AmD bestimmt werden, auf welcher das constante Gewicht P, wel-

ches in der 28. Aufgabe statt dem variablen Gewichte X gesetzt wird,

herabgleiten mufs, damit dasselbe in jeder Lage mit dem Gewichte der

Zugbrücke im Gleichgewichte stehe,

Auflösung.

Setzt man wie in der 28. Aufgabe CE=ME—=AE—R und

für irgend eine Lage der Zugbrücke ME (für welche sich das Gewicht

P in m befinden soll) die Sehne AM—S, dagegen, um die Bezeich-

nung der vorigen Aufgabe beibehalten zu können, das auf den Endpunct

M reducirte Gewicht der Brücke = 0 (statt P in der 28. Aufg.), so

ist nach der Proporlion (n) in der 28. Aufgabe O:P=R:S oder

Ss
ea (a)

wobei mit der Bezeichnung der vorigen Aufgabe verglichen, P statt

q steht.

Die 3 Gleichungen der vorigen Aufgabe sind, wegen a=0 (in-

dem hier die beiden Puncte A und B der Fig. 36 zusammenfallen) und

q=P sofort:

BEPre dBihr) ar /ar Ey... (2)
und Y=F(X) oder da die Curve AMC ein Kreisbogen vom

Halbmesser R ist,

Y?LX—2RX.. 9
Die Gleichung (2°) wird daher= V2RX-\/(2?-+y2) oder

da aus jener (1) X—= er folgt, auch:

Ver+ö=1-V[7«-rn] Eu

Um die in dieser Gleichung der gesuchten Curve AmD vorkom-
menden unbestimmten Constanten P und € zu finden, darf man nur
bemerken, dafs erstens das freie, durch die Curve noch nicht vermin-
derte Gewicht mit dem Gewichte der Brücke in ihrer horizontalen Lage
im Gleichgewichte, und da das Gewicht P in diesem Falle im Anfangs-
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puncte A ist, für 2—=0 auch y=0 seyn mufs. Mit der ersten dieser

beiden Bedingungen folgt aus der obigen Relation (a), indem für diese

Lage die Sehne ANM—=S in AC—=R\/2 übergeht:

P=-MEgeoR.. ®
und mit der zweiten Bedingung erhält man aus (2):

RC 0”
0—=1— m oder Paz en)

Setzt man daher diese Werthe für P und € in die vorige Gleich.

(2) und zugleich auch =AC=R\2, so erhält man nach einer

ganz einfachen Reduction:

Va?+yD=RVY2—VÜRR—aVD].. (8
Da sich nun aus dieser Gleichung zu jedem beliebigen Werthe von

x =Ap die Distanz oder Sehne Am—=\(x? y?) sehr einfach be-

rechnen läfst, so kann die gesuchte Curve AmD leicht mittelst Puncte

m, m’ .. construirt werden.

Zusatz. Da aus der vorigen Gleichung (8) die nachstehende

@?+y? +2 RV2.2—4RN—=I6R’(R—2/2)
folgt, so ist die eigentliche Gleichung der gesuchten Curve AmD eine

algebraische des vierten Grades.

Anmerkung. Belidor, welcher (in der Science des Ingenieurs) zuerst

die Anwendung dieser Curve zum Aufziehen der Zugbrücken zeigte, nennt

sie Sinusoide, weil er bei ihrer Construction die Sinus der Erhebungs-

winkel benützt. Übrigensist diese Curve (wie Joh. Bernoulli und Z’Höpital

zuerst gezeigt haben) nichts anders als eineEpieycloide, bei welcher

der Grund - und Erzeugungskreis gleiche Durchmesser haben.

32. Aufgabe.

Die Gleichung der elastischen Linie zu finden.

Auflösung.

Da man unter der elastischen Linie nichts anderes als die neutrale

Schichte ($. 255) eines elastischen prismalischen Körpers versteht,

welcher in einem oder mehreren Puncten befestigt und durch das eigene

oder ein sonsliges Gewicht gebogen wird; so kann man sich diese

Linien immer als elastische Stäbe ohne Dicke vorstellen.

I. Ist also erstens ein gewichtsloser elastischer Stab AB (Fig. 38)

mit dem einen Ende B in eine verticale Wand BN befestigt und am

andern Endpunct 4 mit dem Gewichte @ belastet, wobei jedoch die
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Krümmung oder Biegung nur wenig von der Horizontalen abweichen

soll; so ist, wenn man AC=a, AE—=BC= und für irgend einen

Punct M der Curve die rechtwinkeligen Coordinaten AP=z, PM=y

so wie den Bog. AM—=s, den Krümmungshalbmesser OM=p und

wenn MT eine in diesem Puncte gezogene Tangente ist, W.MTP—a«

setzt, sofort das statische Moment der Last Q in Beziehung auf diesen

Punct M—=0.x. Bezeichnet daher E‘ das Biegungsmoment (oder die

relative Elasticität) , so ist nach Relation (2) in Nr. 4423:

EiZ=n082..,.(m
3

Nun ist (Compend. $. 710) p=— wet oder da man bei der

vorausgesetzien geringen Biegung dx statt ds selzen kann, auch:

DB nn, (vergl. auch Nr. 148); es ist also

AV guEa5 ()

(vergleiche Relat. (a) in Nr. 9 48) oder da d.r constantist,

muOd,
de

Diese Gleichung integrirt, gibt

ee
dz 2

um die Constante C zu bestimmen bemerke man, dafs wegen

lange, für 2—=«a (weil die Tangente BE im Puncte B mit der

Abseissenachse parallel ist) «a—=0, also auch dy —0 ist; diefs gibt

0a? , :
era folglich ist, wenn man diesen Werth substituirt:

2 2

und wenn man abermals integrirt:

EPERLIEREN
wozu keine Constante kommt, weil für 2—=0 auch y=0 seyn muls.
Die gesuchte Gleichung ist daher:

Q
64

Zusatz Die gröfste Ordinate oder Biegung erhält man aus
dieser Gleichung für « —=a und zwar wird

el
3

 u Ba?z—z®.. ()

(2)
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Der Krümmungshalbmesser für irgend einen Punet M ist
4$ E

obige Relat. m) p—= sw oder wenn man für E’ den Werth aus der

Relat. (2) setzt:

a?

m: 8)
Für 2=0 wird p=00, zum Beweis, dafs der Stab im Auf-

hängpunet A nicht gekrümmt ist. Dafernerp für x —aam klein-
sten wird, so besitzt der Stab am Befestigungspunct B die grölste
Krümmung.

 p

II. Ist der Stab über die ganze Länge gleichförmig belastet,
und zwar auf die Längeneinheit mit dem Gewichte g; so kommt auf
den ganzen Stab die Last ga und auf das Stück AM jene gx. In Be-
zug auf den Punct M ist das stat. Moment dieser Belastung g sofort
M=3;2.90—=392?; wird daher dieses Momentstatt jenem O x in
der obigen Relation (n) gesetzt, so erhält man für den vorliegenden Fall:

ayer 1 2

den _ Ar
und daraus wieder, wie vorhin zuerst

dy ie, 1 3E' a C—=3ge,

& 2 2 dwobei, da für z—= «a wieder mens seyn muls, C=4ya?, also

eigentlich E' v = ya?—1ga®

ist, und dann weiters:

Ey=4g(a’0 —}ıx*)

ohne Constante, weil für 2—=0 wieder y=0 seynsoll.

Die Gleichung der elastischen Linie ist daher in diesem
zweiten Falle:

wen Gozo)...
24E

Zusatz i. Die gröfste Ordinate oder Biegung ist (für— a)
4 3

a
8E 8E

wenn man nämlich die ganze Last ga —= 0 setzt.

Da die obige Relation (m) für den gegenwärtigen Fall in

—Inga? Sl)

übergeht, so folgt daraus, wenn man auch gleich für E’ den aus (2%)
4

folgenden Werth > selzt:
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a* ;

der kleinste Werth des Krümmungshalbmessers ist, wegen z —=a sofort

48

Zusatz 2. Die Vergleichung der beiden Relationen (2) und (2%

gibt die Proportion 6:5°—=8:3 (vergleiche Nr. 1419).

Sucht man jenes Gewicht g, welches am freien Ende A des ge-

wichtslosen Stabes bei B dieselbe Biegung, wie die über die ganze

Länge gleichlörmig vertheilte Last O hervorbringt, so muls p für den
Punct B in beiden Fällen denselben Werth besitzen. Nunist für die

p

Last y in A aus Relat. (m) p—= 5 und für die Last Q über die ganze

2E 2E E 2E' 3Lä = — = —— [elderänge, aus (m’) p ar , folglicha di

4=20.

III. Es sey endlich der gewichtslose Stab A B am freien Ende A
mit dem Gewichte Q und aufserdem noch über die ganze Länge mit
dem Gewichte ga gleichförmig belastet, so, dafs die beiden vorigen
Fälle hier vereint Statt finden; so hat man für den Punct M der Curve
das stat. Moment:

M=0s+}r g2=024+240°
folglich wie oben

d?

B:mn 02—342°,
4 2 3

daraus eiig
de 2 6

2 3

oder (da wieder für»— a, 2 =

0

ist) wegen C—= on + en „ auch

Mor ar OE> q=2°Eee eg (7 #r)
y 2 A u 2 a 6 Hi

folglich
0a? ga® DEN Nr“

E'y—= — — Bra ur Je uYy ik a RE
ohne Constante.

Zusatz 1. Füre=a wird y=%", gleich der gröfsten Bie-
gung, folglich aus dieser Gleichung:

a? /0 gaÖl ei En le WMz ea
Auch ist wieder aus der Relation E=p(02+192%), wenn

man für E‘ den Werth aus der vorigen Gleich. (2”) setzt:
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0 ga
SE “
Pe

Zusatz 2. Besteht die gleichförmige Belastung ga blofs in dem

eigenen Gewichte @ des Stabes, so nehmen die vorigen Gleichungen

(1°) und (2°) die Form an:

6
Ey=a:40+492—1(02°+,,.*)

ER) 6
und ö er (+ e vergl. Nr. 119).

33. Aufgabe.

Ein gewichtsloser elastischer Stab A BA’ (Fig. 39) ist in einer

verlicalen Wand BE in der Art befestigt, dafs er in seinem natürlichen

Zustande die Lage aa’, dagegen, wenn er in den freien Endpuncien A

und A’ mit den Gewichten Q und O‘, welche sich umgekehrt wie die

Abstände AC und A’C‘ von der Wand verhalten, belastet wird, jene

ABA annimmt; es sollen die Krümmungen bestimmt werden, welche

der Stab unmiltelbar am Befestigungspunct B zu beiden Seiten der ohne

Dicke gedachten Wand annimmt, vorausgeselzt, dafs der Stab auf der

einen Seite der Wand soll gebogen werden können, ohne dals dieses

auf die Biegung auf der andern Seite der Wand einen Einflufs hat.

Auflösung.

Setzt man die horizontalen Abstände AC—= x und A’C' = «', so

ist nach der gemachten Vorausselzung::
0:0 = 2:2 odr Or=0'r..

Ist ferner für den Punct B der Krümmungshalbmesser in der Curve

AB=r und in der Curve A’B’—=r’, so ist (Aufgabe 32, Relat. »)

E'—=r0.x, und da der Stab durchaus dieselbe relative Elasticität be-

sitzen soll, auch #=r'0'x', folglich r O2 =r'0'«' und wegen

Relat. (x) sofort: 7;

d h dieKrümmung des Stabes istim Puncte B zu beiden

Seitender Wand die nämliche, es halten sich daher die Fibern

desselben bei B, zu beiden Seiten der Wand oder des Befestigungs-

punctes B das Gleichgewicht.

Es bleibt sonach das Gleichgewicht, so wie die ganzeLage AB 4’

auch ungeändert, wenn man die Wand BE wegnimmt und dafür den

Stab im Puncle B mit einemStill so befestigt, dals sich der Stab um
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denselben drehen kann, dieser Stift oder Befestigungspunct B erleidet

dabei einen verticalen Druck nach abwärts =0-- 0’, so, dafs man

diesen Punct auch ohne Störung des Gleichgewichtes durch eine vertical

aufwärts wirkende Kraft P=0_--0’ ersetzen kann. Werden ferner

die beiden Puncte A und A’ befestigt, so erleiden diese Puncte (da das

Gleichgewicht immer noch bestehen bleibt) verlical aufwärts einen Druck,

beziehungsweise von O und ©’.

Kehrt man endlich das Ganze um, so kann auch ohne Störung

des Gleichgewichtes der in den Puncten A und A’ nach abwärts Statt

findende Druck © und O0’ durch Stützen aufgehoben werden, wie diefs

in der That in Fig. 40 dargestelltist.

Zusatz. Wird also ein an beiden Enden unterstützter oder frei

aufliegender elastischer Stab, in irgend einem Puncte B belastet, so

wird derselbe genau so gebogen, als ob er in dem Belastungspunct

befestigt, dagegen durch vertical aufwärts wirkende, in den Unter-

stülzungspuncien angebrachte Kräfte, die dem Drucke auf die Stützen

gleich kommen, gebogen würde; dabei bestimmen sich diese Kräfte

oder Verlicalpressungen auf dıe Stützpuncte genau so, wie beim gerad-

linigen Hebel nach dem Satze der statischen Momente.

34. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab ABA’ (Fig. 41) liegt auf den

beiden in einerlei Horizont befindlichen Stützen A und A‘ frei auf und

ist im Puncte B mit dem Gewichte © belastet; es sollen die Gleichungen

der beiden entstehenden Curven AMB und A’M’B, ferner die Grölse

der Biegung oder der Pfeil CB u. s. w. gefunden werden.

Auflösung.

Es sy AC=a und AA —=I, so wie für irgend einen Punct M

der Curve AMB und einen Punct M’ der Curve A’M’B (bei Voraus-

selzung von rechtwinkeligen Coordinaten), AP=x, PM=y und

AP'=:x', P'M'=y’, ferner wenn BT die im Puncte B gezogene

(folglich — vorige Aufgabe — beiden Curven gemeinschaftliche) Tan-
genle ist, W.ATB=a; so ist, wenn man diein den Puncten A und

A’ auf die Stützen Statt findenden Pressungen mit p und p’ bezeichnet,

sich also (vorige Aufgabe) vorstellt, dafs der Stab in B befestigt, und

in den Puneten A, A’ durch die Kräfte p, p’ vertical aufwärts gezogen

wird, zuerst, wegen pl =0(l—.a) und p!—=0u:



416

P="u-a) und v_ta ee)

(also, wie es seyn soll, p-+p’= 0). Ferner ist in der Curve AMB,

für den Punct M das stat. Moment =p x, folglich (Aufg. 32):

Er ER
de? 2

—=— px und daraus e® =ı0—
dr

S rd pa”
oder da für —a der Quotient 17 fanya, also dar + E’tanga

wird, auch:
2 2a

E'dy= er —+E tang«) dar — 7” dv,

aus welcher Gleichung wieder weiters
2 x®

E’'y— En + B’tang«)a a

oder wenn man für p den Werth aus (a) setzt, sofort:

Ey—= (l— a) 2 + w Etang a — 4 ad—-a)az°?.(D

folgt.

Eben so ist in der Curve A’M/B für den Punct M’ das stat. Moment

4‘ ‘ : d’y‘ 4 ‘=p' x’ folglich E'Zen

4“ uvm?

und daraus wieder or enDe
ig 2

oder da für =—=27— a der Quotient ne —= — fanga, folglich die Con-

stante Om ad — a)? — E’tang a wird, auch

u dy/ — . ad— a)? de’— E' tang a de’ — En de’

woraus endlich durch weiteres Integriren

Bau _ . d— a)? 0’— x’ E'tang«2 a”

oder wenn man auch hier für p‘ den Werth aus (a) setzt:

Byd— a)? &' — @' E’tang a — 2 x’8 ı.& (ID

folgt.
Setzt manin der Gleichung (D «= a undin jener ID 2—=1!—a,

so wird für beide Werthe y„=y’—=BC=, daher ist beziehungsweise

nach einer einfachen Reduction:
3

(Di El air d— a) + aE’tang« und

Eö— = «d— a)°— (I—.a)E'tang a
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so, dals wenn man diese beiden Werthe einander gleich setzt und dann

E’tang « bestimmt , sofort
a

E' tanga— 4 d—-a)ld—2ua).. (Ö

wird. Substituirt man diesen Werth für E’tang« in die beiden Rela-

tionen (I) und (ID, so erhält man nach einer ganz einfachen Reduction,
für die Gleichung der Curve AMB: |

um LEM N - a8De ge a)[@al—- ar —z°].. Aa)

und für die Gleichung der Curve A/M’B

De9a a 2 nie ‘een [a ae)... CH

dabei darf in der erstern Gleichung x blofs von 0 bis «, und in der
leiztern 2’ von 0 bis >— a genommen werden.

Setzt man den vorigen Werth von E’tang a auch in die Gleichung

(5), so erhält man nach gehöriger Reduction:
Va?! — a)”

= as (2)

Zusatz 1. Zur Bestimmung des tiefsten Punctes des gebo-

genen Stabes ABA’, mufs man die gröfsten Ordinaten y und y’ auf-

suchen. Nun folgt aus (1) nach der bekannten Regel:

paA ei EN NO= et a) [@al!— a9) —3 2?) —=0

und daraus:

Br a(2l—-a)ee.
Da aber z Za seyn muls, so muls seyn

  

are <a? oder

12a.

Ist daher > 2a, d.h. liegt der Punct C näher bei A als bei A‘,

so gibt es in der Curve AMB keine grölste Ordinate y. Ist dagegen

I—=2a oder =2a—e, so wird beziehungsweise e—=a«a und

=(a?’—z.ae) und dafür, weil der 2:° Differenzialquotient negativ
ausfällt, die Ordinate y ein Maximum.

Eben so folgt aus der Gleichung (19:

dy‘ Da

dr‘ =lE

Ve).
Burg’s Mechanik, Suppl.

 W—a?— 32 9)—=0

und daraus:

27



418

get Mn :
Da nun x’ <!--a seyn muls, so muls er <d—ay,di.

15 2a seyn, so, dals wenn ’<2a, also 7—a<a oder der Punct

€ näher bei A’ als bei A liegt, in der Curve A’/M’B keine gröfste Or-

dinate y’ vorhandenist, was mil der vorigen Bemerkung für y im Ein-

klange steht.
Für = 2a oder 24e würde beziehungsweise:

= = a und — V(e+ te) und dafür y’ ein Maximum.

Der tiefste Punct des gebogenen Stabes liegt also

immer zwischen demAufhängpunctB derLastunddem-

jenigen Stützpunct A’, dessen Entfernung vom Auf-

hängpunct die gröfsere ist.
Ist z.B. a—=1 und 7=3, so ist die der gröfsten Ordinate y'

entsprechende Abscisse (ausRelat. d) @° —\/2 und damit diese Ordinate

32 160°
selbst a

Imas. 27'812”
£ . DDr

während nur aen

folglich in der That y„> ist.

Zusatz 2. Für den besondern Fall, in welchem die Last Q in

der Mitte hängt, folgt aus den Gleichungen (1), (1‘) und (2), wegen

!—=2a, beziehungsweise:

008 Bi anve

=: er Ga?r'’— x'°)

0a°
Ö — oeund Fu

endlich folgt aus der Relation (e) fang a—0, also a0.

Für die gröfste Ordinate ist = 2’ —a und damit

A.
erYan: 6E ar

Zusatz 3. Aus den Relationen F=pp@==pp’=’ (Gleich. m

*) Will man in diesem Falle den Halbirungspunet zum Ursprung der rechtw,

Coordinaten nehmen, so muls ınman in dieser Gleichung a — = statt z

selzen, dadurch erhält man die Gleichung :

Y @a’— 3ar’+ 2).T. 198
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in der 32. Aufg.) und=ema (obige Gleich. 2) folgt der

Krümmungshalbmesser:
2 1—

für die Curve AMB: Rt
307
2 2

und für die Curve AM'B: p =Bu
350

E ; a’ : a°
Für—=2a wird ns und p

2i i ö a i
Für= a wird p am kleinsten und zwar p—= sv dagegen ist

für 2=0 sofort p= OO.

35. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab ADB (Fig. 42) liegt auf zwei

Stützen A und B horizontal frei auf, und wird durch ein über seine

Länge gleich vertheiltes Gewicht belastet; es soll die dadurch entste-
hende Curve gefunden werden.

Auflösung.

Es sey die Länge des Stabes, welche bei der stets vorausgeselzten

geringen Biegung der Entfernung der beiden Stützen gleich ist, AB=1,

die auf die Längeneinheit kommende Belastung —g, der Neigungswin-

kel der im Puncte A an die Curve gezogenen Tangente AT mit der

Horizontalen —a, für einen beliebigen Punct M der gesuchten Curve

AP=x und PM=y (wobei wieder PM senkrecht auf AB) so wie

der Krümmungshalbmesser in diesem Puncle —p. Diefs vorausgesetzt,

ist der Druck auf jede der beiden Stützen p—*tgl, so, dafs man die

Stützen wegnehmen und dafür in A und B die Kraft p vertical aufwärts

anbringen kann. Denkt man sich dabei noch den Punct M befestigt,

wodurch (33. Aufgabe) in dem Zustande des Stabes nichts geändert

wird, so ist .das statische Moment in Beziehung auf M, da auf den

Bogen AM das Gewicht 92 (indem man die Länge des Bogens mit der
Abseisse verwechseln darf) gleichförmig vertheilt ist, folglich im Hal-
birungspuncle von AMdie Kraft gx abwärts, dagegen im Puncte A
die Kraft p—=4yI aufwärts wirkt = —32.ga@a+telg =
—392°”-+3g!n. folglich (Aufgabe 32, Relat. n)

‚aYyje Se’inte
27*



=
5 d

und daraus wieder E’ 2 —=C+3g92°—1912,

# od J ,
oder da für «—=0 der Quotient _ —tanga, folglich die Constante

der Integration C= E’fanga wird, auch

E’dy=darE’tanga+Iga®de— 4g1n?dı.

Durch weitere Integration dieser Gleichung erhält man:

q geEy = Be nr m
rs ey 120?

ohne Constante, wobei sich die noch unbestimmte constante Gröfse

tang « aus dem Umstande bestimmenläfst, dafs für x = I die Ordinate

y=0 werden muls; diel[s gibt:

ar
Eltangga — —. 4WRITE, (m)

so, dafs wenn man diesen Werth in der vorigen Gleichung subslituirt

und daraus y bestimmt, sofort die gesuchte Gleichung der Curve

die Form erhält:

 qy=,,®r—2le—at)..

Zusatz. DBezeichnet man wieder die gröfste Ordinate durch 5,

so hat man, um diese zu finden, nach der Regel:

 

dy q=—(W610? 3) — d37 jap 2’ +429)=0 un

d’y q 2.mannNiet+12ed;

aus der erstern dieser beiden Gleichungen folgt z—=%!, womit der

zweite Differenzialquotient negativ wird; es ist daher die durch die

Mitte C von AB gezogene Ordinate CD=5 die grölste, und zwar

ist, wenn man in der Gleichung (1) @—=%! selzt und reducirt:

5qi*
=—— 2

384° @

Fernerfolgt aus den Relationen (32. Aufgabe, Relat. m)
i 5gi*

E'=p(—3g92°”-+3g1:x) und (vorige Gleich. 2) E== ä

wenn man diese beiden Ausdrücke einander gleich setzt und p bestimmt:

5.“

=ee
Für 2—=0 und z—=! wirdp=0O, so, dals also der Stab in

den Auflagpuneten A und B gar nicht gekrümmtist; dagegen wird
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. < 52°
pam kleinsten für 2—=4I! und zwar ist dafür Ar 155 dafs

also der Stab in der Mitte bei D am stärksten gekrümmtist.
Da die Gleichung der Curve (1) nicht geändert wird, wenn man

I — x statt x schreibt, so zeigt dieses an, dafs die CurveAMB durch

die aus dem Halbirungspunct € gezogene Verlicalliniie CD in zwei

symmetrische Aeste gelheilt wird. Nimmt man daher diesen Hal-

birungspunet € zum Ursprung der Coordinaten, selzt also CP=x,

so mufs man in der vorigen Gleichung (1) 4/— & slalt x selzen ; da-

durch erhält man für die neue Gleichung der Curve:
q DIRT

el.„919)
oder wenn man die halbe Länge L/—=a selzt, auch

en (a— 6a?2?—+ x*) 2. N)QAE
a qa° bqga*
d lat. —= _—, (Relat. 2) 5=-—— undFerner wird (Relat. m) fang «a a (Relat. 2) nz

ba*
(Relat. 3)DI@_) s

36. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab ADB (Fig. 42) liegt horizontal

auf zwei Stützen frei auf und ist sowohl in seiner halben Länge mit dem

Gewichte Q als auch durch ein über die ganze Länge gleich vertheiltes

Gewicht, welches auf die Längeneinheit —=g ist, belastet, es soll die

Gleichung der dadurch entstehenden Curve bestimmt werden.

Auflösung.

Seizt man die Entfernung der beiden Stützen AB=2a und

nimmt man den Halbirungspunct € zum Ursprung der rechtwinkeligen

Coordinaten,, setzt nämlich für irgend einen Punct der Curve OP —=x

und PM=y, so wie den Druck, welchen jede der beiden Stützen er-

leidet —=p; so ist für diesen letzteren p.2a—=0.a-2ag.a oder

P=30+ag..
Fernerist das stat. Moment in Beziehung auf den Punct M (wel-

chen man sich wieder befestigt, dagegen die Kraft p im Puncle A auf-
wärts, und jene AP.g in der halben Länge von AM abwärts wirksam

denk) pa - I —ag.CPpa)—gan),
folglich (Aufgabe 32, Relat. m):
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d?

E=—pla— a) +iga—a)

Darausfolgt durch Integrirung

E'—=MREEE4a27 —anı 32°)

oder da für z&=0 der Quotient ©m (als Tangente des Winkels, welchen

die im tiefsten Puncte D an die Curve gezogene geometr. Tangente mit
der Abscissenachse bildet) =0, also die Constante € ebenfalls —0
wird, auch

Edy=—p(as—z2’)de+4g002—ar’ +12) de.. (B)
woraus ferner

ale? amp
uu1=)+4(IPa

oder da für z=a, N 0, folglich die ic der Integration
C=!pa?—1!ga* wird, GR

 

ar ef na _e niEy=zra’—zga'—p =) +30 u
oder wegen p—=40- ga in =a

20:iu See! 9a 2 ds
zu Tore (Odin +0 eeNE
folgt.

Zusatz 1. Wollte man die Lage der im Puncte A gezogenen
Tangente AT bestimmen, so dürfte man in der Relation (3) sofort nur

dy 2 ; hz=a und —utang « setzen (weil y abnimmt, wenn = zunimmt)

und fang « daraus bestimmen; diels würde geben:

 

  

30a’ +4Agua®
eg 1lang a IB (1)

Da für 20 die Ordinate „=CD—=5 am grölsten wird,

0a° 5ga*
so hat manaus (I) E’6= E + 5% und daraus:

3 4“
en AQu’+5ga (2)

24

Endlich ist (vergl. 32. Aufgabe, Relat. mm)

E=p[plka— a) — 49(a— x)?
folglich, wenn man in diese Gleichung für E’ den Werth aus der vori-
gen Relation (2) und für p den Werth aus (a) setzt und dann p bestimmt,

die Grölse des Krümmungshalbmessers im Puncte M:

BD * 40+5g04 (3)

ranFran
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Zusatz 2. Setzt man g=0, so gehen die Gleichungen (D,

(1), (2) und (3) über in jene:

@Qa?—3ax?- x?)

tan er
yETTEE

 
y nz“

0a’

3°(a— 8)

welche Werthe mit jenen in der Aufgabe 34, Zusatz 2, wie es seyn

soll, genau übereinstimmen.

Setzt man dagegen O=0, 50 gehen die genannten 4 Gleichungen

DD), (1), (2) und (3) überin:

 

und DD

 

u 2,2 „ENuu—050 — 6a? x?- 2°)

ga:

ar SEE, a5

eb

Han _

und ee
12 °(a — 2°)

was wieder mit den analogen Ausdrücken der vorigen Aufgabe (Zusatz)

gehörig übereinstimmt.

Anmerkung. Will man nicht schon im voraus den mittlern Punet D als

den tiefsten der Curve ADB gelten lassen, also bei der Bestimmung der

dy Bu
Constante C der ersten Integration den Quotienten Hr un — Or nicht

dy
schon als bekannt ansehen und wie es oben geschehen dafür en = (0

setzen, d. h. die an diesen Punct D gezogene Tangente als parallel mit

AB annehmen; so bilde diese Tangente mit der Abseissenachse AB gegen

A hin allgemein den Winkel @, so, dafs in der obigen zweiten Differen-

dy
zialgleichung (des ersten Grades) für 2=0 der Quotient ass = fang o,

daher die Constante C= E’tang« wird. Mit diesem Werthe erhält man

bei dem vorigen Verfahren für den Ast AMD:
3Va 5qa* a a

nen zunga(+ 2roEL

ER
12 en

und für den Ast AMD, wobei sich nichts ändert, als dals Zang« mit

entgegeugesetztem Zeichen zu nehmenist:
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a® 5ga* u 5
Ey = atanga+ = + 24 + ztanga— 2 + z’+

0,  MIEE

12 ah 2
Um nun den Werth für Zanga zu finden, sey für 2=0 die Ordinate

Y=°, so ist aus diesen beiden Gleichungen:

 

 

0a? 5ga*
E ° =— war,alanga-+ 6 24

r Das 500:
und E'’d=alanga-+ 6 + 28

daraus durch Subtraetion :

0=2atanga oder tanga=0.. (m)

 

z =a?’ 5“a*
durch Summirung dagegen entsteht 227° —=2 + und

kOa’tsgat
on ==, sule,ohen,

Aus derGleichung (A) folgt zur Bestimmung der grölsten Ordin ate,
mit vr auf die vorige Gleichung (8):

0a ve Oz m
--(7+ eeon

 daraus folgt =

r ae dy 0a gaund daraus z= 0, womit der zweite Quotient ee " + er

in der That negativ ausfällt.

37. Aufgabe.

Der gewichtlose elastische Stab ACA’ (Fig. 43) ist in A einge-
mauert, in C mit dem Gewichte @ belastet undliegt am andern Ende A’
auf einer Stülze frei auf; es soll die Curve bestimmt werden , welche
der Stab dabei annimmt.

Auflösung.

Es sy AB=a, A4’—=1 und der Druck auf die Stütze in A/

=p, ferner seyen die rechtwinkeligen Coordinaten irgend eines Punctes

M der Curve AMC, AP=x, PM=y, so wie eines Puncles M’ der

Curve A’M’C, AP —=x’ und P'M'=y'; so ist das stal. Momentin

Beziehung auf den Punct M (wobei man sich nach Aufe. 33, Zusalz,
den Punet M befestigt und in A’ die Kraft p aufwärts, dagegen in €
jene @ abwärts wirkend denken kann) M=pl— 2) — 0la— ze),
folglich wieder

wi
die“

— pdl— a)0a - a) und daraus
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BY=—p (1-5)+0 El,Er

wozu keine Constante kommt, weil für z= 0 auch©—en ist, ferner

lcCr
ebenfalls ohne Constante, indem für z2—=0 auch y=0 seyn muls;

dabei liegt & innerhalb der Grenzen 0 und a.

Eben so hat man in Beziehung auf den Punct M’ der Curve A’W’C

das stat. Moment (indem man sıch M’ befestigt, und im Puncte A’ die

Kraft p aufwärts wirkend denkt) M=g— x‘), folglich

BRAR ‘ 4E er =pler, also m =c—p[1e---
rc”

 

oder da für &’—=a der Quolient aanEn Aufgabe 33, die beiden
: } : e ayfe %

Curven im Puncle € eine gemeinschaftliche Tangente haben) r jenen

; a ed}
Werth annimmt, welcher aus der Relation (m) für hervorgeht, wenn

man 2 = a setzt, folglich

ale—=(0—p (1-5) oder ct

a “ ‚2

wird, auch: Ari eepie   

dc

und daraus weiters:
0a? l£'° x’

Bone 025 er) ©.le er

Da ferner y’ für #’—=a jenen Werth annimmt, welchen y für

=anwiso hat man zur Bestimmungder Constanten €:

 

ve _ 0a® La’a le N c(7 = +
3

und daraus get ;
6

folglich, wenn man diesen Werth substituirt, auch:

0a’ 0a? lt
Ey=—— +0 _ 2y FG) cm)

wobei x’ von a bis Z genommen werden kann.

Um endlich noch die unbestimmte Gröfse p zu bestimmen, beı ülze

man die Bedingung, dafs für x =! die Ordinate y„=0 seyn muls, so
erhält man:

ai u(3l- a)
aP 07,.@
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welcher Werth noch in die Gleichungen (D)_ und(IT) der Curven AMC

und A’M’C gesetzt werden kann.

Zusatz 1. Zur Bestimmung der gröfsten Ordinate oder

des tiefsten Punctes des gebogenen Stabes hat man zuerst aus der

Gleichung (D:

E=-n(ie-8)40(0-3)=0
und daraus, nachdem man mit © abgekürzt (oder die Wurzel » — 0

beseitigt) hat: \
0ua—pien (1)

setzt man in dieser Gleichung Z= aa‘ und für p den Werth aus (n),

so zeigt sich, dafs nur dann, wie es die Natur der Sache erfor\ert,

 a

© <a seyn kann, wenn a’ < on ist. Da der zweite Quotient

d’y .

a2’
unter dieser Bedingung wirklich ein Maximum von y Statt.

Esfolgt ferner aus der Gleichung (IT): e

Eule)
und daraus, wenn man wieder für p den Werth aus der Relat. (n) selzt:

i—a—[ı— }"17
Da aber für diese Curve AM’C z=’Za seyn muls, so folgt, dals

wenn man in diesem Ausdrucke von =’ die Grölse =a--a’ selzt,

—=—0Oa(2a?-+aa’-2a'?):dabei negativ wird, so findet

 

diese Bedingung nur erfüllt wird, wenn « S u: ist.

Auch wird in der That dafür der zweite Differenzialquotient

—= —p(I— x’) negativ, also die Ordinate y’ ein Maximum.

a

By’

de’?
 

Diese Untersuchung zeigt also, dafs in dem Aste oder in der Curve

Per ähgg findet,AMC für y ein Maximum und zwar für 22.

wenn I=a--a’ geselzi, a Z Zt Ferner dafs in dem Aste oder

in der Curve A’/M’C eine gröfste Ordinale y’ exislirt und zwar für

eo — I: u Volsgurgpele wenn/=a-- a’ geselzt, « 5B ist.

Für «—-,; wird in beiden Fällen z— x’=a, so, dafs dann

 

der Aufhängpunct € zugleich auch der tiefste Punctist.
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Findet also das Maximum in der ersten Curve Statt, so kann kein

% 7

er
solches in der zweiten Curve bestehen, und umgekehrt, nur für «=

fallen beide gröfsten Ordinaten im Aufhängpunct € zusammen

Zusatz 2. Füra’=aode !=2uawird p=2;0

und aus der Relation (2): a—Ua,

es liegt also, da dieser Werth z> a ist, kein Maximum von y in der

Curve AMC.

Dagegen wird für den zweiten Ast A’M’C aus der Gleich. (2)

©=2a(1—\%)
und da dieser Werth von x‘ zwischen a und 2a liegt (indem &’>«

und <2a is), so findet in. er Anl eine gröfste Ordinate y’ Stalt

und zwarist m“a

Die beiden Gleichungen (I) und (IM der Curventheile AM C und

 

A’M’C gehen über in jene:
3a 11

Ey= 3

ur: 96
4 Ei A Br2 3

irer+ ER, ee)

Zusatz 3. Setzt man wieder den Pfeil oder die Ordinate des

Aufhängpunctes BC=5, so erhält man sowohl aus der Relation (D

und

als aus jener (IT) füra sofort y=y'—5 und zwar

0a 3 2=rm le Bi1 te)

Für I=a+7>, wird =!=“a)

welcher Werth in 1That, wie esRn soll, mit der gröfsten Ordinate

’yin(D oder y’ in(ZD, welche für = x’ —=a entsteht, übereinstimmt.

Anmerkung, Für 2=2a@ ist nach Zusatz 2 die grölste Ordinate in dem
a:0a 0

Aste A’M’C und i NZ ne ahe =— -ste und zwar ist Ye! 6v5.B’ oder nahe I3aP° wäh

a: 0a°

rend die Ordinate des Aufhäng ger Enate des Aufhängpunctes sw’ oder nahe 137E°

also in der That y‘  >d ist.

38. Aufgabe.

Derelastische, gewichtlose Stab BA B/ (Fig. 44) liegt horizontal
auf 3 Stülzen A, B, B‘, von denen sich jene A in der Mitte zwischen
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den beiden andern B,B’ befindet, frei auf; wenn nun jede Hälfte des

Stabes in der Mitte C und C’ mit den Gewichten O und Q’ belastet ist,

so soll der auf jede der 3 Stützen entfallende Druck und zugleich die
Biegung bestimmt werden, welche der Stab dadurch erleidet.

Auflösung.

Es sey AB=AB'’=a, der Druck auf den Punct A gleich p

und auf die Puncte B und B’ beziehangsweise g und g‘, so wie der

Winkel, welchen die im Puncte A an die Curve gezogene Tangente mit

der zur Abseissenachse genommenen Geraden BB’ bildet —=a; so hat
man zuerst:

Pete SEOFR m
ferner, wenn man sich die Pressungen p, g, g’ als Kräfte vorstellt, welche

den in den Puncten A, B, B’ nach aufwärts wirkenden Kräften p, , q’

gleich und entgegengeselzt sind, nach statischen Gesetzen (wenn man
B als Drehungspunct ansieht):

2ay+pa=0.3a-+0.3a

und (B’ als Drehungspunch) :

2ay+pa=0.3a-+ 0a

folglich 2W—-M=0—0.. 0)

Setzt man für die rechtw. Coordinaten eines Punctes M der Curve

ACB, AP—=x, PM=—y und denkt sich von dem Theile BCMder

Curve den Punct M befestigt, dagegen in C und B die Kräfte @ und y

ab- und aufwärts angebracht; so ist das stat. Moment in Beziehung

auf diesen Punct =g(a — 2) — 0 er _ 2), folglich (genau so wie

bei den vorhergehenden Aufgaben):
1?

2 n=0(5 2) run)des
‚ıy ax ca wc"und daraus Ei (7 -3)-r(ae-) +6im

ie 2 d IE i
oder da für e=0 der Quotient r =langa seyn soll, mithin die

cd

Constante C=Etang«a wird, auch:
dy BE De ( 6ee aee BD —— tangan.B (5 >) glax )+tang« (a)

woraus durch abermaliges Integriren , sofort
(ze 0 OBER

Ey (2-2 me 7 —,) x E’tanga..u «(ee ga (D

folgt, wozu keine Constante kömmt, weilfür x = 0 auch y== 0 seyn nuls.
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Diese Gleichung bezieht sich auf alle Puncte der Hälfte AMC, so, dafs

darin z nur von 0 bis = genommen werden darf. “

Auf die zweite Hälfte BC.der Curve ACB übergehend, sey für

irgend einen Punct M, AP’— x‘ und P-M‘=y’, so, dals hier «’ nur

von — bis a genommen werden darf; so ist (wenn man sich den Punct

M’befestigt, dagegen im Puncte B dieKraft p aufwärts wirkend denkt)

das stat. Moment in Beziehungauf den Punct M’=g(a — «')
2d’y'

022

x”?

eY= e-+(ee-75-).

Um die Constante € zu bestimmen, bemerke man, dafs die beiden

Hälften AC und BC der Curve ACB in C eine gemeinschaftliche Tan-

folglich wieder E' ——ga 2)
und daraus:

bi ei ei d &
gente haben müssen, dafs also der vorige Quotient Er für el 5

; 3 5 adys {
denselben Werth, wie der obige Quotient z Ina) für 2— a erhalten

muls; diefs gibt die Bedingungsgleichung:

100? —2ga?+ Etanga—=— 39a’ +C

woraus C=40a?-+ E’tang « folgt, so, dafs wenn man diesen Werth

substituirt, sofort

„ay“ , LEE 5 —=10a?-+ Etanga—g («2 _ =)

und daraus durch abermaliges Integriren

Ip 1 2 pi % az” xEy—=C-+300°0 + 2'E tanga—g en

folgt. Zur Bestimmung der Constanten C’ bemerke man, dafs y’ für

 

2’ = - denselben Werth wie y für = = in der vorigen Gleichung(I)

annehmen mufs; stellt man daher wieder wie vorhin die dieser Bemer-

kung entsprechende urya auf und bestimmt daraus C*,

so erhält man e—=—70u°

und damit aus der DOREEN Relation die Gleichung der Curvenhälfte BM’C:
“2 “3

ry—!#2’ + z’E’tanga—gq = -)- Kr . ID

Aus diesen Gleichungen (I) und (ID, welche den EISıneilen

AMC und BM’C der Hälfte ACB entsprechen, erhält man jene für
die Curventheile AC’ und B’C* der Hälfte A C’B’, ganz einfach, indem
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man in diese Gleichungen Q’ statt O und g‘ statt q setzt und fang « mit

dem sulgegengeseizien Zeichen nimmt; man erhält dadurch:
LEE'y— 0'(—2) “=)—zE'tanga «>

a Eu u
und Ey‘Me(7IE I)

dabei ist in der erstern Gleichung x von 0 bis und in der letztern

x' von e bis «a zu nehmen.

Setzt man in (IT) und (IM) x'’=a, so wird y'=0, folglich,

wenn man gehörig reducirt und mit a abkürzt:

0=E'tanga+50a?— ya? (8)

und 0=—E'tanga +2 0'a°— ig’a? (4)
so, dafs sich aus den vier Gleichungen (1), (2), (8), (4), die noch

unbestimmten Grölsen a, p, 9, q‘ bestimmen lassen. Man erhält nämlich

durch die Subtraction von (8) — (4):

0=2Etanga-+ za?0— 0) — za? (a— 9)
oder, wenn man für g—g‘ den aus (2) folgenden Werth substituirt

und fang « bestimmt:

N)
tung « —ve (III)

Mit diesem Werthe von Zang «a folgt ferner aus (3):

130 — 30°
47 Av)

und eben so aus (4):

‚_130'-30
I CM

und damit aus (1):

20-303
BET

Anmerkung. Wie man sieht, so trägt die mittlere Stütze A um der

ganzen Last Q-+ 0’ mehr als das Doppelte von dem, was die backen

Stützen 3 und 3° zusammen tragen, oder mit andern Worten, diese Stütze

trägt etwas weniges (und zwar um 5) mehr als 5 der ganzen Last.

Auch sieht man, dals die reed auf die Stützen von der Gröfse

E’ unabhängig sind, folglich dieselben bleiben, der Stab mag viel oder

wenig biegsam seyn. Aus diesem Grunde fällt auch die bei der Ver-

theilung des Druckes einer in 3 Puncten unterstützten geraden steifen

Linie bestehende Unbestimmtheit, wie sie in der 4. Aufgabe vor-

kömmt, sogleich hinweg, wenn man dieser Linie auch nur die allerge-

ringste Biegsamkeit zugesteht.
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Zusatz. Für den besondern Fall, dafs Q’—=0 wird, erhält

man aus den vorigen Relationen :

P=Rr0,9=d"—=70 und fanga—0

‚so, dafs also die Abscissenachse BAB’' zugleich eine Tangente an die

Curve im Puncte A bildet. Die Gleichungen (D und (IT) oder (I) und

dr) gehen dabei in die Gleichungen über :

Ey. (Iaz?— 112°)

und E'y= c204120e'— 15a='?+5 2°)

wovon die erstere den Curvenhälften AC und AC‘ und die letztere

jenen BC und B’C’ entspricht.

Für ==, gib die erstere, und für ==, die letztere densel-

700°
n® ob=y= I .ben Werth ET

Für2==0 gibt die erstere, und für x’ — dieletziere y—= y'’—0,

Alles wie es seyn soll.

 

Zur Bestimmung der Be Ordinate folgt aus der ersten dieser

i , dy
beide — — —— (18 — 3) —= nd darausiden Gleichungen az- (l8ax ad=0 u

. RO: AB a
== 0 für ein Minimum und e—=4%a, welcher Werth gröfser als >>

folglich für diese Curvenhälfte AC unbrauchbar ist. Aus der zweiten

ß 4 UYRBO EE De
Gleichung dagegen erhält man Pen(12a°—-30az-+1529—0

unddaraus 2’—=a + a\/4, wovon, da =’ nicht grölser als a seyn darf,

nur der zweite Werth 2/’= a (i —;) , welcher, wie es für den Cur-

ventheil BC seyn soll, gröfser als 2 und kleiner als @ ist, in der That

einem Maximum von y‘ entspricht, indem dafür der Quotient

Bin:—=4A(—304—+30x2) negativ ausfällt, und zwar ist dafür

 

de® R
3

Veoden nahe — el.
mar... AB Y/dE 107 2°

während der obige Werth für die Ordinate des Aufhängpunctes € nahe

den Werth ö—=et gibt, dieser also jedenfalls etwas kleiner als

der vorige Werth von y’ ist.
Was endlich den Krümmungshalbmesser betrifft, so läfst sich dieser
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für jeden der beiden Curventheile A€ und BC wieder eben so, wie bei

den vorhergehenden Aufgaben ohne Schwierigkeit bestimmen.

Anmerkung. Setzt man hier (in diesem Zusatz) überall 2# statt z, so

erhält man genau dieselben Gleichungen und Werthe wie im Zusatz 2,

der vorigen Aufgabe. Jede Hälfte des Stabes ACB und AC'B’ ist also

hier genau in derselben Lage. als ob dieselbe in A eingemauert wäre und

beziehungsweise in 3 und 2° frei aufläge.

39. Aufgabe.

Die vorige Aufgabe mit Rücksicht auf das eigene Gewi cht des

elastischen Stabes oder Balkens aufzulösen.

Auflösung.

Behält man durchaus dieselbe Bezeichnung wie in der vorigen

Aufgabe bei und selzt das Gewicht der Längeneinheit des Stabes Coder

wenn dieser gewichtlos betrachtet wird, die noch aufser der Belastung

0 auf die Längeneinheit kommende gleichförmige Belastung) =9;5 SO

nufs manjetzt für das erstere, auf den Punct M bezogenestat. Moment

der vorigen Aufgabe

nor D—0(5—2)-ina-a)

=0 (2-2) +39)’—1a—2)

seizen (also hier noch das Glied g(a— x).2(a— ©) hinzufügen,

woraus man, genau wie früher verfahren, nach und nach

wage)(ae er)
q («.— 2) — E’tang a

 

und daher   

und

aeutert

ul —+2E'tang« «D

erhält.

Für die Hälfte BC ist jelzt das stat. Moment

—= g(a— x) —tg(a— x)? folglich

d’y’
E' de”® :

und daraus (da die Constante cc! —+ E’tang «a wird):

—0la2)
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m=1y(e2 — ar?+2Be+E‘itang«

 
 

        

dz

und
a?x? ac” (5

ni = ar uFeEy =;s( 2 Ilm

0a’ , Lz Bu r (Im

die den 4 Gleichungen (1), (2), (8), (4) der vorigen Aufgabe analogen

Gleichungen sind hier :

p++r7=0+0+2a9
2W—- W=09—-V ©

ferner, wenn man in (IT) und (IF) (welche letztere Gleich. aus jener

Hy entsteht, wenn man wieder @’ und g’ statt Q und g schreibt und

tang « negativ nimmt) ©’—= asetzt, wofür y'—0 wird:

0=4ga—1ya?+&Va®+aEtanga (3)

und 0—=4lga—iya®+30a®—aE'tung« (4)

Aus diesen Gleichungen folgt ganz einfach, wie in der vorigen

Aufgabe:
a(0 0)
BE

130—30’+12ageen

1307 —30-+12ag

32

_20+N)+20a,
32

Endlich erhält man für die Ordinate des Aufhangpunctes (für x =

tang « =

dagegen

ne

und

v
i
s

aus (D) oder =, aus (ID:

70a° ga*

Serton
welche Ausdrücke sämmtlich, wie es seyn soll, für g=0 in die cor-

respondirenden der vorigen Aufgabe übergehen.

40. Aufgabe.

Wenn zwei malerielle Kugeln aus homogenen Schichten oder
Schalen gebildet sind, deren sämmtliche Puncte sich im geraden Ver-
hältnifs ihrer Massen und im umgekehrten Verhältnifs des Quadrates
ihrer Entfernung anziehen, die Resultante der Kräfte zu finden, welche
jede Kugel auf die andere ausübt.

Rurg's Mechanik. Suppl. 28
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Auflösung.

I. Betrachtet man zuerst die Anziehung einer homogenen Kugel-

schale, deren Mittelpunct € (Fig. 45) ist, gegen einen materiellen Punei

O0, welcher au[serhalb der Schale liegt; so sey x der Halbmesser

der Schale und ö ihre unendlich kleine Dicke, folglich V=4r?x ihr

Volumen; ferner bezeichne p die anziehende Kraft, welche zwei mate-

rielle Puncte in dem Abstande —=1 gegen einander ausüben, wenn jeder

Punct die Masse —=1 besitzt, m sey die Masse des materiellen Punctes

in O und m’ die Masse der Volumeneinheit der Kugelschale, folglich

M=4r?z5m’ jene der Schale selbst; ferner sey ©0= a der Abstand

des materiellen Punctes O vom Mittelpunct € und für irgend eine unend-

lich kleine, im Puncte M liegende Oberfläche «» der Kugelschale, der

Abstand MO=x, folglich, da das Volumen dieses Elementes der Schale

= w»6ö und dessen Masse = wöm’ ist, die Anziehungskraft gegen den

Punct O, nach dem angenommenen Geselze:

oomm'
DS us (a)

Denkt man sich die Kugelschale durch zwei Ebenen MM’ und

mm’ geschnitten , welche auf der Geraden CO perpendikulär stehen und

einander unendlich nahe liegen, so, dafs für OP—=xz O(p=x-dxr

ist; so hal die Resultirende aus allen ähnlichen Kräften wie p’ in («)

der dadurch abgeschniltenen unendlich schmalen Zone, die Richtung

OC und als Gröfse oder Intensität die Summe aus den Projeclionen der

sämmllichen elementaren Kräfte »‘ auf die Achse OC*).

Nun ist die Projection der Kraft p/, welche in M wirkt, auf die

Achse CO offenbar = —=uömm’p a (Relat. «), folglich gibt die

 

*) Nimmt man nämlich in Nr. 15 die Richtung der Resultante R für die

Achse der £, so wird in der dortigen Relation «= 0, d=c = 90° und daher

R=:L(PCosa), Z(PCos$) —=0 und E(PCosy) =0.

Vondiesen Relationen sagt die erstere aus, dals die Grölse der

Resultante mehrerer auf einen Punct wirkenden Kräfte

gleich istderalgebr. Summe aus den Projectionen die-

ser Seitenkräfteaufdie Richtung der Resultanle, so wie

jede der beiden letzten, dafs die algebr. Summe aus den Pro-

jeetionen dieser Seitenkräfte auf eine zur Resultiren-

den perpendikulären Achse gleich Null ist.
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Summe aus allen ähnlichen Werthen, welche den auf der genannten

unendlich schmalen Zone liegenden Elementen » entsprechen, die Ge-

sammtanziehung dieser schmalen Zone auf den materiellen Punct O.

Setzt man daher, da alle auf dieser Zoneliegenden Elemente «» dasselbe

x und x haben, für die Summedieser Elemente den Sector selbst, d. i.

2rrda, so ist die eben genannte Anziehung der materiellen Zone

MM’m'm gegen den materiellen Punct O und umgekehrt des Punctes O

gegen die Zone, sofort:
M zdt

a ae

Da aber =2?+ MP?—= 2°4+1r?— («—z)?—=r’—a’+2ar,

folglich

          

z»’+a’—r?’ dz
ct—=———— und POER \-

2a 2a

ist, so folgt auch nach gehöriger Substitution und Reduction:

de7? E& + (a?32]

Wird diese Gleichung: integrirt, so erhält man für den allge-

meinenFall:
Ne. Mmp ——rGt)Pe[:——=] ni

Liegt nun

a) der Punct O, wie oben angenommen worden, aufserhalb der

Kugelschale, so mufs dieses Integral innerhalb der Grenzen von s=a—r

bis <= a-+r genommen ; cn erhält man:

 

 

           

 

_ Hmp — r;

nsägen [«rnAz1%

oder nach gehöriger Reduction:
Mm

P=—,p MW

Liegt aber

b) der Punet O (Fig. 46) innerhalb der Kugelschale, so muls

das vorige Integral zwischen den Grenzen von s=r—a bis s=r-a
genommen werden, wodurch En a

mp
Zi [7 +age#7

oder nach gehöriger Reduction

P=0 (2) erhält.

Aus der Relation (1) folgt, dafs die anziehende Kraft,
welche die Kugelschale von der Masse —=M auf den

28*
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änfsern Punct 0 von der Masse =m (und umgekehrt

m gegen M) ausübt, genau dieselbe ist, als wenn die

gesammte Materie der KugelschaleinihremMittelpunct

vereinigt wäre.
Dagegenzeigt die Relation (2), dafs die Anziehungskraft,

welche die Kugelschale gegeneineninnerhalb liegen-

den Punct ausübt, Null ist.

I. Da nun das eben Bewiesene von jeder mit dieser concentri-

schen Kugelschale gilt, so folgt, dals ein aus homogenen concentrischen

Kugelschalen zusammengesetzter Körper, dessen sämmtliche Puncte

einen aufserhalb liegenden materiellen Punct nach dem umgekehrten

quadratischen Verhältnifs der Entfernung anziehen, dieselbe Wirkung

auf diesen Punct, so wie auch umgekehrt dieser‘Punct auf den Körper

ausübt, als wenn die ganze Materie dieses Körpers in seinem Miltel-

puncte vereinigt wäre.
Weiters folgt, dafs sich bei demselben Anziehungsgesetze die

Wirkung eines aus homogenen Kugelschalen gebildeten Körpers gegen

einen in seinem innern befindlichen Punct auf die Wirkung jener Ma-

terie beschränkt, welche von der durch diesen Punct gehenden Kugel-

fläche eingeschlossen wird, gegen welche nämlich dieser Punct als ein

äufserer erscheint, während die Wırkung der ihn einschlielsenden

concentrischen Schichten Nullist.

Anmerkung. Wäre demnach unsere Erde genau kugelförmig und homogen,

so würde ihre Anziehung auf einen Punct im innern derselben dem

Abstande dieses Punctes vom Mittelpuncte der Erde direct proportional

seyn, wäbrend ihre Anziehung auf einen aulserhalb oder über ihrer

Oberfläche liegenden Punct dem Quadrate der Entfernung umgekehrt

proportional wäre. Denn man mülste nach dem letztern Satze für einen

innern Punct 0 (Fig. 46) die Masse M der anziehenden Kugel dem

Cubus des Halbmessers CO = «a proportional, also in der obigen Formel(1)

M=ua°M' setzen, wodurch P=eM'm.a wird, während für äufsere

Puncte die Masse M(=*rr°) constant, also auch die Formel (1) unge-

ändert bleibt.

III. Liegen endlich die Mittelpunete €, €* zweier aus homoge-

nen concentrischen Schichten bestehenden Kugeln von den Massen M

und M’ umdie Entfernung a auseinander, so ist die Wirkung der ersten

Kugel © auf jeden materiellen Punct der zweiten Kugel €’ eben so, als

wenn die Masse M der ersten Kugel in ihrem Mittelpuncie vereinigt

wäre; ihre Wirkung ist daher auf die Gesammtmasse der zweiten

Kugel die nämliche, als wenn im Puncte € die Masse M befindlich
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wäre, welche ihre Wirkung auf diese zweile Kugel C’ ausübte. Die

Resultante dieser Wirkung ist aber
MW

W=—p
a?

gerade so, als wenn auch die Masse M’ der zweiten Kugel in ihrem Mittel-

puncte C* vereinigt wäre; hieraus folgt der Satz, dafs die Resulti-

rende der Kräfte, welche jede Kugel auf die andere

ausübt, genau dienämlicheist, wie wenn diegesammte

Masse oder Materie jeder Kugel in ihrem Schwer-

oder Mittelpuncte vereinigt wäre.


