Ziweiter Abschnitt.
Dynamik.

Von der gleichformig beschleunigten oder
verzigerten Bewegung.

(9. 134.)

51. Beschreibt ein Punct bei irgend einer verédnderlichen
Bewegung wihrend der Zeit ¢ den Bogen MN=s (Fig. 22), so stellt

der QllOthl’lt; die mittlere Geschwindigkeit vor, mit welcher dieser Bo-

gen zuriickgelegt wiirde; auch bezeichnet derselbe Quotient den Weg in
der Zeiteinheit fiir den Fall, in welchem der Bogen s wihrend der Zeit ¢
mit gleichformiger Bewegung beschrieben wiirde.

Lifst man nun ¢ ohne Ende abnehmen, so nimmt auch s eben so
ab und es nihert sich dabei dieser Quolient einer Grenze, welche nichls
anders ist als die Geschwindigkeit des Beweglichen im Puncte M, so
dals wenn man diese Geschwindigkeit mit » bezeichnet, sofort

ds .
() v=5[f ist.

Anmerkung 1. Diese Geschwindigkeit ist zugleich diejenige, mit welcher
das Bewegliche von dem Puncte # aus gleichformig (und nach der Tan-
gente) fortgehen wiirde, wenn von diesem Puncte an jede Einwirkung
auf das Bewegliche aufhorte. Zugleich folgt aus dieser Relalion wegen
ds = v dz (vergleiche §. 129. Gleich. 1), dals man jede wie immer geartele
Bewegung wiihrend eines Zeitelementes als eine gleichformige ansehen
kann.

Anmerkung 2. Von der Richtigkeit der Relation () kann man sich auch
auf folgende Weise liberzeugen.

Hat der bewegliche Punct nach Verlauf der Zeit Z den Weg s zuriick-
gelegt und dabei die Geschwindigkeit o erlangt, so wiirde er, wenn von
nun an jede Einwirkung auf ihn aufhorte, mit der Geschwindigkeil » gleich-
formig fortgehen und also im nichstfolgenden Zeitelement d¢ den Weg
ds = v d¢ zuriicklegen ; da jedoch diese Einwirkung nicht authort, so wird
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streng genommen dieser Weg seyn () ds =wvd¢+-=, wobei 2 jenen
Antheil bezeichnet, welcher durch diese fortwiihrende Einwirkung der vor-
handenen Kraft wihrend der Zeit dZ entsteht. Da aber keine wie immer
geartete Kraft die Geschwindigkeit des Beweglichen in einer unendlich Klei-
nen Zeit um eine endliche Grofse verindern kann (indem dazu immer auch
eine gewisse endliche Zeit erforderlich ist), so ist diese Anderung von
am Ende der Zeit dz sofort do, und es ist offenbar 3 <<dv dZ, weil selbst
wenn diese Anderung do schon am Anfange des Zeitintervalles dZ und nicht
erst am Ende desselben eingetreten und durch diese Zeit dZ constant ge-
blieben wiire 3 = do d¢ seyn wiarde. Da nun aber auf diese Weise 3 in
jedem Falle unendlich klein der 2ten Ordnung ist und daher gegen vdt
verschwindet , so ist in der That ds=wvdz *)

52. Diein §. 134 aulgestellte Gleichung v==c¢ ¢ bezicht sich auf
den Fall, in welchem eine constante Kraft auf den ruhenden Korper
einwirkt; nimmt man dagegen den allgemeinern Fall an, in welchem
sich der Korper oder materielle Punct bereits mit der Geschwindigkeil &
gleichformig und geradlinig fortbewegt, bevor die constante Kraft auf
denselben einwirkt, so ist diese Geschwindigkeit am Ende der Zeit ¢
(diese von dem Augenblicke der Einwirkung der Kraft an gezihll), je
nachdem die Kraft in derselben oder entgegengeselzten Rich-
tung der urspriinglichen Bewegung wirkt, beziehungsweise:

DESSe SHRESYELD)

oder wv=k—ct an
wobei der lelztere Fall, in welchem auch v negativ werden kann (sobald
namlich ¢ £>> k& wird) in dem erstern begriffen ist, wenn man dafir ¢
negaliv nimmt. Die Bewegung ist nimlich im erstern Fall gleich -
formigbeschleunigt, im letztern gleichformig verzogert.

53. Um nun aber auch den zuriickgeleglen Weg oder die Posi-
tion zu bestimmen, welche ein mit gleichformig verdnderter Bewegung
fortgehender materieller Punct in einem gewissen Augenblicke besitzt,

*) Um den Werlh von = genauer kennen zu lernen, hat man wegen
s =[(2) sofort s+ ds=/(¢+ d?) odc' nach dem Tay!lor’schen
d’s dz?
1) (6 = s oder
1eorem (Comp. §. 646) s + ds = .s‘—l— l[ dt—{— e 7 2 + .

do
mil Riicksicht auf die obige Gleich. ds = » dZ auch ds = v d/+ 5 0 s
und mit Auslassung der unendlich kleinen Glieder hoherer Ordnung:
ds =w0d¢+ Ldods, so dals also, diese Gleich, mit der obigen (72)
verglichen , 2 = 3dv d¢ gibt.
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zdhle man seinen Abstand auf der geraden Linie seines Weges von einem
bestimmten Puncte 4 aus und bezeichne diesen am Ende der Zeil ¢ mil a ;
so ist seine Geschwindigkeit in diesem Augenblicke (Gleich. « in 3 1.)

= g—f, folglich nach den beiden Gleichungen (1) (17) der vorigen Num-

mer 2%: k + ¢t oder dz =k d¢ 4 ¢ £d¢, woraus man durch die In-

tegration erhalt : 2 ... 2=C-FFktL3ct?

dabei gilt von den doppelten Zeichen das obere fiir die gleichformig
beschleunigte, das untere fiir die gleichformig verzogerte Be-
wegung.

Wird die Zeit von dem Augenblicke an gezéhlt, in welchem sich
das Bewegliche im Puncte A4 befindet, so wird fiir ¢=0 auch 2= 0,
folglich die Constante € der Integration ebenfalls Null, und daher

oz =kt 4+ Lct® (vergleiche §. 135).

Beginnt die Bewegung von dem festen Puncte 4 ohne alle Geschwin-
digkeit, d. i. von der Ruhe aus, so ist #==0 und da fiir £=0 auch
o =0 seyn mufs, so isl auch die Constanle €'=0 und sofort:

(Bga o enr— i
welches sofort die Gleichung (2) in §. 134 ist.

Anmerkung. Man nennt hier die Endgeschwindigkeit ¢ nach der ersten
Secunde, oder allgemeiner diese Zunahme der Geschwindigkeit in der Zeit-
einheit die constante Beschleunigung, welche (wie aus den
Gleichungen (1), (1°) und (2) zu ersehen) sowohl positiv als negativ seyn
kann (beschleunigte und verzogerte Bewegung) und die wir in der Regel
durch den Buchstaben & bezeichnen werden.

Setzt man ferner, da die Anfangsgeschwindigkeit haufig mit o, bezeichnet
wird o, statt &, z, fiir die Entfernung des materiellen Punctes im Anfangs-
augenblicke (in welchem also seine Geschwindigkeit = #, ist) von einem
festen Puncte seines geradlinigen Weges und sind » und z die analogen
Grofsen am Ende der Zeit £; so nehmen die obigen Gleichungen (1) und
(2) auch die Form an:

V=0, .6t [ : i
.;1]:17__.7:0 drtinbitva Gl ) @

woraus noch folgt: T

Mafs der constanten Erifte.
(§. 136.)
5 4. Wirkt die conslante Kraft P auf einen Korper von der Masse

M, so kommt auf die Einheit der Masse die wirkende Kraft j,:[ Ist
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eben o P eine in die Masse M’ wirkende constante Kraft, so entfillt
p ke : B J ’
davon auf die Einheit der Masse die Kraft i Da sich nun diese
o

beiden Korper oder Massen genau so, wie jeder ilrer einzelnen Theile
bewegen, und die Geschwindigkeiten, welche gleiche Massen am Ende
einer bestimmien Zeit erlangen, den Kriften proportional sind , welche
sie erzeugen; so hat man, wenn diese Geschwindigkeiten mit » und v’
bezeichnet werden, sofort:
v:v’:j—;: % oder P:P'—=Muv:M'v'

d. h. zwei constante Kriafte verhalten sich wie die Gro s-
sen der Bewegungen, welche sie in einerlei Zeit her-
vorbringen. Nimmt man P’ zur Einheit der constanten Krifte, M’
als Einheit der Massen und »’ zur Einheit der Geschwindigkeit; so ist
auch P:1=Mv:1 oder P= Mv (was auch aus gz ;—[ . 1% folgt),
d. h. jede constante Kraft wird gemessen durch die
Grofse der Bewegung, welche sie in der Zeiteinheit
hervorbringt.

Anmerkung 1. Setzt man, wie es im §. 136 stillschweigend geschehen,
gleiche Massen oder die Masse =1 voraus, so wird die Kraft P blols
durch die Endgeschwindigkeit » gemessen, welche in der Masse wiihrend
der Zeiteinheit erzeugt wird.

Anmerkung 2. Wie aus der Vergleichung mit §. 132 hervorgeht, so wird
eine constante Kraft durch dieselbe Grofse wie eine momentan wirkende
Kraft gemessen. Es mulfs iibrigens hier bemerkt werden, dals momentan
wirkende oder sogenannte Stofs - Krifte mehr in der Idee als in der Wirk-
lichkeit bestehen, weil keine auch noch so grofse Kraft in einem untheil-
baren Augenblick oder einer unendlich kleinen Zeit eine endliche Geschwin-
digkeit zu erzeugen im Stande ist; aus diesem Grunde werden auch in
der neuern Zeit von den meisten Gelehrten mit Recht (da in der Natur alle
Wirkungen stetig sind) keine Momentankrifte mehr angenommen, son-
dern nur beschleunigende Krifte vorausgesetzt.

Da wir unter Kraft (als nothwendige aber auch hinreichende Ursache
zur Abiinderung der Geschwindigkeit eines materiellen Punctes der Grolse
oder Richlung nach) immer etwas dem Drucke Analoges verstehen, den
wir auf einen Korper ausiiben, um seine Bewegung zu veranlassen oder zu
modificiren ; so hat diese, wenn sie auf einen Korper einwirkt, nothwen-
diger Weise ¢ine gewisse Dauer, wihrend welcher sie jedoch ihre Intensitit
auch indern kann. .

Belanger nennt, wenn eine Kraft # von constanter Intensitit wih-
rend einer gewissen Zeit ¢ wirkl, das Product F¢ aus der Intensitat der
Kraft in ihre Wirkungsdauer die Impulsion dieser Kraft F in der Zeil 4.
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Hat die Kraft eine verdnderliche Intensitit, so ist ihre Impulsion

wihrend eines bestimmten Zeitraumes das Integral det des Products aus

der Kraft in das Differenzial der Zeit, zwischen den Grenzen jenes Zeit-
raumes genommen.

Diese Grolse ist iibrigens unabhiingig von der Geschwindigkeit des An-
griffspunctes der Kraft.

Um den Nutzen von der Einfihrung dieser Grofse, welche man kurz
den Impuls der Kraft # nennen kann, zu zeigen, so wirke eine constante
Kraft # in eine dem Gewichte nach ausgedriickte Masse /5 dann ist (§. 146)
;fy, wobei ¢ = 31 Fuls die Beschleu-
nigung der Schwere ist. Wird dieser Werth in der ersten der Gleichungen
(4) in Nr. 3. Anmerk. substituirt, so erhilt man:

F /4 M
v=10, 1+ /l—[gt, woraus ; = ‘g' v, = Ft folgt.

die constante Beschleunigung &=

Da nun nach der neuern Art die Massen auszudriicken (§. 35 und die
folgende Annerk.) der Quotient g = m nichts anderes als die trige Masse
(vom Gewichte dabei abstrahirt) bezeichnet, so kann man sagen, dafs
wenn sich ein materieller Punct von der Masse 72 durch die Einwirkung
einer constanten Kraft geradlinig forthewegt und man berechnet fiir zwei
beliehige Augenblicke das Product aus seiner Masse in seine Geschwindig-
keit (d. i. die Grofse der Bewegung), so hat die Grolse, um welche sich
dieses Product wiihrend dieser Zeit dndert, erstlich dasselbe Zeichen wie
die Kraft, und dann denselben numerischen Werth wie das Product aus
der Kraft in die zwischen diesen beiden Augenblicken liegende Zeit, d. i.
wie der vorhin sogenannte Impuls oder die Einwirkung der Kraft.

Hat z. B. eine 2pfiindige Kanonenkugel durch die Einwirkung einer con-
stanten Kraft wéihrend einer unbestimmten rallenfalls aufserordentlich klei-
nen) Zeit eine Geschwindigkeit von 1200 Fuss erlangt, so hat man nach
der vorigen Gleichung, wegen », = 0 (indem die Kraft # auf die ruhende
31 sofort F#= 77'42.

Je nachdem also die Wirkung oder der Impuls der Kraft 1, %, 3
oder nur 355 Secunde gedauert hat, mufste die Intensitit derselben

77°42, 774°2, 7742 oder 77420 Pfund gewesen seyn u. s. w.

Trifft diese Kugel mit der erlangten Geschwindigkeit auf einen andern
Korper , welcher diese Geschwindigkeit vernichtet, indem er ihr eine con-
stante Kraft entgegensezt, so gibt dieselbe Gleichung die Widerstands-

M
Kugel wirken soll), » = 1200 und ;= =

b, M 2
Wirkung,, wennman v =0, 2, =1200 und — = 31 setzt,

erhillt man F#=—77-42. Dieses Product ist negativ, weil die Richtung

der Kraft im entgegengesetzten Sinn der zu vernichtenden Geschwindigkeit
v, ist.

und zwar
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Aumerkung 3. Es ist hier der Ort um noch einmal auf den Begriff der
Masse eines Korpers und die Art sie in die Rechnung einzufiihren zuriick-
zukommen, und wir bemerken hieriiber Folgendes :

Zwei matericlle Puncte haben dieselbe Masse, wenn sie durch die Ein-
wirkung von zwei ganz gleichen constanten Kriiften eine und dieselbe Be-
wegung annchmens erfordern sie aber zu dieser selben Bewegung ver-
schiedene Kriifte, so sagt man, ihre Massen seyen diesen
Kriften proportional.

Da die Masse eines Korpers nichts Anderes als die Summe der Massen
aller materiellen Puncte ist, woraus der Korper besteht, so folgt, dals
die Worte Triigheit und Masse nicht dasselbe ausdricken. In Folge
der Trigheit ist eine Kraft erforderlich um einen Korper tiberhaupt in Be-
wegung zu setzen oder diese zu modificiren ; zufolge der grolseren oder
geringeren Masse, die ein Korper besitzt, ist auch eine gr"(')fserc oder geringere
Kralt néthig, um dem Korper eine bestimmte Bewegung mitzutheilen oder
diese auf eine gewisse Weise zu modificiren; die Trigheit ist niimlich
cine allen Korpern eigene oder gemeinschaftliche Eigenschaft, wihrend die
Masse eine jedem Korper cigenthiimliche Grolse ist.

Um die Massen als Grofsen in die Rechnung bringen zu konnen muls
man irgend eine Masse zur Einheit wihlen. Man ist jetzt so ziemlich
allgemein mit den franzosischen Gelehrien darin tiberemgekommen, als
Einhoit jene Masse eines Korpers zu nchmen, welche auf einen einzigen
Punct concentrirt die Einwirkung der Krafteinheit erfordern wiirde um
wiihrend der Zeiteinheit, die Geschwindigkeitseinheit, d. i. die durch das
Lingenmals ausgedriickte Geschwindigkeit zu erlangen.

Da nun das Gewicht eines Korpers fiic einen bestimmten Ort eine con-
stante Kraft ist, und diese, wenn sie allein auf den Korper wirkt (dieser
sich also im leeren Raume befindet) in demselben unter der Breite von
Wien nach Verlauf einer Secunde die Geschwindigkeit von nahe ¢ = 31 Fuss
erzeugt ; so bedarf es, wenn ein Korper nach Verlauf einer Secunde eine
Geschwindigkeit von nur einen Fuss annehmen soll, einer constanten
Kraft, welche gleich ist dem Gewichte dieses Korpers dividirt durch g = 31,
(Es felgt nimlich aus der Formel (2) in §. 146, wenn man G == I NEtats

M .
1= :[/—, wobei M das Gewicht des Korpers oder der Masse M bezeichnet.)
Hat also ein Kérper im lesren Raume das Gewicht  und ist 72 dessen

i V4 ) ; i
Masse, so ist nach dieser Ubereinkunft 72 = 7 d. h. die Masse eines Kor-

pers ist numerisch ausgedriickt nichts anderes, als das Gewicht des Korpers
dividirt durch die absolute Zahl ¢ oder Beschleunigung der Schwere an
dem betreffenden Ort der Erde. Fiir Wien ist g = 31 Fuss, fiir Paris
98088 Meler; im erstern Falle wird das Gewicht » in W. Pfunden, im
letztern in Kilogrammen ausgedriickt.

Auf dasselhe Resultat kommt man auch, wenn man in der Proportion
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v

F
= Efiir —=wGe—1 sofort

(6. 146, G, G statt o, v geselzt) M: M = ¢

M’ =1 setzt; denn man hat dann: ¥ = E und da, wenn p das Gewicht
des Korpers dessen Masse = # ist bezeichnet, fiiv #= p sofort & = g wird,

p
duch M = e wie vorhin.

Ausdruck fiir die verinderliche Kraft bei
irgend einer geradlinigen Bewegung.
(9. 137,

5 5. Wie aus der vorigen Nummer folgt, so kann eine conslanle
Kraft durch die Grofse der Bewegung gemessen werden , welche sie in
der Zeileinheit hervorbringt, wenn man dabei jene Kraft zur Einheit
nimmt, welche in der Masseneinheit wihrend der Zeileinkeit die Ge-
schwindigkeit gleich Eins erzeugt. Um nun auch das Mals einer variablen
Kraft auf diesen Fall zuriickzufiihren, kommt es darauf an die Geschwin-
digkeit zu bestimmen, welche sie in der Masse gleich Eins in der Zeit-
einheit erzeugen wiirde, wenn sie jene Intensitat constant bi‘;behielte,
welche sie in dem Augenblicke, den man eben betrachtet, besilzt.

Es sey nun bei irgend einer geradlinigen Bewegung eines mit der
Masse gleich Eins behafteten Punctes, am Ende der von irgend efner
Periode aus gezihlten Zeit ¢ der Abstand dieses Punctes vom Ursprung
=ua, die Geschwindigkeit = » und die Intensitiit der variablen IKraft

=p. Wire p constant, so wiirde der Quotientf die von p in der Zeit-

einheit erzeugle Geschwindigkeit, folglich auch (5 4. Anmerk. 1) das
Mafs der Kraft p seyn. Im gegenwirtigen Falle nimmt jedoch die Kraft
p wihrend der Zeit /¢ um Zp und die Geschwindigkeit um 2 v zu (oder
ab, was hier ganz gleichgiltig ist) und diese Zunahme der Geschwindig-
keit kann so angesehen werden, als wiire sie durch eine zwischen p und
p -+ < p liegende Kraft hervorgebracht worden, welche wihrend der Zeit
4t mit constanter Stirke gewirkt hat. Bezeichnet man diese Kraft durch

; Av A .
p’', so ist sofort p’— i und zwar fiir jeden auch noch so kleinen

Werth der Zeit Z¢.

Da sich aber p’ ohne Ende der Kraft p nihert, wenn /¢ ohne Ende
abnimmt, indem sich dabei auch eben so </p der Nulle nihert, so hat
man, auf die Grenzen iibergehend :
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do
(1) P—Ev

dabei hat p dasselbe Zeichen wie dv, so dafs man diese Kraft als positiv
oder negaliv ansieht, je nachdem dieselbe die Geschwindigkeit » zu ver-
mehren oder zu vermindern strebt; da ferner diese Geschwindigkeit

Gleich. 1, Nummer 51.) v = 7 2u oder abnimmt, je nachdem die
( 5 az J

Bewegung im posiliven oder negativen Sinne von z Slatt findet, so ist
auch die Kraft p positiv oder negativ, je nachdem sie im erstern oder
letztern Sinne, d. i beschleunigend oder verzogernd wirkt.

Selzt man in der obigen Gleichung (1) fir » den vorigen Werth,
so0 erhédlt man auch:
il 17
Bnids

@ »p

5 6. Besitzt der bewegliche Punct statt der Masse 1 jene m, so
wird, wenn die Bewegung mit der vorigen identisch ist, die entspre-

d TS 8 3 5 :
chende Kraft P durch m d—: gemessen, weil sich in diesem Falle die

Krifte wie die Massen verhalten, also
p:P=1:m Statt findet, oder P=mp ist.
Man nennt gewohnlich diese letztere Kraft P, welche auf eine

LA 5 do dia
beliebige Masse an wirkt und sofort durch m i oder m . gemessen
[

wird, bewegende Kraft, wihrend man dic auf die Einheit der
dir

Masse wirkende Kraft p, welche namlich durch (:»f oder P
az [

gemessen
wird, beschleunigende Kraft zu nennen pflegt.
So ist z. B. fiir einen frei fallenden Korper im luftleeren Raume die

do
beschleunigende Kraft p =g = oy

; (34. Anmerk, 1, und 35. Gleich. 1)

g h d 12
az auch dz =g

und daher z=1%g¢° (2) folgt, welche Formeln (1) und (2) sofort mit
jenen in §. 142 {ibereinstimmen. Zugleich folgt aus der lelzten Gleichung

woraus do = g dz oder v =g ¢ (1) und wegen 2 =

2z
(2) y=7— .. (n) so, dals also bei der gleichformig beschleunigten
Bewegung die beschleunigende Kraft auch dem doppelten
Weg, dividirt durch das Quadrat der Zeit gleich ist.
Féllt ein Korper von der Masse # frei herab, so ist Mg = P (gleich
dem Gewichte des Korpers) die he wegende Kraft.
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Schief aufwirts geworfene Korper.
. 144)

5'7. Wird ein schwerer Puncl in der Richtung 4 T (Fig. 23) mit
der Geschwindigkeit ¢ aufwirts geworfen, so bleibt er, durch die Ein-
wirkung der Schwere abwirts getrieben, fortwéhrend in der durch A T
gelegten verticalen Ebene. Nimmt man daher eine in dieser Ebene durch
den Punct A horizontale Gerade A X zur Abscissen- und die darauf
perpendikulidre der Schwere enlgegengesetzte Gerade A Y zur Ordinaten-
achse, so wird die Lage des beweglichen Punctes durch die Coordinaten
o, y bestimmt.

Die allgemeinen Gleichungen dieser Bewegung sind (vergleiche das
Beispiel in der vorigen Nummer)

diz d’y
S — R undie
dz? dz? g
dz dy
woraus sofort folgt = C und ﬁ: —gt-+C.

Um die beiden Constanten € und €’ zu bestimmen, selze man den
Winkel TAX=ua, so sind die Seitengeschwindigkeften von ¢ fiir
t=0 (§. 138) ¢/=c Cosa nach A X und ¢ = ¢ Sin « nach A Y und

: : J dz Y :
da die vorigen Quolienten i und d—; nichts anderes als eben diese

Seitengeschwindigkeiten nach einer beliebigen Zeit ¢ sind (5 8. Gleich. a),
$0 folgl C'=¢'=cCosa und €'=c"=¢ Sin«, also ist

L dy b
) i =c¢ Cosa und dt_—yl—l—L,Sma
oder auch dz=c¢ Cosads und dy=— gede—+cSinde

und wenn man neuerdings inlegrirt:
@ @=ctCos« und y=ctSina — Lg¢*
wozu keine Constanten beizuftigen oder diese gleich Null sind, weil fiir
£ =0 sowohl @ =0 als auch y =0 seyn mufs.
Eliminirt man endlich aus diesen beiden Gleichungen die Grofse 7

so erhilt man als gesuchte Gleichung der Wurflinie oder
Trajeclorie:

g
=xlanga — ———_ p2 1
4 4 2¢* Cos a* @®

und zwar ist diefs die Gleichung einer gemeinen Parab e I, bei welcher
die Achse mit 4 Y parallel, also vertical ist, die Gerade A T im Anfangs-
puncte A eine Tangente bildel (wegen D E — 2 D C), der Parameter
den Werlh gyi Cosa?, und der Scheilel € die Coordinalen :

Burg's Mechanik. Suppl,

4
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a

ass . . DL TR R A= = Sera b
29 2g

2
dabei ist noch A B=2a:‘=;— Sin2x die Wurfweite, welchen

Werth man auch aus der obigen Gleichung (1) als zweile Wurzel von
a fir y=0 erhilt.
Der Abstand der Direcirix von der Abscissenachse A X isl

c2 cﬂ L.’
—"'C 1 Parameler = — Sina? — Cosa? = — folglich ist
+ z 2 wisE 2g ! 2 gl

die Gleichung dieser Geraden:
c2
=2 @
29
und zwar ist diefs (§. 143) zugleich die Hohe, welche der schwere
Puanct erreichen wiirde, wenn er mit der anfinglichen Geschwindigleit
¢ vertical aufwirts geworfen wiirde.

Die Geschwindigkeit des Beweglichen ist am Ende der Zeit ¢ sofort
dz* 4 dy*
s
durch Differenziation der Gleichungen (i) folgenden Werthe selzt und

reducirt,, auch

ds 2 :
v =, woraus v2—= oder wenn man fir da und dy die

(k) v2=c%?—2cgtSina+t g*¢*.
Riir die Zeit, welche der bewegliche Punct braucht um in seiner Bahn
bis zu einem Punele M zu gelangen, dessen Abscisse A P = a isi, folgt
; o e B
aus der ersten der Gleichungen () ¢= e folglich ist die Zeit nach
> Los a

c!

welcher er im Puncle B anlangl, wegen w:AB:g— Sin2a

e,
= =— Sina Cosa, soforl:
g

e
== —sSuna;
9

daraus folgl g¢=2 ¢ Sina und wenn man diese Gleichung mit der
vorigen (k) verbindet, auch ¢®=¢2, zum Beweis, dals die Geschwin-
digkeil des Mobilen im Puncte B wieder chen so grofs ist, als sie in dem
Puncte A war.

Hal man es anslall mit einem beweglichen Punct, mit einem Ko r-
per zu thun, so mufs man die Gleichungen der Bewegung auf dessen
Schwerpunect bezichen.

Anmerkung. Das hier behandelte Problem eines im luftleeren Raume schief
aufwiirts geworfenen schweren Punctes oder Korpers gibt noch zu einigen
anderen interessanten Untersuchungen Anlafs, welche wir hier kurz an-
deulen wollen,
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1. Wird der Korper mit derselben Geschwindigkeit ¢ jedoch
nach und nach unter verschiedenen Neigungswinkeln a aufwirts gewor -
fen, so entstehen als Wurflinien eben so viele verschiedene Parabeln,
welche die nidmliche Directrix besitzen (weil ihre Gleich. 7 vom Winkel
o unabhingig ist). Die Scheitelpuncte dieser Parabeln werden durch die
vorigen Gleichungen z‘, * bestimmt, wenn man darin fiir @ nach und nach
die entsprechenden Werthe setzt. Eliminirt man daher aus diesen beiden
genannten Gleichungen den Winkel «, so erhilt man den geometrischen
Ort (Lehrb Bd. II. S. 69, Comp. §. 403) aller dieser Scheitelpuncte.
Durch diese Elimination entsteht aber die Gleichung

2 20
Ly + z? ~7y’=0

welche sofort (Compend. §. 478) einer E11ipse angehort, deren kleine

Achse in die Achse der  (d. i. in A ¥) und unterer Endpunct dieser Achse
02
in den Ursprung A fallt. Die kleine Achse ist = —y und die grofse ist
CZ
doppelt so grofs d. i. = —.

2. Um die Curve zu finden, welche die vorhin genannten simmtlichen
Parabeln einhillt, darf man nur aus der obigen Gleichung (1) U= 0
dU
und ihrer nach o abgeleiteten oder derivirten (E) = 0 den Winkel «
eliminiren. Man erhilt zuerst aus der nach « differenziirten Gleich. (1) d.i.
dU O
aus (-“) = 0 sofort fang o = ~— und damit aus (1) oder U= 0 selbst
dz mz
? g z*
U= S Ta don i, V)
welches sofort die Gleichung der einhillenden Curve isl. Bezeich-

net man die zu ¢ gehorige Geschwindigkeitshohe durch %, so nimmt diese
2

Gleichung wegen A = G auch die Form an:

*=4h(h—y)
und in dieser Form erkennt man sogleich die Gleichung einer Parabel
deren Achse in jener A ¥ und Scheite]l nach der positiven Seite von ¥ in
den Abstand Z vom Ursprung fillt. Der Parameter dieser Parabel hat den
Werth 4 2 und die Abscissenachse wird in zwei Puncten geschnitten, wo-
fiix £ =—x =274 ist, woraus noch folgt, dafs der Brennpunct dieser

Curve mit dem Ursprung A zusammenfillt.
3. Soll der Neigungswinkel o so bestimmt werden, dals der mit der
Geschwindigkeil ¢ geworfene Korper durch einen bestimmten Punct z7, g

geht, so mufs man die Gleichung ¥’ = x’ tang o — ;L:#sa,f z* nach a
auflosen , wodurch man erhilt :
(e A ) e,

lang a =
y 1./ L

43}:
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ist nun e*>actoy + 9 ?
so gibt es zwei Werthe von «, welche die Bedingung erfiillen;
ist ct=2c*gy + g* T, so gibt es fiir a nur einen solchen Werth;
istendlich ¢* < 2¢*gy’ + >, so existirt fiir « gar kein solcher Werth.
Aus der vorletzten dieser Bedingungen folgt
c? g
= e e
gt Qe

welehe Gleichung wit der obigen () verglichen, sofort zeigt, dafs der
gegebene Punct in der alle oben erwihnten Parabeln einhiillenden Gurve
oder Parabel liegen muls, wenn die Aufgabe moglich seyn soll. Liegt der
Punct innerhalb dicser Curve, so gibt es zwei, liegt er aulser-
halb, so gibt es gar keine Auflosung dieses Problems.

Pa fiir den ersten Fall, in welchem némlich ¢* =2 gy +g*x? also

2

nur eine Auflosung Statt findet, sofort Zanga = g_c; wird, so folgt,
wenn man diesen Werth in der obigen Gleichung (1) und zugleich auch
2, ¥ slatt @, ¥ setzt, fiir die entsprechende Parabel oder Wurflinie die-
selbe Gleichung, welche man auch aus der Gleichung (n) erhilt, wenn
man darin 7/, ¥ statt z, y setzt; diels beweist, was sich aueh von selbst
versteht, dals der Korper in diesem Falle so geworfen werden miisse, dafs
er eine Parabel beschreibt, welche die oben gefundene einhiillende Curve
in dem betreffenden Puncte z’, ¥’ beriihrt.

Bestimmung der Geschwindigkeit, welche ein
in einer krummen Linie herabgehender schwe-
rer Punct oder Korper erlangt.

(9. 149.)

58. Ist AM B (Fig. 24) eine in einer verticalen Ebene liegende
Curve, iber welche ein blofs von der Schwere getriebener materieller
Punct herabfillt, und nimmt man 4 als Ursprung des rechtwinkeligen
Coordinatensyslemes, in welchem die Verticale 4 €' die Abscissenachse
seyn soll, selzt fiir einen beliebigen Punct M der Curve AP =x,
PM=y, Bog. AM=s, so wie Pp=dz, mn=dy, Mm—=—ds
und zieht endlich in diesem Puncte an die Curve die Tangente M T,
wofiir der Neigungswinkel mit der Ordinatenachse durch « bezeichnet
werden soll; so hat man, wenn der schwere Punct, indem er
von A bis M gekommen, die Geschwindigkeit ¢ erlangt, und dazu die
Zeit ¢ gebraucht hat (3 E. Gleich. o) sofort v = ::—j

Da aber diese Geschwindiglkeit bei dem weilern Fallen des Kor-
pers durch den Bogen M —ds, wozu er die Zeit d¢ braucht um de
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zunimmt, und diese Zunahme durch das Herabgleiten des schweren
Punctes iiber die schiefe Ebene M T' wiihrend der Zeil d¢ entstanden ist;
s0 hat man de = G d¢ oder wegen (§. 147 Gleich. 3') :

Mn dr
um~ 7 s
d. i. odo=gda.

Wird diese letztere Gleichung integrirt, so erhdlt man:

lo’=gax oder v*’=2gx d. i o=\/2g92 ... (9
wozu keine Constante kommt, weil (indem die Bewegung von 4 aus-
geht) fiir #=10 auch » =0 seyn soll.

Aus dieser Gleichung folgt (vergl. §. 142, Form.3), dafls der
iiber die Curve AMB herabfallende schwere Punct
oder Korper in was immer fir einenPunct Mder Curve
dieselbe Geschwindigkeit erlangt, als wenn er durch
die entsprechende Hohe AP (als Hohenunterschied zwischen
den beiden Puncten 4 und M) frei gefallen wire. Ist AC=1#2
und o' die Geschwindigkeit in B, so isl o'=\/2 gh.

Anmerkung. Einfacher gelangt man zu diesem Resultate nach dem in den

Nrn. 53. und 56. Gesagten. Denn die beschleunigende Kraft nach M ist

Si d—zfll’b"(}l'hi de @d qu
gSina= g -, folgli (33, Gleich. )‘(]ds_dt oder - v =g dz,

d.i. #dv = gdz, woraus wieder »* =2y z folgt.

G—g Sina—g — auch dv——q dt, 0de1 = dv—ng:,

Schwingungsdauer des einfachen Pendels.
(. 151.)

39. Um die Schwingungszeit eines einfachen Pendels, welches
nur kleine Schwingungsbigen beschreibt, zu bestimmen, sey die Linge
des Pendels ¢ A=r (Fig. 25), A B A’ der dem Halbmesser r enlspre-
chende, in einer verticalen Ebene liegende Kreisbogen, in welchem der
schwere Punct A schwingt, € der Aufhingpunct des Pendels als Mittel-
punct des Kreisbogens und B D = « der dem Schwingungshogen 4 B A’
entsprechende Sinusversus. Nimmt man nun an, dafs der schwere
Punct, welcher seine Bewegung in A beginnt, wihrend der Zeit ¢ bis
M gekommen sey und hier die Geschwindigkeit v erlangt habe, so ist
(58. Gleich. s) v=\/(2¢.D P), oder wenn man die Abscissen auf
dem verticalen Durchmesser € B von B aus zihlt und fiir diesen Punct
M die Abscisse B P =z selzl, sofort v=\/[2g¢(a— a)].

Da aber auch (3 ¥. Gleich. a) » = 3—';— oder d¢ == L und [ir
v



dy rdz
denKreis ds:d.r\/(l = m
aus der Gleichung des Kreises _y__\/(2ra:——w2) zu bestimmen hat);
so hat man mit Ricksicht darauf, dals wenn ¢ zunimmt sofort = ab-
nimmt, folglich d¢ und do entgegengesetzte Zeichen erhallen
miissen , auch

dr—

. dy
ist (wozu man —
¢ dz

—rdz izt l dz
s - myaviAale- Tl SUEEES i st )

diese Gleichung von & = BD =—a bis @ = 0 integrirt, gibt die halbe,
d. i. die Schwingungszeit fir den Bogen A M B und es ist, wenn man
die Grenzen der Integration umkehrt, dagegen (Comp. § 834, Relat. 5.)
das Zeichen éndert:

a

LW an dz 1
T evrg ] V(ez—z9) \/(1_*

oder wenn man, da sich die Integration nur durch eine unendliche Reihe
aus['ﬁhren lilst, den letzten Bruch in eine Reihe auflost und

v R R O ol o

selzt, auch

:2;7'_0[ \/((t.L'~.E)[ +"(2r)+ ("r) 246(21)+]

durch Ausfiihruntr dieser Integralion erhilt man (Comp. S. 523)

=t = [k GG+ () (g 4

wobei diese unendliche Reihe leicht forlzusetzen ist. Diese nach stei-

a 5 .
genden Polenzen von 5 fortlaufende Reihe convergirt aber um so mehr,
%

je kleiner dieser Bruch, d. h. je kleiner bei einer bestimmten Lange des
Pendels der Schwingungsbogen A B A’ ist. Betrigt der diesen Bogen
messende Winkel 4 € A’ (die Amplitude der Oscillationen) nur einige
Grade, so kann man sich fiir gewohnlich schon mit dem ersten Gliede
dieser Reihe begniigen, so, dals wenn man die gesuchte Schwingungs-
dauer mil T bezeichnet, wegen 1'= 2 ¢ sofort

1T — " oder wenn man ¢ statt » setzt

vry

und reducirt auch: T =nr \/é wird,
g



w

welche Schwingungsdauer sofort von der Hohe B D oder @ unabhéngig
ist. Behilt man dagegen von der unendlichen Reihe auch noch das zweite
Glied bei, so wird diese Dauer von der Hohe @ abhéingig und man erhalt

4 a
S e e
LAy
. ,l . . .
Da der Quotient 7 nichts anderes als der Sinusversus des Elongations-

a
winkels 4B =a fir den Ilalbmesser =1 nz'imlichl“ =1— (02 =
2 Sin*ta ist, so lifst sich der Fehler, welchen man begeht, wenn man

bet irgend einem Gliede der obigen Reihe stehen bleibt, sehr leicht be-
rechnen.

Bestimmung der Centrifugalkraft eines mate-
riellen Punctes.

(§. 155.)

G®. Ist ein malerieller Punct, dessen Masse gleich 1 seyn soll,
bei seiner Bewegung gezwungen den Kreis AM B vom Halbmesser
CA=r» (Fig. 26) zu beschreiben, so lifst sich der Druck, welchen
derselbe durch diese Bewegung aufl die Curve ausiibt (gleich der Cenlri-
fugalkraft) auf folgende Weise beslimmen.

Zerlegt man die auf den Punct A wirkende beschleunigende Kraft
in zwei Seitenkrifte, die eine nach der Tangente A 7', die andere nach
der Normale A € desKreises, so riibrt die Bewegung der Projection des
maleriellen Punctes auf diese Normale lediglich von dieser lelztgenannten
Seitenkraft her. Sieht man aber diese Seitenkraft wihrend einer unend-
lich kleinen Zeit d¢ (wie diefs immer erlaubt ist) sowohl in ihrer Grofse
als Richtung als conslant an und ist wihrend dieser Zeit A M= ds der
Weg des beweglichen Punctes und A P—=dx der Weg der Projection
dieses Punctes auf die Normale ; so ist nach der Theorie der gleichformig
beschleunigten Bewegung diese nach der Normale wirkende Kraft (5 .

A oder da der Bogen A M = ds mil dessen
dz- %

Beispiel, Relation n) f=

Schne verwechselt werden darf und nach einem bekannten geomelrischen

. o Afrdse ds

Salzeianused e —"= Sy auch ff— = == Sotlerwegen — — v, WO
20 7742 de¢

v die Geschwindigkeit des Beweglichen im Puncte 4 bezeichnet f—= g (n)
r

welche Kraft (Centripedalkraflt genanul) sofort der Centrifugal-
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kraft oder dem Drucke gegen die Curve gleich und entgegengesetzt ist.
Besitzt der bewegliche Punct die Masse m, so ist (3 @.) diese Kraft
= mf: @12 .
Bezeichnet M das Gewicht der Masse m, so kann man (§.35, An-

/s ;
merk.) M= myg oder m=— selzen, und dadurch wird auch
g

F =t{§;~ (vergl. §. 155. Gleich. I).

Anmerkung. Ist w die Winkelgeschwindigkeit des beweglichen
Punctes , folglich » =rw, so erhilt die Gleichung (#) auch die Form
F=rwta Jodm)

6 1. Beschreibt der materielle Punct uberhaupt eine gegebene
Curve im Raume, so seyen, um die Centrifugalkraft fiir diesen allge-
meinen Fall zu bestimmen, M, M und M M’ (Fig. 27) zwei aufeinander
folgende Elemente dieser Curve, D und D’ ihre Halbirungspuncte und
MT und M’ 1 ihre Verlingerungen; so ist bekanntlich (Lehrbuch III
§.97) TMT die Krimmungsebene, so wie der Winkel 7'M T’
der Winkel der Contingenz der Curve im Puncle M, und eine
in dieser Ebene gezogene Gerade M O, welche den Winkel M, M M’
halbirt, fillt sofort mit dem entsprechenden Krimmungshalbmesser zu-
sammen, 50, dals der Punct @ den Mittelpunct der Krimmung dieser
Curve im Puncte M darstellen kann. Selzt man das Curvenelement
M, M= D D'=ds, den unendlich kleinen Winkel T M T"=5, so wie
den Kriimmungshalbmesser O M =5 ; so ist wie bekannt ds=s06 (weil
namlich das Curvenelement D M D’ als ein Kreisbogen vom Halbmesser
0 M angesehen werden kann, welchem der Mittelpunciswinkel D 0 D' =

TMT enispricht) oder o == i (@)

Diefs vorausgesetzt, komme der materielle Punct nach Verlauf der
Zeit ¢ im Puncle M mit der Geschwindigkeit » an, so, dals er also,
wenn er ganz frei wiire in der Richtung M 7 mit derselben Geschwindig-
keil fortginge (indem wir vor der Hand von allen Kriften, die auf diesen
Punct einwirken kinnen, abstrahiven); da dieser Punct jedoch nach der
gemachten Vorausselzung die Curve M, M M’ E zu beschreiben gezwun-
gen ist, so dndert er im Puncte M seine Richtung von MT in M 1"
Errichtet man in der genannten Kriimmungsebene auf M 7" das Perpen-
dikel M N’, so kann man die nach M T gerichtete Geschwindigkeit v in
zwei aufeinander senkrechte Seitengeschwindigleilen nach M 7! und M N
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zerlegen,, wovon die erstere also =wv Cos 6 und die letztere = v Sind
seyn wird, und die Wirkung der Centripedalkraft /* oder wenn man will
der Curve, wird darin bestehen, diese letztere Geschwindigkeit aufzu-
heben, damit nur die erstere allein bestehen bleibt, oder mil andern
Worten, die genannte der Centrifugalkraft gleiche und entgegengeselzte
Kraft / mufsin dem materiellen Punct oder dem Beweglichen eine gleiche
Geschwindigkeit v Sin 6 und zwar nach entgegengeselzier Richtung von
M N’ erzeugen. Nimmt man nun an, dals diese Kraft /° diese Geschwin-
digkeit v Sin 5 wihrend der Zeit d¢, als das Bewegliche das Bogenele-
ment D M D’ zuriicklegt, in dem materiellen Puncte, dessen Masse =1
seyn soll, hervorbringt; so wird diese beschleunigende Kraft (56.)
durch diese wihrend der unendlich kleinen Zeit d¢ erzeugten Geschwin-
digkeit v Sin s, dividirt durch die Zeit d¢ gemessen oder ausgedriickt, so,
dafs man hat f= Zigﬁ. Setzt man & statt Sénd (weil 6 unendlich

klein) und fir 6 den obigen Werth aus (@), so erhilt man mit Riicksicht

darauf, dafs (3 1.) ds=wvd¢ ist, auch /= z:_, oder wenn der be-
5

wegliche Punct die Masse m besilzt, fir die Centrifugalkraft im Puncte
M, welche sofort nach der Richtung M N wirksam ist:
2
el e ©O)
S

wenn nimlich w die Winkelgeschwindigkeit des Beweglichen im Puncte
M ist.

Was die Geschwindigkeit » Coss betrifft, mit welcher das Beweg-
liche von M aus nach MM’ in der Curve weiler geht, so bleibt diese
wegen Cosd =1, ungeindert = v.

Anmerkung 1. Wirken auf das Bewegliche eine oder mehrere Krifte, so
indert sich die Geschwindigkeit » je nach der Grofse der nach der Tan-
gente der Curve zerlegten Seitenkraft; eben so bringt die in der Richtung
der Normale wirksame Seitenkraft einen weitern Druck auf die Curve
(welcher auch Statt finde, wenn der bewegliche Punct ruhte) hervor,
den man zur Centrifugalkraft noch hinzufiigen muls.

Anmerkung 2. Zur Ubung und um dem Anfinger iiberhaupt mehr Uber-
sicht und Gewandtheit in der Bewegungslehre zu verschaffen , geben wir
hier nach einigen vorausgeschickten allgemeinen Betrachtungen und Sitzen,
noch eine weitere Entwicklungsart der Centrifugalkraf(.

1. Beider gleichformigen Bewegung sind die Geschwindigkeiten
den in gleichen Zeittheilchen zuriickgelegten Ridumen, diese letztern aber
den bewegenden Kriften, folglich auch die Geschwindigkeiten diesen Kréf-
ten und umgekehrt proportional, so, dals also bei dieser Bewegung
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Kraft und Geschwindigkeit eines fiir das andere als Mafs dienen kann. Aus
diesem Grunde lassen sich auch alle fiir die Zusammensetzung und Zerle-
gung der Krifte aufgestelllen Regeln zugleich fiir die Zusammensetzung
und Zerlegung der Geschwindigkeiten anwenden.

2. Um die Gesetze der ungleichformigen Bewegung auf jene der
gleichférmigen zuriickzufiihren, kann man sich vorstellen, dals bei der Be-
wegung eines Puncles, welcher von einer continuirlich fortwirkenden
Kraft, wie es z. B. bei der Schwerkraft der Fall, getrieben wird, diese
Kraft nicht ohne Unterbrechung oder continuirlich wirkt, sondern ihre
Wirkungen durch unmerklich kleine Zeiten von einander getrennt sind.
Diese Vorstellungsart, welche mit den Principien der Differenzialrechuung
besser iibereinstimmt, fiihrt zu demselben Resultate wie die Annahme von
dem Wirken ohne Unterbrechung; denn slellt man die Geschwindigkeiten
eines von einer continuirlich wirkenden Kraft getriebenen Korpers durch
die Ordinaten einer Curve vor, so verwandelt sich diese Curve im erstern
Falle in ein Polygon von unendlich vielen, unendlich kleinen Seiten, wel-
ches sofort als mit der Curve zusammenfallend angesehen werden kann.
Bezeichnet man daher mit d# die Dauer des unendlich kleinen Zeittheilchens,
welche die successiven Wirkungen einer beliebigen bewegenden Kraft von
einander trennt, so kann die Bewegung wihrend dieser unendlich kleinen
Zeit als gleichformig angeschen werden, so, dafs wenn ds den in dieser

" \ * : ds .
Zeit zuriickgelegten unendlich kleinen Raum bezeichnet, sofort i die ent-

sprechende Geschwindigkeit ist. Denkt man sich also die Zeit #, wihrend
welcher die bewegende Kraft bei der ungleichformigen Bewegung auf den
beweglichen Korper wirkt, in unendlich viele, unendlich kleine Theile
getheilt, so zerfillt diese Bewegung in unendlich viele gleichférmige Be-
wegungen, deren Geschwindigkeiten in den einzelnen Intervallen constant
sind und nur von einem Intervalle zum andern variiren.

3. Was die sogenannte beschleunigende Kraft betrifft, welche
diese eben betrachtete Bewegung erzeugt, so miissen, da ihre Wirkung
die Bewegung continuirlich zu dndern strebt, ihr auch diese augenblick-
lichen Anderungen zum Malse dienen.

Da man nun wihrend des Zeitelementes d¢ die Wirkung der beschleu-
nigenden Kraft P als constant ansehen kann, so wird, wenn dv die Zu-
nahme der Geschwindigkeit am Ende der Zeit dz bezeichnet, sofort

2
do=Pd¢, also P= e und wegen v = o8 auch P = 4 A
; dz de de*

Bei der ungleichférmigen Bewegung wird daher die beschleuni-
gende Kraft durch den Quotienten aus dem Quadrate des als constant an-
genommenen Zeitelementes in das zweite Differenziale des Raumes gemessen.
Zugleich lifst sich auf diese Kraft auch alles das anwenden, was bei der
gleichférmigen Bewegung iiber die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten
gesagt wurde.
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4, Wirken nun auf einen freien Punct # beliebig viele Krifte, so
kann man ihre Resultirende in drei aufeinander senkrechte Seitenkrifte
X, ¥, Z zerlegen, welche zu den drei rechtwinkeligen Coordinaten z, ¥, %
dieses Punctes beziehungsweise parallel sind. Da aber die Richtungen
dieser drei Seitenkriifte X, ¥, Z aufeinander senkrecht sind, so ist jede
von ihnen von der Wirkung der beiden iibrigen unabhiingig und sie lassen
sich daher nach der vorigen Relation auf folgende Weise ausdriicken :

d’z d d’s
X=at7, Y=a;,‘, Z=E. s (o)
und diese Relationen bilden sofort dic allgemeinen Gleichungen
der Bewegung des Punctes #/ im Raume.

Ist der Punct frei, $0 geben die ersten Integrale dieser Gleichungen
in jedem Augenblicke die Geschwindigkeiten, welche er nach den
Coordinatenachsen besitzt, so wie die zweiten oder endlichen Integrale die
Coordinaten , ¥, % inFunctionen der Zeit £ Eliminirt man / aus diesen
Gleichungen, so bleiben zwischen diesen drei Variablen z, ¥, % zwei
Gleichungen als Gleichungen der Gurve, welche der Punct # im
Raume beschreibt; sie ist im Allgemeinen von doppelter Krimmung
und heifst Trajectorie des beweglichen Punctes oder Korpers.

Ist der Punct # nicht frei, sondern mufs er z. B. bestiindig auf einer
gegebenen Fliche oder Curve bleiben, so eliminirt man mit Hilfe der Glei-
chungen dieser Fliche oder Curve aus den Gleichungen von Z, y, 2, welche
aus der Integration der vorigen Gleichungen () entstehen, so viele Ver-
inderliche als Gleichungen gegeben sind und erhidlt so fir X, ¥, Z die
Bedingungsgleichungen , welche erfillt werden miissen, wenn der beweg-
liche Punct den gegebenen Forderungen entsprechen soll.

5. Wir betrachten nun als erstes Beispiel der Anwendung dieser Sitze,
die Bewegung eines materiellen Punctes, welcher blos von derSchwer-
kraft afficirt wird, und zwar in einem widerstehenden Mittel.

Es sey g die Intensitit der Schwere und p der Widerstand des Mittels,
welchen man als eine bewegende oder beschleunigende Kraft ansehen kann,
die nach der Tangente # 7 (Fig.28) der vom beweglichen Punct beschrie-
benen Curve gerichtet ist und im enlgegengesetzten Sinne seiner Bewegung
wirkt. Hat der bewegliche Punct durch irgend eine Kraft, die nicht mehr
weiter in Betracht kommt, nach der Richtung A S die Geschwindigkeit ¢
erhalten und legt man durch den Punct A als Ursprung der Coordinaten
drei rechtwinkelige Achsen AX, A ¥, AZ so, dals die Ebene der Z ¥ eine
horizontale, folglich die Achse der % eine verticale und zwar der Schwere
entgegengesetzte Lage erhiilt ; so sind, wenn ds das Curvenelement bezeich-

; dz > dy d2 s i X o ur
el o die Cosinus der Winkel, welche die Tangente M7
beziehungsweise mit den Coordinatenachsen bildet, und die Kraft p gibt

dar 1lel di Acl lie Seitenkriift d—— (Ly d_z
ann parallel z 15e ) v s 5
parallel zu diesen Achsen die Seitenkrifte p i P e Y T5

Diese Kriifte streben ihrer Natur nach die Verinderlichen z, y, & zu ver-
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mindern, was bei %, da die Schwerkraft lediglich nach der Achse der 2
und zwar nach Z A wirkt, auch aufserdem noch durch die Kraft g geschieht.
Bezeichnen daher X, ¥, Z die beschleunigenden (hier eigentlich verzogern-

dz
den) Krifte parallel zu den Coordinatenachsen , y, 2; soist X=—p (E,
dy dz !
=—7p a Z=—p el und die drei Gleichungen der Bewegung
sind daher im vorliegenden Falle (4. Relat. a)
Ly Vgl Ry 2
PP T A a2 T Tl deRid i e S

Multiplicirt man von diesen drei Gleichungen die erste mit dy, die
zweite mit dz und zieht dann eine von der andern ab, so erhdlt man

gl LA, - dd durch Integrati
AT A T 0 oder d. e = 0 und daraus durch Integration
dy . y
gk oder dy = mdz und daraus durch abermaliges Integriren:

y=mzx+n, wom und » zwei willkiirliche Constanten sind, wovon
jedoch, da fiir £ =0 auch y =0 ist, # =0 und daher y =mz wird.
Dieser einer durch den Ursprung gehenden geraden Linie
angehorenden Gleichung entspricht der Projection der Trajectorie auf die
Ebene der zy, woraus sofort folgt, dals diese Curve durchaus in einer
verticalen Ebene liegt. Nimmt man zur Vereinfachung diese Ebene
fiir die Ebene der 3, so wird ¥ = 0 und die vorigen drei Gleichungen
der Bewegung reduciren sich auf zwei und zwar sind diese, wenn man
nach der iiblichen Weise, den Widerstand des Mittels dem Quadrate
der Geschwindigkeit dJes Beweglichen proportional annimmt und daher

ds\?
==K (d_t) setzt , wobei % ein von der Dichte des Mittels abhéngiger

Erfahrungscoeffizient ist, sofort:
d*z ds dz d’z ds dz
(m) ar =—I:d—, ‘o und Fre =—k&. apTd

Die erste dieser beiden Gleichungen lilst sich unmittelbar integriren

und gibt, wie leicht zu sehen:
d_‘t — ks
(n) T Gl

wobei die Constante € durch die Geschwindigkeit ¢, mit welcher der be-
wegliche Korper geworfen wird und den Winkel §4 B= a der Richtung
mit dem Horizont ausgedriickt werden kann; es ist ndmlich fir s =0

IR ¢ dz
(wie in 57, Gleich. &) TG C=c (oS a.

Um auch die zweite dieser genannten Gleichungen zu integriren, setze
man dz =% dz, wo u eine neue Unbekannte und zwar eine Function von
Z seyn soll.  Diese Gleichung nach ¢ differenziirt gibt : ;

d? A
g o d°z de dz . : :
Ayt i T und wenn man diesen Werth in die genannte
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zweite Gleichung substituirt und dabei die erste Gleichung (m) so wie jene
dz = % dz beriicksichtiget und abkiirzt, erhdlt man:
dz du
deauis
Eliminirt man nun aus dieser und der obigen Gleichung (%) das Element

—g.

g9
dz, so erhilt man, Kiirze halber — ﬁ =a gesetat:

du 2ks

a‘t=2a.e ()
Wird nun diese Gleichung integrirt, so erhélt man den Werth von % als
Function von # und wenn man diesen gefundenen Werth von % in die
obige Gleichung ds = dz substituirt , so erhilt man eine Gleichung des
ersten Grades zwischen % und & ohne Z, als Differenzialgleichung der
gesuchten Trajectorie.

Setzt man als den einfachsten Fall den Widerstand des Mittels, also
du
auch % =0, so gibt die vorige Gleichung : e 2a, oder wenn man in-
tegrirt #=2ax + 0, wo b cine neue Conslante bezeichnet.
Setzt man in diese Gleichung fiir % den aus der obigen Gleichung

dz
ds = #dz folgenden Werth o und integrirt abermals, so erhilt man:

1) s=az*+bzx

wozu keine Constante kommt, weil fir £=0 auch =0 seyn mufs.
Diese Gleichung gehort aber einer gemeinen Parabel an, deren Achse
mit der Achse der z parallel, also vertical ist, welche Curve auch in der
That (wie wir bereits in 57. gesehen) die Trajectorie des beweglichen
Punctes bildet.

Was die beiden Constanten @, & betrifft, so ist nach Obigem
Ll o 8 15 s bl
20N 61008 02

a=—

bereits bestimmt; um & zu bestimmen,

dz
hat man, wegen ¥ = o tang . MT X fiir z = 0 sofort % = fang a und

wenn man diese Werthe fiir z und % in der vorigen Gleichung v = 2az + &
substituirt : & = fanga. Mit diesen Werthen von @ und 6 wird aber die
Gleichung (1) mit jener (1) in 57., wie es seyn soll, vollkommen identisch.

Die Gleichung () gibt unter dieser Voraussetzung von % = 0 integrirt,
Z = €t (wozu keine Constante kommt, weil fir =0 auch = 0 seyn
soll) d. i. wegen C=c¢ (0s 2,

Z—cl(0sa
und wenn man aus dieser und der Gleichung (1) Z eliminirt und fir @
und & die Werthe setzt :
s=ctSina—3gt’

Die erste dieser beiden Gleichungen zeigt, dals dic Bewegung nach

horizontaler Richtung gleichformig ist, wihrend aus der letztern
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folgt, dals sich in verticaler Richtung der schwere Korper gerade so
verhilt, als wenn er mit der entsprechenden Seltengeschmndlgkext ¢ Sina
vertical aufwiirls geworfen wiirde.

6. Betrachten wir jetzt die Bewegung eines materiellen Punctes, welcher
der Bedingung unterworfen ist, auf einer gegebenen Fliche oder
Curve bleiben zu miissen, und bezeichnen wir den Widerstand, welchen
er von Seiten der Fliche oder Curve in der Richtung der Normale erleidet,
durch &, so kann man diesen Widerstand als eine Kraft ansehen und zu
den {ibrigen beschleunigenden Kriften, welche auf den beweglichen Punct
wirken, hinzufiigen, um dadurch diesen Punct wie einen freien Punct
behandeln zu konnen. Sind daher a, $, y die Winkel, welche die er-
withnte Normale mit den drei rechtwinkeligen Achsen bildet, so sind die
Glei hungen der Bewegungen:

‘T : d’y dilaneml &
(@) d—[;=X+A Cos o, AT Y4 N Cos8, (—”—,=Z+A Cosvy.
Multiplicirt man diese drei Gleichungen bezichungsweise mit 2 dz, 2dy,
9dz, summirt sie dann und integrirt, so erhilt man, wenn ¥ die
Geschwindigkeit des Beweglichen im Puncte z, ¥, = daher
dz* 4 dy* +d3 dz ds?

—
ds? = a2 iakz

) v*’=C+2| Xdz + ¥dy + Zd3) +2f1\’(€o.s'a.dz+ Cos @ dy + Cos ydz).

Ist aber Z =0 die Gleichung der Fliche, auf welcher der bewegliche
Punct zu bleiben gezwungen ist, so ist bekanntlich

(), v(dﬁ) R

Cosa=} dz)’ IR d und Cosy=V (lz)

wobei V= \/[( (dz) (d/ ist. Aus diesen Glei -
) (lz) ]

dz dz
chungen folgt, wegen dZ = (&) dz 4 (df;/)d;(/ + (d_z) dz sofort
Cos adz + Cos pdy + Cos yds = VdZ=0

womit sich die vorige Gleichung auf die folgende einfachere

v’=C+ 2| (Xdz+ Ydy+ Zd2)

reducirt, in welcher also die Unbekannte & nicht mehr erscheint. Aus
dieser Gleichung folgt nun, dafs wenn die beschleunigenden Krifte nicht
Null sind, die Geschwindigkeit » variabel sey und von der Fliche oder
Curve abhiingt, auf welcher der bewegliche Punct bleiben mufs.
Bestimmt man nun den Druck &, welchen der bewegliche Punct auf die
Fliche oder Curve ausiibt und zwar als einfachsten Fall unter der Veraus-
setzung , dals keine beschleunigenden Krifte auf ihn einwirken, so wird
nach der vorigen Gleichung (wegen X=0, ¥=0, Z=0) die Geschwin-
digkeit », und wegen ds = d/ auch das Curvenclement ds constant.
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Die obigen drei Gleichungen der.Bewegung (@) gehen dadurch, wenn man

ds
zugleich fiir d# sicnen Werth o setzt, iiber in die folgenden :

2 2, 2

@ d*z
v’d? = NCosa, e = NiCoss, 2:’(? = NCosvy

und daraus folgt, wenn man diese Gleichungen quadrirt und addirt (wegen
Cosa® + Cos B>+ Cosy*=1):
0* V[([d%2)* + (0°y)* + (d*2)’]
N = = 3
ds
Ist aber s der Kriimmungshalbmesser der hetreffenden Curve, welche der
hewegliche Punct beschreibt, oder auf welcher er bleiben mufs , so ist
bekanntlich unter der Voraussetzung , dafs ds constant:

ds?
P VI@n) @)+ (@]
folglich auch Ros %_

welcher Werth aber zugleich der Centrifugalkraft des materiellen
Punctes von der Masse =1 angehort, wie wir diefs bereits oben auf
einem andern Weg gefunden haben.

Mufs der Punct anstatt auf ciner gegebenen Curve auf einer krummen
Flichebleiben, so ist die Centrifugalkraft, wie aus der vorigen Gleichung
hervorgeht, gleich dem Quadrate der Geschwindigkeit des maleriellen
Punctes dividirt durch den Kriimmungshalbmesser der Trajectorie; da aber
die Ebene, in welcher der Kriimmungskreis liegt, d. h. die Krimmungsebene
bestindig oder iberall auf der gegebenen Fliche perpendikulir steht,
welche Eigenschaft im Allgemeinen der zwischen zwei Puncten der Ober-
fliche moglichen kiirzesten Linic zukomml; so beschreibt dieser Punct
oder das Mobile zugleich diese kiirzeste Linie, eine Eigenschaft, welche
dem sogenannten Principe der kleinsten Wirkung entspricht.

Um die Centrifugalkraft mit der Schwerkraft zu vergleichen, so sey /2
2

die zu v gehorige Geschwindigkeitshohe, also 2 = 5(/, so ist die Cen-

trifugalkraft eines an einem Faden von der Liinge 7 befestigten materiellen
Punctes von der Masse = 1, welcher im Kreise mit der Geschwindigkeit
© herum geschwungen wird :
oo Dl it B
/=7_ —H/] A Udelyz >
Fiir 4 = 47 wirtd /= ¢ also die Centrifugalkraft gleich der Schwere,
d. h. wenn die Geschwindigkeit des am Faden befestigten und in einem
horizontalen Kreise herumgeschwungenen Korpers so grols ist, als wenn
er durch den halben Halbmesser des Kreises frei berabgefallen wiire, so
erleidet der Faden durch die Centrifugalkraft dieselbe Spannung als wenn
der Korper am Faden vertical aufgehingt wiirde.
Dasselbe folgt auch nach unserer gewohnlichen Bezeichnung der Centri-
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Mv*  2Mhyg 2h
rg g oS

fiir 2 = %7 ebenfalls wieder #= M folgt, wobei M das Gewicht der Masse
bezeichnet.

fugalkraft, d.i.aus (§.155, Gl.1) F= woraus

7. Betrachtet man endlich die Korper, deren Bewegung untersucht wird,
als materielle Puncte “so bildet ganz einfach der Quotient aus der in einer
gegebenen Zeit erzeugten Geschwindigkeit dividirt durch diese Zeit das
Mals der bewegenden Kraft. Um aber Kriifte mit einander zu vergleichen,
die auf verschiedene Korper wirken, mufs man auch auf die Massen
dieser Korper Riicksicht nehmen, und in diesem Falle dient bei der gleich-
formigen Bewegung (§. 132) das Product aus der Masse des Korpers
in seine Geschwindigkeit, d. i. die Grofse der Bewegung, dagegen
bei der ungleichformigen Bewegung das Product aus der Masse
in den Quotienten, welcher entsteht, wenn man die in dem Elemente der
Zeit erlangte unendlich kleine Geschwindigkeit durch dieses Zeitelement
dividirt, als Mals der bewegenden Kraft (Nr. 53).

Betrachtet man ein System von Korpern oder materiellen Puncten, welche
auf irgend eine Weise mit einander verbunden sind, im Zustande der Be-
wegung, so ist klar, dals die Bewegung jedes einzelnen Korpers das
Resultat seyn muls aus der auf ihn einwirkenden Kraft und der Reaction
der iibrigen Korper des Systems, welche auf ihn Statt findet. Daraus folgt
aber , dafs keiner dieser Korper im Allgemeinen jene Bewegung annehmen
wird, die er vermoge des urspriinglich erhaltenen Jmpulses und der ihn
treibenden beschleunigenden Kriifte angenommen hitte, wenn er frei wire.
Um nun diese von dem Systeme, wovon er einen Theil ausmacht herriih-
rende Verdnderung in der Bewegung zu bestimmen, und die wirklich Statt
findende Bewegung zu erhalten, hat 2’Alembert ein allgemeines Bewegungs-
princip aufgestelll , mittelst welchem man im Stande seyn sollle alle auf
die Bewegung sich beziehenden Aufgaben in Gleichungen zu bringen oder
auf Aufgaben der Statik zuriickzufiihren. Dieses Princip ist folgendes:

»Theilt man den Korpern eines Systemes Bewegungen mit, welche durch
yihre gegenseitigen Verbindungen modificirt werden, so kann man diese
,Bewegungen so ansehen als bestinden sie aus denjenigen, welche die
yKorper wirklich annehmen und aus andern Bewegungen, welche vernichtet
»werden; diese letztern Bewegungen miissen daher so beschaffen seyn,
»dals wenn die Korper des Systemes von diesen allein afficirt wiirden,
»diese sofort im Gleichgewichte wiren.“

Dieses 2’Alembert'sche Princip gilt sowohl fiir momentan, als conti-
nuirlich wirkende Krifte; da jedoch die Bestimmung der Krifte, welche
vernichtet werden und fiir sich im Gleichgewicht stehen miissen, oft sehr
weitliufig und schwierig wird ; so wurde dieses Princip spiter modificirt
und in folgender Weise ausgesprochen :

»Gibt man jedem Kérper eines Systemes eine Bewegung, die derjenigen,
y,welche er annehmen muls, gleich, aber direct entgegengesetzt ist, so wird
»das ganze System ruhen; diese Bewegungen vernichten daher diejenigen,
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»welche die Korper angenommen hiitten, wenn sie frei gewesen wiiren,
yfolglich muls zwischen diesen verschiedenen Bewegungen oder den sie
»erzeugenden Kriften Gleichgewicht vorhanden seyn.“

Es seyen nun 2, m’, m* . . die Massen der verschiedenen Korper eines
solchen Systemes, z, ¥, 3, =/, ¥/, 3* .. die rechtwinkeligen Coordina-
ten ihrer Schwerpuncte nach Verlauf der Zeit #, und X, % & X B Pl
die auf die Masseneinheit der Korper 72, m’. . nach den Richtungen der
Coordinatenachsen (d. i. mit diesen parallel) wirkenden besechle uni-
genden Krifte, folglich mX, m¥, mZ, m'X, m'¥Y, m*7 u. s. w.
die bewegenden Krifte, welche beziehungsweise die Korper m, m’
u. s. w. nach den genannten Richtungen treiben; endlich soll das Elemen
der Zeit dz als conslant angesehen werden. Diels vorausgesetzt sind die
den Korper 7,2 am Ende des folgenden Zeitelementes nach den Richtungen

] dr dy dz
der Coordinatenachsen afficirenden Geschwindigkeiten = di*de” dp’
folglich (Nr. 56) die ihn nach diesen Richtungen treibenden bewegenden
3 dr dy dz ; LS =
Krifte = m P m J’ m& - Diese Krifte gehen im nichstfolgenden
Zeitelemente wegen der Wirkung der beschleunigenden Krifte iiber in

dz p dy dz ¢ A do
", + mXdes, my, sy dr, m . +mZdt (weil wenn X = 1z
gesetzt wird, Xd/=dv die Zunahme der Geschwindigkeit wihrend der
dz dr
Zeit dz bezeichnet, daher die beschleunigende Kraft i in iz + Xde¢
tibergeht). Die wirklichen Zunahmen aber; welche die Geschwindigkeiten
des Korpers 2 parallel zu den Coordinatenachsen zufolge seiner Verbindung
mit den tibrigen Korpern des Systemes erhalten und auf deren Bestimmung
dr (oL o T L2
g g gl g
die wirklichen bewegenden Krifte, welche den Korper 2 am Ende der
Zeit dz nach den genannten Richtungen treiben :
dz (1577 dy d*y dz d’z
md_l+ m Y md7+ m T m& + ma
Bringt man also diese mit den drei vorigen Kriiften auf den Korper 7
in direct entgegengesetzter Tichtung an, so bleiben fir die auf diesen
Korper wirkenden bewegenden Kriifte :

(1235‘ (I’d d‘ﬂy (Zd g
m(th— dt)’ m ‘— T m r— ar (a)

Um die dhnlichen Ausdriicke fiir die iibrigen Korper m', m”. . des Syste-
mes zu erhalten, darf man die Buchstaben 7z, z, Y, 2, X, ¥, Z dieses
Ausdruckes (@) nur mit einem, zwei u. s. w. Accente versehen,

Da nun aber dem 27Alembert’schen Principe zufolge das System unter
der vereinten Wirkung dieser Kriifte im Gleichgewichte seyn muls, so

braucht man in den allgemeinen Gleichungen (s) von Nr. 21, (Anmerk. 2)
Burg’s Mechanik. Suppl. 5

es hier eigentlich ankommt , sind ll( folglich

Bl



66

pur statt der Seitenkrifte PCosa, P CosB, P Cosy beriehungsweiss dis
vorigen Krifte (&) zu substituiren. Man erhilt dadurch:

dfz
Zm(th— at =0, oder

! s( dz
X(mX) = ’md[,> und eben se

()
E(mY) = mdt’

Ty =Z (m a?), ferner
d’z—xd”
I(m[Xy—Yz]) = L(m[l—r—dﬁx—y])
xd’s—zd’r
Z(m(Xs—2zx]) = E(m[————dtz = :l)

| ZOn[¥Yz—2Zy)) = <7lz[yd g __Z.zﬂ_{/J)

diefs sind sonach die Gleichungen der Bewegung fiir ein belie-
biges freies System von Korpern m, m’, m”. . Wire emer dieser Kor-
per gezwungen auf einer gegebenen Fliche oder Curve zu bleiben, so
miifste man den auf ihn wirkenden Kiiften noch den Widerstand (als neue
Kraft) hmzufiigen, welchen der Korper von der Fliche oder Curve erleidet,
um dann auch diesen Korper wieder als vollig frei betrachten zu konnen-
(Eine specielle Anwendung des 2’ Alembert’schen Principes oder Lehrsatzes
kommt in Nr. #69 mit weiteren Erldaterungen vor.)

Diese 6 Gleichungen enthalten mechrere allgemeine Bewegungsge-
setze oder Lehrsiitze, wovon wir hier jedoch nur einen der wich-
tigsten anfihren wollen.

8. Sind nimlich nach Verlauf der Zeit Z, diese vom Augenblicke an
gezdhll als die Bewegung beginnt, &,, ¥,, % die Coordinaten des
Schwerpunctes des Systems der Korper oder materiellen Puncte 7, m’. .
8o ist (Nr. 33.)

z,2(m)=Z(nz), y,=(m) =2(my), 2 =(@m)=ZIZ(m32)

und wenn man diese Gleichungen zweimal nach # differenziirt :
2 2

d’z, dzy\ dY, d’y
'a[n‘ Z(m) =2 (my), W = (m) = Z:(ma,),
d’s;, d’s

< Sim) = E(m&,').

Setzl man diese Werthe in die drei ersten der vorigen Gleichungen ),
80 erhalt man :

il 3

B = zmX), G Em =2 D),

d*s
dt’ S(m)=2 (m2),

diese Gleichungen zeigen, dals die Bewegung des Schwer-
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punctes eines freienSystemes vonmateriellen Puncten
oder KOorpernim Raume genau so Statt findet, als wenn
die simmtlichen Massen m, m'.. in diesem Puncte verei-
nigt und alle ihre bewegenden Kridfte durch parallele
Verschiebungen ihrer Richtungen auf diesen Punct
angebracht wiren.

Da nun auf diese Weise alle jene Krafte, deren Componenten oder Seiten-
kréfte (parallel mit den Achsen) einander gleich und entgegengesetzt sind,
aus den Differenzialgleichungen dieser Bewegung hinausfallen, dieser Fall
aber dann eintritt, wenn die bewegenden Kriifte keine &ufseren sind,
sondern aus den wechselseitigen Wirkungen entstchen, welche die mate-
riellen Puncte des Syslemes aufeinander ausiiben, indem sich diese nach
dem allgemeinen Princip der Gleichheit zwischen Wir-
kung und Gegenwirkung, wenn diese Krifle auf den Schwerpunct
des Systems libertragen werden, zuzwei und zwei aufheben; so hewegt
sich, sobald auf die materiellen Puncle des ginzlich freien Systemes aufser
ihrer eigenen gegenseitigen Einwirkung (durch Anzichung oder Abstofsung)
keine anderen Kriifte wirken, der Schwerpunct desselben gleichformig
und geradlinig und behilt bestindig die anfingliche Richtung und
Geschwindigkeit bei, welshalb man diesen Lehrsatz das Princip von
der Erhaltung der Schwerpuncts-Bewegung genannt hat.

9. Um von diesem wichtigen Satze ein cinfaches Beispiel zu geben,
wollen wir die Bewegung des gemeinschaftlichen Schwerpune-
tes zweier Kugeln betrachten, welche aafeinander stofsen.

Es seyen am Ende der Zeit £  und z’ die Abstinde ihrer Mittelpuncte
von einem festen Punct der Geraden, auf welcher sich die Kugeln 7 und
m’ bewegen, so wie r, (in demselben Augenblicke) der Abstand des
gemeinschaftlichen Schwerpunctes dieser Korper von demselben Puncte ;
so hat man (Nr. 83):

(m+m)x, =mazx+m'z
oder wenn man nach # differenziirt :

T
(m + m’) . A4, W e (2)
: A dx z
wodurch die den Geschwindigkeiten 7 und 7 der beiden Kugeln
1 S do)
entsprechende Geschwindigkeit 0 des Schwerpunctes gegceben ist.
dz dz’
Nun hat man aber vor dem Stols (§. 199) g G T v, und
dz dz’
nach dem Stofs, wenn die Kugeln unelastisch sind oy oy v,
: . s dan dz’
und wenn sie vollkommen elastisch sind : J}— =2V- o, 9= D L

(§.202). Es ist also dic Geschwindigkeit des Schwerpunctes v or dem
Stofs, wenn man in die Gleichung () substituirt :

5*
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da; mo -+ m'v’
EE o 'm -+ m’
B ; ; . mo+m'v’
und nach dem Stofs, mit Riicksicht auf die Relation von ¥ =W
fiir beide Fille (wenn man wieder in (2) gehorig substituirt) :

W

at m -+ m’
welches genau derselbe Werth wie vor dem Stofse ist; der Stofs dieser
beiden Korper dndert also durchaus nichts in der Bewegung ibres gemein-
schaftlichen Schwerpunctes (da er sich iiberdiels auch auf der urspriing-
lichen Geraden fortbewegt).

10. Sind die mit den Massen 7z, m‘, m’ . . behafteten materiellen
Puncte in Bewegung, so seyen fiir einen bestimmten Augenblick z, z’, z”..
ihre Ahscissen auf eine beliebige Achse bezogen und X die Abscisse des
Schwerpunctes dieses System fiir denselben Augenblick; so ist (Nr. 83 )
m4+m+..) X=mx+m'z'+.. d. h. XE(m: =Z (nz). Wih-
rend des folgenden Zeitelementes dZ nchmen die Abscissen um dz dz’...

dXx dz
dX zu und man hat ar PHr=2 (m &) wlt),d-hodie anf eine

Achse projicirte Grofse der Bewegung der Gesammt-
masse des Systems, diese im Schwerpuncl desselben
vereinigt gedacht, ist gleich derSumme der Bewegungs-
grolsen simmtlicher einzelner Massen projicirt auf
die ndmliche Achse. Zwei ihnliche Gleichungen mit (%) erhilt
man auch fir die beiden dbrigen Coordinatenachsen. Ist V die Geschwin-
digkeit des Schwerpunctes und @, »’.. jene der Puncte m, m’.. so
kann man, wenn V, die Projection der Geschwindigkeit auf die Achse
der z bezeichuet und damit analog auch die iibrigen Projectionen bezeich-
net werden, diese Gleichungen so schreiben :

V,2(m)=Z2(mnv,), V,v Z(m)=Z (m z:y), V,2(m)=Z(mv,).

Bestimmung der Centrifugalkraft eines
Horpers.

(§. 156.)

62. Handelt es sich nicht blofs um einen materiellen Punct,
sondern um einen IKorper von endlicher Ausdehnung, so sey zuerst
NS (Fig. 29) irgend eine ehene Fliache von der Grofse F, iiber welche
die Masse M gleichf6rmig vertheilt ist und welche sich um einen in ihrer
Ebene liegenden Punct A oder um eine auf dieser Ebene in A perpendi-
kulire Achse mit der Winkelgeschwindigkeit s umdreht.



69

Betrachtet man bei dieser Umdrehung einen Punct 3 dieser Fliche,
wofiir die in derselben Ebene angenommenen rechtwinkeligen Coordina-
ten AP=uao, AQ=y sind und die entsprechende Fliche dF fir die
Masse dM und umgekehrt geselzt werden kann; so erhélt man fir die
Centrifugalkraft dR des materiellen Punctes d3 (wenn man némlich diese
Kraft fir die ganze Fliche oder Masse mit R bezeichnet) nach §. 155:

d7.z3* v’

di"— = xw?*dF, wenn man nimlich den Abstand 4 M= %

selzt.
Zerlegt man diese, nach A M wirksame Kraft, in zwei nach den
rechtwinkeligen Achsen AX, AY wirkende Scitenkrifte dP und dQ,

s0, wird dP:dR.z und dQ=dR.§ oder:

dP = w? 2z dF und dQ =w?ydF;
diese Gleichungen integrirt geben:
P_—_—wz‘f:pdll1 und Q=w2fde,
oder wenn X und Y die Coordinaten des Schwerpunctes dieser Fliche
F sind (man sehe die Relationen I in Nr. 22.):
P—w?XF und Q=w?YF.

Da nun R die Mittelkraft aus diesen beiden Seitenkraften seyn soll,
so folgt, wenn man auch gleich die Masse M slalt der Fliche F' setzt:
R=\/(P?4 0% =w?M/(X>+} Y?) =w?Mr, ... (a)
wenn man nédmlich den Abstand des Schwerpuunctes O dieser Fliche oder
Masse von A d.i. A O =1 selzt; es ist also die gesuchte Centrifugal-

kraft fir diese Fliche, iiber welche die Masse M gleichformig vertheilt ist :
M) T fll_v’

T8 b

e
7 "

wenn man némlich die Geschwindigkeit des Schwerpunctes rw = v
selzt. Diese nach A0 wirksame Centrifugalkraft ist
also eben so grofs, als ob die gesammte Masse M im
Schwerpuncte dieser Fliche NS vereinigt und die
Kraft selbst in diesem Puncte O angebracht wire.

6 3. Dreht sich ein Korper MN (Fig. 30) um die Gerade A B
als Achse, so theile man denselben in unendlich diune parallele Schich-
ten, welche auf der Achse A B perpendikulir stehen; so erhilt man
nach der vorigen Nr. eben so viele, in den Schwerpuncten o, o, 0. .
dieser Schichten perpendikulir auf die Umdrehungsachse A B wirksame
Centrifugalkrafte, wovon jede (Gleich. &) dem Producte aus der Masse
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der betreffenden Schichte in den Abstand a o ihres Schwerpunctes o von
AB und das Quadrat der Winkelgeschwindigleit gleich ist. Da aber
diese Kriifte im Allgemeinen nicht zu einander parallel seyn (d. i. nicht
in einer einzigen durch A B gehenden Ebene liegen) werden, so konnen
diese nach Umslinden eine einzige Resultirende haben, oder
sich auf zwei Kriafte (§421) oder auf eine Resullirende gleich Null
reduciren’, in welch letzterem Falle diese Kriifte auf die Umdrehungsachse
A B keinerlei Druck oder Zug ausiiben.

G 4. Liegen dagegen die sammilichen Schwerpuncte o, o' ..
dieser diinnen Schichlen in einer einzigen Geraden D E, welche mit der
Umdrehungsachse A B parallel liuft, und von ihr den Abstand r besitzt;
so haben auch alle die einzelnen Schwerpuncte einerlei Abstinde von
dieser Achse und zwar ebenfalls =7. Die einzelnen Centrilugalkrifte
werden untereinander parallel und liegen sémmtlichin der durch D E und
A B gedachten Ebene, so dafs demnach ihre Resullirende, indem die
einzelnen Krifle den Massen, also auch den Gewichten der betreffenden
Schichlen proportional sind, durch den Schwerpunct des ganzen Kor-
pers M N geht und ilve Grofse gleich der Summe dieser parallelen Krafte,
d i R=mrw?t+mrw?+.. = (@m-4+m'+..)rw? ist, wenn
nimlich m, m’, m . die Massen der einzelnen Schichten und w die
Winkelgeschwindigkeit des Korpers um die Achse A B bezeichnen; setzt
man daher m—-m’ -+ m' .. =M als Masse des ganzen Korpers, so
ist dessen Centrifugalleraft:

Mo*

r
genau eben so grofs und wirkt auf dieselbe Weise,
als ob die gesammte Masse des Korpers in dessen
Schwerpunct vereinigl wire.

R=Mrw?=

(fir v=r w)

Anmerkung. Dieser hier erwihnte einfache Fall findet namentlich bei der
Kugel, dem Cylinder, geraden Prisma, Kegel und iberhaupt allen Rota-
tioaskorpern Statt, bei welchen die Achse mit der Umdrehungsachse parallel
ist. Da fir 7=0 auch =0 wird, so folgt, dals wenn in diesen
genanuten Fillen die Achse des Korpers zugleich die Rotationsachse ist,
diese letztere keinen Druck oder Zug durch die Centrifugalkraft erleide.

Ist bei einer Kugel, welche sich withrend der Zeit Z einmal um ihre

Achse dreht, 7 der Abstand irgend eines Punctes von dieser Achse, so ist

; arn 4rin® 4rn®

dessen Geschwindigkeit = s und Centrifugalkraft = AR ey
nimlich seinem Abstande von der Achse proportional.
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Da unterm Aequator unserer Erde die Schwere und Centrifugalkraft
einander gerade entgegen wirken, so hat dort die Schwere einen Werth.
welcher jenem gleich wire, wenn die Rotation der Erde nicht bestinde,
vermindert um die Centrifugalkraft. Abstrahirt man von den geringen
Verinderungen der Schwere in den verschiedenen Breiten, so kann man
diese unterm Aequator = ¢ setzen, und wenn man ihre Intensitit, in der
Voraussetzung dafs keine Achsendrehung der Erde Stait finde, durch &
bezeichnet, so ist nach dem Vorigen :
4rn®

ti

Da nun aber fiir den Aequator in runder Zahl 277 = 40000000 Meter
und #= 86164 Secunden betrigt, so ist wegen g = 9'S308 M. sehr nahe

g=6G—

hrr? 1 v
—_gt’ = 289’ folglich
Y 1
9=06—4q9 oder auch nahe y=G(1 — 2*86)

so, dafs also die Schwerkraft dort um den 289sten Theil ihres Werthes
vermindert wird. Da aber 289 das Quadrat von 17 und die Centrifugal-
kraft dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, so folgt, dals
wenn die Rotationsgeschwindigkeit unserer Erde beildufig 17 Mal grélser
wiire, die Schwere unterm Aequator gleich Null seyn wiirde.

Von dem Fomente der Tragheit.
(9. 159.)

65. Wir haben bereits in der Einleitung (§. 2, 6.) bemerkt,
dafls man das Streben der Materie, in dem Zustande der Ruhe oder Be-
wegung zu verharren, Tragheit nennt, und diese muls sofort als
ein Nalurgesetz oder als erstes Geselz der Bewegung der Korper betrach-
tet werden. Diese Tragheit ist auch die Ursache, dals man, um einen
auf einer horizontalen Ebene liegenden Korper, selbst wenn er weder
von der Reibung, noch einem sonstigen Widerstand zuriickgehalten
wiirde,, auf dieser Ebene fort zu bewegen, einer gewissen Ansirengung
bedarf, eine Anstrengung oder Kraft, welche bei einerlei Geschwindig-
keit in dem Malse grofser wird, als die Masse des Korpers zanimmt.

Bringt man zwischen dem Korper M (Fig. 31) und der zichenden
Kraft P, welche wir zuerst als eine constante ansehen wollen und etwa
in einem Gewichle bestehen kann, eine Spiralfeder a b an, so wird sich
diese wihrend der Bewegung der Masse M, welche unter den gemach-
ten Voraussetzuugen eine gleichformig beschleunigende seyn wird , bis
zu einem gewissen Grade ausdehnen und in diesem Zustande des Gleich-
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gewichtes, so lange die Bewegung dauert, permanent verharren; hieraus
folgt also, dals die Feder durch die blofse Tragheit der Masse des Korpers
M in der Richtung von a gegen ¢ mit derselben Stirke zuriickgehalten,
als durch die Kraflt P von 6 gegen d gezogen wird. Die Wirkung oder
Action, welche an dem einen Ende & der Feder ausgeibt wird und
dic Beschleunigung der Masse M hervorbringt, ist daher immer von
einer gleichen und enlg}gcngesetzlen Gegenwirkung oder Reaction
an dem andern, mit dem Korper verbundenen Ende @ derselben beglei-
tet, und da die Feder in diesem Zustande des Gleichgewichtes wie von
zwei gleichen entgegengeselzt wirkenden Kriflten gezogen wird, so hat
man wohl auch diese von @ nach ¢ Stalt findende Reaction, obwohl
nicht ganz richtig, Kraft der Tré gheit genannt.

Alle Erfahrungen und Versuche beweisen, dals bei allen durch
constante Krifte erzeugten Bewegungen, Action und Reaction
bestandig einander gleich sind, und da man auch eine ver-
anderliche IKraft wihrend einer unendlich kleinen Zeit als constant an-
sehen kann, so gill diese Eigenschalt in der Mechanik als ein allgemeines
Gesetz, so, dafs so oft ein materieller Punct auf einen andern eine Wir-
kung oder Action ausiibt und erzeugt, dieser letztere immer auch auf
den erstern eine gleiche und entgegengesetzte Wirkung oder Reaction
hervorbringt, dergeslalt, dals wenn diese Puncte auf eine unverander-
liche Weise miteinander verbunden wiren, sich diese beiden Wirkungen
vollkommen aufheben oder zerstoren wiirden.

Driickt man z B. mit dem Finger einen Korper, zieht man einen
Korper mitlelst eines Fadens, oder stolst diesen mittelst einer Stange ;
so empfindet man einen Druck, Zug oder Stols nach entgegensetzter
Richtung von ganz gleicher Grolse oder Stirke.

Darch diese Reaction oder den Widerstand, welchen ein freier Korper
jener Kraft entgegenselzt, welche in ihm Bewegung erzeugen oder zer-
storen will und welche sofort dieser Kraft oder ihrer Wirkung selbst
gleich ist, wird zugleich die Triigheit der Masse oder Materie dieses Kor-
pers gemessen.  Man weils, dafs dieser Widerstand mit der Masse und
der Geschwindigkeit zunimmt, welche in der Masse erzeugt oder zerstort
werden soll.  Hingl man z. B. einen Korper vertical an eine Federwage,
so wird diese im Stande der Ruhe das Gewicht des Korpers anzeigen;
hebt man dagegen die Wage samml dem daran hingenden Korper mit
einer gewissen Geschwindigkeit in die Hohe, so wird sich die Feder, in
Folge des Widerstandes , welchen die Trigheit der Masse oder Materie des
Korpers dieser Bewegung entgegensetzt, noch weiter biegen, oder der
Zeiger gleichsam ein noch grofseres Gewicht anzeigen. Bleibt bei dieser
Bewegung die einmal erlangte Geschwindigkeit constant, so nimmt die
Feder oder der Zeiger wicder genau jenen Stand ein, welcher anfangs im
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Stande der Ruhe Statt fand und dem Gewichte des Korpers entspricht ;
nimmt dagegen die Geschwindigkeit ab, so geht der Zeiger noch weiter
zuriick und zeigt dabei sogar ein kleineres Gewicht als im Stande der
Ruhe an-

Befestigt man an einen undehnbaren Faden, dessen Masse man vernach-
lissigen kann und wovon der eine Endpunct fest gemacht ist, einen ma-
tericllen Punct 72, setzt diesen in Bewegung und iiberlifst ihn blofs der
Kraft, welche der gespannte Faden von der Linge 7 auf ihn ausiibt (so,
dafs also auch von der Schwere abgesehen wird), so bewegt sich dieser

Punct gleichformig im Kreise mit der Geschwindigkeit » und es ist (Nr. 61,
2

mv
Gl. 7) e die Intensitit der Kraft, mit welcher der Faden auf ihn wirkt.

In Folge nun dieses Principes oder allgetneinen Naturgesetzes (dafs jede
Wirkung von einer gleichen Gegenwirkuug begleitet ist), iibt dieser Kor-
per oder materielle Puncl auch seinerscits auf den Faden und also auch
auf den festen Mittelpunct des Kreises eine Kraft von derselben Intensitit
mo*

r
gegen die Peripheric) ist.

aus, deren Richtung aber entgegengesetzt (d.i. vom Mitfelpuncte

Man kann iiberhaupt alle Korper als Aggregate von maleriellen Puncten
ansehen, auf welche fortwihrend zwei Arten von Kriiften in Thitigkeit
sind, und zwar sind diese entweder iulsere (wie z. B. die Schwere),
oder innere, und diese letztern bestehen in den wechselseitigen Wir-
kungen, welche die materiellen Puncte des Korpers oder Systemes selbst
aufeinander ausiiben. Empfingt néimlich eines dieser Elemente, dessen
Masse wir mit 7 bezeichuen wollen, eine Kraftiulserung von Seite eines
andern Elementes von der Masse 7' und bezeichnen wir diese Kraft durch
», so empfingl eben so das Element 72° von jenem 72 eine Kraft p‘ und
das Princip der Gleichheit zwischen Wirkung und Gegenwirkung besteht
nun in Folgendem :

1) Die Richtungen dieser beiden Krifte liegen in der

Geraden, welche die beiden Elemente verbindet.

2) Beide Kréifte haben die nidmliche Intensitat, und

3) sie sind dem Sinne nach einander entizgegengesetzt,

wirken alsobeide anziehend oder beide abstofsend.

Obschon von den Gesetzen dieser innern Krifte nichts weiler bekannt
ist als die erwiihnle Gleichheit der wechselseitigen Wirkungen, so kann
man sich tber die Art, wie die Elemente der Kérper aufeinander wirken,
gleichwohl ecine ziemlich klare Vorstellung machen, wenn man die von
mehreren Gelehrten aufgestellte flypothese zu Hilfe nimmt. Nach dieser
erstreckt sich das Gesetz der allgemeinen Gravitation auch auf die klein-
sten Theile der Materie, so, dals sich diese um so stirker anziehen , je
niher sie sich kommen; aulserdem aber besteht (nach dieser Hypothese)
zwischen zwei benachbarten Massentheilchen eine abstofsende Kraft, welche
von der Wirme oder von dhnlichen Ursachen abhingt und welche sich
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mit der Entfernung indert, jedoch nach einem andern Gesetze als dis
Gravitation.

Demnach wire jede von den beiden genannten Kriften » und p* die
Differenz oder Resultante zweier Krifte, nimlich 1) der wechselseiligen
Gravitation zwischen den beiden Elementen 72 und 7, dann 2) der wech-
selseitigen Abstolsung in Folge von Ursachen, welche der Wérme analog
sind. "

Diese Resultante wiirde anziehend , abstofsend oder null seyn, je nach-
dem die Inlensitit der erstern Kraft grofser, kleiner, oder gleich der
Intensitdt der letzlern ware.

6 6. Dehnt man die in §.159 in Bezichung auf einen materiellen
Punct gegebene Definition auf einen Korper von was immer fir Di-
mensionen aus, so versteht man unter dem Moment der Trégheit eines
Korpers in Bezichung auf irgend eine Gerade als Umdrehungsachse, die
Summe der Producte der Massen aller einzelnen Elemente des Korpers
in die Quadrate ihrer Abstinde von dieser Geraden. Bezieht man die
Lage des Korpers, dessen Masse = M seyn soll, auf drei rechtwinkelige
Achsen und nimmt die Umdrehungsachse fiir die Achse der z, so ist
das Moment der Trigheit in Bezug auf diese Achse:

1t :f<m2 -+ yz) dM

wobei dM die Masse des Elementes oder materiellen Punctes bezeichnet,
dessen Coordinalen @, y, % sind, und wobei sich das Integrale auf die
gesammte Masse M erstreckt. Auf gleiche Weise bezeichnen die Aus-
driicke :

ﬁw’—{—z’) dM und f(y’-{—z”)dM

die Triigheitsmomente dieses Korpers in Bezichung auf die Achsen der
y und .

6'7. Kennt man das Moment der Trigheit eines Korpers in Bezug
auf irgend eine Achse, so kann man dasselbe leicht auch fiir jede andere,
mit der erstern parallele Achse finden.

Denn nimmt man die erstere Achse oder Gerade zur Achse der
und legt durch diese und die mit ihr parallele Gerade oder neue Achse
die Ebene der @ %, selzt den Abstand dieser beiden Geraden = a, die
Masse des Korpers = M und bezeichnet das Moment der Trigheit des-
selben in Bezug auf die Achse der x durch I, so wie in Beziehung
auf die neue , mit dieser parallelen Achse durch 5 so ist, wie leicht
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zu sehen (da man in dem Ausdrucke von It =f(.’p2—}—y2) dM, r—a

stalt = setzen muls):

o =f[(w_,,)z+ y?] szf(.p’ 4y dM azfdM

—2 aj‘m dmM

d. i M — M —|~Ma2——2af:r:dM,
oder wenn X die Abscisse des Schwerpunctes des Korpers bezeich-
net, also (Nr. 383.) XM= | dM ist, auch

M =M+ Ma®>—2aXM.
Liegt der Schwerpunct in der Achse der % selbst, so ist X =10
und (D M=M4+Ma?,
oder , wenn man, da das Moment der Trégheit immer diese Form an-
nimmt, M= MkK? setzt, auch W' =M *k*+}+a® .. (2)
(Vergleiche §. 161, Gleich. 1).
Anmerkung. Hieraus folgt, dals das Trigheitsmoment in Beziehung auf

eine durch den Schwerpunct gehende Achse kleiner, als in Beziehung
auf jede andere mit ihr parallele Achse ist.

68. Un das Moment der Trigheit einer materiellen geraden
Linie A B (Fig. 32) zu finden, welche sich um ihren Endpunct A dreht,
sey ihre Linge A B=1 und die gleich vertheilte Masse, welche also
dieser Linge proportional ist (so dafs in der Rechnung, wie bei der Be-
stimmung des Schwerpunctes, eines fiir das andere genommen werden
kann) = M; nimmt man ferner in dieser Geraden in dem Abstande
A M=z cin Element derselben Mm — dx, so kann man dieses fir
das Element der Masse dM setzen und man hat fir das Moment der
Triagheit dM dieses materiellen Punctes nach §. 159, Relat. 2:

1
dM=a2da, folglich 9)t=f erde=10=11.12=1M
(§. 162, Gleich. 1). :

Anmerkung. Will man nicht unmittelbar statt der Linge der Linie ihre
Masse setzen, so sey e die auf die Langeneinheit kommende Masse, also
M=m! and dM = mdz; dann ist:

L
A=z d¥ = mzidr und W =m | z=de ="Tmi.1*
o
d.i. M =L M?°, wie zuvor.

Auf dieselbe Weise konnte man auch bei allen folgenden Ableitungen
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verfahren, wo wir uns des einfacheren Vorganges bedienen und die auf
die Lingen- oder Flicheneinheit kommende Masse 22, welche am Ende
der Rechnung ohnehin wieder hinausfillt, tberall auslassen werden.

69. Un das Moment der Trigheit eines Rechteckes AD
(Fig. 33) zu finden, welches sich um ihren Mittel- oder Schwerpunct
0 oder eine durch O gehende auf der Ebene des Rechteckes perpendi-
lulire Achse dreht und dessen Masse = M seyn soll, selze man die
beiden Seiten AB=a, BD =06 und ziche damit parallel durch den
Punct 0 die Coordinatenachsen der a+ und y. Zieht man mit dieser
letztern parallel in den Abstinden O P =2 und Pp=dax die beiden
Geraden von der Linge BD, so schliefsen diese ein Rechteck b de ein,
welches ein Element des Rechteckes, also auch dessen Masse M bildet,
50, dafs man (mit der in der vorigen Anmerkung erwihnten Abkiirzung)
dM = b dx setzen kann.  Schneidet man aber auf diesem unendlich
schmalen Streifen, indem man in den Abstinden PM =y und Mm=dy
mit der Achse der x zwei Parallele zieht, selbst wieder ein Element ab,
50 bildet dieses neue Rechteck dz dy das Differenzial von der vorigen
Masse dM, oder es ist d2M = dx dy. Da nun aber dieses Element als
ein materieller Punct zu betrachten ist, welcher yom Drehungspuncte
den Abstand O M hat, wofir O M*= z2-}-y* ist; so hat man nach
dem ersten Salze (§. 159, Gl 2) fiir dessen Moment der Tragheit, wel-
ches, wenn man jenes des Rechteckes 4D mit M, folglich jenes des
Rechteckes E B mit d9N bezeichnet, durch d(dM) = d*IN ausgedriickt
werden mufs, sofort d?M = (224 y» da dy. Wird dieser Ausdruck
zwei Mal und zwar, da @ und y von einander unabhingig sind, ein-
mal nach y (wobei  als conslant) und einmal nach @ (wobei y alS
constant zu nehmen ist) bezichungsweise innerhalb der Grenzen von
—1 bis 416 und —La bis 4L oder einfacher von 0 bis 36 und
0 bis %« integrirt und im letztern Falle jedes Integrale 2 Mal genommen,
so erhilll man, da die Ordnung der Integration (Comp. §. 838) will-
liirlich ist:

-

1

a ~3 D

M=4| dz 2(.1-2—{— y>Hdy
o o

durch die Ausfithrung dieser Integration erhilt man zuerst

f*"‘ slu
i 4J"d.u Goa?41.1%=2 bj “da (@2 L 6%), lerner

M=256C2.1ad+Lla. LD =ab(a*+ 50>
oder wenn man wieder fiir die Fliche a6 die Masse M setzt, auch
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M = L M (a® - b).
(vergl. §. 163, Gleich. 1).

Anmerkung 1. Dals dieselbe Formel zugleich auch fiir das Moment der
Trigheit eines senkrechten Parallelopipedes gilt, das sich um
seine geomelrische Achse dreht und fiir welches das vorige Rechteck A 2
einen auf dieser durch 0 gehenden Achse senkrechten Querschnitt bezeich-
net, wenn man dabei nur unter dem Factor # die Masse des Parallelo-
pipedes versteht, ist bereits in der Anmerkung zu §. 163 erwihnt. Ist
nimlich / die Linge oder Hohe des Parallelopipedes und nimmt man die
Umdrehungsachse zur Achse der 2, so ist, wenn man aulser den vorigen
mit den Achsen der z und y parallel gefihrten Schnitten (hier Ebenen,
welche mit jenen der z % und # % parallel sind), auch noch mit der Ebene
der zy (wofiir man die untere Grundfliche A2 des Korpers nehmen
kann) in den Abstinden % und 2 dz parallele Schnitte fiihrt und dadurch
das Korperelement d*M = dz dy dz, ferner damit

d*M = (z*+y* dzdydz, alsv nach Obigem
1 %a %h ab 1 £ s 1 .
W:fdzf dl:c ({:Z+yz)dy= E-f({t +lz)dz=1—211bl(a + 0%

o Falaivh Tigb 9
oder wegen abi= M sofort wieder M = 5 M (a® + 0*).

Beinahe mnoch einfacher ist die Ableitung fiir den Fall, dafs sich das
rechtwinkelige Parallelopiped, dessen drei zusammenstolsende Seiten
a@, b, ¢ und Dichte oder Masse der cubischen Einheit = seyn soll,
um die eine Seite oder Kante z. B. um jene ¢ dreht.

Nimmt man ndmlich diese drei genannten Seiten fir die Achsen der
z, ¥y, %, theilt jede dieser Seiten in unendlich viele unendlich kleine
Theile und legt durch alle Theilungspuncte Ebenen, welche mit den Sei-
tenflichen des Parallelopipedes parallel laufen (jene durch die in der Kante
¢ liegenden Puncte gelegten Ebenen ndmlich parallel mit der Seitenfliche
ab oder Ebene der zy u.s.w.), so theilen diese drei Reihen von Ebenen
das Parallelopiped in lauter unendlich kleine Theile, wovon jener, welcher
den Coordinaten z, y, 2 entspricht, das Volumen dzdydz, also die
Masse 7 dx dy dz hat, so, dals wenn # die Masse des Parallelopipedes
bezeichnet , sofort d*# = m dx dy dz ist. Das Moment der Trigheit dieses
Korpers ist daher in Beziehung auf jene Kante, welche man zur Achse
der 2 genommen bat:

> = a b C
Em:mj fj(z“+y2)dzdydz=mfdx fdyf(z2+y”)dz

=imabc(a®+0*)
oder, wegen m abc = M, auch W = ; M (a® + b*).

Anmerkung 2. Nimmt man den Umdrehungspunct A fir das Rechteck
B E (Fig. 34) oder Umdrehungsachse fiir das rechtwinkelige Parallelopiped
von den Grundflichen BZ aulserhalb an, und setzt auf zwei mit B¢
und B2 parallele Achsen AX, A ¥ bezogen, die Abscissen AP = @,
A P/ =@’ und Ordinaten 4 0 = b, A 0'= b, wodurch die beiden Seiten
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BC=a'—a und BD = b'—b werden; so erhdlt man nach dem Satzs
in §. 161 (Gleich. 1) fiir das Moment der Trigheit auf diesen Punct A
oder einer mit der vorigen durch den Schwerpunct 0 gehenden parallele

-+ a'\? b 22
Achse bezogen, wegen A0’=(——1—————) +( + ) :

2
M = & M[(@— @) + &' — )" +4 M[(@+ a)* + (0 + )]
oder wenn man entwickelt und reducirt :

M= M@+ 0 +a*+ 0" +aa'+b0").

%®. Um das Moment der Trigheit eines rechtwinkeligen
Dreieckes ABC (Fig. 35) zu finden, welches sich um eine durch
den Winkelpunct A (des rechten Winkels) auf der Ebene A B € perpen-
dikuldren Achse umdreht, seyen die beiden Catheten A B=a und
AC=1b. Zicht man in dem Abstande 4 P=a mit A C parallel die
Ordinate PN = g’ und nimmt darauf in den Absland PM =y den
Punct M, lifst z um do und y um dy zunehmen, um das Flachenele-
ment da dy zu erhalten, welches vom Punct A den Abstand A M besilzt,
wofiir A M*= 2?4 y?; so hat man wieder wie vorhin:

a vy’
A2M = (@2 y» da dy oder M :f d.z'f (@24 y»dy
o 0
wobei jedoch y* von & abhéngig und zwar wegen a:b= (@ —x):y’

sofort y :%(a-— a) ist. Fithrt man die Integration aus, so erhilt man

zuerst Emzfldm @y’ 4 ry®
0

und wenn man fiir y/ den Werlh setzt, integrirt und reduciri:
M= [1'—; (a*+ 4? oder wegen M==%ab auch:

m:%M(ll-2+b2)
¢vergl. §. 161, GL 1).

%% 1. Zur Bestimmung des Momentes der Trigheit eines gleich-
schenkeligen Dreieckes A B C (Fig. 86), welches sich um eine
durch den der Basis gegeniiberliegenden Winkelpunct € gehende, auf
der Dreieckebene perpendikulire Achse dreht (oder eines senkrechten
Prismas, welches dieses Dreieck zur Grundfliche hat), sey die Basis
AB=2a und das auf dieselbe aus € gelillte Perpendikel C.D=~h.
Nimmt man auf diesem ¢ P — & und zieht duich den Punct P mit AB
die Parallele NN’ =2 y/, ferner auf dieser P M=y und lafst wieder
@ um do und y um dy zunehmen, um durch die diesen Puncten ent-
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sprechenden, mit AB und C'D Parallelen, das Flichenelement dx dy
zu erhalten, welches dem d®M entspricht; so hat man wieder genau
wie vorhin :

h v’
42N = (22} y> de dy oder 9)?=fd-z‘ f(m’—{—y’)dy
R Y [;I y
=2j dwf<w2+yﬁ)dy=2 dz @y’ + 3y'°)
oder wegen y'=;—z.r (aus @:y’=h:a) auch:

h 2 4 122

a a 2a /h a*h
Wt ozd“"’“ri‘hi”*):;(ﬁﬁ —tah(a*+ 38"
oder endlich wegen ah=M, auch:

M =1 M(a?+ 342
Will man die Seite A ¢ = BC= d hineinbringen, soist wegen 4* = d'—A*
4w
auch M =L1M (d*+ 24%) = M( 5 + 3—) (vergleiche §. 165).

w. Um das Moment der Triigheit eines geraden Cylinders
von kreisformiger Basis zu beslimmen, welcher sich um seine
geomelrische Achse umdreht, sey AB (Fig. 37) eine unendlich diinne,
auf der Achse senkrechte Schichte des Cylinders, dabei dessen Halb-
messer CA=r, Linge =17 und Masse = M. Zieht man in dieser
Kreisfliche (oder eigentlich unendlich diinnen Kreisscheibe) von der Masse
m—dM mil den Halbmessern CP =a und Cp = - dz aus dem
Mittelpuncte € die concentrischen Kreise, so schliefsen diese ein unend-
lich schmales Kreisband ein, dessen Fliche = (x4 da)* n — 2* =
22 7de -+ = de? =22 = da (also eben so grols wie das Rechteck von
der Basis des Umfanges 2 @ = und der Hohe da) ist und welche sofort
das Element der Masse dm darstellt. Ist p das Moment der Tragheit
dieser Schichle A B, also du jenes des schmalen Kreisbandes, so ist
nach der Giundformel: dp=2razde.2*=2zzdz
folglich: ,u=2nfra,‘3d.l‘=2 x.2—‘=‘%‘r2n,r2=%mr2, weil die

()
Masse m der Kreisfliche »2 = proportional ist. Besteht nun aber der

Cylinder aus » solchen Schichten (wobei n unendlich grofs) so ist auch
wegen n i =Lnmr?, und np="M\,, so wie nm =M sofort das Mo-
ment der Tragheit des Cylinders: M=2Mr? (welcher Ausdruck
sich namlich wieder in nichts von jenem p=3%mr? der Kreisfliche,
als in der Bedeutung der Factoren M und = unterscheideb).
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Oder es ist, wenn dz die Dicke dieser Schichte oder Cylinder-
elementes bezeichnet, auf den Cylinder bezogen p — dM und
m=r?zdx=dM, folglich dMM=1r*~dx und daraus:

1
932:;:-%f dy=1r2z0.02 =1 Ms2
o

)

Oder noch einfacher fir m=—dM soforl dM=1r*aM also
M=1Mr2 (Vergl §. 167, Gleich. 1).

3. Ist der Cylinder hohl und sind R und » der #ufsere und
innere Halbmesser desselben, so darf man das obige Integral nur anstatt
von o bis r hier von #» bis B nehmen; dadurch erhilt man:

R
w—2 .-rj x®dr :9.4_1: (R4—7'4)=§(R2—r2) (R* 41

oder da man (R®—7® ~ fiir die Masse m der unendlich diinnen
Schichte nehmen kann, auch j= Lm (R2--22). Ist wieder M das
Moment der Trigheit des Cylinders, so wie M dessen Masse, so ist
nach dem vorigen eben so :
M—1MR>*1| 7>,
(§. 168, Gleich. 2).
Anmerkung. Selzt man fir einen Radkranz die Breite des Kranzes
(in der Richtung des Radhalbmessers) = ¢ und dessen Dicke (in der
Richtung der Achse) = b, so wie den mittlern Radhalbmesser = R’; so

ist wegen R’ = und R —r=ua, also R*—7r*=2Ra und

-+ 7
2
2 2

a
R+ =a*+ 2Ry =u’+2£”—~2— = -+ 2 B, wenn man diese

b= S
Werthe in die obige Formel 9t = T (R*—r*) (R*+1r?) substitairt

und reducirt, sofort das Moment der Triigheit dieses Radkranzes:

a®
= QR’abﬂ(Z —|—1i’",)

: . o X 1 ps
oder wenn, wie es z B. bei allen Schwungriddern der Fall, @ <<} R
2

also = < 435 R ist, fiir die Anwendung immer genau genug :
4 100 ’ (=}

M=22nR*ab.

7 4. Um sogleich allgemein das Moment der Trigheit fiir alle
durch Rotation erzeugten Korper zu beslimmen, drehe
sich die von der Curve N N’ (Fig. 38) und den beiden rechiwinkeligen
Ordinaten QN, Q'N' begrenzte Ebene QN um die Abscissenachse
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AX; so enistehl ein Korper, dessen Masse wir mit M bezeichnen,
und fir welchen wir das Moment der Triigheit 9 in Beziehung auf
diese Achse A X beslimmen wollen.

Selzt man AQ=a, AQ'=a und zieht zu den Abscissen
AP =z und Ap =2 -+ dz die Ordinaten PM und pm, nimmt auf
diesen Pn =y, nn’'=dy und zieht darch » und »‘ mit der Abscissen-
achse die Parallelen; so erhilt man das Flichenelement nr = da dy,
welches bei seiner Umdrehung um A X einen Korper, d. i. einen Kreis-
ring erzeugt, welcher =2 y = dy da ist und sofort das zweite Differen-
zial des Volumens, also auch (nach unserer Annahme) der Masse des
Korpers bildet, so, dalsalso d2M =2 = y dedy ist. Fir dieses Massen-
element ist aber das Moment der Trigheit d*M = y? d*M=2 = y>da dy
und wenn man zweimal integrirt und die von a abhéngige Ordinate
PM—=—y' selzt:

a¢ ¥’ i
9)?:-2rrfda:f‘y3dy=2rrf—i~y’“dw di.

a 0 a

9)?_——% ﬂf y’q'd.l‘ e (@)

wobei diese zweile Integration erst dann ausgefiihrt werden kann, wenn
die Nalur der Curve N N/ d. i. ihre Gleichung y/ = f(a) bekannt ist.

Beispiele.

% 5. Dreht sich anstait der Curve eine mit AX parallele
Gerade, welche von 4 X den Abstand » hat, um diese Achse, und
setzt man @ =0, a’=1 gleich der Liinge des dadurch erzeugten Cy-
linders; so wird wegen y'=r sofort:

1
B e 1.0 2 ag.g
E)J?-~27rf1 de =2 n*zl.5% =3 M1

indem man fiir das Volumen des Cylinders dessen Masse setzt. (Vergl.
Nr. ¥2.)

%7 6. Geht die Gerade AB (Fig. 39) durch den Ursprung und
ist € B=7r der Halbmesser und A ¢'=17 die Hohe des erzeugten g e-

raden Kegels, soist wegen @ :y'="h:r solort y’:%a:, folglich :
h s 7r 5
9:)?‘——%7] 7/1_‘1.4(]‘1.:%”—_"____1_,.4”]‘
0

e
5 10
2

Burg's Mechanik. Suppl.
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7'7. Ist die Curve eine Ellipse von den Halbachsen & und b,
welche sich um die grolse Achse 2 @ umdreht, so erhilt man wegen

2
92:?7:(“2 — «?) (die Abscissen vom Mittelpunct aus gezéhlt, Comp.

§.457.) fiir das Moment der Triigheit des elliptischen Sphiroides
(nach der obigen Formel (o) in 7 4.):
M=1 ﬂf ; 21 dz (a*—aH*=2.4 = b—‘jl"d.z- (a*— 2 a*2® -+ %)

«
a) o

b* Ja® 50 gl 8
—T ot ((t5—3—+ 5—)2—’) T abt,
Nun ist aber das Volumen dieses Korpers, wofiir wir wieder die
Masse setzen, oder (Comp. §. 866) M==%ab?r, folglich auch:
=2 M2

7 8. Bei der Umdrehung der Ellipse um die kleine Achse wird
eben so, wenn wieder M die Masse des dadurch entstchenden Ellipsoides
bezeichnet : M=2Ma?

7 9. Geht die Ellipse in einen Kreis vom Halbmesser a =6 =1r
iiber, so hat man fiir die Kugel, welche sich um einen Durchmesser
dreht, aus beiden vorigen Formeln:

M=2Mr%
(Vergl. §. 169, Gleich. 2).
Ist die Curve eine Parabel und dreht sich diese um ihre geometrische
~ Achse 4 (Fig. 40), so wird wenn man AC=2 und CB=r setut,
wegen y* =pz ued (Comp. §.866) M =3r’nh=3inph® (Wegen
7* =ph) wenn £ die lohe des entstehenden Paraboloides ist:
oh ?
’J)E=§1:j pdr="1npt "
o 3
oder auch M =SMph=3Mr"

€. Dreht sich die von dem Kreisbogen AN (Fig. 41) be-
grenzte Fliche ANB um die (in der Richtung des Durchmessers
liegende) Achse A B, so enisteht ein Kugelsegment mit einer
Grundfliche N AN*B von der Hohe A B. Setzt man den Halbmesser
des Kreises (gleich dem Kugelhalbmesser) =7, und AB=a (gleich
der Hohe des Kugelsegmenles) so folgt aus der Formel («) in 74.
wegen y'*=27rx — x*:
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ﬁ)?:—;-xf de@rez—a»?*=1a*zEr* —ar-t+1la®
0

=L a7 (20r*—15ar-+43a?
oder wenn man die Masse M des Segmentes dem Volumen gleich selzt,
also :

a’n k
M=3}BN*z.a+t1la*z=Llar@2ra—a®»+t3ia®r= al Br—a)
setzt und diese in den vorigen Ausdruck einfihrt, auch:

aM

Soer o o 4 2
10(39‘—(1)@0' 15ar438a* .. (©

Ist dagegen m die Masse der cubischen Einheit, also M = ﬁs_" (3r—a)m,

50 ist endlich auch:
93?—_-3—:) a®*m20r* —15ar43a% . . (d)
(vergl. §. 169, Gleich. 1).

S 1. Besteht eine Pendellinse aus zwei solchen Kugelseg-
menten , deren Grundflichen aufeinander liegen und sich decken, so ist
ihr Moment der Tragheit in Bezug aufl ihre geomelrische Achse A B
(Fig. 42) genau durch die vorige Formel (¢) ausgedriickt, wenn M die
Masse der Linse bedeutet. Bringt man statt dem Kugelhalbmesser 7 den
Halbmesser C N=p der Grundflichen der beiden Segmenle in diese
Formel (¢); so erhilt man wegen p? =2#a —a? sofort r=a—’ﬂ2

2a
und damit nach gehoriger Substitution und Reduclion :

M — M ra'+ Sna“p’—}-.lOp‘ o4 Y
10 a +3p°
Anmerkung. Ist dieLinse, wie gewohnlich nach der Richtung ¥* durch-
bohrt, um die cylindrische Pendelstange, welche in der Regel aus einem
andern Materiale als dic Linse besteht, durchschieben zu konnen; so mufs
man von dem vorigen Werthe noch das Moment der Triigheit dieser

Bohrung (den hohlen Cylinder als massiv gedacht) abziehen, (Man sehe
Nr. 83. Anmerk.)

$2. Um endlich noch das Moment der Triigheit eines gewohn-
lichen Cylinders zu finden, welcher sich um eine Achse dreht, die
durch den Schwerpunct des Cylinders geht und auf dessen geometri-
scher Achse perpendikulér sleht, nehme man die geometrische
Achse des Cylinders fiir die Achse der %, den Ursprung A der drei
rechtwinkeligen Coordinatenachsen im Schwerpunct des Cylinders, so

6"
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wie die Umdrehungsachse fiir die Achse der y; so ist, wenn man den
Cylinder in den Entfernungen von 4 €= % (Fig. 43) und % -} dx durch
zwei Ebenen parallel mit der Ebene der a y durchschneidet, die unend-
lich diinne Kreisscheibe, welche man dadurch erhélt, ein Element des
Cylinders und = dM, wenn M wieder die Masse des Cylinders, dessen
Halbmesser =7 und Liinge = seyn soll, bezeichnet. Sind B B‘ und
D D’ die Durchschnitte der Ebenen der « = und y = mit dieser Kreis-
scheibe von der Dicke dx und legt man in den Entfernungen € P = &
und @ - da wieder zwei Ebenen und zwar parallel mit der Ebene der
y%; so erhdlt man aus dieser Kreisscheibe als Element derselben das
Parallelopiped von der Grundfliche dz dz und Linge mm'=2 y, wenn
man némlich die der Abscisse € P=a enlsprechende Ordinate des
Kreises Pm’ =P m= y selzt. Da nun dieses Korperelement (gleichsam
eine materielle gerade Linie) d®2M= 2y dzdx von der Umdrehungs-
achse Y Y' den Abstand w hat, wofir w?= 2?2+ =2 ist, so hat man,
wenn M das Moment der Trigheit des Cylinders, folglich dR jenes der
Kreisscheibe und endlich d* jenes des unendlich diinnen Prismas be-
zeichnet, nach der Grundformel sofort: d* = 2 yde dx (2 -+ 32,
folglich wenn man zweimal innerhalb der gehirigen Grenzen integrirt:
f;f lisgasias z r
M =2 fiz y @453 de= Sf’(;z.f y (@?+ 2D da.
e 0 0

Wegen y=\/(r*— z wird
f‘:z/ @?*+ 2® da —_—frwz do\(r*— 22 z"f‘.dw \V(r?—a?)
und ‘()ia (Lehrb. Bd. III S. 0336, Beispiel 4) b
f?mmmﬂ—w%=%@t—a%mﬂﬂ~m%+%#MMMf
ferner (S. 339) fdw V@i —ad=1L1a/@*—a?) -+ LiriarcSin ;E,
80 ist innerhalb der angezeigten Grenzen

r‘n rr

" 2 2 N 2 M.k LIS
z 2D de=2Lrt - |- g2 . 1p2-=— P
fny( dhra® g 2+ SRR 4 2

folglich wenn man diesen Werth fiir das zweite Inlegral substituirt :
2*8_[ IT — )dz—m f (——l—z)dz

il
— D ——|—
(8 24

oder wegen M =727 endlich:

M= @r2 D0 (D
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83. Schwingt eine cylindrische Pendelstange vom Halbmesser r
und der Lange 2 um ihr oberes Ende, so ist ihr Moment der Tragheit
(§. 161, Gleich. 1):

93?:{K @Br2+AH 4 M. 1= .1’.’%(3 r*4-40%

2
r3 ll
oder auch M=M (4— —}—3- 5

Anmerkung Das in Nr. 81 bemerkte Moment der Tragheit derBohrung
der Pendellinse, welches von dem dortigen Ausdrucke (e) abzuziehen
kommt, wire also nach der vorigen Formel (f) wegen /=NN'=2p

M i 5
(Fig. 42) sofort M = T Gr*+4ip) =M (4— + %) so, dals also

das eigentliche Moment der Tragheit der in 81. betrachteten Pendellinse
auf ihre geometrische Achse bezogen M = I — MM’ wire, wobei M
den genannten Werth in (f) besitzt. Steht endlich der Mittelpunct oder
die geometrische Achse der Linse von der mit ihr parallelen Schwingungs-
achse um die Grofse ¢ ab, so muls man statt " setzen:
M (M — M) 3% = W + M 3?

wobei 4 die Masse der massiven, nicht durchbohrten Linse und #* die
durch das Ausbohren wegfallende Masse, also M die wirkliche Masse der
Linse bezeichnet,

Theorie der Hurbel in Verbindung mit dem
Schwungrade.
(9. 188 —§.192.)

84. Ist CA=r (Fig. 44) die Hohe des Kurbelkniees, also
ABA'B’ jener Kreis, welchen die Kurbelwarze beschreibt, d. i der
Kurbelkreis, M die nach dem Moment der Trigheit (§. 159, Gl 3)
auf den Kurbelkreis reducirte Masse , O jene Last, welche auf den Kur-
belkreis aufgewunden, den Widerstand vorstellt, welcher durch die
Umdrehung der Kurbel iberwunden werden soll, so wie endlich P die
conslante Kraft, welche, indem sie dabei bestéindig mit dem Durch-
messer A A’ parallel wirkt, die Kurbelwarze M hin und her schiebt um
die Kurbel umzudrehen; so ist, wenn die Kurbelwarze nach M gekom-
men, und dafiir der Winkel A C M = « ist, die aus der Zerlegung der
Kraft P in zwei aufeinander senkrechte Seitenkriifte abgeleitete Tangen-
tialkraft p= P Sina. Da aber diese verinderliche Kraft p wihrend die
Warze um einen unendlich kleinen Bogen fortschreitet, d.i. a um dx
zunimmt, als constant angesehen werden kann, so ist ihre Wirkung
dw oder Arbeit wihrend ihres Fortschreitens um rd«, nach §. 174:
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dw=prda=PrSiadax.
Da aber wihrend dieser Zeit die Last Q um den Weg # d« gehoben
wird, so ist gleichzeilig ihre Wirkung, oder wenn man will die gelei-
stete Arbeil: dw'= 0rdas
und da der Uberschufs dieser beiden Wirkungen dw — dw’ auf Be-
schleunigung oder Verzogerung der Masse M verwendet wird,
je nachdem dw 2= dw’, der lelztere Fall aber immer in dem erslern
begriffen ist (und durch das Zeichen dieser Dilferenz ausgedriickt wird);
so ist also, wihrend die Kurbelwarze von dem Puncle M um einen
unendlich kleinen Bogen fortgeht, die auf Beschleunnigung der
Masse M verwendete Arbeil:
AW =dw—dw' =PrSinada— Qrd:.

Aus dieser Differenzialgleichung folgt durch Integration ganz ein-
fach: W=rPSinv.a — Q)+ C... (@)
wo C die willkiirliche Constante bezeichnet, die wir weiter unten bestim-
men werden.

85, Soll die I{urbel bei ihrer Bewegung in den Beharrungs-
stand kommen, d.h. eine gewisse Gleichformiglkeit erlangen, wodurch
ihre mittlere Geschwindiglkeit endlich constant wird ; so mufs zwischen der
Kraft P und der Last Q ein bestimmtes Verhiltniss Statt finden, welches
wir ganz einfach aus der Belrachlung finden, dals die Warze im Be-
harrungsstand an den beiden Endpuncten irgend eines, z. B. des Durch-
messers A A/, einerlei Geschwindigkeit besitzen miisse, weil, wenn
diese durch die Bewegung im-obern Halbkreis A B A’ hervorgebracht,
in A’= A wire, aus gleichem Grunde diese Geschwindigkeit durch die
Bewegung im unternHalbkreis A’ B/ A erzeugl, in A = A’, dann wieder
in A’ Z Au.s.w., die Kurbelwarze also entweder fortwihrend beschleunigt
oder verzogertwiirde, was gegen die Voraussetzung des Beharrungsstan-
des ist. Daalso, wahrend die Kurbelwarze den Halbkreis 4 B A’ zurick-
legt, wobei der Weg der Kraft = A A’==2r und jener der Last = Bog.
A B A’ =7 zisl, die Wirkung oder Arbeit von Seite der Kraft P jener der
Last 0 gleich seyn mufs (weil jeder Uberschufs Beschleunigung oder Verzo-
gerung der Masse M, also auch der Kurbelwarze hervorbringt); so hatman:

P.2r=0 .r~ und daraus P:Q==x:2 oder Q=2P. . (m)
K
Diese fiir den Beharrungsstand der Kurbelbewegung nothwendige

Relation zwischen P und Q erhilt man auch, wie es seyn soll, aus der
obigen Gleichung (a), wenn man in dieser gleichzeitiy o« = 180°
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und W =0 selzt (wobei, da fir diesen Fall die Wirkung W von 4
aus zahlt, auch € =0 ist).

Setzt man daher diesen Werth von Q@ aus der Gleichung () in
die obige Gleichung (), so crhilt man fir die Wirkung auf Beschleu-
nigung der Masse M:

W.—_rp(sz'm,-. .\_27“)-}-0 o1 o%nh

86. Diese zur Beschleunigung, oder iberhaupl zur Geschwin-
digkeitsinderung der Masse M nothige Arbeit oder Wirkung W lifst
sich aber auch nach §. 186 durch die sogenannte lebendige Kraft aus-
driicken. Nimm! man niamlich an, dals die Kurbelwarze , sobald der
Beharrungsstand eingetrelen ist, im Puncte A (also auch in 47 die
constante Geschwindigkeit ¢, dagegen im Puncle M die verdnderliche
Geschwindigkeit ¢ besitze; so ist, wenn 4 und = die Geschwindigkeits-

2 2

¢ G St
hohen zu ¢ und v hezeichnen (also l=2—;, z=57] ist) die nothige

Wirkung , um in der Masse M die Geschwindigkeit v zu erzeugen:
W=Mg,
folglich ist, wenn man diesen Werth dem obigen in (b) gleich setat:

M3=nP (Sinv. @ — 2—3) +C
s
wobei jetzt auch die noch unbeslimmte Constante €' bestimmt werden
kann, indem man nur bericksichtigen darf, dals fir « =0 die Variable

% in k iibergehen muls; dadurch erhilt man € =M/ und daher die
vollstandige Gleichung : :

M:.::—.Mh-{-rP(va. = 2—“)  anoe ho

Anmerkung Diese Gleichung erhidlt man auch, wenn man in den obigen
Relationen (&) oder (4) die Constante auslafst d. i. gleich Null setzt, indem
fiir & = 0 auch W=0 ist, und beriicksichtiget , dals die Masse ¥, wih-
rend die Kurbelwarze den Weg A M zuriicklegt, von der Geschwindigkeit
¢ auf jene v gebracht werden muls, wozu (§. 186, Gleich. 1) die Arbeit

2
M (% — &) nothwendig, also M (z— h) =7 P(Sz'm: a— ?a) ist.

8'7. Da die Tangentialkraft p =P Sin « von Null (im Puncte 4
bis P (im Puncle B) allmdhlig oder continuirlich zunimmt und vermoge
der Relation (m) (in 853.) P> 0 ist, so muls es zwischen « = 0 und
a==90° (welche Werthe den genannten beiden Puncten A und B ent-
sprechen) einen Werlh a‘ geben, wofir p—=P Sina’ = @, d.h. wenn
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A CD=2a'ist, so muls imPuncle D die Tangentialkraft p eben so grofs
als die Last Q seyn, und da ¢s im obern Halbkreis A B 4! noch c¢inen
zweilen Punct D’ von gleicher Beschaffenheit gibt (wofir namlich W.
A CD'=180"—a’ isl), ferner im untern Halbkreis A’B‘A zwei
ahnliche Puncte E und E’ vorkommen (wofiir man nur D’C und D €
verlingern darf); so folgt, dals wihrend die Kurbelwarze den Kurbel-
kreis einmal durchlauft, die auf Umdrehung wirklich verwendete Kraft,
d. i. die Tangentialkraft p viermal und zwar in den Punclten D, D',
E', E, der gerade entgegenwirkenden Last Q gleich, dagegen von
E bis D und von D’ bis E' kleiner, dann von D bis D’ und von
E’ bis E grofser als dieseLast Q ist; hicraus folet aber ferner, dafs
dic Bewegung der Kurbelwarze durch die Bogen E D und D/E’ gar
nicht Stalt finden konnte , wenn diefls nicht auf Kosten der mit ihr oder
dem Kurbelkreis verbundenen Masse M, welche durch den Uberschufs
der Kraflt p iber @, durch die Bogen D D’ und E’ E beschleunigt wird,
geschihe, wodurch jedoch die Masse verzogert wird. Betrachlet man
daher, da sich im untern Halbkreis dasselbe wiederholt, nur die Bewe-
gung im obern Halbkreis, so folgt, dals die Masse, also auch die Kur-
belwarze, von A bis D verzogert, und von D bis D’ beschleu-
nigt wird, so dals in D die kleinste, und in D' die grofste
Geschwindigkeit eintritt. Diese bemerkenswerthen Puncte D und D
bestimmen sich aber aus der Gleichung P Sina’= 0, woraus:

2

Sina’ = § o (wegen Relation m) folgt, und wobei der spiize

&
Winkel a‘’=ACD und der. stumpfe «”=180°—c«’'=ACD’ ist.

: : : ® ’
Bestimmt man aber aus dieser Gleichung Sin o' = - den Winkel

o', 50 findet, man ¢ a’==89232125"— W.ud CD . fololichs all—
W.ACD'=180°—39"32/25" =140°27'35".

Anmerkung 1. Diese beiden Winkel o/ und a”, welche bezichungsweise
der kleinsten und grolsten Geschwindigkeit 2 der Kurbelwarze , folglich
auch der kleinsten und grofsten Geschwindigkeitshohe z entsprechen, findet
man auch ganz einfach aus der Gleichung (¢) in 86. nach den bekannten
Regeln fiir das Maximum und Minimum. Denn es folgt daraus:

dsz rpP ¢ 2 % 0
(E =3 Suza-;) =0 oder Sina= =il
und zwar erhdlt man fiir 2 zwei Werthe, den einen ' < 90° und den
zweiten a” = 180— o’/ > 90°. 4
a2z PP

Da der zweite Differentialquotient FErlicy "7 Cosa, fiir den erstern
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Werth oder a=a’ positiv, dagegen fiir &= o negativ wird, so
folgt in der That wie vorhin, dafs im tten Qu~dranten, und zwar flr
o/ —39° 39/ 957 das Minimum, und im 2ten Quadranten,  fiir
o'’ = 180°— o’ das Maximum der Geschwindigkeit der Kurbel Statt
findet.

Anmerkung 2. Schwieriger, und von der Auflosung ciner Gleichung des
vierten Grades abhingig, wird dic Bestimmung dieser beiden Winkel,
wenn man aufser der auf den Kurbelkreis reducirten Masse # auch noch
annimmt, dafs mit der Schubstange # P ebenfalls eine Masse verbunden
ist; bezeichnet man diese nidmlich mit 3 so mafls man, da die Geschwin-
digkeit der Kurbelwarze im Puncte M parallel mit dem Durchmesser Ax
(welches auch die Geschwindigkeit der Masse M) v, =vSina, also die

auf den Kurbelkreis reducirte Masse 22 wegen 77 o= Mv,* (§. 159, Anm.)
2

v
=. /4 jl;; — W’ Sin* ist, im ersten Theil der Gleichung (¢) in 86.
statt M % setzen (M + M’ Sine’) =.

Ubrigens kann man in der Anwendung {iberall diese Masse M (welche
dahin wirkt den Winkel o’ zu vergrolsern) unberiicksichtigt und die bis-
herige einfachere Voraussetzung gelten lassen.

® 8. Bezeichnet man die in den Puncten D und D’ Stalt findende
kleinste und grofste Geschwindigkeit der Kurbclwarze mit ¢ und ¢,
so wie die zugehorigen Geschwindigkeitshohen mit 4’ und %”; so erhalt
man aus der Gleichung (¢) in 86.:

Mh'—=Mh4rP (Sinv. iy 311)

e
. PR
und Mh‘zM/z—}—rP(Sz’m;. al — ~—)
T
folglich wenn man sublrahirt und statt Sinv., 1 — Cos. setzl:

M — by =7 P [Cosa’ — Cosa’ — > (at'—a")]
T

oder wegen Cosa’ = C0s(180° — o) = — Cosa’ und «“/ ==%—a’
: T
auch MW —hW)=2rP(Cos a’ + ——D
: : T

und wenn man fiir a’ den oben gefundenen Werth von 39° 32/ 25" selzt
und reducirt, auch M (h” —#A’)=-421087r P, woraus sofort

__42103rF 8420679 P

b — b e s k]

folgt (vergl. §. 192, Gleich. 1).
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Von dem Stofse unelastischer Korper.
(§. 199.)

89. Sind m und m’ die Massen zweier homogener unelaslischer
Kugeln, deren Mittelpuncte sich auf einer geraden Linie nach einerlei
Richtung mit den Geschwindickeiten ¢ und e bewegen und wobei,
wenn ' die vorausgehende Kugel, ¢ ¢/ ist, folglich durch das Ein-
holen ein gerader centraler Stofs cnistehit; so stelle man sich vor,
dafs durch das Auf- oder Gegencinanderwirken dieser beiden Massen
(Action und Reaclion) wiihrend des Stofses , in Folge welcher die vor-
ausgehende Kugel beschleunigt und die nachfolgende verzogert wird,
diefs durch cine zwischen beide wirkende beschleunigende Kraft geschieht,
die also beim Beginn des Stofses ihren grofsten Werth und in dem
Augenblicke als der Stofs vollendet ist, beide Massen also einerlei Ge-
schwindigkeit haben, Null ist. Hat nun diese variable Kraft nach Verlauf
der Zeit ¢, diese von dem Augenblicke an gezihlt als der Stofs beginnt,
den Werth p, so kann man diesen wie bekannt, wahrend des darauf
folgenden Zeitelementes d¢ als constant ansehen und da, wenn die Ge-
schwindigkeilen der beiden Kugeln m, m’ nach Verlaul dieser genannten
Zeit ¢, v und »* sind, wihrend dieser Zeit d¢ die Geschwindigleil »’
um do’ zu-, dagegen jene v um dp abnimmt; so hat man nach den
Gesetzen der gleichformig beschleunigten oder verzogernden Beweguug

(§. 134, Gleich. 1 und §. 146, Gleich. 2) dv’:}%g d¢  und

do—= — ﬁg d¢, oder da p eine gewisse, wenn uns auch unbekannte
n

Function der von 0 bis ¢ wachsenden Zeil ¢ ist, wenn man namlich
annimmt, dafs der Stofs in der Zeit ¢/ (welche, wenn auch noch so klein,
doch kein untheilbarer Augenblick ist) vollendet sey, also p=o¢ ()
gesetzl werden kann, auch:

g9 g { 4
do' =< ¢ d d do=—=L0(p).d1
v o ¢ (¢6)d¢ und dv m"“
Durch Integration dieser beiden Gleichungen folgt, wenn man
f? (Odr = diin setzt, wo ¢’ (£) eine neue, ehenfalls unbekannte
Function von ¢ ist:
o =79 (dCund v=0—L g
e il 1 m’
Um die Constanten ¢ und ¢/ der Integralionen zu bestimmen
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bemerke man, dafs fir ¢=0, was wir durch ¢, anzeigen wollen,
sofort v’ = ¢/ und v==c seyn muls; hieraus folgt daher:

‘ 'q ! /e g< {
C=c'— ¢ ¢, und C'=c-+ 7 A (fe)s

so, dafs also, wenn man diese Werthe subslituirt, die vorigen Aus-
driicke iibergehen in :

=" =t :2—‘ [ — o' (¢,)] und

v =0+ L [y () —¢' (O]

Ist nun € die gemeinschaflliche Geschwindigkeit nach dem Stols,
welche also nach unserer Voraussetzung nach Verlauf der Zeit ¢ eintritt,
so darf man in den vorigen Relationen nur ¢= ¢ und v=0v'=0C
selzen und man erhilt :

C=c'+ L [y @) —¢ )]

Sldis Sl e 9'00]
oder auch m C=m'¢c' L gy ()—ge' ()
und mC=mc-t+gs' (t)—9g% €
Werden diese beiden Gleichungen addirt , so erhalt man endlich:
(m4m) C=mec—+-m'c
_m c+mc
m—+ m'

und daraus
(Vergleiche §. 199, Gleich. 1.)

Anmerkung. Derin §. 201 gefundene Verlustan lebendigerKraft,
welcher durch den Stofs unelastischer Korper entsteht und it Beibe-
haltung der hier gewihlten Bezeichnung durch 72 (c—0C)+m' (C— oK,
nimlich so ausgedriickt werden kann, dals man sagt, dieser Verlust
scy der Summe der lebendigen Krifte gleich, welche
den Geschwindigkeitsdanderungen beider Masssen 72
und 2/ entspricht, bildet in der Wesenheit den Carnot’schen
Lehrsatz Bezicht man diesen auf ein ganzes System von unclastischen
Kérpern, in welchem sich ein plotzlicher Stofs ereignet und selzt man
die Geschwindigkeit eines Theilchens von der Masse 72 vor dem Stofs =V
und nach dem Stofs in derselben Richtung = 03 so ist ¥— v die durch
den Stofs verlorne Geschwindigkeit oder iiberhaupt (da dicse Differenz
auch negativ seyn kamn) die dadurch herbeigefiihrte G eschwindig-
keitsinderung, und m(V—v)* dic dieser Geschwindigkeitsinderung
entsprechende lebendige Kraft, Nimmt man nun diese lebendige Kraft fiir
alle Theilchen des Systemes, so ist nach diesem Lehrsatze, der Verlust
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anlebendiger Kraft, welchen das ganze System durch den Stols
crlitten hat, gleich =z (V—2)2.. (1)

Andert aber irgend ein Massentheilchen 72 nicht blofs wie es hier vor-
ausgesetzt wurde seine Geschwindigkeit, sondern iiberdiefs noch nach dem
Stofse seine Richtung, so seyen X, ¥, Z die durch Zerlegung der Ge-
schwindigkeit V nach den drei rechtwinkeligen Coordinatenachsen ent-
slehenden Seitengeschwindigkeiten dieses Theilchens 72 v o r, 50 wie
Z, ¥, % jene nach dem Stolse ; so ist der durch den Stofs herbeigefiihrte
Verlust an lebendiger Kraft gleich

Em[(X—a) + F—9)°+ (Z—97 .. ()

Sind @, 3, y die Winkel, welche die Richtung der Geschwindigkeit
V vor dem Stofse, und o', £, y* jene, welche dic Richtung der Ge-
schwindigkeit # nach dem Stofse mit den Achsen der z, ¥, % bilden,
so wie ¢ der Winkel dieser beiden Richtungen gegeneinander; so ist wegen
X=VCosa, Y=1VCosB, Z= VCosy, z=uvCosa’, y=— vC0s P,
2=0Cpsy, sofort (X —2)'+ F~9)*+ (Z- 2)>= 1"+ 02—
2Vo (Cosa Cosa’ - Cos B Cos 3’ + Cosy Cosy') = V* + v — 2 Vo Cos %

Andert sich die Richtung nach dem Stolse nicht, so wird ¢ =0 und
der vorige Verlust ist = V422 —2 Vo= (V—1)% wie es seyn soll.

Reibung an den Zihnen der Rider.
(9. 234.)

90. Die in §. 234 aufgestellte Formel (1) fir die Reibung der
Zihne lafst sich auch auf folgende Weise ableiten.

Es seyen CA—=R und ¢A4—»r (Fig. 45) die Halbmesser der
primitiven Kreise der beiden incinander greifenden Rader und die Be-
rihrung der beiden Zahne N B und n B, welche im Puncte A begonnen,
sey bereits bis zu einem Punct B fortgeriickt, wofir 4 CB =« und
AcB=a’ die Mittelpunctswinkel seyn sollen. Bei dem weitern unend-
lich wenigen Fortriicken der Réiider nimml « um da und «’ um da’
zu, wobei der Bervihrungspunct B des Zahnes BN den Kreisbogen
B B'=CBd« und des Zahnes Bn den Kreishogen BB = ¢ Bda’'
beschreibt.

Da man wahrend dieser unendlich kleinen Bewegung die Lage der
gemeinschafilichen Tangente D E als unverindert ansehen kann, so
gleitet der Punct B des Zahnes B N auf dieser Tangente von B nach b,
und des Zahnes Bn von B nach t’, so dafs der ganze Weg des Glei-
lens s=B0b-+ Bb'= B B’ Cos B'ByL—+ BB Cos. B"Bb' =
CB.da.CosB'Bb--¢cB.d./.CosB"Bb' ist

Sind aber €D und cd perpendikuldr auf dieser Tangente D E,
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soist W.B'Bb=W.BCD und W.B“Bb'= W.Bcad, folglich:
CB.CosB'Bb=CB.Cos. BCD=CD

und ¢B.CosB"Bb!=cB.CosBcd=cd;
es ist daher auch, wenn man diese Perpendikel €D =a und ¢d =
setzt: s=ada+a'da.

Ist ferner die vom Puncte A aus gezihlle gemeinschaftliche Nor-
male AB=N, so ist auch, wenn man W.CED =3 setzt:
a=CD=N-}RSinp und ¢'=cd=N —r Sin[3, folglich
auch s=Nd« +RSinde +Nda'—7r SinfSde’ d. i
$=N(d« + da’) + (Rde — rda’) Sinp.

Nun sind aber Rd« und r d«’ die Bogen oder Wege, welche der
Punct A auf den primiliven Kreisen in derselben Zeit (d) zuriicklegt,
und da diese bei einer richligen Verzahnung (§. 207) gleich seyn mis-
sen, 80 ist Rde=rd«’ und daher s= N(d« - d«’) oder wegen
de =1-; de/ auch s=N %r—)da’.

Ist nun Q@ der zwischen den Zéhnen Stalt findende Normaldruck

und £ der Reibungscocffizient , so ist die auf Reibung verwendete Arbeit
oder unendlich kleine Wirkung :

W= r0s—ron 8D uy, uho w=r %D (g,

Ist ferner P die n6thige Tangentialkraft (am Umfang der primitiven
Kreise) um den Widerstand der Reibung zu iiberwinden und S ihr Weg
wihrend der Drehung des Rades ¢ um den Winkel «’, so ist auch

. 20
W=Ps, folglich PS=f— fQNda’... D)

als allgemeine Gleichung.

9 1. Geht nun die gemeinschaftliche Tangente, wie es z. B. bei
der Epicycloiden-Verzahnung der Fall ist, durch den Mittel-
punct ¢ (Fig. 462, so wird f=«', AB=N=rSina’, und da,
wenn P’ die ndthige Tangentialkraft am Umfang der primiliven Kreise
bezeichnet, um die Riider ohne Riicksicht auf die Reibung umzudrehen,

; B .
"= 0 Cosc' ist, sofort 0 = e (wenn man némlich den in der
Richtung B A wirksamen Normaldruck Q in die zwei aufeinander senk-
rechten Seitenkrafte nach A R, welcher Kraft jene p gleich seyn mufs,

und 4 S zerlegt denkt). Diese Werthe in die vorige Glelchung (1) subsli-
tuirt geben:
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3 R4-r ""/ Sin a’ . a’/ y @®B+r &
PS=f— uP, cgm,duz..P rfﬂa deli= il 5

wenn man namlich, was bei den hier vorkommenden kleinen Werthen
von « immer erlaubt ist, «’ statt tang «’ selat.

Ist endlich & die Theilung oder Schrift der Rader, so findet der
Angriff des Zahnes des treibenden Rades nach der Regel wiihrend des

b
Bogens & =7 a‘ Slalt, woraus n’:;, folglich die ganze Wirkung,
woliir auch $=10o zu selzen ist:
3 2
py=tpp ERNDISRE
Bz, .9
Sind aber m und m’ die Anzahl der Zihne in den beiden Ridern

: 287 2T
nd S 2 == =
C und ¢ so ist (§.216) & e s

i b=2r (?” 4 m) und daher endlich:
mm

R
p=1rppED,

folglich:

Rr
el 1
P=fxP 7—};+%).
Reibung eines Cylinders auf seiner Grund-
flache.
(6. 235.)

92. Ist CA=r (Fig. 837) der Halbmesser der Grundfliche des
Cylinders, auf welche der Normaldruck @ Statt findet und welche zu-
gleich die reibende Fliche seyn soll; so ziche man aus ihrem Mittel-
puncle C mit den Halbmessern C P = und Cp = -+ dz die beiden
concentrischen Kreise, welche sofort die Fliche 2 @ ~ da einschliefsen.
Da der Druck © tuber die ganze Kreisfliche gleichformig vertheilt ist,
so komml davon aul dieses unendlich schmale Kreishand der Theil dQ,
welcher sich aus der Proportion dQ:Q=2xzdx:r%~ bestimmen

lifst, und zwar folgt daraus dQ = %70 @ dr. Der Belrag der Reibung

ist daher, wenn /" den Reibungscoeffizienten bezeichnet, £dQ, so wie

das statische Moment der Reibung in Bezichung auf die Umdrehungsachse

dS ==. fd0 — Q—f—)/'.'v“’dw, woraus S.—_—-%,fo x?de=2rf0
7 0

fiir das Moment der ganzen Reibung folgt, gerade so, als finde der
Widerstand der Reibung £Q lediglich auf der Peripherie des Kreises
vom Halbmesser 22 Slalt.
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Ist daher P’ die am Umfange des Cylinders nothige Kraft, um
diese Reibung zu dberwinden oder mit ihr im Gleichgewichte zu stehen,
so ist auch P'r=S==2r70, folglich:

- P'=3r0.
(Vergl §.-226°, Gleich. 1).

Anmerkung. Obschon die nachstehende Aufgabe streng genommen nicht
hieher, sondern elwa erst zu §. 238 gehort, so wollen wir dieselbe doch
gleich hier mit aufoehmen, da sic in den Zusitzen des Compendiums
(2te Auflage) ausgelassen wurde.

Aufgabe. Wenn bei der Afwood'schen Fallmaschine der Halbmesser
der Rolle = R, jener der Zapfen an der Achse = 7 und das Gewicht der
Rolle = ¢ ist, wenn ferner die beiden an dem Faden, dessen Gewicht
vernachldssigt werden kann, befestigten Gewichle  und y sind, wobei
Z >y seyn soll; so ist die Frage, wie grols die Zapfenreibung wihrend
der Bewegung der Gewichte und der Rolle ist.

Auflosung. Um zuerst denDruck auf die Zapfen zu finden, welcher
von den beiden Gewichten herriihrt, denke man sich den Faden an einer
beliebigen Stelle, z. B. auf der Seite, an welcher das herabgehende Gewicht
Z hingt, zerschnitten und an den beiden getrennten Endpuncten eine
Kraft p angebracht, welche der frihern Spannung des Fadens (die sofort
bestimmt werden mufs) gleich ist und daher genau den urspriinglichen Zu-
stand, welcher wihrend der Bewegung Stalt findet, wieder herstellt

Nunist fir dasherabgehende Gewicht z sowohl die Kraft, welcher
die Kraft 2 entgegenwirkt, als auch zugleich die bewegte Masse, also

r—p
ihre Beschleunigung (§. 146) 6 = ) Eben so ist fiir das stei-

=
gende Gewicht » die Beschleunigung 6 =p—y—‘“g, folglich da hier

z—p r—Yy 2Ty
% il Aot T g
bhzy

Ty’

Wiire also z. B. =15 und ¥ = 10 Loth, so wire dieser Druck
2p =3¢ = 24 Loth, also weder 10--10=20, noch 10 + 15 =25
Loth, wie man vielleicht glauben konnte.

Der Gesammtdruck auf die Zapfen ist daher ¢ =2p + ¢ und
demnach die am Umfange der Rolle nothige Kraft, welche mit der Zapfen-
reibung im Gleichgewichte steht :

G = ¢ is", sofort mithin der

gesuchte Druck auf den Zapfen 2 p =

s
»= EI(2p+9J,

wenn nimlich /£ wieder den betreffenden Reibungscoeffizienten hezeichnet,
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Reibung eines Seiles iiber einemn ruhenden
' Cylinder.

(6. 240.)

93. Ist das Seil, woran die Last Q hiéingt, um den Bogen
AM=r« (Fig. 47) geschlagen, und sleht die Kraft P mit dieser Last
und der zwischen dem Seil und dem genannten Bogenstiick des Cylinders
C vom Halbmesser » im Gleichgewichte, d. h. kann die Kraft P, wenn
die Bewegung eingeleitet ist, die Last Q heraufzichen; so muls durch
Vergrofserung des Winkels « um d., wegen der vermehrlen, auf dem
Bogenstiick Mm =7 d« Stall findenden Reibung, auch die Kraft P um
dP vermehrt werden, um das Gleichgewicht zwischen der Last @ und
der Reibung iber dem Bogen A Mm wieder herzustellen, so, dals also
dP die Reibung iiber den unendlich kleinen Bogen M iiberwindet.

Um diese Reibung zu finden, mufs man zuerst den Normal-
druck des Seiles gegen den Bogen Mm bestimmen. Dazu denke man
sich die im Puncte M in der Richtung M A4 Statt findende Spannung
durch eine nach der Tangente MT wirkende Kraft =P erselzt, so,
dals der Stand des Gleichgewichles nicht gestort wird, wenn an dem
iiber dem Bogen M gelegten Seil nach den Richlungen der Tangenlen
M T und m ¢ die Kriifte P und P -~ dP wirkend gedacht werden. Da
aber P - dP =P ist, so wirken auf den Punct N nach den genannten
Richlungen zwei gleiche Kréfte P und erzeugen daher eine nach dem
Miltelpuncte € gerichtete, d. i. den Winkel M €'m = da halbirende
Resultirende R, welche sich einfach nach Nr. 2@®., d. i. wenn man
Kiirze halber W.MN C = W.mN C=y¢ selzt, aus der Proporlion
R:P=2Sin2¢: Sing=2Cos¢:1 oder wegen ¢ =90°— 1da aus
R:P=2Sinltda:1 bestimmenlifst; es ist namlich, wegen Sin 3 da =
1da, sofort R = Pdx.

Da nun diese Kraft R den gesuchten Normaldruck des Seiles gegen
den Bogen Mm vorstellt, so ist, wenn / den betreffenden Reibungs-
coeflizienten bezeichnet, /R=fP du der Belrag der Reibung, folglich
dP =P da.

Aus dieser Differentialgleichung folgt durch Absonderung :

dp

?:-/'d.rr und durch Integration: logn. P = [a—- C.

Um die willkiirliche Conslante € zu bestimmen, bemerke man,
dafs fiir « = 0 sofort P = @ seynmuls; diels gibt logn. @ = C, folglich
wenn dieser Werlh fiic € substituirt wird:
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logn.P— logn. 0 =fa oder logn. g:fa

und wenn man von den Logarithmen auf die Zahlen selbst abergeht,

auch: g 248 glertpaz Oew,

wo e die Grundzahl der nalirlichen Logarilhmen isf.
(Yergl. §. 240, Gleich. 1).

Relative Festighkeit.
(§. 255.)

94. Es sey ¢'N (Fig. 48) ein an dem einen Ende B eingemauer-
ter, und am andern Ende A mil dem Gewichle Q belasteler horizontaler
Balken von der Lange A B=1 und dem beliebigen, jedoch durchaus
gleichen Querschnilt acb¢’; dabei sey D EF G die neutrale, d. h.
Jene horizontale Schichle, in welcher die Fasern weder ausgedehnt,
noch zusammengedriickt werden, in welcher also die Gleichgewichts-
achse a b eines jeden Querschnilles @ c b ¢’ liegt und welche den Balken
in zwei, obschon nicht immer gleiche Hélften theilt, in deren obern die
Fasern ausgedehnt, in der untern aber zusammengedriickt werden.

In einem beliebigen, auf der Achse 4 B senkrechlen Querschnitt
acbc’y welcher vom Aufhéngpunct A den Absland A O =z haben mag,
nchme man die durch den Punct 0 auf der Gleichgewichtsachse a6
perpendikulire Gerade ¢ O ¢’ zur Abscissenachse und O zum Ursprung
der rechlwinkeligen Coordinaten der Umfangscurve aco ¢’ a, selze also
fir einen beliebigen Punct M derselben O P =z und P M = y. Nimmt
man Pn=dax und zieht durch » die Ordinate nm, so ist die Fliche
des unendlich schmalen Rechteckes Mn=ydz und man kann anneh-
men, dafs die Fasern dieses Rechteckes in diesem Querschniite, oder
in einer unendlich diinnen Scheibe fa (Fig. 49) von der Dicke 0 0/ = dz,
alle gleich viel, néamlich um P» ausgedehnt werden, so dals die Fasern
in dieser Schichte M» von der Lénge P’ in jene P’ P iibergehen, wih-
rend diese Ausdehnung in derselben Schichte in den weiter gegen B zu
liegenden Querschnitlen allmahlig zunimmt, also nur fiir eine unendlich
kleine Distanz 0 0’ =dx als gleichbleibend angesehen werden kann.

Ist nun der Widerstand, welchen die in dieser von der Gleichge-
wichisachse @b um a abstehende Schichle liegenden Fasern, der durch
die Biegung des Balkens bewirklen Ausdehnung Pr enlgegen selzen,

auf die Flicheneinheit bezogen = p*, fiir die oberste Faser bei ¢ des-
Burg's Mechaoik. Suppl. 7
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selben Querschnilles @ cb ¢’ =p’, so wie endlich dieser obersten Faser,
jedoch am letzten, d. i. von A am weilesien abstehenden Querschnilte
D CE €', namlich bei C=p; so hat man, da sich diese Widerstinde
innerhalh der Elasticititsgrenze wie die Starke der Spannungen, und
diese wieder wie die hewirkten Ausdehnungen verhalten, sofort (Fig.49)
pip'=Pr:icd=0P:0c, oder wenn man die Hohe O¢c=~#h setzt.
p'ip'=wa:h; ferner ist p’:p =% :1 (weil das stat. Moment der Spann-
kraft, also auch die Ausdehnung bei derselben Faser von A gegen B
wie A O zunimmt, und bei nur geringen Biegungen ¢ ohne Fehler fiir
den senkrechten Abstand des Punctes 4 von der Ebene M N genommen
werden kann), folglich, wenn man beide Proporlionen zusammensetzt,

T
p'ip=%x:hl, woraus p“=pm folgt.

Die vorhin genannte, im Querschnitte acb¢’ liegende unendlich
diinne Schichte Mn vom Querschnitt y dz , widersteht also der Ausdeh-

uung mit der Grofse p”.yde=p % ydz ... () und es ist das
statische Moment dieses Widerstandes in Beziehung auf die Achse ab

sofort @.p Z—f ydz=p /z_zl y @?da, folglich die Summe dieser Momenle

h
fiir alle im Querschnilt @ ca liegenden Fasern = f—: yx*dae, wobel
0 4
% von o unabhéngig, dagegen y irgend eine von der Natur der krummen
Linie @ Mc abhiingige Function yon @, z.B. y=/f(a) ist

9 5. Auf ganz gleiche Weise wiirde man fiir die Summe der

Momente der Widerstinde der Fasern im Querschnitte @ cb den Ausdruck
h

f ‘jﬁ y'x%dx erhalten, wobei y'=/f’(x) die Gleichung der Curve
o N1

b M‘c wire. Die Summe dieser beiden Integralausdriicke gébe dann
das Gesammtmoment fiir die obere Fliche @ ¢ &, in welcher namlich die
Fasern ausgedchnt werden. Da aber fiir die gewdhnlich vorkommenden
und hier zu betrachtenden Fille die beiden Curveniste @ Mc und b M'¢
gegen Oc symmetrisch sind, folglich die obere Umfangscurve
aMcM b in derselben Gleichung y=f (a) enthalten ist; so werden
diese beiden Integrale einander gleich und man hat sonach fir das
Gesammt-Moment M des Widerstandes der ausgedehnten

Fasern :
h
Mo S8 Yetde o)

S b
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96. Da man, was auch durch Versuche bestitigt wird, anneh-
men kann, dafs innerhalb der Elasticitatsgrenze fiir das Zusammendriicken
der Fasern dieselben Geselze , wie fiir ihre Ausdehnung gelten ; so erhalt
man genau eben so fir das Gesammt-Moment M des durch das
Zusammendriicken der Fasern in der untern Hilfte des Querschuit-
tes-ac’ b erzeuglen Widerstandes :

— szfy.z' dinins roig (i)

wenn 0¢' =N, ferner y* =f" (x) die Gleichung der Curve a¢’b, und
p’ den auf die Flacheneinheit bezogenen Widerstand der zusammenge-
driickten Fasern an der Stelle €/, d. i. in der Entfernung B (/= I/
von der neutralen Achse bezeichnet.

©'7. Da nun sowohl die Ausdehnung der Fasern in der obern
Hillte des Querschnitles a ¢ & ¢’ (d. i. der unendlich dinnen Scheibe / a,
Fig. 49) als auch die Zusammendrickung derselben in der untern Hal*te
a ¢’ b durch die Last Q bewirkt wird, so mufs auch fir den Stand des
Gl ichgewichtes dessen statisches Moment Q % der Summe der beiden
Momente M - M gleich seyn, so, dals also, weun man gle.ch wit
abkirzt, solort:

A ol
=%ij2dm+hlplj y' x?de
0 0
oder, wenn man, was fiir geringe Bicgungen den Versuchen zu Folee
der Fall ist, (ir eiperlei Ausdehuurg und Zusammendiickung die Re-

pulsionskraft der Cohisionskrzft, also 7;‘ =§ selzl, auch:

" h he
=—$)[-fuy.czd.c+foy'.v2d.c]. A

Wird, wie bei den meisten vorkommenden Féllen, die Umfangs-
curve a ¢ b ¢’a durch die Achsen c¢ und ab in vier symmelrische
Theile getheilt, so ist y* =y und A’ = & zu selzen, wodurch sich die
vorige Gleichung auf die einfachere

S ¥ 2
Q_’”J’;y‘v dops Sl
reducirt.

Anmerkung 1. Wire zwar nicht, wie angenommen wurde, der Curvenast
O M c mit jenem ¢ Mc¢ symmetrisch, also nicht # M =2y, liclse sich
aber dennoch diese Doppelordinate # M’ = ¥ durch eine einzige Glei-
chung ¥=/f(z) ausdriicken; so ginge diese Gleichung (1) aber in:

7 *
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2p i 2
= = Yz dz. (2
,”fo @

Anmerkung 2. Aus dem obigen Differentialausdruck (r) folgt, dals
die Summe der Widerstinde, welche durch die Ausdehnung aller der
in dem obern Querschnitt 2 CE auslaufenden Fasern erzeugt werden,

/ h
= ;‘fxydz ist. Eben so wird der durch die Zusammendriickung der
0
unterhalb der neutralen Schichte 2 & liegenden Fasern erzeugte Widerstand

¢ h’
durch z;fzy’ dz ausgedriickt. Da nun aber, wenn die Fasern in der
0
neutralen Schichte A B (Fig. 49) wirklich weder ausgedehnt noch verkiirzt
werden sollen, der Punct B (gleichsam als Stiilzpunct des Winkelhebels
ABCC), welcher von den zuerst genannten Widerstinden s, s‘.. nach
ciner und von den letztern £, # .. nach der entgegengesetzlen Richtung
verschoben werden will, also unbeweglich bleiben mufs, damit auf die
neutrale Schichte weder ein Zug noch ein Druck entsteht; so miissen die
erstern Widerstinde deu lelztern gleich seyn, d.i. es muls die Gleichung

s

r
Statt finden (wenn man mit% b abkirzt) :

h b

fzydz: Dytdas. L a)
0 0

welche Bedingungsgleichung die Lage der neutralen Achse 2 £ (Fig. 48)

festsotzt und mit Riicksicht auf die erste Gleichung II, in Nr. 26. sofort
zeigt, dafs diese Achse durch den Schwerpunct des Querschnittes
D CE (' geht.

Zu diesem Ergebnifs gelangt man auch durch folgende Betrachtung.
Der Widerstand , welchen jede Faser oder Fiber durch ihre Ausdehnung
oder Zusammendriickung erzeugt, ist sowohl ihrem Querschnitt, als auch
der entsprechenden Ausdehnung und Verkiirzung, folglich zusammenge-
nommen dem Producte aus dem unendlich kleinen Querschuitt der Faser
in ihrem Abstand von der neutralen Achse proportional. Alle diese Wider-
stinde wirken aber, bei ciner nur geringen Biegung des Balkens, nach
horizontalen, folglich parallelen Richtungen, daher ist ihre Resultirende
der Summe der Producte jedes Elementes der Fliche des Querschnilles der
Bruchehene in dessen betreffendem Abstande von der neutralen Achse,
d. h. dem Producte aus der ganzen Querschnittsfliche in den Abstand ihres
Schwerpunctes von dieser Achse, proportional. Da nun aber die aus der
Biegung hervorgehende Bewegung nur nach der Richtung der Kraft ¢ und
keinesweges nach einer darauf senkrechten, d.i. horizontalen Richtung
Statt finden kann, so mufs diese Resultirende von selbst
Null werden, diese also durch den Schwerpunct dor
Querschnittsfliche gehen¥).

*#) Wir hielten es fiir nothig, diese Thatsache, dafs die ueutrale Achse durch
den Schwerpunct des Querschnittes gehen miisse, vollkommen klar
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©8. Setzt man nun in dieser Formel (1) fir p diejenige Zahl m,
welche das kleinste Gewicht, bei welchem ein Prisma des belreffenden
Korpers vom Querschuilt = 1 zerrissen wird, ausdrickt, d i. die
absolute Festighkeit des belreffenden Korpers; so bezeichnet Q
die Lleinste Last, welche den Balken an der Wurzel, d. i. am Quer-
schnitt D CE ¢ abzubrechen im Stande ist, d. i. dessen relative
Festigkeit, weil, sobald die oberste Faser an der Stelle C' abgerissen
ist, auch alle folgenden tiefer liegenden Fasern abreissen und dér Balken
an dieser Stelle brechen mufs.

Setzt man dagegen fiir p jene Zahl, welche das gro[ste Gewicht
ausdriickt, bei welchem dic nach ihrer Lénge gespannten Fasern noch
keine bleibende Ausdehnung erhalten; so bezeichnet auch @ diejenige
Last, welche der Balken unter diesen Umstinden noch mit Sicherheit
tragen kann, d. i. dessen Tragvermogen.

99. Ist nun, um auf einige specielle Fille tiberzugehen, der
Querschnitt des Balkens (Fig. 50) ein Rechteck von der Breite ab=28
und Hohe ¢¢’=~n, wo von diesen beiden Dimensionen die erstere die
horizontale, also die letztere die verticale Lage haben soll;
so muls man in der allgemeinen Gleichung (1) y=2%6 und %2 slatt 2
setzen; dadurch erhilt man fir die relative Festighkeit dieses
Balkens, p=m gesetzt:

L
4mb 2" bmb | p®
sl [ s el 1A
s r?de = Yt
[
! (/5
d.l. O:%ﬂl‘l—.

(Vergleiche §. 255, Gleich. 1)

Anmerkung. Hitte der vorige Balken eine solche Lage, dafs in dessen
Querschnitt die eine Diagonale A B (Fig.51) horizontal zu liegen
kommt, so sey A B= a und das darauf geféllte Perpendikel CD =¢, so
wie D7 =z und dic zugehorige, mit A B parallele Doppelordinate mn = ¥
Diefs vorausgesetzt hat man nach der Gleichung (2) in Nr.97. (Anmerk. 1)

2p (¢ <
0=c~z~f0}’z dz

zu machen , weil wir uns selbst hieriiber in ciner im J. 1839 herausgege-
benen Abhandlung tiber die relative Festigkeit im Irrthume befanden und
eine andere Hypothese aufstellten, welche mit Recht von dem Herrn
k. preufs. Commissionsrath und Professor A. Briz, in seiner gediegenen
Abhandluug iber den Widerstand prismatischer Korper gegen Biegung:
im J. 1844 angefochlen werden konnte,
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a
oder wegen (c—2):c=Y:a, woraus Y =[(2) = ;(c—z) folgt ,
c 2
auch : 0=2—p'l—lf:c’dz(c_z)=%pq_c_,
¢l ¢cJ, L.
EO®. Ist der Querschnitt eine Ellipse von den Hauptachsen
2a und 20, wovon die erstere als grofsere 44’ (Fig.52) hori-
zonlal liegen soll; so ist in der Formel (1), weil die Abscissen & auf

der kleinen Achse B B’ gezéhlt werden (Comp. §. 457) y = ;—z VA2

und 2=1> zu setzen. Dadurch erhdlt man fiir die relative Festig-
keit eines solchen Balkens, p =m gesetzt:

Adma » 24 2 2
ool z\/(b?—
2 blb fow R =
oder wegen (Comp. §.796, Lehrb.IIL S. 336, Beisp. 4.):
f.l:” de\/(0*— 2% =1(2®—1b22)\ /(0% — .rz)—}—éb“arcsmf

b
also f.z-zd.p\/(bz—-.z-%:-,‘;b*arcsml=—§b“.; sofort :
-« 0
ab’
Q=i—m7r i—
2
Wechseln die Achsen ihre Lage, so wird 0 =1m= a_lb ;

19 1. Geht die Ellipse in einen Kreis vom Halbmesser r iiber,
so erhall man fir die Fesligkeit des vollen oder massiven Cylin-

ders, wenn man in den beiden vorigen Formeln @ = b =17 selzt:
3

)
Q R -11; mnr t—.
(Vergleiche §. 256, Gleich. 8.)

E®2. Sind fiir einen hohlen Cylinder R und » der dulsere
und innere Halbmesser und m, m’ die absoluten Fesligkeiten der Fasern
oder Fibern in den Punclen 4 und @ (Fig. 53); so ist nach der vorigen

ol g y A R® "
Formel die Festigkeit des aufsern Cylinders Q'=1m » b und des in-
3
nern, diesen als massiv gedacht Q" =1m' ;—‘—, oder wegen:

r oy
m:im=r: é = ¥ — T 3
m=r:R, woraus m’'= PR folgt, auch 0“_&'””13‘“]5;

lich ist die Festigkeit des hohlen Cylinders:
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gasgiiat Oyl @ =)

Rl
(Vergleiche §.256, Gleich. 4.)

2103. Um aus einem runden Baum den stédrksten vier-
kantigen Balken zu hauen, sey, um hierzu den Querschnitt des
Balkens zu finden , der Kreis €' vom Halbmesser ¢ A=1r (Fig.54) der
Querschnilt des gegebenen Baumesund A D B E der gesuchte rechteckige
Querschnilt des Balkens, in welchem A D=z die Breite und BD =y
die Hohe seyn soll. In der hochkantigen, als der starkern Lage, ist
die relative Festighkeit des Balkens (Nr. 99.):
zy®

!

g=21m =Axy?

m
wenn man den constanten Factor %—l— = A selzt.

Da aber der W. A D B ein Rechter, also 2%+ y* =4r?, folg-
lich y?=4r2—2* ist, so hat man auch x—=Ax (@4r*—az%, und
daraus nach der bekannten Regel :

% —4Ar? —8Azx*=0
d.i. 2=2r\/8, wofir % in der That ein Maximum wird, weil mit
diesem Werlthe der zweite Differentialquotient negativ ausfillt.

Wird dieser Werth von @ in dem Ausdrucke y?=4r*— 2*
substituirt und dann reducirt, so wird y=2r\/ 6, folglich ist:
wry=2r\/3:3r\/6=1:/2.

Theilt man den Durchmesser A B in drei gleiche Theile und errich-
tet darauf in den Theilungspunclen F' und G die Perpendikel F D und
GE, so darf man nur die Verbindungslinien A D, DB, BE, AE
zichen , um das gesuchte Rechteck zu erhallen; denn es ist:
AD2=AF.AB=%1‘.27‘=%7‘2=:I:2 und

BD*—BF.BA== .2r=>5r2=y"
3

Anmerkung  Diese grofste Festigkeit des vierkantigen Balkens ist
zy* 8mr L i
I=3:m o = \/3 , so wie jene des Balkens, dessen Querschnitt das

2 b g DS Vel
in den Kreis Ceingeschriebene Quadratis’', 3’ = ¢m. —IL = %7 125
da manjendlich fiir die Festigkeit des runden Baumes selbst:
] o 31416 m .
g=imn FiL | ST hat, so erhilt man durch Vergleichung die

ser drei Ausdriicke die gendherten Werthe 3/:3: @ = "4714;°5132: *7854.
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EO®4. Un von den vielerlej Querschnitten, welche im Bau- und
Maschinenwesen noch angewendet werden, wenigslens einen zu behan-
deln, wollen wir die Fesligkeit eines Tragbalken bestimmen, dessen
Querschnilt die in Fig. 55 dargestellte , d. i. die sogenannte doppelte
T Form hat und bei welchem also dje neutrale Achse m n wieder in der
halben Hohe liegt. Ist Q' die relative Festigheit fiir den vollen rechi-
eckigen Querschnitt 4 B CD, und ¢ jene fiir das Rechteck abed, die-
ses als voll gedacht; so ist die Festigkeit fiir den gesuchten Querschnilt :

0=0'—2g ... (m)

Nun ist aber, bei den cotirten Bezeichnungen in Fig. 55, wenn man

Kiirze halber %%’ =4 setzt, 0'=Ab6A4% und q=%'lﬁ@k’z

h 4
oder wegen m’:ng—::—:, woraus m’=%m folgt, auch:

= gg— (6—0) h'%; werden diese Werlhe in der Gleichung (m) sub-

stituirt, so erhilt man nach gehoriger Reduction :
— ;:1 [b//t'a—i— b (ha__hzs)] ___2 [b h3 — p" h/B]’
wenn man namlich ab 4 a/b'=b.— b’ — p setzt.

Anmerkung Dieselbe Formel driickt auch, wie lcicht zu sehen, die
Festigkeit fiir die in Fig. 56 und Fig. 57 angegebenen und cotirten Quer-
schnilte aus.

B®5. Um endlich auch noch einen Querschnilt zu betrachten,
welcher durch die neutrale Achse in zwei unsymmetrische Theile
getheilt wird, nehmen wir ein dreiseitiges Prisma von den
Grundflichen A B ¢ (Fig. 58), wobei die Basis des Dreieckes A B = b
horizontal, und die Hohe desselben CF = a verlical seyn soll.

Liegt, wie in Fig. 58, die Spitze ¢ des Dreieckes nach abwiirts,
und ist @ der Schwerpunct desselben, also (Nr.97., Anmerk 2) D E
die neutrale Achse, und setzl man O P =a, PM=y; so ist wegen

1 b
oF:é—(L:/L und 00:%(1:]1’, solort 52!/:(4:%(;-{—;1; und
é- / 12 $ 4 2 dipl = 0 2 /
2'Y =a:ia—a, folglich y=2—;(§a+a:) und y __2—;(34_@
i b i
also fy‘z.zdm=_2_(1f 22dr et z) =

b (Qa‘ at )_liba‘
2a \3><81 +4><81 T 1944
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und fy .z-”da::—-f ?deGa—a)=

a 16a* 16 a* ) 166 a®
381 Axsl/ 1944’
werden endlich diese Wcrlhe in der Gleichung (4) von Nr. 97 sub-
slituirt, so erhélt man:
t1ba* | 166a°
& ( 1044 % 1944 )
¢ 81 ba’ sl bn’
oder reducirt : 0= sl A E Ll
wenn man nimlich wieder m stalt p selzt.

106. Hat dic Grund- oder Bruchfliche dieses Prisma die in
Fig. 59 angezeigle, ndmlich die umgekehrte Lage, oder die Spilze C
nach aufwirts gekehrt; so findet man eben so, wegen A=2a und
h’=-§a:

g e 3r ( 166a’ | 1164’
70 2ZANS10AE jalddl94d
‘ 81 baa 1 b_(lj
T e b

so, dafs also 0'=10 oder Q':Q=1:2 Slalt findet, d.h. das
Prisma hat in der erstern Lage (Fig. 58) noch ein Mal
so viel Festigkeit als in der letztern (Fig.59), weil dabei
die neutrale Achse im erslern Falle in demselben Verhélinils hoher gegen
die oberste Schichte zu liegen kommt, als in der letztern.

Anmerkung. Dic Festigkeit eines gleichen Prisma vom rechteckigen
Querschnitt von der Breite & und Hohe @ ist (Nr. 99) :

2

4/ 1 b{l S i/ 1 1 L
0 =D e folglich 0: 0" =5:5=73:1;

in demselben Verhiltnifs stehen aber auch die beiden Querschnitte
dieser Balken oder Prismen.

Ubrigens ist auch leicht zu sehen (wenn man die Gleich. 2 in Nr. 96,
Anmerk. 1 anwendet), dafs die vorigen Ausdriicke dieselben bleiben, wenn
auch das Dreieck ABC nicht gleichschenkelig, sondern nur
AB=0 und CF=a ist.

10%7. Schlufsbemerkung. Versliecht man unter dem
Brechungsmoment die Summe der statischen Momente aller Span-
nungen und Pressungen, die in einem Querschnilte des Balkens oder
Stabes im Augenblicke des Bruches Stalt finden, und bezeichnet man
dieses Moment durch m E , wo m dic auf 1 Quadralzoll bezogene grofste



106

Spannkraft, welche dabei vorkommt (theoretisch die absolute Festig-
keit), oder (§. 260) der sogenannte Brechungscoeffizient,
folglich E das Brechungsmoment fiir m =1 ist; so hat man, wenn das
Gewicht des Balkens dabei vernachlissigt werden darf: m E = QI (sonst,
§-255, Gleich. 1/, mE=0Q 1!+ G ). Diels vorausgesetzt ist E der
in den vorhergehenden Nrn. von den Querschnittsdimensionen des Balkens
abhiingige Ausdruck, und zwar ist fir den rechteckigen Quer-
schnilt in Fig. 50, E=206A%; fiir ein Quadrat von der Seile a (als
Querschnill) E=1214a3; fiir einen Kreis vom Halbmesser r, oder Durch-
messer d: E=1~r3=xra% fir eine Ellipse, deren grofse
Achse = 7 vertical und kleine Achse =2 horizontal ist: E= % = bA?;
fir ein Dreieck, dessen Basis =& horizontal nach oben gekehrt, und
Hohe = & vertical ist: E={56A%; fiir dasselbe Dreieck in der um-
gekehrten Lage: E =234 6 A*; fiir einen Kreisring (immer als Quer-
schnitt des Korpers zu verstehen) dessen éusserer und innerer Durch-
messer 4 und d’sind: E = 3%; (a* — a'*); fur einen elliptischen
Ring (als Querschnitt eines hohlen elliptischen Cylinders) wobei 4, A’
die beiden grofsen, und &, &’ die kleinen Achsen bezeichnen und wobei

h verlical ist: E=g5 z.i(b h®—0'0'%) u.s. w. (Mans. S. Redten-

bacher’s Resullate fiir den Maschinenbau Taf. V.).

Auch beziehen sich diese Werthe nicht blofs auf den entferntesten
D CEC(’, sondern auf jeden Querschnitt @ cb ¢’ (Fig. 48) des prism a-
tischen Korpers, wenn man pur in dem Festigkeitsmomente P/
statt {=A B, den betreffenden Abstand 3= A 0 selzt.

Hat endlich der Balken keine horizontale Lage, sondern bildet
er mit dem Horizonle den Winkel o, so mufs man, wenn die Last Q
fortwihrend nach lothrechter Richtung wirkt, in allen vorhergehenden
Ausdriicken Q Cosa stalt Q setzen.

Anmerkung. Die in §. 262 angegebenen Regeln zur Berechnung der Stiirke
der Wellzapfen, lassen sich noch dadurch vereinfachen, dafs man die
Linge der Zapfen als eine durch die Erfahrung gegebene Function des
Durchmessers desselben annimmt und in Rechnung bringt.

Ist ndmlich & der Durchmesser und ¢/ die Linge eines solchen Zapfens
in W. Zollen ausgedriickt, so wie P der in Pfunden dargestellte Druck
auf denselben, so wie 7 der Brechungscoeffizient; so hat man (§. 262)
1s®Md* =P/ und da man im Durchschnitt ¢ = 1'54 setzen kann, auch
wnmd’ =15Pd, woraus

b

e folgt.
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Da man nun fir Guflseisen 7= 30000Pf. als Mittelwerth setzen
kann, so erhilt man, da die Zapfen nur mit dem 10Cten Theil ihrer rela-
tiven Fesligkeit in Anspruch genommen werden sollen , folglich 7 = 3000
gesetzt wird, d= 05 /P, oder wenn man P in W. Centner ausdriickt,
fiir gufseiserne Zapfen:

(a) d="'5yF.

Da man iibrigens in der Praxis diinne Zapfen im Verhdltnifs zum Durch-
wesser linger als dicke macht, so kann man sich zur Bestimmung der
Lénge der Zapfen auch der Formel bedienen :

®) ¢=:334 1214
Fir schmiedeiserne Zapfen kann man selzep :
(2) d="33 /P und ebenfalls
Y 1=-33+124d.

Fiic die im Beispiele des §. 262 angefiihrten gufseisernen Zapfen der
Wasserradswelle, wiirde wegen P = 25 Centner nach den beiden erstern
Formeln («) und (2) der Durchmesser & = 25, und die Linge /= 34 Zoll.

Korper von gleichem Widerstande.
(9. 259.)

108. Soll der, an dem einen Ende horizontal eingemauerte,
an dem andern Ende belastele Balken, Querschnitte von durchaus
gleicher Breite €D = A B=: 0 (Fic. 60) erhalten, so sey CE=17
die verticale Hohe des in der Ebene der Mauer liegenden Querschnittes,
wofiir wieder 4 C=1 seyn soll, und PM=y jene des Querschnitles
PM', wofir AP = x ist; so ist die Fesligkeit desBalkens in Beziehung

auf den Querschnitt ED (Nr.99) (a) . . Q=%mb~l—’lz und in Bezug

auf den Querschnitt MP’':Q'=1m %Y" " Da nun aber beide Festig-
T

hl

keiten gleich grofs seyn sollen, so hat man @’ =0 oder '%’ == und

/lz
daraus y*= B als Gleichung der Begrenzungscurve
AME oder BM'F, welche sofort eine gemeine Parabel vom Para-

R i : ;
meter - ist, deren Scheitel in 4 und Achse in A C liegt.

k]
Anmerkung. Der Parameter 7 lilst sich, wenn 7, @ und & gegeben

sind, aus der vorigen Gleichung (a), aus welcher a1 folgt,

bestimmen.
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Da die Seitenfliche ACEM =2 AC.CE, dagegen wenn die Querschnitte
alle gleich sind und dieselbe Hohe C'Z haben, = AC.CE ist; so erspart
man durch diese, gegen das freie Ende zu abnehmenden Hohen, wobei
die gekriimmte Flache sowohl (wie in der Zeichnung) unten, als auch oben
liegen kann, bei derselben Festigkeit des Balkens + am Materiale.

E@®9. Sollen dagegen die nach dem freien Ende zu abneh-
menden Querschnitte, Rechtecke von durchaus gleicher Hohe
MN=CE=h(Fig. 61) bilden; so sey wieder C D — b und A —1
so wie fir AP=a die Breite des Rechleckes MM =y, so ist wie

g boh? 42 b 3 b
vorhin {m— — lmy—— L AT T LT @ oder auch
Lhedhi Ul Y/ z i ;

I3

30 ; . =
%y=’7w, woraus sofort folgt, dals die horizontalen Flichen

gleichschenkelige Dreiecke A4 €D von der Basis €D = b und
Hohe A G'=1 seyn miissen.

Anmerkung. Da die Fliche eines solchen Dreieckes = 302 nur halb so
grofs als die des Rechteckes &7 ist; so erspart man bei dieser Form des
Korpers bei gleicher Festigkeit das halbe Material, also noch
mehr als im vorigen Falle. :

B8®. Sollen die Querschnilte fir den Fall beslimmt werden,
dals die Last P iiber die ganze Linge gleich vertheilt ist, so
sey, wenn der Balken durchaus einerlei Breile CD — P P’ — b (Fig.62)
haben soll, AC=1!, CE=h, AP = & und PM=y, so wie das
Gewicht, womit bei der Breite & die Léngeneinheit belastet ist = ¢; so
kommt auf die Linge A € die Last 0 =17¢ und auf jene AP die Last
o q, folglich ist mit Riicksicht auf den durch die Gleichung (2) in

§.255 ausgedriickten Salz, die Festigkeit des rechleckigen Querschnities
8 e bA*
P M sofort %qw:%m%—y- , 80 wie jenes CF, %ql:%m—l—-, wel-

cher Ausdruck von selbst aus dem vorigen folgt, wenn man & =17 und

. 3
y==h setet. Der lelztere Ausdruck gibt h=1 ‘/;ng und der erstere

y2=;~im2 oder y-:.:?a,‘, so dals also AME eine gerade Linie

oder die untere Fliche B E des Prisma eine Eben ¢ bildet.

1 1 1. Ist der Balken in diesem Falle blofs durch sein eigenes Ge-
wicht belastet, so sey wieder (Fig. 63) €D =P Q0=b,CE=DF =,
A C'=1{und fur den verticalen Querschnitt PN, AP =& und P M = y,
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so wie fiir jenen P’N’, welcher zwischen dem vorigen und A B liegen
soll, AP'=a’ und P’ M’' = y’, aufserdem sey fir einen diesem unend-
lich nahe licgenden Schnilt P’p = dz’, so wie y das Gewicht der cubi-
schen Einheit des Balkens. Diels vorausgeselzt ist das Gewicht des
Elementes p N‘=7 by’ da’ und dessen stalisches Moment gegen den
Querschnilt PN =y b y'dz’ (x —a*), folglich die Summe der stat.
Momente aller dieser in dem Korper A P N vorhandenen Elemente, d. i.

des Gewichtes dieses Korpers =y fy do' (¢ — ).

Soll aber ein in A oder A B aufgehiingtes Gewicht P gegen diesen
Querschnitt P N’ dieselbe Wirkung hervorbringen, so mufs

Px— )'bfy’da:’(w——w’) oder wegen (Nr. 99) Px=3imby*
4]

und wenn man Kirze halber 12
v

— A setzt, auch:

fy'da:’(a:—.z-'):.Ay2 e el (O SEYIT

Um nun aus dieser Bedingung die Gleichung y=f (z) oder
y' =f(x") der Curve A ME zu finden, wollen wir diese Gleichung (n)
zwei Mal nach « differenziiren ; dadurch entsteht zuerst y’ da’ (z—a) =
Ad.y? und dann y'dz’de=Ad%y?, oder wenn man &’ in &, also

W, & %
auch y’in y ibergehen lafst: yde?=A4d%y?, woraus (___ld:.cyz = %

. . . . . . . z2
und wenn man diese Differenzialgleichung zweimal integrirt: y = 2

folgt. Diese Gleichung, welche, wenn fir A der Werth hergestellt

wird, diec Form 2= “— y annimmt, gehort aber einer gemeinen P a-
y E

2
rabel AME vom Parameler — an, deren Achse in der durch 4
J

gehenden lothrechlen Linie, und Scheitel in A liegt.

E E2. Um ferner auch noch den Fall zu behandeln, in welchem
der Korper horizontal an beiden Enden 4, B (Fig.64) frei
aufliegt und in irgend einem Puncte D mit dem Gewichte O belastet
ist, sey, um wieder die Querschnitle von gleicher Festigkeit unter der
Voraussetzung zu finden, dafs sie Rechtecke von einerlei Breite &
bilden, AB=1, AD—a, BD=I—a—a’, DC="h, so wie fir
einen zwischen A und C liegenden Punct M der gesuchten Curve,
AP=z und PM=y; so ist der vom Gewichte Q@ auf den Punct P
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ausgeibte Druck ¢, wegen ¢ (I — 2) = Q &’ sofort ¢= ;’-’% S und

da die Festigkeit des Querschnittes P M nach Gleich, (52555257

q:%mbggx(l 7 ist, so folgt, wenn man diese beiden Werlhe

: . 5. DI " e

einander gleich selzt, y 4 e oderda O0=1mbh ppe also
a

60 ‘ i !

= =Rl H 2= —

- o st auch Y= @,

als Gleichung der Begrenzungscurve A MC und zwar einer

Parabel vom Parameter :lin, deren Scheite] in A und Achse in 4B
liegt.

Auf ganz gleiche Weise findet man auch fiir die Begrenzungscurve
BM' C eine Parabel vom Parameter ,/:_'2’ deren Scheitel in B und

Achse wieder in A B liegt.
Ist die Last in der halben Lange von 4 B angebracht, so erhalten

; n* - :
beide Parabeln denselben Parameter —Q—l—— und dabei gegen 4 eine

symmelrische Lage.

E 1 3. Ist endlich in diesem letzlern Falle die Last @ nicht an
einem einzigen Punct angebracht, sondern iber die Linge gleichfor-
mig vertheilt; so sey wieder & die Breite der Rechtecke, /= A B die
Entfernung der beiden Stiitzen , 1/=a und die bei dicser Breite 6 auf
die Langeneinheil kommende Belastung = ¢; dann wird jede der beiden
Stiitzen 4, B mit dem Gewichte a ¢ gedriickt und jede Hiilfte des Kor-
pers von gleichem Widerstande, wie jene 4CD (Fig. 65),
befindet sich in derselben Lage, als wenn sie im Querschnilt €D befe-
stigt,, im Puncte A mit der Kraft a ¢ verlical aufwiirts gezogen und mil
dem iiber A € gleich veriheillen Gewichle a ¢ belastet wiire.

Ist aber €D =1 die Hohe des Korpers in der Mitle, dagegen fiir
CP=g jene PM=y; so ist in Beziehung auf den durch P M gchen-
den Querschnitt das slatische Moment der in A aufwirts wirkenden
Kraft a¢ gleich ag(a— ) und das statische Moment der iiber 4 P
gleich vertheilten Last (a—a)¢ gleich ta—odg<@—a) =
39 (a—a)*, also die Differenz beider Momenle ag(a— o) — 1 g(a— )% =
3¢ (a*—a*), mit welchem der Bruch in P M bewirkt werden muls.
Nun ist dieses Moment aber auch Lm b y2, folglich



111

3q
i Cm i il SRR S e (e
gmby 39 (a x?) woraus ¥y mb( )
on

oder wegen (fiir den milllern Querschnitt €'D) lag=¢m .

3q n? h?
°4 == folgt, auch y*=— (a®*—z?®
woraus p-ob pr et, Y a"< D’

als Gleichung der Begrenzungscurve AMB, welche sofort
3
eine (halbe) Ellipse von den Achsen 2a="? und 22=2a m%

st, deren grofse Achse 2a in AB liegt.

Biegungswiderstand prismatischer Korper.
(§. 264.)

A1 4. Ist wieder, mit Beibehaltung der Bezeichnung in Nr.O4,
G D (Fig.48) der an dem einen Ende unbeweglich befestigte oder ein-
gemauerte und an dem andern Ende mit dem Gewichte Q belastete pris-
malische Korper und dadurch in demselben eine Biegung entstanden,
welche noch innerhalb der Elasticitilsgrenze liegt; so sey um einen Aus-
druck fiir den Widersland der Biegung zu finden A 0 B (Fig. 49) die
neutrale Schichte, darauf 4 0 =2, 0 0’'=dz und 4 B=1, ferner
wieder B €=~ und die Spannung der obersten Faser in d = p’ und in
C=p. Zieht man in den Puncten O und 0’ die Normalen Oc¢’, O'f
der Curve 4 0 B und verlingert diese bis zu ihrem Durchschnittspunct
J, so bildet dieser den Mittelpunct des Kriimmungskreises fiir das Cur-
venelement 0 0/, wofir J 0=J 0'=p der Krimmungshalbmesser ist.

Die urspriingliche, v or der Biegung bestandene Linge der ober-
sten Faser in dem Korperelement fa ist cd=dz, dagegen nach der
Biegung ec =dxz -} 2/ dx, wobei die bewirkte, nach unserer Annahme
innerhalb der Elaslicititsgrenze liegende Ausdehnung ¢ d = 4 dz, durch
die in §. 252 Gleich. (1) ausgedriickte Relation zldz:‘%ﬁ-f oder we-

gen p’:p=z:l woraus p’=§ % folgt, durch 4dz= l—%zdz )
ausgedriickt wird, wobei M den Elasticitatsmodul des Balkens
bezeichnet.

Da die Bogenelemente O 0 und cd als gerade Linie zu nehmen

sind, so geben die beiden &hnlichen Dreiecke O J 0/ und ¢ 0 & die Pro-
porlion d 0:d¢c=0'J:00' d. i. h:ddx=p:dz, so, dals also,
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wenn man fir Zdz den Werth aus der vorigen Gleichung (a) setzt

P Ml ; 3
hdzg =-— psdz oder =— .. A
7 L p e (6 wird

Bei der gemachlen Vorausselzung ist aber, wenn man Kiirze
halber den doppelten Integralausdruck in (4) Nr. 9% o d. 18

h h!
2fy.r2da:—|—2 y' @?de=X selzt, sofort sz—X also
o0 0

/i
0kt : ; ; ;
= und wenn man diesen Werth fiir p in der vorigen Gleichung
(b) substituirt, auch : N =?’ R
P

woraus man fir das statische Moment der Kraft oder des Gewichtes 0
in Beziehung auf den Querschnitt acd ¢’ (Fig. 48) oder da’ (Fig. 49)

nx

erhalt : Q%= - D)

2

I
wenn man nimlich dabei das Gewicht des Korpers aulser Acht lafst.

Anmerkung 1. Da nach der obigen Proportion p':p =2:4, pa=p'l
ist, so folgt aus der vorigen Gleichung (5), wenn man diesen Werth sub-
stituirt:  p* = MTk , woraus sofort folgt, dafs die Spannung der
Fasern im Qﬁelvsclxlxitle dd dem entsprechenden Kriim-
mungshalbmesser umgekehrt proportional ist.
merkung 2. Ubereinstimmend mit der Bemerkung in Nr. 107, wo das
Product mE= @/ das Brechungsmoment genannt wurde, wenn
m den Brechungscoeflizienten , oder die im Augenblicke des Bruches
Statt findende grofste Spannung auf 1 Quadratzoll Querschnitt bezeichnet,
¢ben so nennt man auch m £ das Elasticititsmoment eines Quer-
schuitts, d. h. die Summe der statischen Momente aller Spannungen und
Pressungen, welche in einem Querschnitt eines Stabes in Folge einer
Biegung desselben entstehen, wenn man unter 7 die auf 1 Quadratzoll
bezogene grofste Spannung, welche bei der Biegung in dem betreffenden
Querschnilt vorkommt, versteht (so, dals also hier fiic 72 nur ein gowisser
Brachtheil, fiic Maschinenconstructionen in der Regel der 10te Theil von
dem Werthe 72 in der erstern Bedeulung, d.i. vom Brechungscoeffizienten
zu nehmen ist).

Bezeichnet man ndmlich das Elasticititsmoment irgend eines Quer-
schnittes durch #, so ist:

()oM=mE

wobei auch m Z = P/ ist und £ dic den verschiedenen Querschnitten
entsprechenden (in Nr. 107 angegebenen) Werthe besitzt,

=

1 25. Da der Zahler M X des vorigen Bruches, welcher lediglich
von der physischen Beschaffenheit (wegen M) und der Form des Quer-
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schnittes des prismatischen Korpers (wegen X) abhéngt, fiir einen gege-
benen prismatischen Korper constan tist, so folgt, dals der auf den
Querschnitt @a’ (Fig. 49) sich beziehende Kriimmnngshalbmesser p genau
in demselben Verhiltnifs abnimmt, in welchem die Entfernung = des
betreffenden Querschnittes vom freien Ende 4 zunimmt, so dals also
p im Querschnitte € ¢/, niimlich fir %=1 seinen kleinsten Werth erreicht
hat, also die Krimmung und Spannung der Fasern an dieser Stelle am
grofsten ist. (Siehe Anmerk. 1. zu Nr. 1 1 4.)

Das genannte Product M X, welches sofort fiir alle Querschnitte
des Korpers oder Balkens constant ist, wird nach Einigen das Bie-
gungsmoment, nach Andern die relative Elasticitat des
Balkens genannt; wir wollen die erstere Benennung beibehalten und
dieses Moment durchaus mit E’ bezeichnen. Diels vorausgesetzt, geht
die vorige Gleichung (1) iiber in folgende:

(] jpa— £, AR,
]

1 1 6. Eine Vergleichung des Biegungsmomentes E‘=M X mit
dem Momente der relativen Festigkeit (4) in Nr. 9., d. i mit 0%

oder Ql:%x zeigt, dals man in diesem Festigkeitsmoment nur M

stalt p setzen und mit dem Abstand A der obersten oder am stiirksten
gespannten Fasern multipliciren darf, um fiir alle Querschnilte des Bal-
kens das Biegungsmoment E' zu erhalten; es ist ndmlich durchaus:
E'=MRE (). Da wir in Nr. 1@7 das Fesligheitsmoment durch
p E oder m E ausgedriickt und dort auch fir verschiedene Querschnilte
die Werthe von E angegeben haben, so erhilt man am einfachsten die
Werthe E aus diesen letztern m E durch das eben angegebene Verfahren.
Man findet so ganz einfach fir einen rechteckigen Querschnilt,
wobei b die Breite und 2 die Hohe ist, E'=1Mbh*><th={5;Mbh>;
fir einen quadratformigen Querschnitt von der Seile a,
E' =} Ma*; fir einen krei sformigen Querschnilt vom Haibmes-
ser » oder Durchmesser &, E'=21zMr*={g;=Ma*; fir einen
hohlen Cylinder von denHalbmessern  und 7, oder Durchmessern
dund @y E'=LzM@*—r*) =21 ~M@* —d*); fir einen drei-
eckigen Querschnilt in der Lage Fig.58, wo AB=0b, CF=1ist,
E =LMbh*><th=7Mbhr® undin der umgekehrten Lage (Fig.59)
E' =L Mbh*><2h=Z2Mbh?*, also inbeiden Lagen gleich
grofs; endlich istfir einen elliptischen Querschnitt von den Haupl-
Burg's Mechanik, Suppl. 8



achsen 2« und 25, wenn die erstere oder grofsere vertiical steht,

E

1 Ma®b,und wenndiese Achse horizontalliegt, E =37 Mab®

Anmerkung Da nach Gleichung ‘2) (in der vorigen Nr.) das Biegungs-

moment Z’ den Widerstand darstellt, welchen der Kérper einer durch die
Last @ bewirkten Biegung entgegensetzt , also zugleich auch einen Begriff
von derSteifigkeit desKorpers gibt; so kann man durch Vergleichung
dieser Werthe von % bestimmen, welche Querschnittsformen, bei dem-
selben Aufwande an Materiale vortheilhafter sind. So verhilt sich, um nur
ein Beispiel anzufiihren, die Steifigkeit des Balkens von rechteckigem
Querschnitt, in der hochkantigen Lage, zu jener des Balkens mit
dreieckigem Querschnitte, die Spitze auf- oder abwarts gekehrt
Eie=5Mbh*: 5 M0h*=3:1, wihrend sich bei einerlei Liinge ihre
kubischen Inhalle wie o2 =20k =2:1 verhalten; obschon also
der parallelopipedische Balken doppelt so viel Mate-
riale als der dreikanlige besitzt, so ist er dafiir nicht
blofs 2, sondern 3 Mal so steif als der dreikanlige
Balken, so, dafs die Anwendung dieses letzteren in dieser Hinsicht nichts
weniger als vortheilhaft wave.

Ferner folgt aus diesen Werthen von £7, dals die Steifheit parallelo-
pipedischer Balken wie die Breite und der Cubus der Hohe
zunimmt; dals diese bei Cylindern wie die vierte Potenz der Halb - oder
Durchmesser wichst u. s. w.

Interessant ist die Vergleichung zwischen Rohren und massiven
Cylindern von einerlei Matertale, welche dem Studirenden
selbst tiberlassen bleibt.  Buchanan gibt fir hohle gufseiserne Wellen
als das zweckmilsigste Verhiltnifs zwischen dem ionern und dufsern Halb-
messer jenes von 3:4, 7redgold nimmt die Wandstirke za 75 des dufsern
Ialbmessers an ; in erstern Falle findet man bei gleichem Materialeaufwand,
dals die hohle Welle beinahe 3% Mal so viele Steifigkeit als die volle
Welle besitzt ; im letztern Falle beinahe 3 Mal so viel u. s. w.

E E'7. Geht in besondern Fillen, wie z. B. wenn der Querschnitt

eines Korpers aus mehreren einzelnen getrennten Theilen
besteht, die neutrale Achse a b (Fig. 48) nicht durch den Schwerpunct
0 des Querschnilles a ¢ b ¢’ (obschon sie immer noch durch den Schwer-
punct des Gesammtquerschniltes geht), sondern liegt diese in
AB (Fig. 66), wobei der Normalabstand von a b, d. i. O C=e seyn
soll, und bezeichnel man das Biegungsmoment des Querschniltes ac b ¢’
in Bezichung auf die Achse a b mit p, dagegen auf die Achse A B mit
p'; 50 mufs man, um aus p=MX, u’ zu finden, in dem Integral-

h h!
ausdruck X = 2[ 'fy.z-2 (e —}—fy’ ok dw] in dem ersten Integrale
v 0
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statt 2 setzen 2 — e und in dem zweiten statt @ selzen e — (— x) =
e+ x; dadurch erhélt man:

Sh ‘ h
p’=M.2[j y(w—e)zdw—}—fy’(w—l—e)zdm]
h B/ h
=M{2[fyw2d.z'—|—fy’w2d.z-]—4efy.z-d.z'
L 0 0 = 0
he % h he
—|—4efy’.z'd.z'—}—¢*[2fydw+2fy’d.z-:]}
0 0 0 J

oder wegen der Bedingungsgleichung (@) in Nr. 97, Anmerk. 2,
und wenn man die Fliche des Querschnittes acbc¢’—= F selzt, auch
W=MX-}+Me*F, oder:

p'=p-+MFe* () oder p=p'—MFe?® .. (1)
Hieraus folgt zugleich, dals das Biegungsmoment eines
Korpers inBeziehung auf dessenneutrale Achse (wegen
e—o0) am kleinsten sey.

Anmerkung 1. Der durch die Gleichung (3) ausgedrickte Satz kann dazu
beniitzt werden, das Biegungsmoment eines Korpers in Beziehung auf
seine neutrale Achse (deren Beslimmung oft sehr schwierig ist) zu be-
stimmen . wenn dasselbe beziiglich einer andern Achse bekannt oder
leichter zu finden ist.

1) Nehmen wir z. B. das Biegungsmoment des dreiseitigen
Prisma in der Lage Fig. 59 in Bezichung auf die durch € gehende
Achse, wobei also CF=1%h, CO=2h und AB=1 ist; so hat man

h b
X=f Ydz.z* oder wegen Y:b=x:h, woraus ¥= ;z folgt, auch
o

b (h
X=7‘fz’d.7;=%b/l’; es ist daher p/=MX=1Mbr* und zufolge
o

der obigen Relation (2):
E=p=4M0l*—M.50h.s 0 =MOR*(s—3) =LK MoA°,
wie friher.

2) So findet man ferner z. B. das Biegungsmoment eines Halb kr ei-
ses ACHB (Fig. 67) als Querschnitt eines halben Cylinders,
mdem man dasselbe zuerst in Beziehung auf den Durchmesser A B als
Achse bestimmt und dieses dann nach der Formel (8) in Bezug auf die
neutrale, mit A B parallele Achse @b ausdriickt.

Es ist aber das erstere Moment die Hilfte von jenem des ganzen Krei-
ses oder (Nr. 116) p/=4=nM7r*, ferner F==%r*n und wenn O der

4r
Schwerpunct der halben Kreisfliche ist, (§.50) e= o folglich nach
K3

®): E=p==LiaMr‘*—M.ir’x. i = &64/”1" oder nahe
} : a 9n? 2w

8*
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E’'= 110 Mr*, dabei ist es gleichgiltig, ob der Punct 2 des Kreishogens
unterhalbh A B (wie in der Zeichnung) oder oberhalb AB liegt.

3) Um das Biegungsmoment des in I'ig. 68 dargestellten, gegen
die neutrale Achse 7272 symmetrischen Querschnittes zu finden, darf man
nur von dem Momente des ganzen als voll gedachten Rechteckes &%,
jenes der vier hohlen Rechtecke {(6‘— &) (2 — %), deren neutrale Achsen
von jeuer 7272 um die Grolse {(lz + %’) abstehen, abziehen; dadurch erhalt
man: E =50 0P — & (0'—0)(h—N)>— &5 (0'=0) (h—N') (h+ '),
oder nach gehoriger Entwicklung und Reduction :

L= MW+ (0 —0) 2.

4) Um endlich noch das Biegungsmoment £“ des T formigen Quer-
schnittes in Fig. 68’ zu finden, wobei aulser der in der igur ersichtlichen
Bezeichnung @b+ @’ 6’ =6’ seyn soll, hat man zuerst Alles auf die
Achse A B bezogen, das Moment des ganzen, voll genommenen Rechteckes
bh d.i (Relat. 2) p/'=&MOR+MU.0h S4°=LHbR%;
eben so ist das Moment der beiden hierzu fehlenden Rechtecke = %Mb’lz”,
also das Moment des T formigen Querschnittes in Beziehuug auf die Achse
A w =L On — b ).

Um nun auf die neutrale, durch den Schwerpunct 0 gehende Achse

(h+ ')
iiberzugehen, hat man F=0A—06'A' und Fe=0b(h— 1) —2—
Akl oR*— b h* P o= n?
([’_b)ﬂ'g = . , folglich e=2(blz—~b’lz’)’

nach der obigen Formel () :

demnach

bh*— b h)?
po=E =L h— b‘h’“)~{JU£W
oy BRE— bR — L b0 M (h—h)?
4 oh—0' N {
Anmerkung 2. Ist das Biegungsmoment eines Korpers £'= M X
bekannt, so lilst sich auch daraus leicht die relative Festigkeit

und das Tragvermogen bestimmen. Es ist nimlich, wie man leicht
H BRr=rtmas (/B 2% i m 5
sieht, die Festigkeit ¢ /= E/LL und das Tragvermogen (/= oA S
wenn 72 die Spannung der dufsersten, von der neutralen Schichte um 2
abstehenden Fasern im Augenblicke des Zerreilsens (die absolute Festigkeit)
und 7’ die Spannung dieser Fasern in dem Augenblicke, als ihre Ausdeh-
nung die Elasticititsgrenze erreicht hat, bezeichnet. Ist diese Ausdehnung
=) und die Spannkraft in diesem Augenblicke = m’; so ist ({. 252)
lm’ M

M=iT s = s i
I also  m J

/

Bestimmung des FModuls der Elasticitit J.

1 E8. Unm zu zeigen wie man den Modul der Elasticitat fir die
verschiedenen biegsamen Korper durch Versuche findet, setzen wir
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wieder den Fall, dafs der Balken €'~ (Fig. 48 und Fig. 49) an dem
einen Ende eingemauert und an dem andern belastet sey, wodurch er
eine Biegung annehmen soll, welche jedenfalls noch innerhalb der Ela-
sticititsgrenze liegt. Es sey nun 4 M B (Fig. 69) die Curve, welche die
neulrale Faserschichte dabei annimmt, und fir einen beliebigem Punct M
derselben die horizontale Abscisse AP =, die Ordinate P M=y,
der Krimmungshalbmesser —p und der Winkel, welchen die an M
gezogene Tangente mit der Abscissenachse bildet =—=a; so ist unter der
Voraussetzung einer nur geringen Biegung , wie sie auch wirklich in der
Praxis vorkommt , die Lange der Horizontalprojection A P—= A M und
AC=AMB=—1, so wie (Nr. 1 15, Gleich. 2) pQax—=E' .. ()
(wenn man namlich das cigene Gewicht des Korpers vernachlissigl).
Um jedoch den Krimmungshalbmesser p durch eine leichter mefs-
bare Grofse, und zwar durch die im Anfangspuncte A Stalt findende
Senkung, Biegung oder den Pfeil 4’4 = B €, den wir durch &
bezeichnen wollen, zu ersetzen, hat man (Comp. §. 710)

_[ +( ) ] i oder da fir kleine Biegungen:

al-l = (ang « so klein ist, dafs man die zweile Potenz davon gegen die
iz

dzs . .
Einheit auslassen darf, auch p=— (% ) folglich ist, wenn man diesen
" : . S do®
Werth fiir p in der vorigen Gleichung substituirt: Q@ (% =—EFE',
d’ T h, B

d e —
oder (a) b =
do de ( )— el xdz, weil dz constant ist.

dz E
0 .’B
Diese Gleichung integrirt, glbt = Erahi

Um die Constante C' zu bestlmmen, bemerke man, dafs [ir & =1/
die Ordinate y am grofsten wird, oder was zu demselben Schlusse fiibrt,
die Tangenle in B mit der Abscissenachse parallel lauft, so, dals fiir

. ; 1 g : :

diesen Werth von & der Quotient %:0 wird ; diels gibt:
0 Wi g

0= C— g o Woraus o 7% und mit diesem Werthe :

i+ Vg

7 ——
L dz 2E

72— oder dy = (* — ) du folgt,

Wird diese letztere Gleichung abermals integrirt, so erhalt man:
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@ y=L(ra—7)

wozu keine Constante kommt , weil fiir =0 auch y =10 seyn mufs.
Selzt man in dieser letzten Gleichung & =1, so geht dafiir y in 5 Gber
und man hat:
0z
([) (3:% E’; .
Setzt man endlich fiir E den Werth M X (Nr. £ 86) und be-
stimwt M, so hat man fiir den Modul der Elasticitét:
or
(¥) M=1} 3
wobei die lediglich von der Form und Grofse des Querschnittes abhin-

gige Grofse X _% in Nr. 1 6 fiir die wichtigsten Fille angege-

ben ist.
Ist z. B. der Querschnitt ein Rechteck von der Breite & und
Hohe 4, so ist X =642, folglich nach (u):
L0l Mol S 2F
S oRNn: 3on’
(Vergl. §.264 Gleich. 3.)

Wiire dabei umgekehrt M bekannt und die Biegung & zu bestim-
4010°
Mbhr®
so wie endlich bei diesem Querschnitte, die am freien Ende A aufzu-
hingende Last @, welche die Biegung & hervorbringt, aus der Gleichung

O h ;‘ (Gleich. 1)

men, so wire aus dieser letztern Gleichung & = (Gleich. 2)

zu beslimmen wire.

Auf dieselbe Weise erhilt man die, jedem andern bisher behan-
delten Querschnilte, entsprechenden Gleichungen fiir 3, & und 0.

11 9. Soll das eigene Gewicht G des Balkens oder Prisma mit
beriicksichtigt werden, so mufs man, da das Stick A P=ax das Ge-

wicht GlE hat und auf den Querschnitt in M das statische Moment

1 G

i
2%y

..7;'=%Gf-2ausiibt, in der obigen Gleichung (n) (vorige Nr.) statl

T 4
0 « setzen Q & P 2*, wenn man niimlich indels = =P setzt. Da-

durch erhélt man bei dem némlichen Verfahren wie vorhin, ohne Schwie-
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d 7 1
rigkeit : y=E(§Q+§Pl).z--—127LT @Qx*+ra®

und daraus, wenn man gleichzeitic =1 und y =25 setzt und den
Werth von P wieder herstellt :

5=—l\§Q+§G)" (f)

Ist G=0, so geht dieser Werth von & in den obigen (£ iber.
Ist aber 0 = 0, so erhilt man fiir die Biegung, welche das eigene Ge-
wicht des Stabes oder eine iiber die ganze Linge desselben gleich ver-
; 4 G
theilte Last G hervorbringt: o'=1 =
Ist also die Last Q einmal am freien Ende angebracht, und das
zweite Mal iiber die ganze Lénge gleichformig vertheilt, so verhalten

sich die entstehenden Biegungen 6:6'=1:1—=8:83=1:%.

3

l
Anmerkung 1. Die vorige Formel (/) d.1i. 3=3_E,(Q+§G) mit der

3

: gy, 0
obigen (£) d.i. mit S—SE’

des Stabes so wirkt, als ob 2 davon am freien Ende aufgehangen wire.

verglichen , zeigt, dafs das eigene Gewicht

0
Anmerkung 2. Die obige Gleichung (7) gibt fang 2 = il *—z?
B

VB! 27

(wegen Gleich. £).  Endlich stellt die Relation (s) die Gleichung der

Curve 4 MB vor, welche man die elastische Linie nenut, ihre

stirkste Krimmung findet in B statt, wofiic der Kriimmungshalbmesser
B

€=o—l ist.

und fiir den Anfangspunct A, wegen = = 0 sofort fang o =

L 20. Wirkt die am freien Ende des biegsamen oder elastischen
Stabes angebrachte Kraft @ wie in Fig. 70 aufwiirts, so andert sich in
der Gleichung (s) der Curve gar nichts, dagegen mufls in jener (f), in
welcher das Gewicht des Stabes beriicksichtigt ist, dieses negativ genom-
men werden, so dafs man fiir die Biegung den Ausdruck erhalt:

13
=57 (80—36) .. Y

Liegt nun ein Balken oder ein Stab horizontal auf beiden Enden
frei auf, wie in Fig. 71, und wird dieser in der Mitte mit dem Gewichte
0 belastet, so bringt dieses im Verein mit dem eigenen Gewichte eine
Biegung & hervor, die sich (stets unter der Voraussetzung, das die

o
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Belastung innerhalh der Elasticilitsgrenze liegt) auf folgende Weise
Destimmen lafst.

Ist ¢ der Druck, welchen jede der beiden Stiilzen erleidet und G
das Gewicht von der halben Lénge ¢ des Stabes, so befindet sich jede
solche Halfte, wie z. B. jene A€ D, in derselben Lage, als wenn diese
in € D eingemauert und am freien Ende A4 durch eine Kraft ¢ vertical
aufwiirls gezogen wirde ; es ist daher nach der vorigen Formel (£*) die

’ l
Biegung : = oy (8¢ —38G"
oder wegen I'=21/ (wenn AB=10), ¢=30-+ 16 und &¢'=3G,
wenn nimlich wieder G das Gewicht des ganzen Balkens bezeichnet,
nach gehoriger Substitution und Reduction :
13
=RE (O TG @)

Dieser Ausdruck zeigt, dafs eine iiber die ganze Linge gleich-
formig vertheilte Last G gerade so wirkt, als ob an dem gewichislosen
Stabe in der Milte ein Gewicht von & & angehéingt wiirde.

Da diese Formel fiir die practische Bestimmung des Elasticitits-
moduls am bequemsten ist, wobei gewohnlich Prismen von rechteckigen
Querschnitten beniitzt werden, wofir also (Nr. 1 1 6) E=LMbn®
ist; so hat man ganz einfach daraus, wenn / vertical, also & horizontal

q (4 =
st : M=m(0+§l}) R )

Anmerkung 1. Liegt das Prisma, wie vorhin, auf den beiden um A 8=/
voneinander entfernten Stiitzen, frei auf, und wird dieses nicht in der
Mitte, sondern in dem Puncte # (Fig.71‘) mit dem Gewichte @ belastet
und setzt man AD =BD=a, DE=x%, EF=2, so wie fir die Curve
AMF, AP=x, PM=y und fir jene BM'F, BP =z, PM' =y;

(a+ 2
a

o

50 ist der Druck auf die Stiitze A, p=3 0 und jener auf die

P (@a—32)
Stiitze B, p'=1%0 pom und die beiden Theile A # und B # des Prisma
Definden sich in derselben Lage, als ob sie in # eingemauert und bezie-
hungsweise durch die Kriifte » und p” senkrecht aufwiirts gezogen wiirden.
Mit Vernachlissigung des eigenen Gewichtes hat man daher nach der
Relation (@) in Nr. 118 fir den Theil A ¥ F:
d’ » dy »z’
i T oder durch Integration Py (e Za "
Selzt man zur Bestimmung der Constanten € den Winkel, welchen die
im Puncte # an die Curve gezogene Tangente mit der Horizontalen A B bildet

dy :
—— = lung =, daher ist

= a, 80 wird fiw & =4 Z=a— 2 der Quotient e
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a—2)*
tang a = C—Z QQ— oder €= EPE’ (@a— 2)* + tang » , folglich
dy

2=y s - T
G QE' [(a 2t ] + tang a.

Durch weitere Integration erhilt man aus dieser Gleichung :

o [ , f_] :
y_QE’ (@— 2) x—3 + ztang a.

Da nun fiir z = AE-—((I— %) die Ordinate ¥ =3 werden muls, so
hat man: d=1 7 (a—z) + (@ —2) tang =,

Genau auf dieselbe Weise erhilt man fiir die Curve B M’ F die Gleichung

pl .,L.3
V=,p l:(a-i—z)’z———]—zmnya und

ge— " Z (@+2)*—(a+ 2) tang .

Da nun &‘= ¢ ist, so erhilt man durch Gleichsetzung dieser Ausdriicke
und wenn man zugleich fiir  und p’ die Werthe setzt:

(a+2) s
i (a—2)*+ (a—2) tang e = 00 ((z-l—z) —(a + %) tanga.

0
Aus dieser Gleichung folgt tang o = 3§ —

2 2 <
T 2 (a 2*) und damit aus

einer der beiden vorigen Gleichungen:

0
3= GaE,(a —2%)* oder wegen @ =1/ auch

8 0 l! 2
= )
97

Fiir 2= 0 erhilt man ¢ = M’ libereinstimmend mit dem Ausdrucke

in (¢), wie es seyn soll.
Bezeichnet man die in # aufgehiingte Last durch 2 ¢ und setzt die
Entfernung A B=2/, so wird

EF=38=1% IQE‘ (B—ai)

d s s
oder fir AZ=a und BZ= a’ auch _EL“ 'm-
So wire z. B. fiir ein hochkantig gelegtes Prisma von rechteckigem
Querschnitt, dessen Dimensionen 6 und 4 sind und wobei h>b, wegen

0 aae
. 116) E' = L Mbh®, sofort § =8-——
(Nr ) i3/ sofor SMblz“ e oder wenn man
2 /3
die ganze aulgehdngte Last mit @ bezeichnet; & = Ldije.9
Mok a+a
Fir @ = a'= 3/ erhilt man, {ibereinstimmend mit der Relation (%) :

— 013
TAMORY
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Anmerkung 2. Soll also ein als gewichtlos gedachter, an beiden Enden
horizontal frei aufliegender Balken durch das Aufhdngen eines Gewichtes
¢ in seiner halben Linge um eben so viel, als durch das Auflegen einer
tiiber die ganze Linge gleich vertheilten Last 0’ gebogen werden, so mufs
0: 0= 5:8 Statt finden.

Anmerkung 3. Nimmt, wenn man zu dem Gewichte @ noch jenes ¢

hinzulegt, die Senkung oder der Pfeil  um &/ zu, so hat man nach der
3

vorigen Formel (%) &= +326) und

AMON @
3

/ : .
348 = iwon @ te + 2 6), folglich ist, wenn man subtrahirt

-
T AMon®

/

und daraus:
qr
T avoen
ein Ausdruck, welcher oft bei practischen Versuchen bequemer als der
vorige (% ist,

M

Riickwirkende Festigkeit.
(§. 269.)

121. Essey AE (Fig. 72) ein mit seinem unternEnde B E auf
einer feslen horizontalen Ebene sich frei stiitzender Stab oder Balken,
dessen oberes, in derselben Verlicalen A B liegendes Ende mit dem
Gewichte Q belastel ist und dadurch die Ausbiegung A €'B der neutra-
len Schichte hervorbringt; ibrigens soll diese Belastung wieder inner-
halb der Elaslicititsgrenze liegen, d. h. nur so grols seyn, dals bei
ihrer Wegnahme die im Stabe entstandene Biegung wieder ginzlich ver-
schwindel. Diels vorausgesetzt, seyen fiir irgend einen Punct M der
Curve ACB, AP—=x und P M = y die rechtwinkeligen Coordinaten,
so wie fur den Halbirungspunct €, A D=1 und D C=>s, so dals
also & die grofste Ordinale oder die Biegung bezeichnet.

Da nun dieser Fall mit jenem in Nr. § 88 behandelten, in welchem
der Stab horizontal an dem einen Ende befestigt und am andern verlical
belastet, ganz analog ist, mit dem einzigen Unterschiede, dals dort das
stalische Moment der Last inBeziehung auf den Querschnilt in M= Q @
ist, wiihrend es hier durch @y ausgedriickt wird, hat man, ohne die-
selbe Enlwicklung von vorne zu wiederholen , wenn man in der Gleichung
(@), Nr. E 48, Qy stall Qa selzt, sofort:

diy o

oder wenn man mit dy multiplicirt :
iz &
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2

& 0 : by iy pdoityi @Ry
dy 'y=‘E,!/d!/’ und da dor constantxst.%d.((wz = E,'zd'y

dz* ¥
Frd- i g g 5
folglich ist, wenn man integrirt: G cC— s

1 ; :
Da fiir y=2o der Quotient ;—1; — 0 ist, so hat man zur Bestim-

. 0
mung der Constanten € die Bedingungsgleichungen 0= C— B a5,
woraus C=— % 82 folgt, so dals

d 0 o2 25t
b (O wird.
g 7 ( Yo
. . o 2 2
Aus dieser Gleichung folgt ferner dy =dx \/E’ N2 —yD
dy 0 : N
T e = dafs man durch Integration derselben
oder e dm\/ﬁ" so dals m g
erhilt : (1) arcSin (%):.L-\/% .

wozu keine Constante kommt, weil fiir 2 =0 auch y =0 seyn mufs.
Aus dieser Gleichung folgt unmiltelbar :

(2) y=":=Sin (.l, \/%)

und da fir & =1 abermals y = 0 ist, auch 0=20Sin (l\/g) ,
" : 0
woraus, da 6 von Null verschieden, Sin (I\/E) =0 oder

l\/%———n 7 ist, wobeim=1, 2 .. d. i jede ganze Zahl bezeichnet.

Aus dieser letzten Gleichung folgt endlich :
2 IE/
0="S— - (® |
als diejenige Last, weiche in dem Stabe oder Prisma die Biegung her-
vorbringt.

Endlich nimmt die Gleichung (2) der Curve, wenn man fir @ den
eben gefundenen Werth aus (3) subslituirt, auch die Form an:

y=bSin.”—;—[ 8 Sl (7 )

Anmerkung. Da m der vorigen Gleichung (3) der Pfeil 3 gar nicht vor-
kommt, so ist diels ein Beweis, dafs die Last @ mit jeder Biegung (wobei
3 grofser oder kleiner seyn kann) des Slabes im Gleichgewichte steht,
was sich daraus erklirt, dafs das statische Moment von @ eben so wie
der Pfeil 8 zunimmt. Dieselbe Last @ ist daher auch hinreichend um den
Stab selbst abzubrechen.
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B 22. Selzt man als einfachsten Fall in den obigen Formeln (3)
und (4) n =1, welchem Falle die Curve in Fig. 78 entspricht ; so wird
dafiir: (5) 0= E und y=asmfa,- 4. S09%(6)

Fir »=2, welchem Falle die Curve in Fig. 74 entspricht,
wobei diese namhch in der Mitte €' der Verlicalen A B festgehalten wird,

2q
hat man : Q= 12 und y:éSe‘n.T.z' u. S. w.

Ist nun der Querschnitt des Stabes oder Prisma ein Rechteck
von den Seiten & und %, wobei die letztere die kleinere seyn soll, nach
welcher also (Fig. 72) die Aushiegung (wie bei einem Bret von der Breite
b und Dicke 2) Statt findet; so ist (Nr. 1 16) E'=- M6 22 und da-
her, wenn man diesen Werth in der vorigen Gleichung (5) substituirt :

0=r2M 1;1»« (Vergl. §. 270, Gleich, 1)

2
Ist der Querschnitt ein Kreis vom Halbmesser r, also B — e Mu
4 7s
30 ist =
Brv=M g5

Eben so ist fiir einen hohlen Cylinder von den Halbmessern

R*—
Rund r, wegen E'=1- M(B*— % sofort Q== M( //‘7
A

(Vergl. §. 270.)

Anmerkung 1. Lilst man die Entfernung der beiden Puncte A B der Ver-
ticalen A 2 B (Fig. 72) nicht auch zugleich (wie es fiir geringe Biegungen
immer zulissig ist) fir die Linge der Curve A CB gelten; so sey diese
Linge =/, wihrend AB—a seyn soll. Dann folgt aus der vmigen

d
Gleichung (6) __y 3 Cos Z, und es ist ds= d:v\/(1 + =
32 7
Azl —8 Co3* —z) = dx(1 +-7v’— Cos’—.r) =dz (1 + La? —)
wenn man nimlich die 4ten und hohern Potenzen des sehe kleinen Bruches

7 auslifst und fiir den Cosinus das 1ste Glied der entsprechenden Reihe

nimmt.
Es ist also l—f ds —fdx (1 + 3
(i} l——a(i-f—,r: (t’) und daraus \/[Qa(l—a)]

(Poisson und Navier haben hier, wohl nur in Polge eines Rechnungs-
fehlers, in beiden Formeln statt den Ziffer 2 jene 4.)

Anmerkung 2. Ist der Stab 4B (Fig. 75) an seinem untern Ende B befe-
stigt, so geht sein oberer Endpunct A durch die Belastung @ aus der
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Verticalen B Z heraus und man findet fiic die entsprechende Curve A M B,
wenn wieder ihre Linge AMB= 1, AP=x, PM=y und BD =23 is|,
da sich im Gange der Entwicklung in Nr. 121 bis zur Gleichung (2), die
auch hier noch gilt, dadurch nichts dndert, ebenfalls wieder:

g 0
y=23S8in (z\/]]')'
Da aber fir £ =/ (wenn man nidmlich wieder fiir geringe Biegungen
AMB—=AD sezt) y=23 seyn muls, so folgt aus dieser Gleichung

0
Sin (z \/Z") =1 also, wenn man fir 7z die kleinste Zahl nimmt,

0
~, woraus sofort

welche dieser Bedingung Gentige leistet, l\/z, =3

T 2
— alea 7
0=(3;)
folgt. Wird &/ statt 7 gesetat, so geht dieser Ausdruck, wie es seyn soll,
in den obigen (5) uber.

Torsionsfestigheit.
(. 272.)

123. Es sey € 0=1 die Lange des an dem Ende D E (Fig. 76)
unveriinderlich befestigten prismatischen Korpers und € F = R die Lange
des am andern, freien Ende senkrecht auf der Achse € O stehenden
Hebelarmes, an welchen die Kraft P normal wirkt und dadurch in Folge
der entstehenden Verdrehung der Fasern, den Durchmesser 4 B in die
Lage A‘B’, jenen ab in die Lage o’ b’ u.s. w. bringt, jenen D E des
letzien, am befestigten Ende befindlichen Querschnilte aber unverriickt
lifst, wodurch also die an der Oberfliche liegende Faser D a A die Lage
D o' A’ annimmt.

Setzt man den Drehungswinkel im ersten Querschnitt (vom freien
Ende aus gezihlt) 4 C A' = i, jenen im Querschnitt a d b d’ dessen Ab-
stand 0 ¢ =a seyn mag aca' =i, so ist der Natur der Sache nach
# <i, so zwar, dafs der Winkel # dem Abstande & proportional oder

iti=aw:l, also ¢#=- i ist. Lalst man = in & —-n Ubergehen,
l

wobei 7 jede beliebige auch noch so kleine Grofse bezeichnen kann, und
denkt sich in dieser Entfernung von @ ebenfalls einen Querschnilt (immer
normal auf die Achse O €), in welchem der entsprechende Drehungs-

winkel =4/ seyn soll; so hat man eben so /= 8

i, folglich ist
die Differenz ¢/ — i’ = Il—l e
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Bezeichnet man nun in irgend einem Querschnitt @ d b d (Fig. 77),
welcher von dem befestigten Ende um a2 absteht, den Winkel ac M
des an irgend cinen Punct M der Umfangscurve gezogenen Radiusvector
¢ M durcha, nimmt auf ¢ M in der Entfernung ¢ m = einen Punct m
und léfst sowohl a um da als auch ¥ um du zunchmen; so erhilt man
ein Flichenelement dieses Querschnitles mn'=wd . du, dessen Tor-
sionswidersland sich nunmehr leicht ausdriicken lafst. Bezeichnet nimlich
p den Torsionswiderstand auf die Flichencinheit bezogen und zwar in
den Abstand = 1 von der Achse O €, und beriicksichtiget man, dafs
zwei Elemenle, welche in zwei aufeinander folgenden Querschnitten des
Prisma vor der Torsion einander gegeniiber standen, sich dann um eine
Grofse verschoben haben, welche 1stens dem Abstand dieser Elemente
von der Achse, und 2tens der Differenz der betreffenden Drehungswinkel
@ und 4 proporlional ist; so lifst sich der Torsionswiderstand des

n m
genannten Elementes durch p.uda du.u.; i="2"u? ida du, oder

wenn man den unbestimmten constanten Faclor pn =N setzt, wo NV
ein von der Nalur und Beschaffenheit des Korpers abhangiger Erfahrungs-

coeffizient ist, durchj—l\z'uzda du ausdriicken, dessen statisches Moment

sofort = %u3idu du ist.

Da endlich das stalische Moment des Widerstandes in irgend einem
Querschnitle, dem statischen Momente der Kraft P gleich seyn muls, so
hat man, wenn noch w=/(a) die Polargleichung der Umfangs-
curve a M d’ (Fig. 77)ist, sofort:

/(@)

e J“duj'usdu———— fa* da

1 24. Ist der Querschnitt ein Kreis vom Halbmesser r, so ist

i ‘21:4 Nt g
f(a) ="w=n!; "folglich PR=, d‘x——412zr 5 1s

PR— Live ; rt (Vergl. §. 272, GL 1.)

Will man den Torsionswinkel ¢ in Gradmals ausgedriickt in diese
Formel bringen, so mufs man i= 1%)0 i® setzen, dadurch erhélt man
auch, wenn man zugleich das statische Moment P R = M selzt:

N=art

‘ M= e ol N0 ]
T 360°7



127

bezeichnel man das statische Moment der Kraft, welches einen cylin-
drischen Stab vom Querschnilt =1 Qudratzoll und der Linge = 1 Zoll
um 360 Grad zu drehen vermag, durch M’, so ist nach dieser lelzten

1 .
Formel wegen 72z =1, also r*=—, /=1 und i°=2360° sofort
™

M'— N, wodurch also die Bedeutung der unbeslimmten Grofse N
gegeben ist.
Aus der vorigen Gleichung (2) erhélt man fiir den Torsions-
winkel den Ausdruck:
M 3608
e AL
(a) e —j\'.l.rTr:;.

Anmerkung. Man nemnt die obige Grofse &, deren Bedeutung wir eben
kennen gelernt haben, auch den Mod ul der Elasticitat der Mate-
rialien zur Berechnung der Torsion von prismatischen oder cylindrischen
Stiben und ist mit dem in §.272 sogenannten Torsionscoefficienten w gleich-
bedeutend. Nach der Theorie und der Voraussetzung von vollkommen
homogenen Korpern, steht dieser Modul mit jenem 4/ der Elasticilit (§. 252)
in einem solchen Zusammenhange, dals N =3/ ist.

Auch ist, wie man sieht, & das stutische Moment der Kraft, welche
den cylindrischen Schaft von 1 Quadratzoll Querschnitt und 1 Zoll Linge,
um 360° zu drehen vermag.

£25. Ist der Querschnitt ein Quadrat von der Seile D E=a
(Fig.78), so selze man fiir den Radiusvector CM =u, WoReM— o

und A M=z ; dann ist uzbi_ = f(a«) und man muls fir das
a

Dreieck A C'D das obige Integral (1) von « =E bis a ==g nehmen

da man jedoch dadurch auf den Bruch $ kommt, so kann man, da die
beiden Dreiecke 4 €D und F €D einander vollkommen gleich sind,

dieses Integral auch von a =0 bis a:;—r nehmen, fiir welche Werthe

néimlich beziehungsweise # = 0 und =, wird. Diefs vorausgesetzt,

hat man fiir den ganzen Querschnitt des Qudrates, da er aus 8 solchen
Dreiecken wie A CD besteht, nach der obigen Formel (1):

5
Ni L dz
2R — 8 &
4/ \,‘Z’ Cos* a

da Sin 2 Sii
oder da fcbgf e A4 -+ £ (Comp. §.820), folglich:

vs‘a 3 (os*a | 3Cosa



©
=
il s seat sislony
W P

und innerhalb dieser Grenzen z— ¢ ist, auch:
2
2Ni 4 fa\* 4
R -—ae = e isal3 =3N-a
; 3(2) d. i PR=1IN:a
(Vergleiche §. 272, Gleich, 3.
- Nach dem Vorgange in der vorigen Nr. wird auch:

4

=iy ﬁ e ¢° und daraus der Torsionswinkel
M 180°
=6 —¢ l—ﬁ 5
Nana

B26. Ist der Querschnitt ein Rechteck von den Seiten @ und
b, so findet Cauchy nach einer weitliufigen Entwicklung (Ewercices
de mathématiques 4° année. pag. 59):

¢ 00 :
PR yivusi f oder nach dem vorigen Yorgange
8, / a2+0g 9 g g g
1 g 2 nal bt

, woraus der Torsionswinkel

30 80S k. 48
i°—3 /E ! 18L)0szf
N ® a0

Anmerkung. Da man den Modul & nur wieder durch eigene Versuche

unabhingig von jenen fiir den Modul der Elasticitit in Nr. 118 u. s. w.

bestimmen muls, so hat man, wenn hier #= PR fortwihrend das stat.

Moment der Kraft P bezeichnet und die Torsion nicht iiber die Elasticitits-
grenze ausgedehnt wird, aus den vorigen Formeln :

Bei einem kreisformigen Querschnitt vom Halbmesser 7:

folgt.

¢ 360°
N=M. it ’_ZI)—
Bei einem quadratischen Querschnitt von der Seite a:
st
N=6M. gl Gyee

Bei einem rechteckigen Querschnilt von den Seiten @ und 6:
] a’*+b* 180°
? G —_ ——
N 3L ity

B2%. Um endlich auch noch den durch Torsion erzeugien
Bruch zu behandeln, sey T der Torsionswiderstand der Flicheneinheit
im Augenblicke des Bruches oder als die Fasern zerreifsen, so wie v
der grofste Werth des Radiusvectors w in der Querschnitlsfliche des

Prisma; so ist s T der Torsionswiderstand im Augenblicke des Bruches
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fiir die Flicheneinheit jener Puncte des Querschnittes, welche von der
Achse desPrisma um die Grofse u abstehen, und daher mit Beibehaltung

2
der Bezeichnung in Nr. 123, auch T :}i dadu der Widerstand eines

Elementes des Querschnities, so wie fiir das Gleichgewicht

(
PR"“-f jJ3du__ /‘(u) d(l

s0, dals man also, wie die Vergleichung mit der Formel (1) in
Nr. 123 zeigt, in den in Nr. 124 weiter gefundenen Ausdriicken
. 7 Ni .
nur (@) . . S stalt 23 selzen darf, um fiir das betreffende Prisma
das Moment des Torsionswiderstandes im Augenblicke des Bruches zu
erhalten.
So ist also, wenn der Querschnilt ein Kreis vom Halbmesser r

oder Durchmesser & ist, dieses Widerstandsmoment gegen den Bruch,
wegen o —r:

PR-IE e o Boqianis B gigs
2 16

Fiir einen quadratischen Querschniu von der Seite @, wegen

a
R —— =) PR— 1 T —

2 \/ \/2

Fiir einen rechteckigen Querschnitt von den Seiten @ und &

bz
findet Navier : PR=1 &
Vv (a* 4 0%

Anmerkung. Wie man sicht, hat die Lénge des Prisma auf den Widerstand
gegen den Bruch durch Torsion keinen Einflufs und diese influirt nur in
so ferne, als je grofser diese ist, auch der Torsionswinkel , welcher dem
Bruche entspricht, um so grofser seyn mufs.

128. Da die Transmissionswellen und Drehungsachsen hiiufig
nur auf Torsion in Anspruch genommen werden, so wollen wir ihre
Stéirke hier noch niher untersuchen.

Ist P dieKraft in Pfunden, welche auf die Welle drehend einwirkt,
R der Hebelarm in Zollen, an welchem die Kraft P angebracht ist,
d der Durchmesser der Welle ebenfalls in Zollen, und ¢ der Torsxons-
winkel in Gradmals; so ist nach der vorigen Nr.

PR=7,7Ta* und daraus d3=£ PR

wobei der Werth des Coeffizienten 7' aus der Tabelle des Comp. auf

S. 610 zu nehmen ist. Fir gulseiserne Wellen ist aber nach dieser
Burg’s Mechanik, Suppl. 9
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Tabelle T=387170 und far Schmiedeisen 55750. Sollen nun diese
Wellen, wenn sie blofs durch Menschenkrifte in Bewegung gesetzt,
nur elwa mit - in Anspruch genommen werden, wenn das Materiale
Guflseisen ist; so hat man aus der vorigen Gleichung, wegen
T=1860 sofort:

(@) d='l4\3/PR.

Léfst man dieselbe Formel zugleich auch fir schmiedeiserne
Wellen gelten, so wiirden diese beildufig nur mit 55 ihrer Torsionsfestig-
keit in Anspruch genommen.

Es ist ferner nach der Relation (@)in Nr. i 24 der Torsionswinkel

. : R
in Graden, d. i. = 161; l. 360‘
N n'd

da® d"
C14)° — 002744
und N =4956000 fiir Guls- und N =7434000 fiir Schmiedeisen
(Compend. S. 610).

oder wegen iR — (aus der vorigen Gleich.)

I

=}
[~

N BESUR™S

fir Gulseisen i

©°

3

Schmiedeisen =%

”» 3

=

wobei Z die Linge der Welle, ebenfalls in Zollen ausgedriickt, bezeichnet.

Da man ferner bei Wellen, welche nicht durch Menschenkrilfte,
sondern durch andere Motoren bewegt werden, von der Torsionsfestig-
keit einen noch kleineren Bruchtheil in Anspruch nimmt; so construirt
man bei solider Ausfiithrung die eisernen Wellen nach der Formel (wobei
wieder R in Zollen zu nehmen ist):

3
® .. d=166\/PR

oder wenn die Welle N' Pferdekrifte zu iibertragen hat und per Mioute
n Umdrehungen macht, wegen
Vi3
PE )
i1
auch nahe genug :

: 360 <430 N
T

n

n
Ea'P=430 N, woraus PR= folgt ,

ol dzef/ﬁ—f*)

10 . Hi : :
dabei sind diese Wellen mit —— oder mit % in Anspruch genommern,
33'6 50

je nachdem das Maleriale Gufs- oder Schmiedeisen isk

3 /N
*) Nach der Regel von Buchanan wird (vergl. §. 274) d= 54 \/1—" :
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Der Torsionswinlzel ist in diesen beiden Féllen bezichungsweise:

o
o

QI
@
®

X

Anmerkung Wird eine Welle nicht blofs auf Torsion, sondern zugleich
auf Biegung in Anspruch genommen, so berechnet man wohl auch
den Wellendurchmesser zuerst nach der vorigen Formel (¢) blofs fir die
Torsion, und bringt dann eine ringférmige oder eine Verstirkung durch
4 Lingennerven an, welche fiir sich allein im Stande ist, der Biegung
gehorigen Widerstand zu leisten.

Ist nédmlich # das Elasticititsmoment, welchem der betreffende Quer-
schnitt der Welle (indem z. B. an dieser Stelle cin Rad aufgekeilt wird) aus-
gesetzt ist, 2 die auf 1 Qudratzoll bezogene grofste Spannung, welche
bei der Biegung in diesem Querschnitte vorkommt, und £ der den Dimen-
sionen desselben entsprechende Ausdruck; so ist (Nv. 114, Anmerk. 2)
M=Pl=mE, folglich, wenn dic Verstirkung ringférmig seyn
soll, in welchem Falle daher ein hohler Cylinder zu bestimmen, dessen
innerer Durchmesser @ ist, und dufserer = 2 seyn soll, wegen (Nr. 107)

1! T
E= 320 (D‘ a*) =—: 3—2(03—-11') wenn man nimlich, was dabei
d
erlaubt ist, d® statt 77 setat, sofort:
H— 322 (D°— %, daraus folgt aber
8 32M
o 3 G
=\ [d i

wobei man & frither aus der obigen Relation (¢) bestimmt hat.
Eben so erhiilt man fiir eine Verstirkung durch4 Lingennerven,

wegen (Nr.107) E= % (lzs—d“) auch

M—- = (h —d®) und daraus
6M A
entweder = \/[d“ =3 ]
6Mll
oder = n—da

je nachdem man, wenn 3 angenommen wird, % sucht, oder wenn A

angenommen wird, & bestimmen will.

Was endlich die Stirke der Wellen-Kupplungen betrifft, so ist,
wenn @ den Durchmesser des Zapfens oder Halses der gelricbenen Welle
und @ jenen des Kopfes bezeichnet, nach Nr. 127 das Widerstandsmoment
eines Cylinders gegen das Abwinden vom Durchmesser d sofort wnld
und vom Durchmesser d: &7 7d®. Nun muls theorelisch genommen

i5enld’=5nTd® seyn,
aus welcher Relation sofort:
g™
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d=dy2=1236d
folgt, welcher Werth auch mit der Erfahrung gut iibereinstimmt, wenn
man d aus der obigen Formel (¢) bestimmt, d. i.
SoalY
a=6V'>
setzt.
Die iiber den Kopf der Welle zu schiebende Hiilse, welche in zweifacher
Weise, einmal durch den Kopf der Welle selbst, und dann noch durch den
eingetriebenen Keil in Anspruch genommen wird, erhilt, wenn man die

best ausgefiihrten Kupplungen (wobei das Materiale Gulseisen ist) dabei
zum Muster nimmt, nach Redfenbacher’s Angaben folgende Dimensionen:

Metalldicke der Kupplungshiilse &=13+3d
Aufserer Durchmesser ,, - D=1+4+192d
Linge 5 29 l=27-1+194
Breite des Keils 5 = b='90

Dicke ” ” ” ” = % b.

Die zur Ausdehnung, Zusammendriickung,
Biegung und Drehung prismatischer Korper
nothige Arbeit oder Wirkungsgrofse der
hierzu nothigen Kraft.

129. Ist/ die Linge, a der Querschniit und V das Volumen
eines prismatischen Stabes, welcher durch die von Null an allméhlig
zunehmende Kraft P der Lénge nach ausgedehnt wird; so hal man,
wenn M den Modul der Elasticitit und e die jedem Werthe von P ent-
sprechende Ausdehnung bezeichnet, nach §. 252 e= g

Trigt man die Werthe von P auf AB (Fig.79) als Abscissen,
und die entsprechenden Werthe von e als rechtwinkelige Ordinaten auf,
50 liegen ihre Endpuncte M in einer geraden Linie, so, dafs wenn
BC=¢' die grofste Ordinate, d. h. die Ausdehnung des Prisma im
Augenblick des Zerreifsens bezeichnet, A B sofort die Kraft P vorstellt,

2 .
welche das Abreifsen bewirkt; dann ist aber D= die absolute

Festigkeit dieses Stabes und e/=7—;ﬁ[—l.

Da nun die Wirkung W oder Arbeit dieser Kraft durch die Fliiche
des Dreieckes A B C ausgedriickt wird, so hat man:

W=14B.BC=}Pe=1P21=}

P
A a

m
=l
>

a4 W':%% v Pfandzoll,
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wenn man den Zoll zur Lingeneinheit und das Pfund zur Gewichtseinheit
nimmt.

Ist dasPrisma an cinem Ende eingemauert und bringt die allméhlig
bis zum Bruche des Korpers wachsende Krafl P, am freien Ende ange-
bracht, die Biegung 6 hervor; so ist wieder die Arbeitsgrofse oder Wir-
kung wie vorhin W=Z1P .

3
Nun ist aber Nr. 1 18, Gleich. (¢) ¢= %% , folglich:

28

W — _éPEf,, oder wegen Pl=m'E (Nr. 10'9) und E‘=MhE

(Nr. 11 6, Gleich. ), wo M den Elasticititsmodul, % den Abstand der
neutralen Schichte von der am slirkslen ausgedehnten Faser und m’ die
auf 1 Quadralzoll bezogene stirkste Spannung, welche in dem Stabe
vorkommt (d. i. den Brechungscoeffizienlen) bezeichnet, auch:
g e
O R TR
wobei E die vom Querschnitt des Prisma abhéngigen in Nr. 1@'7 ange-
gebenen Werthe hat.

Ist der Querschnilt ein Rechteck von den Seiten & und £, so ist,
es mag b oder & vertical stehen (im erstern Fall ist fiir 4, 1 b, im letztern
1h in der vorigen Formel zu setzen), wegen V=2b/! sofort:

=

Ist der Querschnitt ein Kreis vom Halbmesser », so ist, wegen
h=aund V=n2x1l:

Fiir einen elliptischen Stab ist (in jeder Lage) wegen h=a
oder b, wenn diels die Halbachsen sind, und V=ab=!:
mll
W_E‘—— V.
Fiir ein dreiseitiges Prisma, dieKante mag oben oder unten
liegen (wegen h=2hoder 1hund V=3bh): =L & /. 1
m/l

W=

Anmerkung. Man iiberzeugt sich leicht, dafs dieselben Ausdriicke auch
fir jenen Fall gelten, in welchem die Prismen an heiden Enden frei auf-
liegen und in der Mitte oder einem sonstigen, zwischen den Stiitzen lie-
genden Punct durch die Kraft P abgebrochen werden.
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1 30. Endlich hat man bei der Torsionsfestigkeit fiir einen
Cylinder vom Halbmesser » und der Linge 7, also V =72z nach
Nr. 124: PR:%anzr’* und Nr. 827, Relat. (3) §= %’

Nun ist aber hier die Arbeits- oder Wirkungsgrofse W =1 P R,
daher, wenn man substituirt auch :

2 il ¢
W=%Nﬂ;r4 = %N]—V;rznl dyr,
2
wearly
/\/
Fir quadratische und rechteckige Stibe findet man eben
so einfach : W=%]TV V.

131. Schlulfsbemerkung. Wie aus dem Ausdrucke in
Nr. 129, welcher sowohl fiir die Ausdehnung als Zusammen-
driickung gilt, hervor geht, ist die Arbeit, welche erforderlich ist,
um das Prisma bis zum Abreifsen auszudehnen, proportional, Istens
dem Quadrat der absoluten Festigkeit, 2tens dem Volumen und 3lens
umgekehrt dem Modul der Elasticitit. Bei gleichen Volumen héingt daher
die Widerstandsfihigkeit verschiedener Malerialien von dem Quolienten

mE e .
Fe fiir dieselben Materialien aber yom Volumen ab.

Aus derselben Nr folgt, dals die Widerstandsfahigkeit gegen die
Wirlung zum Biegen der Prismen von verschiedenen Materialien und

/2

einerlei Volumen dem Quotienten ”:; , wo m’ den Brechungscoeffi-
p
zienten bezeichnet , und bei einerlei Materiale , wieder dem Volumen pro-
portional sey,
Endlich folgt aus Nr. 1 3@, dals die Widerstandsfihiglkeit der

Prismen (von einfacher Form) gegen die Arbeit oder Wirkung, welche
zum Abwinden dersclben angewendet wird, bei gleichem Volumen

2

; ik 3 7 3
und verschiedenen Materialien dem Quotienten 5o wo T den Torsions-

widerstand der Flacheneinheit, im Augenblicke als die Fasern zerreifsen,
und N den Modul der Elasticitiit zur Berechnung der Torsion (oder den
specifischen Torsionswiderstand) bezeichnen, dagegen bei einerlei Mate-
riale und verschiedenen Volumen, dem Volumen, ohne Riicksicht auf
die einzelnen Dimensionen, proportional ist.

So stellt sich z. B. nach der auf S. 610 befindlichen Tabelle des Comp.,
in welcher die von Prof, F. Redfenbacher in seinen ,Resultaten fix den
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Maschmenbau® zusammengestellten Zahlenwerthe zum Grunde gelogt wur-
den, die Widerstandsfihigkeit des Gulscisens gegen die Wirkungsgrofse
zum Abreifsen, Abbrechen und Abdrehen bezichungsweise wie 12'4 bis
91:112: 279 heraus, so dafs dieser letztere Widerstand wenigstens 13 Mal
so grofs als der erstere ist.

e 1 78

Die hier bezeichneten Quotienten uoom und IT’ sind fir den Ma-

schinenbau deshalb von grofser Wichtigkeit, weil sie zugleich die Wider-
standsfihigkeit der verschiedenen Maschinentheile gegen die Einwirkung
von lebendigen Kriften angeben.

m2

Vi
Soll, um z. B. einen Gebrauch der Formel W= L1— ¥ (Nr. 130) zu
i)

zeigen, eine Transmissionswelle ein Schwungrad erbalten, dessen Schwung-
ring die Masse @ und die Geschwindigkeit v, folglich die lebendige Kraft
0v*

Q—g— hat, so mufs, damit die Welle diese lebendige Kraft in sich aufneh-

men kann ohne zu brechen

v L
Can >2y 4

also fir das Volumen der Welle

iy gy
> ngv seyn.
2

¥
Nimmt man fiir v die betreffende Zahl aus der erwihnten Tabelle,

so mufls man, da dabei der Zoll als Lingeneinheit zum Grunde liegt, auch
die Geschwindigkeit » in Zollen ausdriicken und g = 31 >< 12 = 372 Zoll
setzen.

(Mehreres sehe man in Redtenbacher’s ,Resultate fir den Maschinenban.“)

Dicke der Gefalfswinde.
(5 215)

132. Ist AB—2r (Fig 80) der lichte Durchmesser einer
cylindrischen Rohre von der Linge ¢ und einer im Vergleich zu »
sehr diinnen Wand 5, so wie ¢ der auf die Flicheneinheit bezogene
radiale Druck auf die innere Wand ; so nehme man als einfachste Hypo-
these an, dafs diese Rohre endlich nach dem Durchmesser 4 B in zwei
Theile zerrissen werde. Diels vorausgeselzt, zerlege man zur Bestimmung
der Krifte, welche diese Trennung bewirken, die auf irgend einen Punct
M des innern Umfanges eines Querschnitles nach dem Radius € M, wel-
cher mit 4B den Winkel A C M = « bilden mag, wirkende Kraft ¢ in
zwei aufeinander senkrechte Seitenkrifte », p‘, wovon die ersiere
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senkrecht auf A B, die lelztere daher damit parallel ist; so hat man
p=¢ Sina und p’ = ¢ Cosa. Lilst man « um da zunehmen, so ist der
auf den unendlich schmalen, parallel mit der Achse laufenden Streifen,
dessen Fliche =—¢,d« ist, senkrecht gegen A B ausgeiibte Druck
={rda.qSina, folglich der gesammle Druck auf die halbe inncre

T
Cylinderfliche =rl¢/f Sinada=2rlg, gerade so grofs, als ob die

0
Kraft senkrecht auf die diametrale Ebene des innern Cylinders, als Pro-
jection der hohlen Cylinderfliche, auf diese Ebene wirksam wiire.

Eben so grofs ist auch der in derselben Richtung , senkrecht gegen
A B auf die zweile Hilfle AN B der Cylinderfliiche wirksame, dem vori-
 gen entgegengesetzte Druck, welcher mit dem erstern zusammen die
Trennung oder das Zerreifsen bewirkt,

Was die parallel mit A B wirksamen Kriifle p’ betrifft, so heben
sich diese wieder in den zwei Halbeylindern, welche durch einen auf AB
senkrechten Durchmesser, oder einer durch diesen und die Achse geleg-
ten Ebene gelrennt werden , gegenseitig auf und haben auf das Zerreifsen
des Cylinders nach der angenommenen Richtung keinen Einflufs.

Ist nun s die absolute Festigkeit des Materiales, woraus der hohle
Cylinder oder die Rohre besteht, so hat man, da durch die augenommene
Trennung die Fliiche 2 7o abgerissen werden mufs, fir das Gleichgewicht
die Relation 275.m — 2 rig .. (o) und daraus die Wanddicke,
bei welcher die Rohre eben noch zerreifst :

s="2 (1)
m
(Vergleiche §. 276, Gleich. i)
Anmerkung. Um dio Rohre nach einem Querschnitt senkrecht auf

: rq e
die Achse abzureifsen, darf blofs § = 2 S0 Auch ist ein Langen-

vifs nach einer andern als der diametralen Ebene unter einerlei Umstéinden
deshalb nicht méglich, weil diese Ebenen Kleiner als die Diametrale sind.
also die Projection des Druckes in demselben Verhiltnifs Kleiner ist.

133. Ist AC=B = (Fig. 81) der innere Halbmesser einer
hohlen Kugel und nimmt man , mit Beibehaltung aller iibrigen Be-
zeichnungen der vorigen Nr., an, dafs die Kugel nach der diametralen
Ebene AD B E abreifst oder in zwei Halbkugeln getrennt wird; so hat
man fir die auf einen dem Winkel « entsprechenden Parallellreis senk-
Techt gegen diese Ebene AD BE gerichteten Seitenkrifte auf die Flachen-
einheit bezogen, den Ausdruck ¢ Sina, folglich ist der auf die unendlich
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schmale Zone 2 y =. 7 da, welche entsteht, wenn man durch den Punct s,
wofiir Mm = da einen zweiten Parallelkreis legt, nach der Richtung senk-
recht auf A D B E ausgeiible Druck =2 y =7 da.qg Sina =2r 7 ¢ y Sina da
oder wegen y =P M=r Cosa auch =271*z ¢ Sina Cosa do. Es ist
daher der gesammle auf die Halbkugel 4 D B E F' senkrecht gegen die

T

genannte Ebene A D B E ausgeiible Druck =2 riw ,,f'sm  Cosua da,
0

oder wegen fSin a Cosada= % Sin?q’y auch '=72 T2 % =1r%nq,

d. h. gerade so grofs, als ob der Druck ¢ scnkrecht gegen die Projection
der halben Kugelflache, d. i. der Kreisfliche A D B E Statt fande.

Da nun nach der angenommenen Hypothese ein Streifen oder eine
Fliche 2 z & abgerissen wird, so muls 27 zdm=7r*rz¢, also
rq

1
—
=

(2>
seyn.

13 4. Istdie Gefalswand bedeutend dicker, so ist die Spannung
an der dufsern Umfangsschichte des hohlen Cylinders nicht mehr, wie
vorhin stillschweigend vorausgesetzt wurde, jener der innern Wand gleich,
sondern kleiner als diese. Um die Rechnung fiir diesen Fall durchzufiihren,
sey Ca =7 derinnere, und € A = R (Fig. 82) der aufsere Halbmesser
des hohlen Cylinders von der Linge 7. Nimmt man CP =z und
Cp=a -+ dz und zieht mit diesen Halbmessern die concentrischen Kreise,
50 bildet der dadurch entstehende unendlich schmale Ring den Querschnitt
eines hohlen Cylinders vom Halbmesser 2z und der Wanddicke da, auf
welche die obige Relation («) (Nr. 13®) d. i. md==rg¢ mit aller
Strenge anwendbar und sofort:

(@) 2 mide=—qlz
ist, wo ' die absolute Festigkeit fiir diesen unendlich diinnen Cylinder
und ¢’ den Druck auf die innere Fliche per Fliacheneinheit bezeichnet.

Delnt sich nun » durch den Druck auf die innere Wand um 4r,
und , weil sich dieser Druck durch das Aufeinanderwirken der concentri-
schen Ringe oder Schichten nach aufsen zu foripflanzt, & und 4 aus,
so mufs, da das zwischen @ und P liegende Kreishand nach der Aus-
dehnung dieselbe Breite a2 —» wie vor der Ausdehnung behélt (so wie
diefs auch bei einem geraden Stab der Fall ist, welcher seiner Lange
nach innerhalb der Elasticititsgrenze ausgedehnt wird) sofort :

@—rD = [+ 4dx)?— @+ 4% =
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oder, wenn man die 2le Potenz von <z und < auslafst,
AL
Az A n)
seyn.

Ist ferner m die auf die Flicheneinheit bezogene, auf die innere,
dem Halbmesser » entsprechende Cylinderwand Slatt findende Spannung
und =’ jene, welche dem Halbmesser 2 entspricht; so hat man, wenn
man Kiirze halber 2 7z =2 und 2 2 =~ = A* selzt, nach der Relation (1)
in §. 252) fiir die Ausdehnung der betreffenden concentrischen unendlich
diinnen Schichlen :

szm—)\ und ,J,V:m—)‘
M oM
wobei M den Modul der Elasticitiit bezeichnel; also auch:

Al adk ,
)\—: 5 =T TN
Nach der Ausdehnung ist A + 42 =2 (r -+ 2r) = und
}V—}— J/\’:2(.1,'~"—~_/.'L')7r fO]glth IN=2zxdr und 41 =2 dx,

Al 2nAr Apr A\ I AT (NG
Odt‘l‘: e _ — Uﬂd —_—— = —
A 2rx r A Qi o
Die Vergleichung dieser Quotienten mit den vorigen in () gibt daher
At
TN == =
(o x
oder mit Riicksicht auf die Relation (n) auch:
Annar -
mim'= — i —r =p¥ir?
r @
7.2
woraus sofort m’ = — m folgt.
o

Setzt man nun diesen Werth fiiv s/ in die obige Gleichung (a),
i r*m e .
50 erhilt man F i dei— g/ w =g s WelldlliRem==, dale— gawitd,

R
Der ersle Theil gibt, wegen d i—f = % __1—12 — %{;rl = ES; , wenn
wieder & die Dicke der Gefilswand bezeichnet, sofort:
b) ! Ry
) o AT, d. i b=
welcher Ausdruck jenem (1) in Nr. # 32 bis auf den cinzigen Umstand
gleich ist, dals R stalt » vorkommt.
Um auch hier wieder den innern Halbmesser » in die Formel zu
bringen, hat man wegen R=1r - 6 sofort m 6 =1r¢ -} ¢ o und daraus:

rq
D= e ]
Ao (€))
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Auf gleiche Weise findet man auch fiir die hohle Kugel:
L iy

m—q

Anmerkung 1. Wie aus diesen Formeln (3) und (4) hervorgeht , so muls
¢, d. i. der innere Druck auf 1 Quadratzoll Fliche , immer kleiner als die
absolute Festigkeit 72 seyn, weil sonst & unendlich oder negativ wiirde, zum
Beweis, dafs das Gefiils bei gar keiner moglichen Wanddicke dem innern
Drucke widerstehen kann, Nimmt man z. B. die absolute Festigkeit des
Gufseisens mit 15000 Pf. in Rechnung und gestattet, weil man in den
obigen Formeln fiir 72 immer einen aliquoten Theil der absoluten Pestigkeit
selzen mufs, dafs z. B. bei einer hydraulischen Presse der Prelscylinder
mit seiner halben Festigkeit in Anspruch genommen werden darf, setzt
also 7m =152 — 7500 und wie es fir solehe Prefscylinder iiblich ist,
8 =73 so erhilt man aus der Formel (3) fiir den grolsten Druck ¢, welcher

i ==

1|~

m
im Prefscylinder noch Statt finden darf: 72 —¢ = ¢, di.g= a = 3750 Pf.

12000

auf den Quadratzoll, d. i. einen Druck von 294 Atmosphiren. Firm = 33
wiirde ¢ = 235 Almosphiren betragen diirfen, u, s. w. fort.

Anmerkung 2. Setzt man in der Formel (1) Nr. 182 nach der Bemerkung
in§.277, r=21d und ¢= 12757, so wie m = 12750 (als beildufig der
4te Theil der absoluten Festigkeit des Schmiedeisens); so erhilt man mit
Hinzufiigung der additionellen Stirke ‘114 fiir die Wanddicke der Rohren
aus Eisenblech , die dort angegebene Formel :

e="0005nd -+ 114,

Geht man von dieser Formel auf die Blechdicke cylinderischer
Dampfkessel iiber und nimmt die absolute Dampfspannung im Kessel
mit 7, also die wirksame (da 1 Atmosphire durch den Gegendruck auf-
gehoben wird) mit 2— 1 Atmosph. in Rechnung, so wie die vorige Zahl
m, wegen der Abweichung des Kessels von der genauen Cylinderform, ferner
weil derselbe nicht aus einem einzigen Stiick besteht, dem Feuer ausgeselzt

12750
ist u. s. w., nur mit dem 3‘6ten Theil, selzt ndmlich 7 = 36 =3542 ;

so erhilt man die in §. 502 fiir die Blechdicke solcher Dampfkessel ange-
fihrte Formel :
e="'0018(n—1) D + '114

in Zollen, wobei auch der Kesseldurchmesser 2 in W. Zollen auszudriicken ist.

Da man bei Niederdruck - Kesseln auch ebene Seitenwinde hat, so
sey, um dafiir die Blechdicke wenigstens nach einer geniherten Hypothese
zu bestimmen, Z die Linge, & die Breite und e die Dicke einer rechtecki -
gen Platle, welche an ihren vier Seitenkanlen befestigt ist. Der auf die
Flicheneinheit Statt findende Druck sey wieder = ¢, also der Druck auf
die ganzePlatte = 6/ ¢ ; die beiden schmaleren Seiten & sollen dadurch den
Druck P und die beiden lingern Z jenen @ zu erleiden haben.

Diefs vorausgesetzt hat man fiir die Biegung oder den Pfeil ¢ nach

Nr. 120, Gleich. (2):
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5 B 5 00°
T8 4827 8 ABE
, dals also PZ* = @ * und wegen P+ Q0 = biq sofort:
lb'q bl'q
=_—b‘+ls A= 5 +l’ ist.

Soll die Platte in der Mitte der Linge nach (parallel mit der Dimension 2)
zerreifsen oder brechen, so mufs (§.257, Anmerk. 1, oder in der auf
S. 101 angezogenen Abhandlung — Jahrb. des polyl. Inst. Bd XX. — §.72)
0b0="¢mie*, und wenn diese in der halben Linge / parallel mit der
Dimension & brechen soll, Pl=**mbe*, oder wenn man fir @ und P
die vorigen Werthe setzt und abkiirzt, beziehungsweise :

Sabilq 30%0%¢
— go:{'—;?} und me* T +l’ seyn.

Aus der erstern dieser beiden Relationen (welche einen grofsern Werth
von ¢ fordert) erhilt man fiir die gesuchte Blechdicke dieser Tafel oder Platte:

\/ 3lg »*0°
¥V (8 mb® l“)

Setzt man z. B. ¢ =3><12'75=6'38, {=20 = 4’= 48" und fiir
Eisenblech wicder nur 7 = 3540 ; so wird :

3 6388
L = 1
e= \/[8 T ] V1153 = '34 Zoll

oder 4 Linien fiir die Dicke jener Bleche, welche unmittelbar dem Feuer
ausgesetzt sind, wihrend die tbrigen etwas schwacher gehalten werden
konnen.

Eine weitere Ausfiihrung der Stirke der Kesselwénde, so wie auch der
Feuerrohren folgt in Nr. 272 u. f,

me*



