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€CosaZ(P)—RCosa=0, CosPE(P)— RCo8b=0, und
CosyE(P) —RCosc = 0,
woraus zuerst R = = (P) und @ =2, b'= 8, ¢ = y folgt,
und, wenn z’, y’, 2’ die Coordinaten irgend eines Puncles dieser Resul-
tirenden R sind . ferner:
Cos 2 [S(Py) —y* = (P)] = Cos 3 [ (P2) — o' 2(P)]
(05 2 [ (P3)—-2' = (P)] = Cusy [E(Pz)—z' = (P)]
Cos . [2(P2) — 3 Z(P)] = Cosy [Z(Py)—y' = (P)]
welchen letztern 3 Gleichungen offenbar fiir
3(Rz) ; =(Py) ; Z(P2%)

BB tod 1B, 1y 2CE)
Geniige geleistet wird, und welches sofort (Nr. 17, Relat. 3) die Coordi-
naten des Mittelpunktes der parallelen Krifte sind.

Auf gleiche Weise hiitte man schon in dem allgemeinen, durch die Re-
lationen (s) gegebenen Falle die Resultirende hestimmen konnen, wenn
kein Gleichgewicht vorausgesetzt worden wire.

T =

Schwerpunct der Liniemn.
(. 44)

22. Soll allgemein fiir irgend eine Curve im Raume B B (Fig. 10)
der Schwerpunkt bestimmt werden, so beziehe man diese auf ¢in recht-
winkeliges Coordinatensystem AX, AY, AZ, bezeichne die Coordi-
naten irgend eines Puncles M dieser Curve mit @, y, ¥ (AP = «,
AQ=y, AR = %), seize die Linge des variablen Bogens B M — 8,
so wie die des ganzen Bogens BB’ = [; so slellt ¥ds das diesem
Puncte M entsprechende Curvenelement und da man dieses (nach der in
§. 44 gemachten Vorausselzung) gleich unmittelbar stalt dem Gewichte
des materiellen Punctes =, y, % setzen kann, sds das Moment dieses
Gewichtes auf die Ebene der & y bezogen vor. Bezeichnet man ferner die
Werlthe von s auf die Endpunkte B, B’ des Bogens BB’ — 7 bezogen,

S
bezichungsweise mit s,, s,; so stellt das beslimmle Integral f zds

0
die algebraische Summe der Momente = (P %) in den Relationen (1) von
1'7. vor, wobei P unendlich klein ist und stalt d s steht. Eben so sind

s

die Integrale I

wichte auf die Ebenen z und y % bezogen, so, dafs e ceni Rl —=7,
die genannten Relationen (1) in B'¢. zur Bestimmung des Schwerpunctes
@, y, % (dort Mitlelpunct der parallelen Krifte genannt) einer krum-
men Linie im Raume, hier in folgende tibergehen :

fy dsund [z ds die Summe der Momente dieser Ge-

0 S0

Q*



k.

xz:f.'z-ds, yz:f},ds, zz:f":.ds. D
sg so So
wobei noch (Relat. 2 in 2%9.) = f ' (m) 1ist.

Anmerkung. Um in diesen Formeln nach der Variablen s integriren zu kon -
nen, in welchem Ialle die Grenzwerthe s,, s, unmittelbar gelten, muls
man £, ¥, % als Functionen von s darstellen. Man mufs dagegen diese
Grenzwerthe in die entsprechenden z,, ,, ¥y, ¥, %, %, verwandeln,
wenn man fir ds den bekammten Werth / (dz*+ dy* + d2*) setzt und
nach &, ¥, = inlegrirt. Welcher Vorgang von beiden der einfachere ist,
hiingt von Umsliinden ab, und es lassen sich hieriiber gar keine bestimm-
ten Regeln angeben.

23. Ist, um das Verfahren auf ein einfaches Beispiel anzuwenden,
die gegebene Linie eine g erade Linie von der Linge B B* = I, be-
zeichnet man die Wi nkd, welche diese Gerade mit den Achsen der @, ¥, =
bildet, beziehungsweise durch a, (3, 7 und die Coordinaten des Anfangs-
punctes B mit @, b, c; so sind jene irgend eines andern Puncles M
dieser Geraden: @ — a—-s Cosa, y==0b-+s Cos3, x=c-sCosy-
Substituirt man diese Werthe in die vorigen Gleichungen (I) und fuhrt
die ganz einfachen Integralionen innerhalb der Grenzen von s = 0 bis
s = ¢ aus; so erhilt man, wenn man auch gleich mit Z durchaus divi-
dirt: X =a +11Cosa, Y=10-F L1 CospB, Z=c | 3! Cosy,
woraus sofort folgt, dafs der Schwerpunct dieser geraden Linie (wie es
ohnehin bekannt) in threm Halbirungspuncte liegt.

Weniger einfach gelangt man zu diesem Resultate durch die zweite vor-
hin erwihnte Methode, nach welcher man die Gleichungen der Geraden

BB (i x=az+ 2, y=>03+ 3. Comp. S. 360) aufstellen, daraus

ol b dz dy ?
die Differentialquoticnten —— 5 —— entwickeln und in die Gleichung d s =

dz’ dz
dy? ALy ;
v @z + dp* + ds?) = ds\v/[ 1 —I— P + 1a3 ) S0 wie wieder die-
sen Werth in die obigen Relationen (1) substituiren und dann nach s inner-
halb der Grenzen z’, z“, y’, y*, %', &' integriren mufs, wenn ', ¥, 2’
und 2%, y*, & die Coordinaten der Endpuncle B, B’ dieser Geraden be-
zeichnen, Auf diesem Wege erhiilt man, mit Beriicksichtigung der Relation
l= [(@ —z)*+ (' —y)* + (3 —2)"] (Comp. S. 356) sofort
)."= s@+a), Y=L W +y), Z=14 (3 + %), welches bekannt-
lich die Coordinaten des Halbirungspunk tes dieser Geraden B8’ sind.

24. Fir cine ebene Curve filll, wenn man die Ebene, in
welcher sie liegt, zur Ebcene der @y nimmt, von den 3 Relationen (I)



=

n 22, die drilte in = weg. Aulserdem [illl von diesen Relationen auch
noch die zweite, nimlich die in y weg, wenn man einen Durchmesser
der Schwere (§. 43) zur Abscissenachse nimmt.

25. Soll z. B. der Schwerpunkt eines Kreisbogens B A B
(Fig. 11), dessen Mitlelpunct € ist, gefunden werden, so ziehe man an
den Halbirungspunct A des Bogens den Halbmesser €' A und nehme die-
sen, weil er eine Linie der Schwere ist (indem der Bogen B A B/ durch
CA in zwei gleiche symmelrische Theile getheilt wird) zur Abscissen-
achse, so wie den Punct C' zum Anfang der rechtwinkeligen Coordinaten.
Setzt man ferner den Halbmesser CA = », Schne B B’ = a, Bogen
BAB' =1, W. ACB= W. ACB'=: und endlich fiir einen beliebi-
gen Punct M des Kreisbogens, Bog. AM =3, CP =a, PM =y
und W. ACM = «; so ist wegen a = ;, sofort @ = » Cosg und
nach der ersten der Relationen (I) in Nr. 22.
4

sl AN
Xl:f r CosS ds (= 2 rCos®ds) = 2 r2Sin >
— r o 7 99

il

/ I'4
- =27 Sin —, auch

oder wegen @ — 27 Sin i = 27 Sin

=

X I = ra, woraus auch ?/:a =1r: X oder X — 7%- - (D)
folgt, wobei, wenn O den gesuchten Schwerpunct bezeichnet, sofort
X = CO0 ist.

Schwerpunct ebener KFlichen.
(§. 47.)

26. Um den Schwerpunct der von der Abscissenachse A X,
(Fig. 12), den beiden Ordinaten BN, BN’ und dem entsprechenden
Bogen der Curve A D eingeschlossenen ebenen Fliche B N* zu bestim-
men, ziehe man zu den Abscissen AP — x und Ap = x 4 dz die
rechlwinkeligen Ordinaten P M= y und p m =y - dy, sclze A B— a',
AB = x", Fliche B N'= F, alsoFliche Pm = dF, und bemerke,
dafs der Abstand des Schwerpunctes o des Flichenclementes Pm, wel-
ches als ein Rechteck anzusehen ist, von der Achse A X gleich L y ist;
s0 erhill man mit (1) und (m) in 22, fir den gegenwirtigen Fall die
analogen Gleichungen :

XF:qu o dB. . Y E _—_J‘ Ly di und B :fxdlf“ (1)

x



