Erster Abschnitt.
Statik

Zusammensetzung und Zeriegung der Krifte.
@. 14,

l.“firken zuerst zwei Krifte P und Q auf einen Punct A
(Fig. 1) unler einem rechten Winkel nach den Richtungen A B und
AC, und nimmt man an, dals ihve Mittelkraft N, welche nothwendig
mit den beiden erslern in derselben Ebene liegen mufs, die Richlung

AD hat, wofiir W. BAD = =z, folgch W. CAD .—=§ —r=z

seyn soll; so zeigt eine ganz einfache Betrachtung, dafs jede der bei-
den Seitenkrifte P und 0 auf irgend eine Weise von ihrer Mittelkraft ¢
und dem entsprechenden Winkel » oder 2’ abhangen muls, so dafs,
wenn F irgend ein Functionszeichen vorstellt, sofort P = F (9, a)
und eben 50 @ = F (R, 2 gesetzl werden kann. Da sich jedoch das
Geselz der Abhiingigkeit zwischen P, R, @ offenbar nichi éndern darf,
wie grofs oder klein man auch die beliebig zu wahlende oder zum Grunde
zu legende Kriifteeinheit (ob man das Loth, Pfund u. s. w. zur Einheit
nimmt) annehmen mag, so folgt als nihere Bestimmung der Form:
P=Re@ ..U) md 0 = Re@) .. @),
wobei ¢ ein zwar noch unbestimmtes, jedoch in beiden Relationen D)
und (2) einerlei Bedeutung habendes Funclionszeiclen ist.
Unter dieser Form bleibt die Abhéingigkeit jeder Seitenkraft von der Mittelkraft
und dem eingeschlossenen Winkel in der That ungedndert , wie sich auch

die Krifteeinheit dndern mag, d.h die Relationen (1) und (2) bleiben die-
selben, wenn man auch diese Einheit 7 Mal grofser oder kleiner nimmt,

0. N
2’ n’ n
c;der nP, nQ, nR ibergehen, wodurch in diesen Relationen der Factor

weil in diesen beiden Fillen P, Qund R beziehungsweise in

» oder 7 wieder wegféllt

Burg's Mechanik, Suppl. 1
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2. Zieht man durch den Punct A unler cinem beliehigen Winkel
% wit AD die Gerade 4 ¢ und darauf perpendikulir jene EF, selzt

W. EAB=—y, wodurchW. F 4 C= «-—z/__c/ und s = ———(z-—}-l

wird, und zerlegt die Kraft P in zwei nach den (ebenlalls wieder einen
rechten Winkel einschliefsenden) Richtungen A G und A E wirkende
Seitenkriifte p und p', so wie dic Kraft @ in ¢ und ¢’ nach den Rich-
tungen A G und A F; so hat man nach dem néamlichen Geselze, wel-
ches durch die vorigen Relationen (1) und (2) ausgedriickt ist, wegen
W. BAG = y' und W. CAG = y, soforl:

p =Py, p= Po(y)y

¢ = 0%y ¢=0¢0 |
wobei ¢ durchaus dieselbe Bedeutung wie in den Relationen (1) und
(2) hat.

(3)

73

3. Lilst man AG mit AD zusammenfallen, wodurch = = o
T™ i3 . -
b 57 58 .0 und y' = coallalli wird, so erhalt man

ams diesen Relationen (8), wenn unter einem die aus (1) und (2) folgenden

Werthe fiir ¢ (&) und ¢ (x*), d. i —m}; und geselzt werden :

" : PO 3 PO
B = Role) = . CamrrQpitd gy
P? ; 0?

Nun wirken aber von den vier Kréften p, ¢, p, ¢, welche jene
beiden P und Q ersetzen und mit diesen also auch dieselbe Resultirende
R besilzen miissen, die beiden erstern nach einerlei Richtung A G
oder AD, und die letziern nach gerad entgegengeselzien
Richtungen AE und A I, so, dals sich diese letzleren, weil sie , wie
die vorigen Relationen oder Werthe von p’ und ¢' zeigen, gleich grofs
sind, aufheben und die Summe p - ¢ sofort die Resullirende & bil-
det, wodurch

_ivBinamen@hat sbeni fynidl, agee 2
Si_m—}-m oder R = P* 4 0% .. (D

wird. Es kann daher die aus den beiden Seitenkriiften P und Q her-
vorgehende Millelkraft 9t ihrer Gr(se nach durch die Diagonale A D
des Rechleckes B € vorgeslellt werden, in welchen die Sciten A B und
A C den Kriften P und Q proporlional abgeschnitten sind oder gera-
dezu diese Krifte vorstellen.
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4. Um ferner auch die Richtun g dieser Mitlelkraft % zu bestim-
men, welche, wie bereits bemerkt, in der Ebene der Seitenkrifte liegen muls,
so gehen wir auf die aus der Zerlegung von P und Q erhalienen vier Seiten-
krifte p, ¢, p’, ¢’ zuriick, wovon die beiden erstern die nach A G wirkende
Mittelkraft p - ¢ und die beiden leizlern, je nachdem p’ oder ¢ die
grofsere ist, die nach A E oder A F wirksame Mittelkraft p/ — ¢¢
oder ¢ — p’ geben, so, dals wenn man (was ganz gleichgiltig ist)
den ersten dieser beiden Fille annimm!, auf den Punct A dic zwei Krifte
p -+ ¢ und p* — 4’ nach den auf einander perpendikuléren Richlungen
AG und AE wirken, wetche sofort mit den urspringlichen heiden
Kraften P und Q die nimliche Resultiende & besilzen miissen, und,
wie wir vorliufig angenommen haben, in die Richtung 4 D fallen soll.

Nun folgt aber wieder nach den ersten Relalionen (1) oder (2):

V' —g =Re(@+p wd p4g=R¢@),
oder wenn man fir p, ¢, p, ¢’ die Werthe aus den vorigen Gleichun-
gen (3), dabei die Werthe von P und @ aus (1) und (2) substituirl, fer-
ner Kiirze halber ¢ (z) = ¢ (90° -- @) = ¢/(2) und eben so
¢YI=900°—p =1¢'(p, ? ®=5[90°— (@] =¢'(@+y)
selzt und dann durchaus mit dem Factor R abkiirzt, auch:

@+ =¢@e@® — ¢@eQ - . @

$@+ P =¢@YP+ e @ ... 6

3. Nun mufs fiir jeden reellen Werth von @ der Quotient _Tf <2

und > P seyn. Denn kionnte erstens f S0 0 b 1 < 8 seyn,
so miifste eben so P < Rz, also P -+ 0 S R (x4, nimlich
P+0 % f folglich P* 4 0* - 2PQ S % :, oder wegen
r* 1 0% = .‘)iz (1 in 3.) auch

=) n N IRlOWIE ()
2P0 = R (Z-—’ l) oder W = n — 1,
2RO

s Pre > 1'46 . . Stalt finden, was jedoch nicht méglich ist,

indem bekanntlich fiir was immer fir zwei reelle Grofsen P und 0 stels

P24 02 2PQ, also = 1 seyn mufs,

A

T g
a ; 0= ; o

Konnte aber zweitens - <P, di 02 Pe seyn, so miifste

auf gleiche Weise auch P Z Q& oder, wenn man zusammen mulli-
1 *



&
plicirt, PQ S PQaza', d.i. ' 5 1 .. (a) seyn. Da nun aber
s

die Summe der beiden Grofsen x, z‘ constant, d.i. & -4 @

ist, so wird, wie hekannt, ihr Product am grofsten fir ' = @, also

hier fir @ = @' = -, so, dals dieses grofste Product sofort
4 2 bl t-]
2
o= 11-_6 — +61 ist, womit die vorige Relation («) im Widerspruche

steht, diese daher ebenfalls nicht bestehen kann.

Da also der genannte Quotient ;:7 slets zwischen den Grenzen R

und P liegt, diese Grenzen aber einander um so niiher riicken, je klei-
ner o wird und diese endlich fir & = 0 (wofiir auch @ = 0 wird)
zusammenfallen und dann P = % ist, so wird dafiir auch dieser Quo-

(o

tient Q = R, oder wegen Q = R¢'(x) solorl £ = 1 und

aus dcr Relation (1) ebenfalls fir « = 0, ¢ (z,) = l, d. h. die ge-
suchle Function  mufs die Eigenschaft besilzen , dafs sowohl ¢ (a) als
@
B0 e

San?is x
auch der Quotient b i ilal fir @ = o gleich 1 wird, so
o

wie auch uberdiels aus der vorigen Relation @ = R/ (), wegen
0 — 0, noch.¢’ (@, =0 folgt

Diese Eigenschaften, verbunden mit den Relalionen (4) und (5)
geben (Burg’s Lehrbuch der hohern Mathemalik. Bd. L S 329
¢ (x) = Cosx, folglich o' (x) = Sinx, so, dals also dadurch die
Natur und Bedeuiung des oben angenommenen Functionszeichens ¢ voll-
kommen bestimmt ist und sonach die Seitenkrifte P und @ nach den obi-
gen Relationen (1) und (2) durch

P=RCosx und Q0 = R Cosz' = R Sinx

ausgedriickt werden, oder die in &, erwilhnte Diagonale A D des
Rechteckes B €' zugleich auch die Richtung der Resultirenden &
darstellt *).

G. Zevlegt man also irgend cine Kraft & in zwel
auf einander senkrecht wirkende Seitenkréifte P und
0, so ist jede derselben gleich dem Producte aus der

") Wir haben diese Art der Entwicklung und Beweisfithrung zum ersten Male
im XIX, Bde der Jahrbiicher des k k. pulyt. Institules bekaunt gemacht.
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Mittelkraft in den Cosinus des eingeschlossenen
Winkels.

Schneidet man auf den Richtungen AN, AM der beiden gegebe-
nen Kriftle P und Q die Sticke AB, A C diesen Krélten proportional
ab, conslruirt aus diesen Punclen B, C das Rechteck B C und zieht
darin die Diagonale 4D, so stellt diese die Resullirende 9t sowohl der
Grofse als Lage nach vor.

7. Schliefsen die Richtungen der Krifle P, Q0 keinenrechten,
sondern einen beliebigen Winkel B A C (Fig. 2) ein, so schneide
man zur Beslimmung ihrer Mitlelkraft darauf die Sticke A B und 4 C
diesen Kréften proportional ab, ergénze aus diesen Puncten B, C' das
Parallelogramm A BD C, ziehe die Diagonale A D, darauf perpendi-
kulir die Geraden FAE, CG und B H, so wie noch mit dieser Dia-
gonaie parallel die Geraden C'F und B E; so erhilt man dadurch die
beiden Rechlecke F G und E H, in welchen, wie man sogleich sieht,
AE=AF ... m) und AG=HD ... (n) ist. Da man sich
aber zufolge des vorigen Salzes in Nr. @ die Kraft P in die zwei auf ¢in-
ander senkrecht wirkende Scitenkrifte A E und A H, so wie die Kraft
0 in die beiden Seitenkrifte 4 F und A G zerlegt denken kann, wo-
durch stalt der beiden Kréfle P und @ die vier gleich geltenden, dieselbe
Resultirende 3 besiizenden Krifte 4 E, AF, A G, A H entstehen, und
da sich davon die beiden erstern als gleich und entgegengeselzl wirkend
aufheben, dagegen die beiden letztern nach einerlei, undzwarnach der
Richtung AD wirken, deren Miltelkraft daher —= A H - A G oder we-
gen AG = HD auch = AH -+ HD = AD ist; so stellt diese
Diagonale AD zugleich auch die Resultirende R aus
den beiden Kriften P und Q vor. 1

Bestimmung dey Mittelkraft oder der Seiten-
krafie durch Rechnung.

8. Schliefsen die Richtungen der auf den Punct 4 (Fig. 2) wir-
kenden beiden Krifte P und Q den Winkel ¢ AB = « ein, und be-
zeichnet man den Winkel B A D, welchen die Seitenkraft P mit der Re-
sultirenden 9 bildet, durch ¢; so hat man ganz einfach durch die Auf-
losung des Dreieckes A B D, in welchem AB =P, BD =0, AD =%,
Winkel DAB=¢, W. ADB—=a—9¢ und W. ABD—180°—«
ist, nach bekannten Regeln :
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__ RSin(z--9)

Gl = \/(P'2 + 021 2P0Cosq), (2) P = .
R Sin ¢ P+ 0Cosa
I AL iy SO e TR o
@) 0 S @ s — o 4
ol el g g8 2 r oo s,
(3) Cos(a—g¢) = und (6) Tangy = Frdie 1

Alle diese Formeln lassen sich auch auf die bekannte Weise (Burg's
Compend. der hohern Mathem. Cap. IV.; dessen ,,Sammlung trigonom.
Formeln. S. 41; oder dessen Handbuch der geradlinigen und sphiri-
schen Trigonometrie) fir die Anwendung der Logarithmen einrichten.

9. Fiir den besondern Fail, als die Seilenkrifte einen rechten
Winkel einschliefsen, gehen diese Formeln, wegen « = 90°, in die
folgenden einfachern tber :

() R =\/(P*4 0%, (2 P=RCose, 3) 0= RSiny
und (4) -Tang X = g,

was sofort auch mit den in 3. und 5. entwickellen Relationen uber-
einslimmt.

Beispiel Wirken auf einen Punct 4 (Fig 2) die zwe! Krifte P = 48 34
und @ = 2652 Pfund unter einem Winkel von o = 99°, 24/, 13"; so
erhiilt man nach den Formeln (1) und (6) in 8. R = 55°62Pf. und

= 40°, 22/, 266, wodurch sofort die Grofse und Lage der Mittel-
kraft gegeben ist.

Gleichgewichtsbedingungen fiir drei auf einen
Punct wirkende., in einerliei Ebene liegende
Krifte.

(§ 16. Anmerkung.)

1®. Wirken auf den freibeweglichen Punct A (Fig. 8) nach den
durch die Pfeile angedeuteten Richtungen die in einerlei Ebene liegenden
Krifte P, P,, P,, und sollen diese unter sich im Gleichgewichte sle-
hen; so muls nothwendig die Resullirende aus irgend zwei dieser Krifle,
z. B. jene von P, und P, mit der dritten Kraft P, im Gleichgewichte,
dieser also’ gleich und gerade enigegengeselzt seyn, es muls niimlich,
wenn die Geraden AB, AC, AD diese drei Kriilte darstellen, die
Diagonale A E des Parallelogrammes BC mit AD gleich grofs seyn
und in der Verlingerung der Geraden D A liegen.

Bezeichnet man nun die gegebenen Winkel C AB, BAD, CAD
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beziehungsweise durch P, P,, P, Py, P,P;; so hat man aus dem
Dreiecke A BE, wegen AB=P, , BE=P, und AE=AD=P,
sofort :

P :P,:P,=SinAEB:SinBAE: Sin ABE,
oder auch (da zwei Nebenwinkel einerlei Sinus haben):

- G N\

P, :P,: P, — SinP, P, : SinP P, : SinP, P,,
wornach also jede Kraft dem Sinus des Winkels der
beiden abrigen Krafte proportional ist.

Bestimmung der Resultirenden aus einer be=

liebigen Anzahl von Kriften, welche auf einen

frei beweglichen Punct wirken und in ein und
derselben Ebene liegen.

(. 16)

% 1. Wirken auf denPunct A (Fig. 4) dieKrafte P, P,, P,, P; ...
nach den angedeuteten Richtungen in einerlei Ebene, so lege man zur
Bestimmung ihrer Resultirenden in derselben Ebene durch den Punct A
ein beliebiges rechtwinkeliges Achsensyslem X X‘, Y Y’, bezeichne
die als bekannt anzusehenden oder gegebenen Winkel, welche die Krifte
P, P, ... mit der Achse der & bilden, der Reihe nach und nach ei-
nerlei Richtung (von den positiven @ gegen die positive y) gezihlt, durch
s ag + -« und zerlege endlich die Kraft P in zwei (auf einander
senkrechle) Seitenkrifte p, ¢, wovon die erstere nach A X, die lelztere
nach AY wirkt, eben so P, in zwei Krifte p,, ¢, nach A X’ und
AY, die Kraft P, in p, und ¢, nach AX’und AY’ u. s. w., $0 hat
man nach Nr. 3: p = PCosa, ¢ = PSina, p, = P, Cosa,
¢, =P, Sino,, p,=P, Coso,, g, =P, Sina,.s.W.,wobei die Krilte
p posiliv oder negativ ausfailen, d. h. von A gegen X oder von 4 gegen X’
hin wirken, je nachdem der entsprechende Winkel a im 1ten oder 4ten, oder
im 2len oder 3ten Quadranten liegt; eben so fallen die nach der Achse
Y Y* wirksamen Seitenkrifte ¢ positiv oder negaliv aus, wirken némlich
von A gegen Y oder von A gegen Y’, je nachdem der betreffende Win-
kel o im 1ten oder 2ten, oder im 3len oder 4ten Quadranten liegt.

{l, a

1 2. Bezeichnet man die algebraische Summe der Krifte p, d. i.
die Resullirende aus allen auf der Achse der & wirksamen Seilenkréfte
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durch P’ und eben so die Resultirende aus allen nach der Achse der y
wirkenden Seitenkrifte ¢ durch Q’; so wird
P=p+p+tprpt...od0=g+q +¢&+... 41

(1) P =PCosa -+ P, Cosa, + ... = Z(PCosa)

2) Q' = PSina 4 P, Sina, 4 ...= =(PSina),
wobei sich die richtigen Zeichen der cinzeluen Glieder je nach den Wer-
then der Winkel «, «, . . . von selbst ergeben. Dadurch fallen die Kriifte
P’ und Q' posiliv oder negaliv aus, wodurch dann auch die Richtung
bekannt ist, nach welcher diese beiden Kriifte (ob von A gegen X oder
X', oder von A gegen Y oder Y*) wirksam sind.

Legt man den Fall zum Grunde, in welchem P’ und Q’ posiliv
ausfallen, diese Krifte also nach 4 X und AY wirken, folglich ihre
Resullirende in den 1ten Quadranten X 4 Y fillt (fir — P/, 4 07 [illt
diese in den 2len, fiir — P/, — ’ in den 3len, so wie fix - P/, — Q"
in den 4ten Quadranten), bezeichnet die Grofse dieser Resultirenden mit
R, so wie ihren Neigungswinkel mit der Achse der @ durch ¢; so er-
hilt man nach den Relationen in 9. :

/

3 R=\/Ap>2 4+ 0 und (4) Tangyp = ﬁ/

Beispiel. Wirken z. B. auf den Punct A vier Krifte, P = 12, P, = 40,
P, = 15 und P, = 10, unter den Winkeln mit der Achse XX von
a=30°12/, a, = 112°25’16%, a, = 234°48’ 24" und a, —SA0EMD (Bl
so findet man nach den vorigen Relationen (1) und (2) :

P =10"3713 —15°2564 — 86451 + 9'5214 = — 4'0088
und 0’ = 60362 4 18'4881 — 12'2582 — 30566 = -+ 9'2095,
so dafls also dic Mittelkraft aus den Seitenkriiften 7 von A gegen X, und
jene aus den Seitenkriften ¢ von A nach ¥ wirksam ist, daher die ge-
suchte Resultirende R im 2len Quadranten X* 4 ¥ liegt.

Nach den weitern Relationen (3) und (4) findet man ferner mit diesen

Werthen von 7 und 0 sofort :

R = /1008854 = 100441 und ¢ = 113° 31228

13, Bedingungen des Gleichgewichtes. Da fir das
Gleichgewicht der Krifle ihre Resultirende 9t = 0 seyn mulfs, so erhilt
man als Bedingungsgleichungen fiir diesen Fall aus der vorigen Relation
(3) sofort P’ = 0 und Q' = 0, d. i (Relat. 1 und 2)

PCosa+ P, Cosay + P, Cog.iy . =0 oder Z(P Cosa)= 0,
P Sina—- P, Sina, | P, Sin ay = ...=0 oder (P Sina)==0.
Findet das Gleichgewicht nicht Statt, so Lilst sich dieses ganz einfach
durch Hinzufiigung einer neuen Kraft, welche der Resullirenden der vor-

handenen Krafte gleich und entgegengesetzt ist, herstellen.
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Zusammensetzung von Kriftem, welche auf
einen Punct wirken, jedoch in verschiedenen
Ebenen liegen.

=179 n;

2 4. Wirken drei Krifte P, @, R-auf einen frei beweglichen Punct
A (Fig. 5) nach den wechselweise auf einander perpendikuléren
Richtungen AB, AC, AD, und schneidet man diese eben genannten
Linien den Kriften proportional ab; so stellt die Diagonale A G des
aus den Punclen B, €, D erginzien rechtwinkeligen Parallelopipe-
des die Resultivende % aus diesen Kriften vor, und zwar ist wegen
AG*= AB* - AC* 4 AD? sofort

R = /(P*+ 0* + B> . . . (),
und wenn man die Winkel, welche die Diagonale A G' mit den drei
Seilen AB, AC, AD bildet, der Reihe nach mit @, b, ¢ bezeich-
net, auch
e bg’ —{g. L@,
wobei noch uberdiefs die Relation (Burg’s Compendium §. 558):
Cos a® 4 Cosb* 4 Cosc® = 1

Stalt findet, welche als Rechnungscontrolle beniilzt werden kann.

Cosa = —, Cosb Cosc—

B~

B5. Wirken die Krifie, deren Anzahl iberhaupt beliehig seyn
kann, unter schiefen Winkeln auf den freien Punct A (Fig.'6), so0
lege man durch diesen Angriffspunct drei Coordinatenachsen A i, UANY,
AZ rechtwinkelig auf einander und bezeichne die Winkel, welche die
Kraft P mit diesen genannten Achsen bildet, der Reihe nach mit «, /2,
75 eben so jene der Kraft P, wit a;, (3,, y,, jene der Kraft P, mit
@y [y 75 W s. W., zerlege ferner die Kraft P in drei auf einander
senkrechte und zwar nach den Richtungen A X, AY, AZ wirkende
Secitenkrafte p, ¢, r, eben so P, in p, ¢, r,, die Kraft P, in die
Seitenkrifte p,, ¢,, 7, U.s. w.; so erhilt man nach den Relationen
(2) der vorigen Nummer :

p= PCosa, q=PCos?, r = PCosy
und eben so
py = Py Cosa,, g, = P, Cosfp,, 1, = B Cosy
u. s. w. fort,

Durch diese Zerlegung erhiilt man aber anstalt der urspriinglichen

Krifte P, P,, P, .. . drei Gruppen von Kriften, welche nach den
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auf einander perpendikulér stehenden Achsen X X', ¥V und ZZ' auf
den Punct A wirken, so dafs, wenn man ihre Resultirenden beziehungs-
weise durch P/, Q'y R’ bezeichnet, sofort
m P=ptp+rnt+.,0=0F+0a+0+ >
R=r-+4r +r,+.. wird
Bezeichnet man aber die Resultirende aus den urspriinglichen Kraf-
ten P, P,, P, . . ., welche zugleich auch jene dieser drei Krifte P’,
0', R, ist, mit R, und die Winkel, welche ihre Richtung mit den
drei Achsen X X', Y Y/, ZZ bildet, durch a, 6, c; so hal man un-
miltelbar nach 1 4. (Relat. 1 und 2)
R=,/(P?+ 0%+ R und
Cogiay— ;;’ Cosb = g;, Gosic — Ig‘i’
wodurch die Grofse und Lage der Resultirenden gegeben ist.
Substituirt man fir P, @/, R’ und darin ir p, ¢, r . . . die
vorigen Werthe, so wird:
P’ = PCosa + P, Cosay 4 .. .= = (P Cos a),
Q' = PCosp3 + P, Cosf3y 4 . . . =(P Cos.2),
R = PCosy + P, Cosy, 4 ...= = (P Cosy).
Anmerkung 1. Fir das Gleichgewicht der angenommenen Kréfte miissen
die drei Gleichungen P = 0, ¢’ = 0, B’ = 0 bestehen. Wire z. B.

I

- 0
blofs R’ =0, so wiire nach der vorhergehenden Relation (os¢ = o = 0

R
oder ¢ = 90°, zum Beweis, dals in diesem Falle die Resultirende in die
Ebene der Achsen XX‘, Y ¥ filit. Wire aulserdem auch ¢ = 1, so
wiirde auch noch & = 90°, zum Zeichen, dals jetzt die Resultirende 3
mit der Achse XX’ zusammenfillt.

Anmerkung 2. Ist der Angriffspunct der Krifte nicht vollkommen frei,
sondern z, B. gezwungen, auf einer gegebenen krummen Fliche oder Linie
zu bleiben, auf welcher er sich iibrigens wieder ganz frei soll bewegen
konnen, so ist es fir das Gleichgewicht nicht mehr nothwendig, dals die
Resultirende aus allen diesen Kriften gleich Null sey, sondern es reicht
hin, dafs diese auf der Fliche oder Linie normal stehe, indem sie dann
von dem Widerstande der Fliche oder Curve aufgehoben wird. Diese
Betrachtung fiibrt im erstern dieser beiden Fille zu zwei, im letztern
zu einer Bedingungsgleichung . und zwar, wenn ¥ = ¢ (% ¥ 3)= 0

die Gleichung der krummen Fliche ist; so sind diese fir den erstern
Fall :

d# dF dr dF
P’(‘_ — I — iy Vi (EractN0) YRR . Y (1 - el
dy 0 dz) = 0 und P dz) R (dz 0

und fir den letztern :
Pdz + @dy + Rds = 0.
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Allgemeine Bestimmung des Mittelpunctes
paralieler Krifte.

(. 23.)

1 6. Wirken auf ein System von belichigen, fest mit einander ver-
bundenen Puncten M, M,, M,...(Fig.7) nach parallelen, sonsl aber be-
liebigen Richtungen die Krafte P, P,, P, . .., so beziehe man, zur Be-
stimmung ihrer Resullirenden, dieses System auf irgend drei rechtwin-
kelige Coordinatenachsen A X,- AY, A Z, und bezeichne die Coordina-
ten des Angriffspunctes M durch @, y, =, jene des Punctes M, durch
Ty Yy, % Ws. w., s0 wie endlich jene des Angriffspunctes der Re-
sullirenden 9, d.i. des Miltelpuncles der parallelen Krifte durch X, Y,
Z; fille ferner aus diesen Puncten M, M, , .. auf diec Ebene der zy
die Perpendikel Mm = x, M, m, = %, , M,m, — %, u. s. w. und
ziche in der durch =% gedachten Ebene M, m durch M die Gerade
M B parallel zu mm, (als Durchschnillslinic der beiden Ebenen M, m
und 2 y). Diels vorausgesetzt, liegt der Angriffspunct N der Mittel-
kraft aus den beiden Kriften P, P,, je nachdem diese nach einerlei
oder nach entgegengeselzten Richtungen wirken (§§. 20 und 21), ent-
weder in der bestimmten Geraden MM, oder in ihrer Verlingerung;
nimmt man hier den ersten Fall an, da sich auch der letztere leicht
darauf zuriickfithren lilst, so hat man (§. 20), da diese Miltelkraft
= P -+ P, ist:

P :(P+4P)=—MN: MM, =NC: M, B
(wenn man auch noch aus N auf die Ebene der =y das in der Ebene
M, m liegende Perpendikel Nn filll), ndmlich (P + P,) NC=P, .M, B,
oder wenn man beiderseits die identische Gleichung
(P4 PO)Cn=P.Mm -+ P,.Bm,
(wegen Cn = Mm = Bm,) addirt und reducirt, auch
(P~ PO)Nn=P.Mm + P, .M;m, = Pz P, %;
es ist ndmlich, wenn man das Product aus der Kraft in das aus ihrem
Angriffspunct auf die Ebene der @ y geféllte Perpendikel Moment die-
ser Kraft in Bezug auf diese Ebene nennt, sofort das Moment der
Mittelkraft gleich der Summe der Momente der beiden
Seitenkrafte.

Ist ferner N, der Angriffspunct der Resultirenden P -~ P, 4 P,
aus dieser Mittelkraft P 4 P, und der dritten in M, wirkenden paralle-
len Kraft P,, und zieht man wieder N, n, perpendikulir auf die Ebene
@ y; so hat man eben so nach diesem Salze:
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P+ P, -+ PON,n = (P-4 P)Nn—+ P, .Mym,,
oder wenn man fiir (P -~ P,)Nn den vorigen Werth setzt:
(P+ P, + PONny =Pz + P % + P, %,
wobei diese Summen immer nur im algebraischen Sinne zu verste-
hen sind.
Fihrt man nun auf diese Weise fort, bis auch die letzte parallele
Kraft verbunden ist, so erhilt man endlich die Relation:
RZ—=Pz+ P,z + Pz +...= (P2 (&),
wobei
R=P+ P, +P, +...= (B s

1'7. Fillt man nun auch auf die beiden iibrigen coordinirten Ebe~
nen der 2 % und y = aus den oben genannten Angriffspuncten M, M, ...
die Perpendikel, so sind diese nichts anders als bezichungsweise die
Ordinaten y, y, ... und @, @, . . der Puncle M, M, ... und man
erhilt analog mit der vorigen Relation (k) eben so R Y = = (P y) und
RX = Z(Pax), so, dals man also zur Bestimmung des Miltelpuncles
der parallelen Krifte die nachstehenden Gleichungen hat :

RX = Pz + P, +...=2(Po
RY = Py +. P, A R = (W)
S Z — P S0 R e s e .E(P':.)i
und R =Pl Pl s e P St L (28
aus welchen sich fiie diesen Punct die Coordinaten ergeben :
(P ) 28y . Z(P2) o
% ckucts gpp i ¥ iSRRI TS L

und wobei die simmilichen Summen im algebraischen Sinne zu
nehmen sind.

1 8. Liegen die simmllichen Angriffspuncte M, M, . . . in ein
und derselben Ebene, und nimmt man diese zur Vereinfachung
der Rechnung als eine der drei coordinirten Ebenen, z. B. zur Ebene
der & y; so werden die sémmllichen durch %, %, , %, . . . bezeichne-
ten Ordinaten Null, und man erhilt aus der 3len der vorigen Relalio-
nen (1) RZ = 0, also, wenn R nicht Null ist (d. b. das Gleichge-
wicht nicht besteht), Z — 0, zum Beweis, dafs in diesem Falle der
Mittelpunct der parallelen Krifte in derselben Ebene der Angriffs-
puncle M, M, . . . liegl

Zur Bestimmung dieses Punctes geniigen daher (die Puncle M, M, . .
auf zwei in dieser Ebene gezogene rechlwinkelige Achsen bezogen) die
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beiden Gleichungen: RX = =(Pz) und RY = =(Py), wobei

1 9. Liegen dagegen die simmilichen Puncte M, M, . . . in einer
geraden Linie und nimmt man diese zur Achse der 2, so erhalt
man aus den beiden lelzten der Relationen (1) in B '¥. wegen

Y=l — s — 0 und 5 — & =%, .. ..— 0,
wenn das Gleichgewicht nich( Stalt hat, also % nicht Null ist (da
fir das Gleichgewicht dieser Punct X, ¥, Z ohnehin nicht besteht),
sofort Y =0, Z = 0, zum Zeichen, dals in diesem Falle (wie es
ohnehin bekannt) der Mittelpunct der parallelen Kréfte in der namli-
chen Geraden liegt.

Satz der statischen Momente.

(52520
2®. Wirken auf einen frei beweglichen Punct 4 (Fig. 8) beliebig
viele in ein und derselben Ebene liegende Krifie P, P,, P, . . . nach

den angedeuteten Richlungen, und fillt man aus irgend einem, in der-
selben Ebene liegenden Punct O aul dgie Richtungen der Krifte oder de-
ren Verlingerungen die Perpendikel 0w, Oa, . . . und bezeichnet ihre
Grofse oder Linge beziehungsweise durch p, p,, p, . . . so sind Pp,
Py p, u s w. die statischen Momente dieser Krifte in Bezie-
hung auf den Punct 0.

Nimmt man die durch diesen Punct 0 und den Angriffspunct A
gezogene Gerade X X' zur Abscissen- und die durch A darauf perpen-
dikulire Gerade ¥ ¥ zur Ordinatenachse, bezeichnet die Winkel, welche
die Kridfte P, P, . . . mit X X’ einschliefsen, wie inNr. & ¥ durch «
@y ay . . . zerlegt wieder, wie dort, jede dieser Krille in zwei
auf einander senkrechte Seitenkréfte, nimlich nach AX und A Y, und
bezeichnet gerade so wie dort die Mittelkraft aus allen nach der Achse
X X’ wirksamen Seitenkrafte mit P’, so wie jene nach ¥ ¥’ wirkenden
Krifte mit @, so, dafls also (wiein & £.) P’ = P Cosa - P, Cos a4
und @' = PSina 4 P, Sina, - ... wird; so hal man aus dieser
lelztern Relation, wenn man den beliebigen Abstand 4 0 — selzt,
wodurch

Sina =§, Sin oy =%, Sin o, =p; il

u
wird, sofort:

p» b,
o=rlyn? 40,
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oder wenn man durchaus mit « multiplicirt :
Qu = Pp + P,p, + P,p, + - .. (m.

Ist nun R die Resultirende aus diesen Kriften P, P, . . . also
auch der heiden Mittelkrafie P/, @/, und falll man auf diese Kraft eben-
falls aus O das Perpendikel 06, dessen Linge v heifsen soll; so ist
nach dem Satze (1) in §. 29 RNv=0'¢'--P'p’', oder da hier ¢'=u
und p’ = 0 ist, auch ®v = Q’w, und wenn man fir Q" u den Werth
aus der vorigen Relation (an) selzt:

Rt =Pp +P,p, +P,p, + ... (1)

Anmerkung 1. Die in dieser algebraischen Summe vorkommenden Glicder
werden positiv oder negativ, je nachdem (da man die simmtlichen Krifte
P als positiv anzusehen hat) dic Perpendikel p = # Sina, p, =uSina, . ..
positiv oder negativ ausfallen, d. h. je nachdem die enlsprechenden Win-
kel « im 1ten und 2ten oder 3ten und 4len Quadranten liegen.

Auch Jifst sich dieser Gegensatz in den Zeichen der Glieder Pp leicht

dadurch finden, dafs man sich die simmtlichen Perpendikel 2, p, . . .

im Puncte O fest mit einander verbunden, zugleich aber um diesen Punct

drehbar denkt und sich vorstellt, dals die Kvilte P, P, . . . an ihren

Endpuncten @, @, . . . wirksam sind; dann bilden die Krafte, wie hier

P und P,, welche dasSystem von O @, O, . . . nach der einen Rich-

tung drehen wollen, den Gegensalz zu jener, wi* hier P,, welche dieses

System nach der entgegengesetzten Richtung zu drehen streben. Die

Resultirende sucht das System im positiven oder negativen Sinne zu drehen,

je nachdem die algebraische Summe der Glieder Pp (wobei man will-

kiirlich die eine oder die andere Richtung als die positive annehmen kann)
positiv oder negativ ausfallt.

Anmerkung 2. Da fiir den Fall des Gleichgewichtes, wegen 3t = 0, sofort
Pp + P p, + P,p, + ... = 0 wird, so folgt, dals in diesem Falle
dic Summe der statischen Momente jener Krifte, welche das genanute
System nach einer Richtung zu drehen suchen, gleich seyn mufs der Summe
der statischen Momente der iibrigen, d. h. jener Krifte, welche das Sy-
stem nach derentgegengesetzten Richtung drehen wollen. Aulserdem
miissen auch noch, wenn O ein freier Punct ist, die beiden Bedin
gungsgleichungen (13.) P/ = 0 wnd @' = 0 bestehen.

Ist dagegen O ein fester Drehungspunct, so ist das Gleichgewicht
von der Bedingungsgleichung P/ = 0 unabhingig, d. h. diese Gleichung
braucht nicht Statt zu finden.

Anmerkung 3. Lilst man, ohne die Grofse der Perpendikel 2, 2,, 2, ...
zu dndern, die ganz willkiirliche Distanz 4 0 = % allmiilig zunehen und
setzt endlich # = OQ, so laufen zuletzt die Krifte P, P, P, . . . un-
ter einander parallel, ohne dals dadurch die obige Relation (1), in
welcher diese Grofse 2 nicht mehr vorkommt oder hinausgefallen ist, ihre
Giltigkeit verliert (§. 33),
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2 1. Die vorige Relation (1) gilt aber nicht blofs fiir den Fall, in
welchem die Krifte P, P, . . . auf einen einzigen Puncl, sondern
auch wenn diese auf verschiedene, mit den Kriften in dersel-
ben Ebene licgende, jedoch fest mit einander verbundene Puncte 4,
A, A, ... (Fig. 9) wirken. Denn sucht man zuerst zu den beiden
Kriften P und P, , welche sich in M schueiden, die Mittelkraft R, fer-
ner zu dieser und der 3len Kraft P,, welche sich in N schneiden sol-
len, die Mittelkraft B, u. s. w. fort, fillt dann aus irgend einem in der-
selben Ebene liegenden Punct 0 auf die Richtungen der Krifie P, P, . . .
R, R, . .. die Perpendikel Oa = p, Oa, =p, . .. 0b = 7,
0b, = r, . . .; so folgt nach der genannten Relation (1) der vorigen
Nummer: Rr = Pp -- P, p,, ferner eben so

Rr.=Rr 4+ P,p,=Pp—+ P p +P,p,,
und wenn man auf diese Weise forlfihrt. und die letzle Resullirende aus
allen Kréiften wieder durch 8, das aus 0 darauf gefillte Perpendikel durch
t bezeichnet, endlich wie zuvor:

Re=Pp+Pip, +Pp, + ... = Z(Pp ... (2
Anmerkung 1. Bezieht man die Angriffspuncte 4, 4, . . . auf zwei

willkiirliche in dieser Ebene gezogene rechtwinkelige Achsen, und zerlegt
Jede der gegebenen Krifte P, P, ... in zwei mit diesen Achsen paral-
lele Krifte, deren Angriffspuncte man sich in diese Achsen verlegt denken
kann; so erhdlt man genau so wie in 12., wenn man die dortige Be-
zeichnung der Winkel, welche die Krifte P, P, . . . mit der Achse X X*
bilden, beibehilt, zwei Gruppen von parallelen Kriften, von denen
die mit der Achse XX’ parallele Gruppe die Resultirende P/ = = (P Cos «)
und die mit ¥ ¥ parallele die Mittelkraft @’ = = (P Sin o) besitzt.

Soll also hier das Gleichgewicht Statt finden, so wmiissen gleichzeitig
die drei Bedingungsgleichungen bestehen :

Z(PCpsa) = 0, E(PSina) =0, Z(Pp) = 0 (J).

Auch lassen sich die in der vorigen allgemeinen Gleichung (2) vorkom-
menden Producte oder stat. Momente so ausdriicken, dafs dadurch zu-
gleich die Zeichen der Perpendikel v, p, p, . . . in die Augen fallen.

Nimmt man nidmlich zuerst nur zwei Krifte 7, P, an und bezieht diese
auf ein durch den Punct @ gehendes rechtwinkeliges Achsensystem, be-
zeichnet die Coordinaten der Angriffspuncte 4, A’ dieser Krifte bezichungs-
weise mit z, y und z,, y,, die Winkel, welche die Kriifte P, P, und
ihre Resultirende R mit der Abscissenachse bilden, mit @, «, und @; so
erhilt man fiir die aus dem Anfangspunct 0 auf die Richtungen der Krifte
P, P, R gefillten Perpendikel p, p, , 7, wie leicht zu sehen, die Aus-
driicke

»=ylosa — zxSinc, p, =y, (osa, — z, Sin a,
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und wenn X, ¥ die Coordinalen irgend eines Punctes der Resultirenden 72
sind , 7 = Ylosa — XSina.

Dadurch erhilt also die obige Gleichung Rr = Pp + P, p, die Form:
R (Y (vsa—X Sina) = P(y Cos a— z Sina) + P, (y, Cosa, —z, Sina,).

Verbindet man jelzt gerade so, wic es vorhin geschehen, diese Resulti-
rende R mit der dritten Kraft P, und setzt fir R, P, und ibrer Resulti-
renden R’ die der vorigen analoge Gleichung an, verbindet ferner B’ mit
P, u. s. w. fort, bis man auf diese Weise zur lelzten Kraft gekommen ist,
und bezeichnet die letzte Resultirende wieder mit R, die Coordinalen eines
ihrer Puncte durch X, ¥, so wie den Winkel, welchen sie mit der Abscis-
senachse bildet, durch @; so ist die der vorigen analoge Gleichung:

N (¥Cosa— XSina) = Z[P(yCosa—zxSina)] (m),
welche den Abstand ¢ angibt, in welchem die Resultante & vom An-
fangspuncte der Coordinaten durchgeht, wihrend die beiden obigen Glei-
chungen P’ = R Copsa und @' = R Sina, d. i

Msa = Z(PCosa) und RSins = Z(PSina) .. . (n),
die Grofse und Richtung derselben angeben.

Nach den vorhin aufgestellten Bedingungsgleichungen (2) folgt, dafs eine
beliebige Anzahl von in derselben Ebene liegenden Kréften im Gleichge-
wichte steht, wenn 1. die Summe der Seitenkriafte dersel-
ben nach den Richtungen zweier beliebiger in dieser
Ebene angenommenen rechtwinkeligen Achsen jede fir
sich gleich Null und 2. die Summe der statischen Mo-
mente der Krifte in Beziehung auf irgend einen in der
Ebene angenommenen Punct ebenfalls gleich Null ist.

Hitte die Ebene, in welcher die Krafte licgen, einen festen Punct, so
brauchte ihre Resultirende nicht mehr = 0 zu seyn, sondern es wiirde
fiir das Gleichgewicht hinreichen, dals diese durch den festen Punct geht.
Nimmt man diesen Punct zum Ursprung der Coordinaten, so redu-
cirt sich dic Bedingung des Gleichgewichtes auf die einzige Gleichung
E(Pp) = 0, wihrend der Werth der Resultante

R = J{:[E(PCosa)]’ + [Z(Psma)]’}

den Druck gegen diesen festen Punct angibt.
Wiren die simmtlichen Krifte parallel, so wire a==@a, =2, = ...,
folglich hitte man R Cosa = Cosa2(P), RSina = SinaZ(P) und
Nr = =(Pp), woraus sofort
Cosa = Cosa, Sina = Sine und N = E(P)

folgl; es ist also die Resultante in diesem Falle (wie hekannt) den Seiten
kriften parallel und ihrer Summe gleich.

Fiir dasGleichgewicht ist R = 0, also £(P)= 0 und = (Pp)=0.

Anmerkung 2. Wirkoonen jetzt auch auf den allgemeinen Fall iiber-
gehen und die Gleichgewichtshedingungen fiir ein System von fest mit ein-
ander verbundenen Puncten bestimmen , auf welche Krifte nach beliebi-
gen Richtungen im Raume wirken.
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Lg% seyen® ftimlichl B, Pp,« P, s .. Siiese Keaftos 5zl ngiiday) s, v,, 3,
u.s. w. die auf irgend ein rechtwinkeliges Achsensystem bezogenen Coor-
dinaten ihrer Angriffspuncte; a, B, v, a,, B,, 7, u. s. w. die Winkel,
welche die Krifte bezichungsweise mit den Achsen der #, ¥, s bilden.
Diels vorausgesetzt, zerlege man jede Kraft P in drei mit den Coordina-~
tenachsen parallele Krifte, so sind diese (Nr.15) fir die Kraft P bezie-
hungsweise P Cos o, PCos3, PCosvy; fir jene P, : P, Cosa,, P, Cosp,,
P, Cosvy, u.s. w. Man verlingere ferner die (mit der Achse der z pa-
rallele) Kraft P €ps « bis zu ihrem Durchschaitt V (Fig. 9, @) mit der Ebene
der ¥ %; so hat dieser Punct N die Coordinaten An=y und Am = 2.
Zerlegt man diese Kraft P Cos o in zwei gleiche mit ihr parallele Krifte,
welche in derselben und zwar in der durch p ¢ gehenden Ebene liegen
(wofiir Ap = Agq ist), so fillt von diesen beiden, wit der Achse der
z parallelen Krifte § P Cos o, cine in die Ebene der zy und hat von der
Achse der & den Abstand Ap= 247 =2y, und die andere in die Ebene
der zz in den Abstand Ag=2Am =23 von dieser Achse.

Zerlegt man auf gleiche Weise auch die @ibrigen mit der Achse der x
parallelen Krifte P, Cos o, . .. jede in zwei gleiche dieser Achse parallele
Krifte, so erhdlt man fiir das System der mit der Achse der z parallelen
Seitenkrifte zwei Gruppen solcher mit dieser Achse paralleler Krifte
LPCosa, +P, Cosa, . .., wovon die eine Gruppe in der Ebene der zy
in den Entfernungen beziehungsweise 2¢, 27, . . . und die zweile in der
Ebene der £ % in den Entfernungen 2 2, 22, . . . wirksam ist.

Eben so kann man das der Achse der w parallele System der Seiten-
krifte PCosB, P, CospP, . . . durch zwei Grujpen dieser Achse parallcle
Krifte ersetzen, von denen dic eine in der Ebene der x% in den Entfer-
nungen 2z, 2z, . .. und die andere Gruppe in der Ebene der y % in
den Entfernungen 2%, 2%, . . . wirksam ist,

Endlich kann man auch fiir das dritte System der mit der Achse der z
parallelen Seitenkriifte P Cosy, P, Cosvy, . . . zwei Gruppen von mit der-
selben Achse der = parallelen Krifte 3 P Cos y, 3P, Cosvy, . . . substitui-
ren, wovon die eine Gruppe in der Ebene der z 3 liegt und deren einzel-
nen Krifte die Abstinde 2z, 2z, . . ., die andere in der Ebene der 3
wirksam ist, und die Abstinde 2y, 2y, ... von dieser Achse der 2
haben.

Durch dieses Verfahren hat man aber anstatt der urspriinglichen Krifte
P, P, . . welche ganz willkiirliche Richtungen im Raume haben kdnnen,
durchaus Kriifte erhalten, welche lediglich in den 3 coordinirlen Ebenen
wirksam, und darin in je zwei, beziehungsweise mit den in diesen Ebencn
liegenden Achsen parallelen Gruppen vertheilt sind ; es ist klar, dals wenn
in jeder dieser 3 coordinirten Ebenen Gleichgewicht besteht, auch das ganze
System im Gleichgewichte seyn muls.

Nun sind aber die Bedingungen fiir das Gleichgewicht in den 3 genann-

ten Ebenen der zy, T %, yz bezichungsweise (nach den vorigen Relatio-
nen (7) und (7,), wenn man 8 = 0 setzt):

Burg's Mechanik  Suppl. 2
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LE(P Cosa) =0, 3Z(PCosE)=0, L1z (P[2yCosa—2zCosP])=0
LS (P Cosa)=0, LZ(PCosy) =0, += (P[22 Cosa — 22 Cosy]) =0
12(P(vsB) =0, +=(PCosy)=0, :Z(P[23CosB — 2y Cosy]) =0

Da jedoch diese 9 Gleichungen nur 6 verschiedene ausmachen, so
wird das angenommene freie System im Gleichgewichte seyn, wenn die
Kriifte P, P, .. folgenden 6 Bedingungsgleichungen Geniige leisten :

iE(PCosa):O, S (PCosP) =0, Z(PCosy)=0

s) < S(P[yCosea—=z Cosﬁ;l) =0

‘I = (P [z Cosa— z Cosy]) = O
VE(P[z CosP — yCosy]) = 0

Auch lifst sich leicht zeigen, dals ohne Erfillung dieser Gleichungen
das Gleichgewicht nicht bestehen kann.

Ist das System nicht frei, sondern z.B. durch einen festen Punct
gehalten, um welchen es rotiren kann; so ist es fiir das Gleichgewicht
nicht mehr nothwendig, dafs die Resultirende Null sey, sondern es gentigt,
dafls diese durch den festen Puncl geht. Nimmt man diesen Punct zum
Ursprung der Coordinaten, so bilden die 3 letzten Gleichungen der vori-
gen Relationen (s) die hier ndthigen Bedingungsgleichungen fiir das Gleich-
gewicht (weil jetzt v statt 9%t Null ist)

Wird das System durch zwei feste Puncte oder durch eine feste
Achse gehalten, so werden alle zu dieser Achse parallelen und auf diese
perpendiculiren Krifte durch ihren Widerstand aufgehoben. Nimmt man
daher diese Achse zu einer der Coordinatenachsen, z. B. fiir jene der 3,
so werden alle in der Ebene der 3 und ¥ = liegenden Krilte aufgehoben
oder vernichtet und es wird also fiir das Gleichgewicht nur néthig seyn,
dafs die Resultante der in der Ebene der ¥ wirksamen Krifte nach der
Achse der % gerichtel sey, d. h. dals sie durch den Ursprung der Coordi-
naten gehe; dadurch wird die Bedingung des Gleichgewichtes auf die ein-
zige Gleichung = (P [y Cosa— x CosB]) = 0 reducirt, so, dafs also
in diesem Falle nur die Summe der stat. Momente in Beziehung auf diese
feste Achse = 0 zu seyn braucht.

Nimmt man an, dafs die simmtlichen Krafte = unter einander paral-
el sind, so darff man nur e = ¢, = o, =..., =03 =£, = .. und
9 =7, =v,=.. setzen, um fiir das Gleichgewicht aus den Rela-
tionen (s) die Bedingungsgleichungen zu erhalten :

€osaE(P)=0, CosBZ(P)=0, CosyE(P)=0, &.i.Z(P)=0
und  Cosa 2 (Py) - CosBE(Px)=0, CosaZ(P2)— CosyZ(Px)=0
CosBE(Pz)— CosyZ(Py) =0
welchen letztern Gleichungen geniigt wird, wenn
2 (Px)=0, ZPy)=0, Z(P2)=0 ist

Findet das Gleichgewicht nicht Statt und haben die Krifte die Resul
tivende 22, welche mit den Achsen der #, ¥, % bezichungsweise die
Winkel @, &, ¢ bildet; so darf man zur Herstellung des Gleichgewichtes
offenbar zu den Kriften P, P, . . nur noch eine der £ gleiche und gerade
entgegengesetzt wirkende Kraft hinzufigen; dadurch gehen die vorigen
Bedingungsgleichungen iiber in folgende:
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€CosaZ(P)—RCosa=0, CosPE(P)— RCo8b=0, und
CosyE(P) —RCosc = 0,
woraus zuerst R = = (P) und @ =2, b'= 8, ¢ = y folgt,
und, wenn z’, y’, 2’ die Coordinaten irgend eines Puncles dieser Resul-
tirenden R sind . ferner:
Cos 2 [S(Py) —y* = (P)] = Cos 3 [ (P2) — o' 2(P)]
(05 2 [ (P3)—-2' = (P)] = Cusy [E(Pz)—z' = (P)]
Cos . [2(P2) — 3 Z(P)] = Cosy [Z(Py)—y' = (P)]
welchen letztern 3 Gleichungen offenbar fiir
3(Rz) ; =(Py) ; Z(P2%)

BB tod 1B, 1y 2CE)
Geniige geleistet wird, und welches sofort (Nr. 17, Relat. 3) die Coordi-
naten des Mittelpunktes der parallelen Krifte sind.

Auf gleiche Weise hiitte man schon in dem allgemeinen, durch die Re-
lationen (s) gegebenen Falle die Resultirende hestimmen konnen, wenn
kein Gleichgewicht vorausgesetzt worden wire.

T =

Schwerpunct der Liniemn.
(. 44)

22. Soll allgemein fiir irgend eine Curve im Raume B B (Fig. 10)
der Schwerpunkt bestimmt werden, so beziehe man diese auf ¢in recht-
winkeliges Coordinatensystem AX, AY, AZ, bezeichne die Coordi-
naten irgend eines Puncles M dieser Curve mit @, y, ¥ (AP = «,
AQ=y, AR = %), seize die Linge des variablen Bogens B M — 8,
so wie die des ganzen Bogens BB’ = [; so slellt ¥ds das diesem
Puncte M entsprechende Curvenelement und da man dieses (nach der in
§. 44 gemachten Vorausselzung) gleich unmittelbar stalt dem Gewichte
des materiellen Punctes =, y, % setzen kann, sds das Moment dieses
Gewichtes auf die Ebene der & y bezogen vor. Bezeichnet man ferner die
Werlthe von s auf die Endpunkte B, B’ des Bogens BB’ — 7 bezogen,

S
bezichungsweise mit s,, s,; so stellt das beslimmle Integral f zds

0
die algebraische Summe der Momente = (P %) in den Relationen (1) von
1'7. vor, wobei P unendlich klein ist und stalt d s steht. Eben so sind

s

die Integrale I

wichte auf die Ebenen z und y % bezogen, so, dafs e ceni Rl —=7,
die genannten Relationen (1) in B'¢. zur Bestimmung des Schwerpunctes
@, y, % (dort Mitlelpunct der parallelen Krifte genannt) einer krum-
men Linie im Raume, hier in folgende tibergehen :

fy dsund [z ds die Summe der Momente dieser Ge-

0 S0

Q*



k.

xz:f.'z-ds, yz:f},ds, zz:f":.ds. D
sg so So
wobei noch (Relat. 2 in 2%9.) = f ' (m) 1ist.

Anmerkung. Um in diesen Formeln nach der Variablen s integriren zu kon -
nen, in welchem Ialle die Grenzwerthe s,, s, unmittelbar gelten, muls
man £, ¥, % als Functionen von s darstellen. Man mufs dagegen diese
Grenzwerthe in die entsprechenden z,, ,, ¥y, ¥, %, %, verwandeln,
wenn man fir ds den bekammten Werth / (dz*+ dy* + d2*) setzt und
nach &, ¥, = inlegrirt. Welcher Vorgang von beiden der einfachere ist,
hiingt von Umsliinden ab, und es lassen sich hieriiber gar keine bestimm-
ten Regeln angeben.

23. Ist, um das Verfahren auf ein einfaches Beispiel anzuwenden,
die gegebene Linie eine g erade Linie von der Linge B B* = I, be-
zeichnet man die Wi nkd, welche diese Gerade mit den Achsen der @, ¥, =
bildet, beziehungsweise durch a, (3, 7 und die Coordinaten des Anfangs-
punctes B mit @, b, c; so sind jene irgend eines andern Puncles M
dieser Geraden: @ — a—-s Cosa, y==0b-+s Cos3, x=c-sCosy-
Substituirt man diese Werthe in die vorigen Gleichungen (I) und fuhrt
die ganz einfachen Integralionen innerhalb der Grenzen von s = 0 bis
s = ¢ aus; so erhilt man, wenn man auch gleich mit Z durchaus divi-
dirt: X =a +11Cosa, Y=10-F L1 CospB, Z=c | 3! Cosy,
woraus sofort folgt, dafs der Schwerpunct dieser geraden Linie (wie es
ohnehin bekannt) in threm Halbirungspuncte liegt.

Weniger einfach gelangt man zu diesem Resultate durch die zweite vor-
hin erwihnte Methode, nach welcher man die Gleichungen der Geraden

BB (i x=az+ 2, y=>03+ 3. Comp. S. 360) aufstellen, daraus

ol b dz dy ?
die Differentialquoticnten —— 5 —— entwickeln und in die Gleichung d s =

dz’ dz
dy? ALy ;
v @z + dp* + ds?) = ds\v/[ 1 —I— P + 1a3 ) S0 wie wieder die-
sen Werth in die obigen Relationen (1) substituiren und dann nach s inner-
halb der Grenzen z’, z“, y’, y*, %', &' integriren mufs, wenn ', ¥, 2’
und 2%, y*, & die Coordinaten der Endpuncle B, B’ dieser Geraden be-
zeichnen, Auf diesem Wege erhiilt man, mit Beriicksichtigung der Relation
l= [(@ —z)*+ (' —y)* + (3 —2)"] (Comp. S. 356) sofort
)."= s@+a), Y=L W +y), Z=14 (3 + %), welches bekannt-
lich die Coordinaten des Halbirungspunk tes dieser Geraden B8’ sind.

24. Fir cine ebene Curve filll, wenn man die Ebene, in
welcher sie liegt, zur Ebcene der @y nimmt, von den 3 Relationen (I)
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n 22, die drilte in = weg. Aulserdem [illl von diesen Relationen auch
noch die zweite, nimlich die in y weg, wenn man einen Durchmesser
der Schwere (§. 43) zur Abscissenachse nimmt.

25. Soll z. B. der Schwerpunkt eines Kreisbogens B A B
(Fig. 11), dessen Mitlelpunct € ist, gefunden werden, so ziehe man an
den Halbirungspunct A des Bogens den Halbmesser €' A und nehme die-
sen, weil er eine Linie der Schwere ist (indem der Bogen B A B/ durch
CA in zwei gleiche symmelrische Theile getheilt wird) zur Abscissen-
achse, so wie den Punct C' zum Anfang der rechtwinkeligen Coordinaten.
Setzt man ferner den Halbmesser CA = », Schne B B’ = a, Bogen
BAB' =1, W. ACB= W. ACB'=: und endlich fiir einen beliebi-
gen Punct M des Kreisbogens, Bog. AM =3, CP =a, PM =y
und W. ACM = «; so ist wegen a = ;, sofort @ = » Cosg und
nach der ersten der Relationen (I) in Nr. 22.
4

sl AN
Xl:f r CosS ds (= 2 rCos®ds) = 2 r2Sin >
— r o 7 99

il

/ I'4
- =27 Sin —, auch

oder wegen @ — 27 Sin i = 27 Sin

=

X I = ra, woraus auch ?/:a =1r: X oder X — 7%- - (D)
folgt, wobei, wenn O den gesuchten Schwerpunct bezeichnet, sofort
X = CO0 ist.

Schwerpunct ebener KFlichen.
(§. 47.)

26. Um den Schwerpunct der von der Abscissenachse A X,
(Fig. 12), den beiden Ordinaten BN, BN’ und dem entsprechenden
Bogen der Curve A D eingeschlossenen ebenen Fliche B N* zu bestim-
men, ziehe man zu den Abscissen AP — x und Ap = x 4 dz die
rechlwinkeligen Ordinaten P M= y und p m =y - dy, sclze A B— a',
AB = x", Fliche B N'= F, alsoFliche Pm = dF, und bemerke,
dafs der Abstand des Schwerpunctes o des Flichenclementes Pm, wel-
ches als ein Rechteck anzusehen ist, von der Achse A X gleich L y ist;
s0 erhill man mit (1) und (m) in 22, fir den gegenwirtigen Fall die
analogen Gleichungen :

XF:qu o dB. . Y E _—_J‘ Ly di und B :fxdlf“ (1)

x
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(weil nimlich die te Relation in % hier wegfillt), wobei y und d F als
anclionen von & auszudriicken sind, also die Gleichung der Curve A D,
nimlich y = /' (&) gegeben seyn muls.
Anmerkung. Die zweile dieser drei Gleichungen fallt wieder weg, wenn
die Achse der z zugleich eine Linie der Schwere ist.

7. Um auf diesem Wege den Schwerpunct O cines geradli-
nigen Dreieckes 4 BC (Fig. 13) zu bestimmen, lege man dessen
Spitze A in den Ursprung der rechtwinkeligen Coordmalenachsen und
dessen Basis B C parallel mit der Ordinatenachse 4 Y, halbire ferner
B C in D und ziche die Gerade A D; so ist diese Gerade (weil sie jedes
mit B C parallele Flichenelement wie Nm in zwer gleiche Theile theilt,
also durch dessen Schwerpunct geht) eine Linic der Schwere, in welcher
sofort der Schwerpunct O des Dreieckes liegt. Setzt man daher die
Abscisse dieses Puncles A E= X, ferner AP=x, Pp=dz, AF
=h, NM=y und BC=10; so ist d F =y d oder wegen y:b=

5 b

x :h, namlich y = 75 auch d F = % « dz und daher

h

b b’
e 2 v =z bh,

o L2

endlich damit nach der ersten der vorigen Relationen (ID):
h 3
bl

-;—th—_.—f /9, o e = =100,
0

woraus endlich folgt :
X =2h
Da also AZ = 2AF ist, so folgt auch (wic in §.48) 40 = 2AD.

28. Um den Schwerpunct der sogenannten parabolischen
Fliche AN Q (Fig. 14) zu finden, seyen fir einen belicbigen Punct M
der Parabel die rechlw. Ordinaten AP = x, PM =y, so ist die
Gleichung dieser Curve (Comp. §. 472) y* = p .

Ist ferner Pp = da, so ist das Flichenelement P =— 0l —

y do und die ganze Fliche AMP = F = f y do _—:f da /px

= 2 y. Nach der ersten der Relationen in (1D 26. erhaltman daher

-l‘y.X=fwyda; :fwd.:v \/p.r:\/pfa: de =
2 0 0

? \/T)-’L' = 2 2% y und daraus: X = 3,
Aus der zweilen dieser genannten Relalionen:

@i wp2
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Iaxy. Y—fz./ f])?’dl;_%pwzziwy"'
und daraus: =t
Da nun fiir die bestimmte Fléiche A Q N die Abscisse @ in 4 Q und
die Ordinale y in N Q iibergeht, so ist fir den gesuchten Schwerpunct
0 sofort die Abscisse AE = 2 4 0 und die Ordinate E 0 = § N Q.
Fiir die ganze Fliche NYA NV N liegl der Schwerpunct offenbar in Z.

Schwerpunct krummer Fliachen.
(§. 52.)

29. Um den Schwerpunct einer Rotalionsfliche zu finden, sey
N N’ (Fig. 12) der Bogen von bestimmter Lange einer ebenen Curve 4 D,
welche sich um die Abscissenachse A X umdreht und dadurch eine soge-
nannte Rotationsfliche erzeigt, deren Schwerpunct in der Umdrehungs-
achse A X liegt und sofort bestimmt werden soll.

Bezeichnet man zu diesem Ende die rechtw. Coordinaten der End-
puncte N, N’ dieses Bogens mit «‘ ' und 2 y”, so wie jene eines
beliebigen Punctes M desselben mit @, y, selzt Pp = dx, Bog. AM
= s und Mm = ds; so erzeugt dieses Bogenelement ds bei der Um-
drehung der Curve AD um die Achse 4 X die Oberfliche eines abge-
stutzten Kegels, welche (Comp. §. 863) durch dO0=2y=ds = 2=y

2
dz\/ ( 14 % ausgedrickt wird.

Die obigen Relationen (IT) in 2@. gehen daher fir den vorliegen-
den Fall in die folgenden iiber :

X/t dyZ
0X = 27rf zry do \/(l +E;,) und
S0 1y?
0—2 [ yia\/(1 +35),
in welchen Relationen man in bestimmten Fiéllen aus der Gleichung der

. d :
gegebenen Curve y = f (&) den Quolienten E%besummen, ferner dessen

Werth sammt jenen von y substituiren, und dann die Inlegrationen innerhalb
der betreffenden Grenzen ausfithren mufs, um die Abscisse X oder den
Absland A4 0 des gesuchtenSchwerpunctes O zu erhalten.

30. Ist, als einfachstes Beispiel, ¥ N eine mit der Achse 4 X
parallele Gerade in dem Abstande » und von der Lange %, also die
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Rotationsfliche die Mantelfliche eines gemecinen Cylinders vom Halb-

messer 7 und von der Liinge 7 ; so ist wegen y =17, also dy=0 sofort:
2

I h
0 = 27.-f 7 & —00 = [ unUr A B N — 27rf g d.z-=2rzr-—2‘

folglich X = 1 £, wie sich von selbst versteht.

3 8. Eine durch den Ursprung A der Coordinaten gehende Ge-
rade AB = [ (Fig. 15) erzeugt bei der erwihnten Rotation eine ge-
wohnliche Kegelfliche, wofur, wenn man die Ordinate ¢B = r

: ’ r ly T
und die Abscisse 4 €' =#h selzt, wege e P e fort
S b setzt, wegen y a, = h,soo
p i 2rn v/ W4rh b
OIZHfZ.Td.D\/(l —}—E)I——\/'h,———f.l)d.v
Qrm i b’ )
e e » =/ und damit
By 2 2y /&3
rind Xe=—=92mn ’_./I,"Zd.lj 1- L e Iﬂl' :31'7"1/&
2 2 3
ok h h 3
folglich X = 2} wird,

3 2. Ist die erzeugende Curve ein Kreishogen NN’ (Fig. 16)
vom Halbmesser €A = 7, so enlsteht durch die Umdrehung desselben
um den Durchmesser 4 A’ eine Kugelzone mit zwei Grundflichen,
und da y = \/ (2— 2? die Gleichung des Kreises ist, wenn man die
Abscissen vom Miltelpuncte €' aus zihlt, folﬂhchﬂ —— 4—:—5

il
WA ( -+ dy) ; (7;32) wird; so hat man nach den beldcn Re-

lalionen in 2 @., wegen € B = &' und C' B’ = &'’ sofort:

rdzr 3 w;i . N
T S rz T=12nx (T — 0

0=2qz| /@*—%&%
und damit
rds

2P (=) X — 2 ,«.—j z\/2—=x% m}

L Tt p?
:27'71'[-1‘(].1’:27‘:7( P
¥l ~

X

woraus endlich folgt: X =1 @+,

2

50, dals also der gesuchte Schwerpunct 0 in der halben Hohe der
Zone liegt, (§. 54.)
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Dasselbe Resultat erhiilt man offenbar auch fiir eine Zone mit einep
Grundfliche, d. i. fir eine Kugelhaube oder Kugelschale, indem
man dafiir nur 2 = €A = 7 setzen darf. Auch wird fir die Oberfliche
der Halbkugel, wegen ' = 0 und 2 = 7 ebenfalls nach dieser Re-
Zeliks — = 2g]

Schwerpunct der RKorper.
rHo0]

3 3. Da bei homogenen Korpern, wie sie hier immer vorausge-
selzl werden , das Gewicht dem Volumen proportional ist, das Volumen
daher zur grofseren Einfachheil stalt dem Gewichte gesetzt werden darf
(indem der Factor, welcher das Gewicht der cubischen Einheit bezeichnet,
zuletzt tberall hinausfillt); so erhdlt man zur allgemeinen Bestimmung
des Schwerpunctes eines Korpers, wenn man dessen Volumen mit V,
also ein Element davon mit dV bezeichnel, die nachstehenden (mit jenen
in 22. analogen) Gleichungen:

Vx=fmdv, VY:fde, Vz:fzdv,

o= de.

wobei sich die Grenzen, innerhalb welcher die Integrationen ausgefiihrt
werden miissen, in den ecinzelnen specielien Fillen immer von selbst
ergeben

|
S am
]

34. Um z. B. den Schwerpunct einer Pyramide 4 B ¢ D
(Fig. 17) von eciner beliebigen Grundfléiche zu bestimmen, verbinde man
die Spitze der Pyramide A mit dem Schwerpunct E der Grundfliche,
wodurch A E eine Linie der Schwere wird, in welcher sofort der gesuchte
Schwerpunct 0 liegt. Fillt man ferner aus demselben Puncte A auf die
Grundfliche der Pyramide das Perpendikel A F', nimmt dieses zur Abs-
cissenachse, so wie den Punct A zum Ursprung der rechtw. Coordina-
ten, legt durch die Puncte P und p wofir AP = 2 und Pp = dw
ist, zwei Ebenen b cd und &/ ¢/ @ parallel mit der Grundfliche B CD,
bezeichnet die Grofse der Grundfliche B € D mit f, so wie jene des
dhnlichen Polygones 6 ¢ @ mit % und endlich die Hohe der Pyramide 4 F
mit %3 so ist zuerst dV = = do oder wegen f: x — h*: 2%, woraus

% = /% a*® folgt, auch dv __—1{_’ 2* de und daraus

5 ViR ¥ ; )
|4 =fu = 2 de = j3 3 = }/ % (wie ohnehin hekannt, )
1

—
?
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Mit diesen Werthen von ¥V und dV erhiilt man aus der erslern der
Relationen (III) in 3 3.
lfle__ff %:%f/ﬁ
und daraus = 24,

so, dals also, wenn AN die Absmsse des gesuchten Schwerpunctes O
ist, sofort AN = 2 AF, folglich auch A0 = } AE wird (§. 55).

35. Zur Beslimmung des Schwerpunctes einer mit der Grund-
fliche parallel abgestutztien Pyramide BCd (Fig. 18), in
welcher die grofsere Grundfliche BCD = F, die kleinere becd = f,
ihre Hohe fF = h, jene der Ergiinzungspyramide Af = %’ und die
Hohe der erginzten Pyramide 4 F = A" ist, mufls man die beiden vori-
gen Integrationen von & — A& bis @ = A ausfihren. Dadurch findet
man fiirs Erste, nach einigen einfachen Reductionen (und wie ohnehin
aus der Geometrie bekannt) V=% h (F-f -4 V/ Ff) und damit
weiters

FAF L r 4+ PO X =50y

r et — Y
ST AV D
Nimmt man ferner zwei hnlich liegende Seiten der Pyramide, z B.
be, BCund setzt b c=a, BC=A; so erhilt man wegen &’ : b’ =
@A Ui — az:Az, auch »':h =a: A—a und 2" : h =

A:A— a, folglich » =

het F o=
3 A R SN s s R
f dr = it 4

h¢

woraus X = . (a) folgt.

b und A = iIz,, so wie auch [ =
—a A—a

a’ : £ Aad e : k
o Diese Werthe fir 4/, 4 und £ in die vorige Gleichung (a) sub-
stituirt und gehorig reducirt erhilt man auch
X=2 .

g (A—a) @3 + da+ a®)
und wenn man den Abstand des gesuchten Schwerpunctes anstatt von
der Spitze A abwiirls, von der Grundfliche d. i. vom Puncte F' aufwirls
zihlt und diesen Abstand mit X’ bezeichnet, wodurch in der vorigen
Relalion X = 2" — X* zu setzen ist, endlich auch nach allen Re-
ductionen :

R = A”j}— 24a+ 36’
A*+Ae+a®

e ) Nl o)
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86. Zur Bestimmung des Schwerpunctes einesRotationskor-
pers drehe sich die von der Curve N N (Fig. 12) den beiden recht-
winkeligen Ordinaten BN, B’N‘und der Abscisse B B’ begrenzte ebene
Fliche um die Abscissenachse A X; so entsteht ein Rotationskorper,
dessen Schwerpunct O offenbar in dieser Achse selbst liegt und wofir,
wenn A der Ursprung der Coordinaten ist, 4 0 = X seyn soll.

Mit Beibehaltung der in Nummer 29. gewihlten Bezeichnung be-
schreibt bei dieser Rotation das Flichenelement P (welches bekanntlich
als ein Rechteck anzusehen ist) einen Cylinder von kreisformigen Grund-
flichen, dessen Inhalt dV = y®= da ist. Damit verwandeln sich die
obigen Relationen (III) in 3 3. in die folgenden :

<t

V—=xf y*dr und VX=xfmy2d.1‘.

8'7. Dreht sich als einfachstes Beispiel das rechtwinkelige Drei-
eck A B C (Fig. 15) um die Cathete A C, so entsteht ein gerader
Kegel von der Hohe A C = % und der kreisformigen Basis vom Halb-

messer BC = . Da nun y :2— o die Gleichung der Geraden A B

ist, so folgt nach den beiden vorigen Relationen:

It o3 ~2 28
7 2 B 1

V—'r =2 (].D:ﬂ—~:§r2n/&, ferner
0/ /‘13
he s 7 s
. . /t
L72nh X — rj‘ L atde—ax L2 =192 242
3 3 5 2 i 2 TR %
e A 4
und daraus wieder X S

Anmerkung. Ist in dem genannten Dreiecke A BC (Fig. 15) & ¢ parallel
mit BC, und setzt man b¢c =7, BC =R, Ac = ¥, AC = } und
Cc=h"—Nh =h; so beschreibt bei der angenommenen Rotation die
Fliche €' einen mit der Grundfliche parallel abgestutzten Kegel,
dessen Hohe = £ ist, und deren Grundflichen die Halbmesser £ und 7
haben

Um nun dafiir den Schwerpunct 0 zu bestimmen , darf man nur die
beiden vorigen Kelationen in die nachstehenden

W pa b pa
V= nf z?dz und VX = ﬂf — z* dz verwandeln,

he B3 W R ?
2 T 2
woraus man V= 0 R B *—n % und VX= ;LT:E L=t
Bt et
folglich X =it e el

% AV — B
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Nun ist 2°: 4 =7r:R oder &' :h=r:R—7r und A" :h= R: R—r, also
7 n”
MG N =8 e folglich auch , wenn man diese Werthe

LT R
(Rt nl(E R
,l RK Sod 7.5

substituirt : AO—TRE

=]

oder wenn man € 0 = X’ setzt, wodurch X=A 0 =" — X' =/ A un X

wird, nach gehoriger Substitution und Reduction, endlich:

RO RS Uigiga

XoEit P i .
R4+ Rr+r

(analog mit der Gleich. () in 33.)

38. Ist die Begrenzungscurve NN’ (Fig. 16) ein Kreishogen,
folglich der Rotationskorper ein Kugelabschnitt mit zwei Grund-
flichen, so ist, wenn man die Abscissen vom Mittelpunct €' zédhlt und
den Halbmesser milt » bezeichnet, y* = r*—a* und daher (Relatio-
nen in $6.):

i
V=r| dz (*—a®» =z[1?@ —a)—L@@">—a%]
L
=lrz(e'—a)@Br*ra*— 'z’ —a! &)
e
pn AN — n-f 2 de 1 —wf) = = [2r2 (@4~ 2'?) —
5
% <J)“4—~.Z'14'>] - i 7 (;L'”z——~~l»" 2) (27'2—.’1,‘/2——.'1,'“ 2)

s M el A s & . .
woraus durch Division =45 und gehoriger Reduction, sofort

X 8 (@' +z) @ i
“F Ve % 37.2_$12_x/$//_xug

folgt.

Fir einen Kugelabschnitt mit einer Grundfliche, folgl aus
diesem Ausdrucke, wegen z* = » und wenn man die Hohe des Kugel-
segmenles mit % bezeichnet, wodurch @‘=»— & wird, sofort

Xt @r—2)"
P .
3r—nh

Eudlich folgt noch aus dieser letztern Relation fiie den Schwerpunct
der Halbkugel, wegen £ = r, ibercinstimmend mit dem Werthe
COin§ 58: X —2 ‘

$9. Ist endlich die erzeugende Fliche von einem parabolischen
Bogen A N (Fig. 12) begrenzt, folglich der Rolalionskorper ein par a-
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bolisches Conoid, so erhilt man, wegen y* = pa (Gleich. der
Parabel AN’, die Abscissen vom Scheitel A gezéhlt) :
x z? x 3
V:::fpa:d.z;:rrpT und SV Rt By % d B ek 1:7,
o i 1 ) 9

folglich : X =2

@l

Guldins’che Regeln.

4®. Slellt o (Fig. 12) den Schwerpunct der ebenen Curve NN/
= [ vor, 50 istfir Po = Y nach der zweiten der Relat. (I) in 22 :

S1
Y! =f yds oder, wenn man mit 2 = wulliplicirt, auch
S0

2Y7rl=fl2'l/7rds.
S0,

Nun entsteht aber durch Umdrehung dieser Curve ¥ N/ um die Achse
A X eine Rotationsfliche, deren Oberfliiche durch den zweiten Theil die-
ser Gleichung ausgedriickt wird, wiihrend der erste Theil nichts anders
als das Product aus dem Weg des Schwerpunctes o in die Linge ¢ der
Curve bezeichnet: die durch Umdrehung einer ebenen Curve
um eine in ihrer Ebene liegende Achse erzeugte Rota-
tionsfliche ist also gleich dem Producte aus der Linge
der Curve in den Weg, welchen der Schwerpunct der-
selben bei dieser Umdrehung beschreibt.

4 1. Bezeichnet dagegen o den Schwerpunct der von der Curve
NN’ (Fig. 12) begrenzten ebenen Fliche BN' —= F und ist wieder
Po = Y, so entsteht durch die Undrehung dieser Fliche um dic Achse

L1

A X ein Rolationskorper, dessen Inhalt durch Ayzzt dz ausgedriickt

x!

wird. Bs ist aber nach der zweiten Relation (II) in 26.

17

YF = f sy dF oder wegen dF — yd. und wenn man auch gleich

wieder mit 2 z mulliplicirt :
2 . K zf y*zda,

d. h. derInhalt des durch Umdrehung der ebenen Fliche
F um die Achse AX erzeugten Korpers ist gleich dem
Producte aus dieser Flidche in den Weg, welchen ihr
Schwerpunct bei dieser Rotation zuricklegl.
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Um diese beiden Regeln, welche mehr zur Darstellung einer interessan-
ten Eigenschaft des Schwerpunctes als des Gebrauches wegen angefiihrt
werden , auf ein ganz einfaches Beispiel anzuwenden, drehe sich die Ge-
rade A B = ¢ (Fig. 15) um A €, wobei das auf 4 € gezogene Perpendikel
B C = r seyn soll, folglich der Abstand des Schwerpunctes o der Geraden
A B von AC =17 ist. Zufolge der erstern Regel (40.) ist daher die durch
diese Rotation erzeugle Kegelfliche 0 = 2. yr=. {=7rxl.

Dreht sich dagegen das rechtwinkelige Dreieck 458 € um diese Gerade
AC = h, und ist m der Schwerpunct dieser Fliche, folglich wegen
Am = 2Ad der Absland mn=3 Ccd=2%.4r=37; so ist nach der
zweiten dieser Regeln (41.) das Volumen des durch Rotation dieser
Fliche A BC = L7k erzeugten Kegels: V=2.irn.irh=3r'nh,
Alles , wie es aus der Geometrie bekamnt ist.

Anmerkung Um schliifslich noch eine bemerkenswerthe Eigenschaft des
Schwerpunctes zu entwickeln, seyen 2, p,, p”.. die Gewichte und 7/,
MY, M. . dic Schwerpuncte von Korpern , welche zusammen ein unver-
iinderliches System bilden, dessen Schwerpunct in O liegen soll. Bezieht
man das System auf drei rechtwinkelige Coordinatenachsen, deren Ursprung
in 4 liegt, bezeichnet die Entfernung der einzelnen Schwerpuncte M, M*. .
von diesem Ursprunge A durch 7, 7%, r”.., den Abstand des gemein-
schaftlichen Schwerpunctes 0 von A mit Z, die Winkel welche 2 mit den
Achsen der z, ¥, % bildet beziehungsweise mit @, &, ¢, jene der 7 mit
diesen Achsen mit «, 8, 7, der 7/ mit @, 8, v u. s. w. und setzt
endlich die Summe der Gewichte (als Resultirende , deren Angriffspunct 0
ist)y p+p.. =2 (@ =7P; s0 folgt nach den Relationen (1) in Nr. 17.
indem die von 0, M, M’ ... auf die Ebene der Zy gefillten Perpendikel durch
RCosc, rCosy, r'Cosy’ ... und eben so die Perpendikel auf die Ebene
der % durch RCosd, rCosd, r' Cos .. und auf die Ebene der y 3
durch RCosa, r Cosa, 1 Cosa’.. ausgedriickt werden , sofort:

PRCosa = = (pr Cosa)

PRCosb = = (prCosB)

PR Cosc = =7 Cosy)
die Summe der Quadrate dieser drei Gleichungen gibt, mit Beriicksichtigung
dafs (Comp. §.572) Cos*u—+ C0s*b 4 Cos*c = 1, Cos*a+ Cos* B+
Cos*y = 1 u. s. w. ferner, wenn (r.r") den Winkel bezeichnet welchen
die Geraden 7 und 7* mit einander einschliefsen, und die iibrigen Winkel
damit analog bezeichnet werden, wegen (Comp. §. 572) Cos (r.1') =
Cosa Cos o’ + Cosd Cos 3’ + Cosy Cosy’ und so auch analog fiir die
tibrigen Winkel nach gehoriger Reduction :

P*R*=Z(p*r)+ZQpp'rr’ Cos it D)

Sind ferner ¢, @, @’ .. dic Abstinde der Schwerpuncte M, M’ .. unter-
cinander, so ist bekanntlich 277 Cos (7. 1) = 7>+ 7* — a@® und so auch
fiir die Ubrigcn, folglich geht die vorige Relation iiber in folgende :

PR =3p'r) +Z@p "+ =D
oder da alle 7* enthaltenden Glieder die Form haben p7*@+#'+ . .=)
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P pr*® und das Ahnliche auch fiir die 7/% 72, .. enthaltenden Glieder Statt
findet, eben so P*R*=P Z(pr*)— Z(pp’a®) oder endlich:
PE(pr®) = P'R*+ = (pp'a’)

aus welcher Relation sofort der Satz folgt, dafs wenn der Abstand
R des Schwerpunctes eines Systemes von schweren
Puncten oder Korpern von irgend einem festen Puncte
(A) constant bleibt, dagegen sich dieLage des in seiner
Form unverdnderlichen Systemes wie immer dndert
(wodurch sich sofort die Winkel «, 2, y u.s. w. dndern) die Summe
der Producte aus den einzelnen Gewichten in die Qua-
dratederAbstindeihrerSchwerpuncte vondiesem festen
Puncte ebenfalls eine constante Grofse ist.

Da ferner, wie dieselbe Relation zeigt, = (p7?) fir R = 0 am kleinsten
ist, so folgt noch, dafs die Summe der Producte der Ge-
wichte in die Quadrate der Abstidnde ihrer Schwer-
puncte von diesem gemeinschaftlichen Schwerpunct
cin Minimum ist.

Einige weitere wichtige Eigenschaften des Schwerpunctes werden noch
in Nr. 61, Anmerk. 2 unter 8., 9. und 10. angefiihrt werden.

PDie Kettenlinie.
(4. 69.)

42. Um cine Gleichung der in den Puncten 4 und B (Fig. 19)
aufgehéngten vollkommen biegsamen Schnur oder Kette (von sehr feinen
Gliedern) A M CB, wovon gleiche Lingen auch ein gleiches Gewicht
haben sollen, abzuleilen, nehme man den einen Aufhéingpunct 4 zum
Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten und die durch diesen Punct ge-
zogene Horizontale A4 4’ zur Abscissenachse, setze also fiir einen beliebigen
Punct M der Curve AP =2, PM=y und Bog. A M= s; selzt man
ferner die Linge der Kette 4 CB = ¢, die Coordinaten des zweiten
Aufhéngpuncles B d.i. A E=¢, EB = d und ersetzt (wodurch nichts
gedndert wird) diesen feslen Punct B durch eine nach der Tangente wir-
kenden Kraft §', welche der in diesem Puncte Statt findenden Spannung
gleich ist, so kann man diese Kraft in zwei aufeinander senkrechte Sei-
tenkrafte P und Q zerlegen, wovon die erstere vertical, dle letztere
daher horizontal wirkt. Die im Puncte M nach der Richtung der Tan-
gente MT Slall findende Spannung T, welche sofort dem Gewichle,
also auch der Linge des Bogens M C B proportional ist, kann eben so
in zwei Seitenkrifte P/, Q' nach verlicaler und horizontaler Richtung
zerlegt werden, und zwar ist, wenn man W. TM P = ¢ selzt, dafiir:
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mn dz

P/ — T Cos o und Q' = T Sin ¢ oder wegen Sin ¢ =~ = — und
B M ds
Mn dy e B : :
Cos pi= %[—; = 7? (wenn niimlich Mmn das soganannte Differenzial-
M

dreieck vorstellt) auch P’ = T 9 und 0 — TLL?.
ds ds
Ist nun R die Resullirende aus dem Gewichte des Bogenstickes
M€ B, somiissen fiir das Gleichgewicht die beiden Gleichungen bestehen :
0’ — Q und PP'=R, oder wenn man fir 0’ und P’ die obigen

Werthe setzl und beriicksichtigt, dafs wenn p das Gewicht der Lingen-
cinheit des Bogens s bezeichnet, sofort R —_—.fp ds = — fpds ist,
1z i
auch (1) T L N L ) ssapou f p ds oder (mit Riick-
ds ds 7
sicht auf diese Gleich. 1) Q —(:—Z' ——P— f}) dg 3,
ar c
Differenziirt man diese letzlere Gleichung, in welcher P, O und d &

; ¥ 2 \y?
conslant sind, so erhilt man Q dd—g:~p ds=—pde \/(l -+ ud )

s

d*y

0 dy 7
oder r—'((flf—— — — p dy und daraus durch Inlegralion:
Vi bl 5
dy’
o\(1+ 5] =C—ry @
dz

Um die Constante € zu beslimmen beriicksichtige man, dals der
! d; A LARETEaT, a :
Quotient T(/ , welcher bekanntlich die trigon. Tangenle des Winkels dar-
ar

slellt, welchen die in irgend einem Puncle (&, y) der Curve gezogene

Tangente mit der Abscissenachse bildet, fir y = 0 in tang« tibergeht,

wenn man den Winkel der Tangente der Curve im Anfangspuncte A mig

a bezeichnet, so, dafs also ¢'= 0 \/ (L - tang a®) = Q Sec & und
2

damit in (m) Q \/(1 -+ dy ) — QSeca —py wird. Aus dieser

das?

2 O Ran e AL
Gleichung folgt aber% z(’()b_cc_a_gf_y)__(’_’ oder wenn man den
a

conslanlen Quolient £ b... ) und bSeca=
v

==t 2 1')
Cos a (

12
selzt , auch;—';c = % \/ [bSec i~ T udlibal und
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o dy
de = ———F(H. . (3
x v [(e—y)* —b] =
durch die Integration dieser Differenzialgleichung erhilt man (Compend.

§. 777, Wo a=a?*—b?*, =—2a und y =1 zu setzen ist):
e=bt{a—yF Vv [@a—p*—0p7} +C
um die Constante € zu bestimmen, darf man nur beriicksichtigen, dals
fir & =0 auch y =0 seyn mufs (und dals fir diesen Punct 4 von
den doppelten Zeichen blofs das obere gilt), wodurch man erhilt
C=—0bl[(a— \/(@*— %] und womit endlich, wenn man diesen
Werth substituirt und reducirt,
a—yﬁ—\/ =0 Al @
a— (a°—0b%) }.’
wird, welches sofort die gesuchle Gleichung der Kettenlinie ist.

Zur Bestimmung des Bogens s hat man ds = d= \/(1 _|_ dy

ch— Ol

oder wenn man fﬁra‘; den Werth aus der obigen Gleichung (¢) sub-

slituirt, auch ds= (_”T— o .. (k) oder wegen Gleich. (3):
(a—y) dy
d$ = —————
Vv [(a—y)*—0"]
8= @/ [la—p%—b*].

Da nun fiir y=0 auch s=o seyn muls, so wird die Conslante
C=\/ (a®>—b®) =b\/(Seca®—1) = btanga=a Sina, folglich
s = aSina I \/ [(a—y*—b*] . . AD.

Snd AD = ' und D ¢ = y' die Coordinaten des tiefsten

1
Punctes € der Curve, so ist fir diesen Punct, wie bekannt (ly — ().
azr

und daraus durch Integration:

also aus Gleich (3) @ —y'=10, oder y’—a — b; ferner folgt damil

augiGlerchs @™ () o’ = bl [ ] und aus jener (I):

a—/ (a
8= AMC=1!=0btanga = aSin« und damlt auch allgemein :

s =1 1 \/ [(a—yp*—b*].

43. Wic man aas der Gleichung (I) ersieht, so ist die Form der
Curve von dem zweiten Aufhingpunct B oder 2 =¢, y=ad ganz un-
abhiingig. Nimmt man nun diesen ebenfalls in der Horizontalen oder in
der Achse A A" in A’ an, so0 ist dafir ¢= A A’ und =0, folglich
aus (D) fir y=0:

Burg's Mechanik. Suppl. Q)
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o= Nl [”"’ A G T3 [ T —~]
a—  (a*--b%) [a— v (&*—b*)]*

b
=200l ————= %532 = 2
e [(t 4 (11*—1)2)] &

(wegen Gleich. ©), so dafs also die Ordinate des tiefsten Puncles C die
Abscissenachse im Halbirungspuncte D von A A’ schneidet

Anmerkung 1. Zur Bestimmung der Dbeiden constanten Grofsen ¢ und &

A

1]

wodurch auch (Gleich. 7) der Winkel 2 gegeben ist, kann man, da
¢, d, I als bekannt anzusehen sind, in der Gleichung (1) z=¢, ¥y = d
und in jener (II) s =17 und y = d setzen, durch welche beide Gleichun-

a
gen (in deren letztern auch noch Seca = 3 M beriicksichtigen kommt)

dann, wenigstens im Principe, @ und & gegeben sind.
merkung 2. Die obige Gleichung (1) der Kettenlinie lifst sich durch
folzende successive Transformirungen auf eine einfachere Form bringen.
Zihlt man nimlich zuerst die Abscissen auf der Ordinatenachse 4 ¥ (Fig. 20),
setzt nimlich Ap = z, wofiic sowohl p ¥ als auch p M’ =y ist; so
mufs man in der Gleich. (1)  mit ¥ verwechseln, wodurch man erhilt
ro— a2  [(a—=z)*—b]
y=>bl |_ - ]
a— v (@-0) .
Nimmt man €D zur Abscissenachse, setztalso D P, =&, P, M=P M=y
so mufs man in dieser letzten Gleichung statt ¥ setzen 4D -~ ¥ . mit dem
obern und A 2 -+ ¥ mit dem untern Zeichen; dadurch erhiilt man, wegen

14
ADS—3b1 [;z—:\/—(;sz’j] (Gleich. #) fiir beide Fille denselben

a—zT a—zx)*—-0*
Werth : —ty.—_bl[ +\/[11( ) ;
%
st 1
oder es ist ¢ = : [(z——x 4+ v [(a—z)’—b’}]
N
Bt
und e =iz [a— o —  [(@— z)“—-b*]] (wo e die Basis der
nat. Logarithmen bezeichnet) .
y V7
Sy B )
folglich e + e = ? (@—x)
Zihlt man die Abscissen vom Puncte € aus, setzt also CP = z und

P.M = P, M=y, so mufs man in dieser letzten Gleichung statt @
schreiben C) —z=y'—2x = ¢—b— %, wodurch das vorige Binom

e ]
5 4 . »
@—z in b + 2 und die Gleichung der Curvein jene & -2 =75 \ € i

iibergeht.  Zieht man ferner in der Entfernung €A =0 mit A4’ eine
Parallele, nimmt diese zur Abscissenachse und den Punct A’ zum Ursprung
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der Coordinaten, setzt nimlich 4P, =z und 4 0 = 4 ¢’ =y ; so erhilt
man aus dieser letzten Gleichung, da man darin  — & statt z setzen mulfs,
y y
b By B 13)
T =5 e e , man erhilt endlich durch Verwechslung der
beiden Achsen, wodurch 4“0 = A" Q' =z und QM = Q' W' =y wird,
als einfachste Gleichung der Kettenlinie:

x

b(f) "1:)
Y5 L sae e

2

4 4. Aus der obigen Gleichung (1) folgt fiir die Spannung

s e : i 1 —
der Kelle in irgend einem Puncle M (Fig.«19) T — 0 f = i) £ z >
b7y

(Gleich. %). Da nun im Aufhéngpuncle 4 die Ordinate y = o, so folgt,

dafs diese Spannung in 4 am grofsten und zwar T — (/iQ isl.
)

Fiir den tiefsten Punct € ist die Ordinate y =y’ am grofsten, folg-

. s o (A==
lich die Spannung an diesem Pancle T — 7

0 = 0 (wegen y' =

a—0b) am kleinsten.

45. Anstalt der Voraussetzung, dafs gleiche Bogenlingen
der Curve 4 CB (Fig. 19) gleiche Gewichte haben, kann man auch,
wie es bei Kettenbricken der Fall ist, bei welchen das Gewicht
der Ketten gegen die Belastung der horizontalen Fahrbahn vernachlissigt
werden darf, annchmen, dals gleiche Lingen der Projectionen der
Curve auf die horizontal gezogene Abscissenachse A A’ gleiches Gewicht
haben sollen, so, dals also nicht mehr die Curve, sondern die Abs-
cissenachse gleichformig belastet erscheint.

Unter dieser Vorausselzung verwandell sich, wenn jetzt p das
Gewicht der Lingencinheit der Abscisse a bezeichnet, dagegen alle
ibrigen Bezeichnungen die némlichen bleiben, die Gleichung (2) in

| Q=
Nr. 42. in die folgende T %:—P—-j p dz, wihrend jene

(1), nimlich («).. T ;L: = 0 ungeéindert bleibt.

Die erstere dieser beiden Gleichungen integrirt, gibt
dy .
T e =—P-p (c—a) und wenn man diese so crhalliene Gleichung
durch die vorige (o) dividirt:

3*
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@ Ay 5 = Bbiniee=a) &
P4 i 0

i ki —Ptpe
Da fiir # = 0 der Quotient Ei—g = tang a, also tang a = opr

wird, so hat man auch, diesen Werth in (3) substituirt

dz
Diese letzte Gleichung integrirt, gibt:

] :
@) (—'?/—_:[an_qn—p—; oder dy = tang a d.z‘—i—;a;da,-.

v

2 = x tang o — — 2%,

@) ¥ Vs mmend
wozu keine Constante kommt, weil fir 2z =0 auch y=0 seyn muls.
Da ferner fir @ = ¢, y = d seyn soll, so folgt aus dieser lelzten
2

Gleict = 2
shune = L
eichung ¢ tang a 20
oder (8) tang w == +

‘) 0
Wird dieser Werth in der Glelchung (2) substiluirt, so erhilt man
als Gleichung der gesuchten Curve:

e —~v+—<w~¢~>

und zwar ist dieses (Compend. §. 493, wo nur @ mit y verwechselt
werden darf) die Gleichung der gemeinen Parabel

Anmerkung 1. Um in dieser letztern Gleichung die Constante ¢ zu bestim-
men, kann man fiir irgend einen Punct A die Abscisse 4 2= 2’ und
Ordinate P M =y’ messen und fir & und ¥ in dieser Gleichung substi-
tuiren. Am einfachsten ist es jedoch in der Curve einen Punct & anzu-

c
nehmen, wofiir die Abscisse AF = 2 ist. Setzt man dann die gemessene

d
Ordinate FN=FO0+ 0N = 7 + £, wobei also auch % als bekannt an-

zuschen ist; so erhilt man durch Substitution dieser Werthe fiir z und ¥
in der Gleichung (4):
d d.e ? c" (ih pc? DL
5+It—02+ = Y dxﬁ:sooder0=§7
Mit diesem letztern Werthe lilst sich nun auch leicht die zweite Con-
stante Zang o finden; denn es folgt aus Gleich. (3):
d. . pca8 R a 4h di4k
tang o =V Pi=Ninemiealie e
(4] 2 De c ( c
Auch lassen sich diese beiden Constanten @ und Zang « durch die Coor-
dinaten des tiefsten Punctes € ausdriicken.

Anmerkung 2. Liegt der zweite Befestigungspunct B mit dem erstern A
in derselben horizontalen Linie A A” in 4%, so ist @ =0 und (aus Gleich 4)
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4 2 hol PACK 42 A
y=*2-—0(cz-rz),woe10——8h,tanya= o1 g0 =
c
FN=0ON=DC (wegen AF= §=AD) die grofste Ordinate ist.

Setzt man in dieser Gleichung der Curve fiir @ den vorigen Werth, so

iy
wrd auch y = F (cz—z"), oder wenn man die Abscissen von 2 aus
. s c
zihlt, also D P= z selzt, wodurch man in dieser letzten Gleichung 5-—-"

41
statt z setzen muls, nach gehoriger Reduction: ¥ = o (Z —z’).

Verwechselt man ferner & mit ¥, setzt namlich (Fig.20) 2P, =z und

4k
P, M=y, so erhilt man £ = po (Z—y’), und wenn man endlich

die Abscissen aul der Geraden €2 vom Puncte € aus zihlt, also CP, =z

setzt, wodurch in dieser letzten Gleichung %—- statt & zu setzen ist
2

San F

als Gleichung der Curve A CA’ und zwar als Gleichung einer gemeinen
2

Parabel vom Parameter —— e deren Scheitel € und Achse CD ist.

47
auch : e ¥* oder y*

46. Zur Bestimmung des Bogens s subslituire man in der
Gleichung  ds = do \/(I d/) fir “~ den Werth aus der obigen
dx
Gleichung (1), so erhilt man
Cds—di \/(l —+ (tang « — % w)z) oder wenn man Kiirze
halber fanga = m und § = n setzt, auch:

ds =daz\/q +m*—2mnaztna?) =da\/(at+pBe+yad),

wenn man namlichnoch 1 4+ m?*=a, —2mn=—3 und n?>=y setzt.

Aus dieser letztern Gleichung erhilt man durch Integration (Com
pend. §. 809, Beisp.), Substitution- und Reduction, wenn man noch Kiirze

halber 1 <lany « —g .7;)2:.4 setztb:

0 ‘ .
S 0= 2—p[’(tanya —’éw) \/A—|—logn. (tanya—-—%.z-—i—\/A)r]

wobei die Constante, da fir @ =0 auch s=0 seyn soll, den Werth

hat C = % [_[any a \/A -+ logn. (tang « + \/A)].



38
4'7. Aus der obigen Gleichung («) in 4 5. folgt fiir die Span-
nuno der Kette im Pancte M (Fig. 19) nach der Tangente :

/i X I Z
T = Qﬁ_:()\/(l RIS :Q\/(l—}—(tanga—-%a;)z).. o).

dzs

. 4 d . : s
Da im tiefsten Puncte € der Curve ﬁ = 0 ist, so ist die

Spannung an diesem Puncte T = @ am kleinsten.
Im Aufhingpunct A ist die Spannung, wegen & =0 sofort

T=Q\/(l—}—tm:y ) = (_0%'; am grofsten.

Im zweilen Aufhinopunct B ist diese Tangentialspannung

r —o\/(1 4 (anga —25%).

A8. Was dic Spannung der Ketle nach lothrechter oder
verticaler Richtung belrifft, so ist diese im Puncte M sofort:
il

1 1
S =T CosmMni—1T i (P 4

o
ds dx \/<| + (tang « — %Q 2 )1

wenn man nimlich fir ds den Werth aus (;) in 4 6. setzt, oder endlich,

1 z - 3 &
wegen = = tang « P (Gleich. 1 in 45.) auch:
dz 0
e
tang a« — —
(tang 0 )

\/(l —+ (tang « — %25 2)

wenn man nimlich fir T den obigen Werth aus (°) in 4'¢. subslituirt.
Im Aufhiingepunct A ist wegen @ = 0, diese Verlicalspannung

= = Qtanga—px,

S =0 tang« am groflsten.
T 9 5 dy
Im tiefsten Puncle € dagegen ist diese Spannung wegen — = 0
dzx

sofort $=0 am kleinsten. ®

Bedingungen fiir die Empfindlichkeit der
KHrimerwage.
(9. 85)
49. Un die Bedingungen zu finden, unter welchen die gemeine
Kriimerwage empfindlich wird, d. h. die Eigenschaft erhilt, dals der

“) Ausfiimlicheres hieriiber findet man in dem Mémoire sur les Ponts
suspendus von Nawvier. Paris, 1824.
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Waghbalken sogleich die horizontale Lage verlifst und eine schiefe Lage
annimmt, wenn das Gleichgewicht durch ein kleines Zulaggewicht gestort
wird, sey AB (Fig. 21) die horizontale Lage des in O aufgehinglen
Waghbalkens im Stande des Gleichgewichtes, ndmlich fir den Fall, dafs
AC=BCund W=P st (§.83), ferner A’B’ die Lage dieses Ballkens,
welche er dadurch annimmt, dafs in die Wagschale B zu dem Gewichte
P noch jenes p zugelegt wird, wodurch im Stande der Ruhe sofort der
Punct € nach ¢’ kommt.

Setzt man AC=BC=a, 0C=0C" =% und wenn D den
Schwerpunct des Wagbalkens bezeichnet, 0 D =¢, ferner das Gewicht
dieses Balliens = ¢; so kann man die in den Puncten A‘, B’ D loth-
recht wirkenden Gewichle oder Krifte W, P+ p und ¢ jede in zwei
aufeinander senkrechie Krifte zerlegen, wovon die eine (w, 7, s) per-
pendikulir, die andere (w!, 7/, s*) parallel zu dem Balken wirkt. Selzt
man nimlich den Ausschlagwinkel € 0 ¢'=a, so ist (Nr. $.)
w=W Cosu, w' = W Sina, r=P-p) Cosa, r'= P -+p)Sinu
$=g¢ Cosu und 8'=gq Sina.

Da ferner angenommen wird, dafs diese auf den um O drehbaren
Hebel A” B wirlcenden 6 Seitenkrifte im Gleichgewichte stehen; so mufls
nach dem Satze der statischen Momente (Nr. 2€. Anmerk. 2) sofort die
Bedingungsgleichung beslehen: wa4-w'b 4 s'¢ 16 = ra oder
wenn man fir w, w'. . die vorigen Werthe setzt: a W Cosa -
bW Sina +-cqSina—+b(P-p) Sina=a(P-+p) Cosx und wenn
man durchaus mit Cosa dividirt und aus der entstehenden Gleichung,
nachdem man im ersten Theil « W, gegen jenen a P, im zweiten aus-
gelassen (wegen a W=a P) und W= P gesetzt hat (Bedingungen fiir
das Gleichgewicht in der Lage 4 B), tanga bestimmt, soforl:

ap

g = e el
QRP+Dpb+gc

5®. Da nun die Wage um so empfindlicher ist, je grofser bei dem-
selben Zulaggewicht p der Ausschlagwinkel «, folglich auch ¢anga«
wird ; so folgt aus dem vorigen Ausdrucke von tang «, dals diese Em-
plindlichkeit um so grofser isl, je grofser  (Linge der Arme), je kleiner
g (Gewicht des Balkens), je kleiner P (aufgelegles Gewicht), je kleiner
b(=0C) und je kleiner ¢ (Enlfernung des Schwerpunctes des Balkens
vom Aufhdngpunct) ist. (Vergleiche §. 85.)

Anmerkung = Die Wage wird am empfindlichsten, wenn es gelingt

} ap
0= 0C=0 zu machen, in welchem Falle tang a = ‘; zugleich von den
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aufgelegten Gewichte £ ganz unabhingig wird. Geht der Winkel « fiir ein
3 3 ap’
anderes Zulaggewicht p* in a’ iiber, so ist eben so Zang »* = Z‘E , folg-

lich tang 2 :tang 2’ =p:p’.

Wiire unter dieser Voraussetzung von & = 0 gleichzeitig auch ¢ = 0, so

= ap 2 R
wiirde fang e = —0" = 00, also « = 90°, zum Beweis, dafs in diesem

Falle, in welchen nimlich die Wage in ihrem gemeinschaftlichen Schwer-
punct aufgehiingt ist, der Balken bei dem kleinsten Ubergewicht 2 sogleich
aus der horizontalen in die verticale Lage iibergeht. Aulserdem wire
dabei fiic jede richtige Abwigung, d. i fir W= P und p =0, sofort

0
tanga = o Zum Zeichen, dals:dabei der Balken in jeder Lage ruhen

kann und nicht nothwendig, wie es die zweite Bedingung (. 84) fordert,
horizontal stehen muls.

Wollte man endlich den Schwerpunct des Balkens, bei der Voraussetzung
von &= 0 iiber den Punct € Jegen, so miilste ¢ negativ genommen
werden, wodurch dann auch Zang o negativ wiirde, also der Winkel o
in den 2ten oder 4ten Quadranten fiele, zum Beweis, dafs der Balken bei
dem kleinsten Zulaggewicht » umschlagen wiirde.



