
Erster Abschnitt.

Statik.

Zusammensetzung und Zeriegung der Kräfte.
(u 2)

1. Wirken zuerst zwei Kräfte P und O auf einen Punct A
(Fig. 1) unler einem rechten Winkel nach den Richtungen AB und
AC, und nimmt man an, dafs ihre Mittelkraft X, welche nothwendig
mit den beiden erstern in derselben Ebene liegen mufs, die Richtung
AD hat, wofür W. BAD = z, folgtich W. CAD =: _1=r
seyn soll; so zeigt eine ganz einfache Betrachtung, dafs jede der bei-
den Seitenkräfte P und Q auf irgend eine Weise vonihrer Mittelkraft R
und dem entsprechenden Winkel & oder x’ abhängen muls, so dafs,
wenn F irgend ein Funclionszeichen vorstellt, sofort P=F (NR, x)
und dns Q=F(XR, x) gesetzt werden kann. Da sich jedoch das
Gesetz der Abhängigkeit zwischen P, R, x offenbar nicht ändern darf,
wie grofs oder klein man auch die beliebig zu wählende oder zum Grunde
zu legende Kräfteeinheit (ob man das Loth, Pfund u. s. w. zur Einheit
nimmt) annehmen mag, so folgt als nähere Bestimmung der Form:

P=Nra).. (cd) md = Rela).. a),
wobei 9 ein zwar noch unbestimmtes, jedoch in beiden Relationen DD
und (2) einerlei Bedeutung habendes Functionszeichen ist.

Unter dieser Form bleibt die Abhängigkeit jeder Seitenkraft von der Mittelkraft
und dem eingeschlossenen Winkel in der That ungeändert, wie sich auch
die Kräfteeinheit ändern mag, d.h die Relationen (1) und (2) bleiben die-
selben, wenn man auch diese Einheit »Mal gröfser oder kleiner nimmt,

Ba
mn 0

oder 3P, n0, nr übergehen, wodurch in diesen Relationen der Factor1

weil in diesen beiden Fällen P, O und R beziehungsweise in

„, oder # wieder wegfällt

Burg’s Mechanik, Suppl.
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2. Zieht man durch den Punct A unter einem beliebigen Winkel

x mit AD die Gerade AG und darauf perpendikulär jene EF, setzt

W. EAB=y, wodurchW.FAC= : — y=yundz— z — (ey)

wird, und zerlegt die Kraft P in zwei nach den (ebenfalls wieder einen

rechten Winkel einschliefsenden) Richtungen A@ und AE wirkende

Seitenkräfte p und p', so wie die Kraft @ in g und g‘ nach den Rich-

tungen AG und AF; so hat man nach dem nämlichen Geselze, wel-

ches durch die vorigen Relationen (1) und (2) ausgedrückt ist, wegen

W. BAG = y' und W. CAG = y, sofort:

vr =Pıy, p=P9W)\ s
= rw, a=0rWf..

wobei durchaus dieselbe Bedeutung wie in den Relationen (1) und

(2) hat.

3. Läfstman AG mit AD zusammenfallen, wodurch x = 0

Tr T . ”

y-=;,-ı=« una u — MER

R

awird, so erhält man

aus diesen Relationen (3), wenn unter einem die aus (L) und (2) folgenden

Werthe für (a2) und $ (x), d. i. = und 5 geselzt werden:

; ie POr=Bd)- ne TH
pP? 0°

ArTER

Nun wirken aber von den vier Kräften p, g, p‘, g/, welche jene

beiden P und O ersetzen und mit diesen also auch dieselbe Resullirende

X besitzen müssen, die beiden erstern nach einerlei Richtung A@

oder AD, und die letziern nach gerad entgegengeselzien

Richtungen AE und AF, so, dals sich diese letzieren, weil sie, wie

die vorigen Relationen oder Werthe von p‘ und y’ zeigen, gleich grofs

sind, aufheben und die Summe p -+ g sofort die Resultirende R bil-

det, wodurch

Ali ai. GpirkZ a 2Eee oder RR? = pP? + 0°...

wird. Es kann daher die aus den beiden Seitenkräften P und @ her-

vorgehende Mitlelkraft R ihrer Gröfse nach durch die Diagonale AD

des Rechteckes BC vorgestellt werden, in welchen die Seiten AB und

AC den Kräften P und O proportional abgeschnitten sind oder gera-

dezu diese Kräfte vorstellen.



PeEM
4. Um ferner auch die Richtung dieser Mittelkraft R zu bestim-

men, welche, wie bereits bemerkt, in der Ebene der Seitenkräfteliegen muls,

so gehen wir auf die aus der Zerlegungvon P und O erhaltenenvier Seiten-

kräfte », q,p’, g' zurück, wovondie beiden ersiern die nach A @ wirkende

Mittelkraft p -- g und die beidenleiztern, je nachdem p‘ oder g' die

gröfsere ist, die nach AE oder AR wirksame Mittelkraft p' — g‘

oder g° — p’ geben, so, dafs wenn man (was ganz gleichgiltig isb)

den ersten dieser beiden Fälle annimmt, auf den Punct A die zwei Kräfte

p + g und p‘ — g‘ nach den auf einander perpendikulären Richtungen

A@ und AE wirken, weiche sofort mit den ursprünglichen beiden

Kräften P und @ die nämliche Resultirende R besitzen müssen, und,

wie wir vorläufig angenommen haben, in die Richtung AD fallen soll.

Nunfolgt aber wieder nach den ersten Relalionen (1) oder (2):

’_-{=Raty ud ptg=NRece,
oder wenn man für p, 9, p‘, g’ die Werthe aus den vorigen Gleichun-

gen (3), dabei die Werthe von P und Q@ aus (1) und (2) substiluirt, fer-

ner Kürze halber (=) = 2 (90° -- &) = «’(z) und eben‘ so

Ku—Der), DL—(+N)= Fr(e+y)
selzt und dann durchaus mit dem Factor R abkürzt, aueh:

satte) — yladyy)..: (9)
re T y) — um)eily) Arch ED)‘; .126)

3. Nun mufs für jeden reellen Werth von x der Quotient 2 a

und > P seyn. Denn könnte erstens 2 SER a) Z Re seyn,

so mülste eben so PZNRz', aso P+O ZR(@-+ 0), nämlich

P+OS8E, folglich PP + 0° +2PoS 9 Z, oder wegen
pP? 4 0? — #%? (1 in 3.) auch

2P0 zZ R (E- 1) oder er Een IR
> 4 3

In —_ Sr1. Pre> 1:46 ... Statt finden, was jedoch nicht möglich ist,

 

indem bekanntlich für was immer für zwei reelle Gröfsen P und 0 stels
= 2/0 —P?+0?Z2P0, also Pre< 1 seyn mufs,

“ i  — h = ®Könnte aber zweitens z <P, di. OS Pe seyn, so mülste

auf gleiche Weise auch P Z Or’ oder, wenn man zusammen mulli-
1 *
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plieirt, POZPOxz',d.i. ze 5 1... (a) seyn. Da nun aber
Tr

die Summe der beiden Größen @, ©’ constant, d.i. e+ ®

ist, so wird, wie hekannt, ihr Product am gröfsten für &' = ®, also

hier für = € = 2 so, dafs dieses grölste Product sofort

2

aI — +61 ist, womit die vorige Relation (a) im Widerspruche

steht, diese daher ebenfalls nicht bestehen kann.

Da also der genannte Quotient £ stets zwischen den Grenzen R

und P liegt, diese Grenzen aber einander um so näher rücken, je klei-

ner z wird und diese endlich für x —= 0 (wofür auch O0 = 0 wird)

zusammenfallen und dann P = R ist, so wird dafür nndieser Quo-

en2)
tient 5 — NR, oder wegen O=Ry’(e) solort * — 1 und

aus ir Relation (1) ebenfalls für z = 0, #(z,) = pi d. h. die ge-

suchte Function » mufs die Eigenschaft besitzen , dafs sowohl 4 (=) als

Aihn
auch der Quotient de für 2 = 0 gleich I wird, so

wie auch überdiefs aus der vorigen Relalion O0 = Ry’(@), wegen

0 —= 0, noch.y’(z,) —=0 folgt

Diese Eigenschaften, verbunden mit den Relalionen (4) und (5)

geben (Burg’s Lehrbuch der höhern Mathematik. Bd. l. S. 329)

(2) = Cosw, folglich 4’ (a) = Sinz, so, dals also dadurch die

Natur und Bedeulung des oben angenommenen Funclionszeichens $ voll-

kommen bestimmt ist und sonach die Seitenkräfte P und Q nach den obi-

gen Relationen (1) und (2) durch

P—=NXRCorx ud 0 =RCose’ = NR Sinz

ausgedrückt werden, oder die in 8, erwähnte Diagonale AD des

Rechteckes BC zugleich auch die Richtung der Resullirenden R

darstellt 9).

6. Zerlegt man also irgend eine Kraft Rin zwei

auf einander senkrecht wirkende Seitenkräfte P und

0, so ist jede derselben gleich dem Producte aus der

 

") Wir haben diese Art der Entwicklung und Beweisführung zum ersten Male
im XIX, Bde der Jahrbücher des k k. pulyt. Institutes bekannt gemacht.
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Mittelkraftin den Cosinus des eingeschlossenen

Winkels.

Schneidet man auf den Richtungen AN, AMder beiden gegebe-

nen Kräfte P und © die Stücke AB, AC diesen Kräften proportional

ab, construirt aus diesen Puncten B, C das Rechteck BC und zieht

darin die Diagonale AD, so stellt diese die Resullirende X sowohl der

Gröfse als Lage nach vor.

7. Schliefsen die Richtungen der Kräfte P, O keinen rechten,

sondern einen beliebigen Winkel BAC (Fig. 2) ein, so schneide

man zur Beslimmung ihrer Mittelkraft darauf die Stücke AB und AC

diesen Kräften proportional ab, ergänze aus diesen Puncten B, C das

Parallelogramm ABDC, ziehe die Diagonale AD, darauf perpendi-

kulär die Geraden FAE, C@ und BH, so wie noch mit dieser Dia-

gonaie parallel die Geraden CF und BE; so erhält man dadurch die

beiden Rechtecke FG und EH, in welchen, wie man sogleich sieht,

AE=AF...(m) und AG=HD...(n) ist. Da mansich

aber zufolge des vorigen Salzes in Nr. & die Kraft P in die zwei auf ein-

ander senkrecht wirkende Seitenkräfte AE und AH, so wie die Kraft

0 in die beiden Seitenkräfie AF und AG zerlegt denken kann, wo-

durchslatt der beiden Kräfte P und @ die vier gleich geltenden, dieselbe

Resultirende ® besitzenden Kräfte AE, AF, AG, AH entstehen, und

da sich davon die beiden erstern als gleich und enlgegengeselzi wirkend

aufheben, dagegen die beidenletztern nach einerlei, undzwarnach der

Richtung AD wirken, deren Mittelkraft daher = AH -+ AG oder we-

gen AG—=HD auh—= AH-+ HD = AD ist; so stellt diese

Diagonale AD zugleich auch die Resultirende R aus

den beiden Kräften P und O vor. ,

Bestimmung der Mittelikraft oder der Seiten-

kräfte durch Rechnung.

$. Schliefsen die Richtungen der auf den Punct 4 (Fig. 2) wir-
kenden beiden Kräfte P und Q den Winkel CAB=a ein, und be-

zeichnet man den Winkel BAD, welchen die Seitenkraft P mit der Re-

sultirenden X bildet, durch 2; so hat man ganz einfach durch die Auf-

lösung des Dreieckes AB D, in welchem AB=P, BD=0, AD—NX,

Winkel DAB=e, W. ADB=a«—o und W. ABD—=180° —a
ist, nach bekannten Regeln :
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. R Sin(a=-

HR=VCP1 0°12P0Cao), DP=nn,

BRELA ii
Re Sinn ? er R .
0 = 0+P00s» ie .0 Sina

(5) Cos(a—y) = 5 und (6) Tanyy =PN

Alle diese Formeln lassen sich auch auf die bekannte Weise (Burg's

Compend. der höhern Mathem. Cap. IV.; dessen „Sammlung trigonom.

Formeln.“ S. 41; oder dessen Handbuch der geradlinigen und sphäri-

schen Trigonometrie) für die Anwendung der Logarithmen einrichten.

9. Für den besondern Fall, als die Seitenkräfte einen rechten

Winkel einschliefsen, gehen diese Formeln, wegen « — 90°, in die

folgenden einfachern über:

HDR=VCP+OY, DP=RCos,, & (= RSiny

und (4) :Tarıyı = 5

was sofort auch mit den in 8. und 5. entwickelten Relationen über-

einslimmt.

Beispiel Wirken auf einen Punct A (Fig 2) die zwei Kräfte P= 48 34

und 0 = 26:52 Pfund unter einem Winkel von a = 99°, 24°, 15”; so

erhält man nach den Formeln (1) und (6) in 8. R = 55'62Pf. und

2 = 40°, 22°, 26°6°, wodurch sofort die Grölse und Lage der Mittel-

kraft gegebenist.

Gleichgewichtsbedingungen für drei auf einen

Punct wirkende, in einerlei Ebene liegende

Kräfte.

($ 16. Anmerkung.)

1®. Wirken auf den freibeweglichen Punct A (Fig. 3) nach den

durch die Pfeile angedeuteten Richtungen die in einerlei Ebene liegenden

Kräfte P,, P,, P,, und sollen diese unter sich im Gleichgewichte ste-

hen; so mufs nolhwendig die Resullirende aus irgend zwei dieser Kräfte,

z. B. jene von P, und P, mit der drilten Kraft P, im Gleichgewichte,

dieser also’ gleich und gerade enigegengeselzt seyn, es muls nämlich,

wenn die Geraden AB, AC, AD diese drei Kräfte darstellen, die

Diagonale AE des Parallelogrammes BC mit AD gleich grofs seyn

und in der Verlängerung der Geraden DA liegen.

Bezeichnet man nun die gegebenen Winkel CAB, BAD, CAD
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; aan. Zen

beziehungsweise durch P,P,, P,P,, P,P,; so hat man aus dem

Dreiecke ABE, wegen AB=P,, BE=P, und AE=AD=P,

sofort:

P,:P,:P, = SinAEB:SinBAE: SinABE,

oder auch (da zwei Nebenwinkel einerlei Sinus haben):
Zn ZEN EI

Pı:P,:P, = SmP,P, :SinP,P,: SinP, P,,

wornach also jede Kraft dem Sinus des Winkels der

beiden übrigen Kräfte proportional ist.

Bestimmung der Resultirenden aus einer be«=

Tiebigen Anzahl von Kräften, welche auf einen

frei beweglichen Punct wirken und in ein und

derselben Ebene liegen.

($. 16)

#4. Wirken auf den Punct A (Fig. 4) dieKräfte P,P,, P,, P,...

nach den angedeuteten Richtungenin einerlei Ebene, so lege man zur

Bestimmung ihrer Resultirenden in derselben Ebene durch den Punct A

ein beliebiges rechtwinkeliges Achsensysiem XX’, YY’, bezeichne

die als bekannt anzusehenden oder gegebenen Winkel, welche die Kräfte

P,P,... mit der Achse der @ bilden, der Reihe nach und nach ei-

nerlei Richtung (von den positiven x gegen die positive y) gezählt, durch

13 9%... und zerlege endlich die Kraft P in zwei (auf einander

senkrechle) Seitenkräfte p, g, wovondie erstere nach AX, die letztere

nach AY wirkt, eben so P, in zwei Kräfte p,, g, nach AX’ und

AY, die Kraft P, in p, und q, nach AX’ und AY’ u. Ss. w., so hat

man nach Nr.5: p = PCosa, q = PSina, p, = P, Cosa,

q,=P, Sino,,p2=P, Cos0,, 4, =P, Sin «, u.s. w., wobeidie Kräfte

p positiv. oder negativ ausfallen, d. h. von Agegen X oder von A gegen X°

hin wirken, je nachdemder entsprechende Winkel a im Iten oder 4ten, oder

im 2ten oder 3ten Quadranten liegt; eben so fallen die nach der Achse

Y Y’ wirksamen Seitenkräfte q positiv oder negaliv aus, wirken nämlich

von A gegen Y oder von A gegen Y’, je nachdem der betreffende Win-

kel « im Iten oder 2ten, oder im Slen oder 4ten Quadrantenliegt.

a,a

12. Bezeichnet man die algebraische Summe der Kräfte p, d.i.

die Resultirende aus allen auf der Achse der x wirksamen Seilenkräfte
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durch P’ und eben so die Resultirende aus allen nach der Achse der y

wirkenden Seitenkräfte q durch 0’; so wird

P’=r+9, +R 4. wegtr... Ai
(A) P=PCosa—+P, Cosa, +... = Z(PCosa)

HDF—PSMR r P, Sina, -- "2.2 2.dp Sinn),

wobei sich die richtigen Zeichen der einzelnen Glieder je nach den Wer-

then der Winkel a, «, . . . von selbst ergeben. Dadurch fallen die Kräfte

P‘ und Q’ posiliv oder negaliv aus, wodurch dann auch die Richtung

bekannt ist, nach welcher diese beiden Kräfte (ob von A gegen X oder

X’, oder von A gegen Y oder Y’) wirksam sind.
Legt man den Fall zum Grunde, in welchem P’ und 0’ positiv

ausfallen, diese Kräfte also nach AX und AY wirken, folglich ihre

Resultirende in den Iten Quadranten X 4 Y fällt (für — P/, + 0° fällt

diese in den 2len, für — P‘, — Q’ in densten, so wie für -- P/, — 0’

in den 4ten Quadranten), bezeichnet die Gröfse dieser Resultirenden mit

X, so wie ihren Neisungswinkel mit der Achse der « durch 9; so er-

hält man nach den Relationen in ®.:
Y

3) R—=\V/P® 4 0%) und (4) Tangp = eu

Beispiel. Wirken z. B. auf den Punet A vier Kräfte, P= 12, P, = 40,

P,= 15 und ZA, = 10, unter den Winkeln mit der Achse XX’ von

2 300107 a, = 112° 25° 16°, a,— 23348°94’und.a, SA12780;

so findet man nach den vorigen Relationen (1) und (2):

P' = 10'3713 — 15°2564 — 86451 + 95214 = — 40088

und 0’ = 60362 + 18:4881 — 122582 — 3°0566 = + 92095,

so dafs also die Mittelkraft aus den Seitenkräften 9 von A gegen X, und
jene aus den Seitenkräften qg von A nach F wirksam ist, daher die ge-
suchte Resultirende R im 2ten Quadranten A7 A Fliegt.

Nach den weitern Relationen (3) und (4) findet man ferner mit diesen
Werthen von P’ und 0° sofort:

R = 1008854 = 10°0441 und 2 = 113° 31'228“,

13. Bedingungen des Gleichgewichtes. Da für das
Gleichgewicht der Kräfte ihre Resultirende R — 0 seyn mufs, so erhält
man als Bedingungsgleichungen für diesen Fall aus der vorigen Relation
(8) sofort PP —= 0 und ! —=0,d. i. (Relat. 1 und 2)
PCosa--P, Cosa, + P,Cvs,-+. .=0 oder Z(PCos«)=(0,
PSina-+P, Sina, +P, Sina, +...—0 oder Z(PSin )=0.

Findet das Gleichgewicht nicht Statt, so läfst sich dieses ganz einfach
durch Hinzufügungeiner neuen Kraft, welche der Resultirenden der vor-
handenen Kräfte gleich und entgegengesetztist, herstellen.
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Zusammensetzung von Kräften, welche auf

einen Punct wirken, jedoch in verschiedenen

Ebenen liegen.

(2-12 2

24. Wirken dreiKräfteP, 0, R auf einenfrei beweglichen Punct

A (Fig. 5) nach den wechselweise auf einander perpendikulären

Richtungen AB, AC, AD, und schneidet man diese eben genannten

Linien den Kräften proportional ab; so stellt die Diagonale A@ des

aus den Punelen B, €, D ergänzten rechtwinkeligen Parallelopipe-

des die Resultirende R aus diesen Kräften vor, und zwar ist wegen

AG®—= AB? -- AC? -+ AD? sofort

R=VcP? +0? -RY...(1,
und wenn man die Winkel, welche die Diagonale A@ mit den drei
Seien AB, AC, AD bildet, der Reihe nach mit @, b, c bezeich-

net, auch

12 R
CH3u = w Cosb = # BOSch— =. (2),

wobei noch überdiefs die Relation (Burg’s Compendium $. 558):

Cos a? + Cosb? + Cos? —= 1 ’

Stalt findel, welche als Rechnungscontrolle benützt werden kann.

25. Wirken die Kräfie, deren Anzahl überhaupt beliebig seyn
kann, unter schiefen Winkeln auf den freien Punct A (Fig. 6), so
lege man durch diesen Angriffspunct drei Coordinatenachsen A N Any
AZ rechtwinkelig auf einander und bezeichne die Winkel, welche die
Kraft P mit diesen genannten Achsen bildet, der Reihe nach mit «, },
y, eben so jene der Kraft P, mit «,, B,, y,, jene der Kraft P, mit
%5 Ba; 7, WS. w., zerlege ferner die Kraft P in drei auf einander
senkrechte und zwar nach den Richtungen AX, AY, AZ wirkende
Seitenkräfte p, q, r, eben so P, in p,, 9,, ?, , die Kraft P, in die
Seitenkräfte p,, 95, 7, U.s. w.; so erhält man nach den Relationen
(2) der vorigen Nummer:

p= PCoa,g=PCo?, r=PCos;

und eben so

7, = P,Coaa,, nn =P Cosf,,r, = P, Cos;,

u. 8: w. fort,

Durch diese Zerlegung erhält man aber anstatt der ursprünglichen
Kräfte P, P,, P, . ... drei Gruppen von Kräften, welche nach den
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auf einander perpendikulär stehenden Achsen X X‘, Y Y und ZZ’ auf

den Punct A wirken, so dafs, wenn man ihre Resultirenden beziehungs-

weise durch P‘/, O', R’ bezeichnet, sofort

(m) +, +n,+.:.,0'=ıt+naAtnt)

R=er+r+rnr-+... wird.

Bezeichnet man aber die Resultirende aus den ursprünglichen Kräf-

ten P, P,, P, . . ., welche zugleich auch jene dieser drei Kräfte P’,

0, R, ist, mit R, und die Winkel, welche ihre Richtung mit den

drei Achsen XX‘, YY‘, ZZ’ bildet, durch a, 6, ce; so hal man un-

miltelbar nach 44. (Relat. 1 und 2)

R—yY(P? +0?” +R» und

Cosa = 5 Cosb = 2 Cosce= Fi

wodurch die Gröfse und Lage der Resultirenden gegebenist.

Substituirt man für P’, O0’, R' und darin ür p, gr. . = die

vorigen Werthe, so wird:

P'—= PCos« + P,Cosa, +...==(P Cosa),

0 = PCosdB+P,Cosf, +: - =(PCös.:),

RB’ —= PCosy-+P,Cosy +... = =(PCos)):

Anmerkungi. Für das Gleichgewicht der angenommenen Kräfte müssen

die drei Gleichungen ? = 0, 0 = 0, R’ = 0 bestehen. Wäre z.B.

R

I

5 0
blofs R’=0, so wäre nach der vorhergehendenRelation (ose = Re 0

oder € = 90°, zum Beweis, dafs in diesem Falle die Resultirende in die

Ebene der Achsen XX, YY fällt. Wäre aulserdem auch 0'=N, 50

würde auch noch & = 90°, zum Zeichen, dals jetzt die Resultirende R

mit der Achse AA’ zusammenfällt.

Anmerkung 2. Ist der Angriffspunet der Kräfte nicht vollkommenfrei,

sondern z. B. gezwungen, auf einer gegebenen krummen Fläche oder Linie

zu bleiben, auf welcher er sich übrigens wieder ganz frei soll bewegen

können, so ist es für das Gleichgewicht nicht mehr nolhwendig, dals die

Resultirende aus allen diesen Kräften gleich Null sey, sondern es reicht

hin, dafs diese auf der Fläche oder Linie normal siehe, indem sie dann

von dem Widerstande der Fläche oder Curve aufgehoben wird. Diese

Betrachtung führt im erstern dieser beiden Fälle zu zwei, im letztern

zu einer Bedingungsgleichung , und zwar, wenn = 2(% % 2)—0
die Gleichung der krummen Fläche ist; so sind diese für den ersten

 

Fall:

dr d? d? dF
ag ( ) — 0° = = „ —)N us

dy 2 de om 2 ns F\as r

und für den letztern::

Pdze+Pdy+ Rds=t.
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Allgemeine Bestimmung des Mittelpunctes
paralieler Kräfte.

($. 23.)

216. Wirken auf einSystem von beliebigen, fest mit einander ver-

bundenen PunctenM, M,, M,...(Fig. 7) nach parallelen, sonst aber be-

liebigen Richtungen die Kräfte P, P,, P,...., so beziehe man, zur Be-

stimmung ihrer Resullirenden, dieses System auf irgend drei rechtwin-

kelige Coordinatenachsen AX,- AY, AZ, und bezeichne die Coordina-

ten des Angriffspunctes M durch , y, x, jene des Punctes M, durch

2,5 Yı, &, U. 8. w., So wie endlich jene des Angriffspunctes der Re-

sullirenden X, d.i. des Miltelpunctes der parallelen Kräfte durch X, Y,

Z; fälle ferner aus diesen Puncten M, M, ,... auf dıe Ebene der zy

die Perpendikel Mm = x, Mm, = z,, M,m, = 2, u. s. w. und

ziehe in der durch xx, gedachten Ebene M, m durch M die Gerade
MB parallel zu mm, (als Durchschnittslinie der beiden Ebenen M, m

und 2). Diels vorausgeseizt, liegt der Angriffspunct N der Mittel-

kraft aus den beiden Kräften P, P,, je nachdem diese nach einerlei

oder nach entgegengeseizten Richtungen wirken ($$. 20 und 21), ent-

weder in der bestimmten Geraden MM, oder in ihrer Verlängerung ;

nimmt man hier den ersten Fall an, da sich auch derletztere leicht

darauf zurückführen läfst, so hat man ($. 20), da diese Mittelkraft

=P-+P,is:
P,:(P+P)=MN:MM =NC:MB

(wenn man auch noch aus N auf die Ebene der zy das in der Ebene

M, m liegende Perpendikel Nn fäll), nämlich(P+ P,JNC=P,.M,B,

oder wenn man beiderseits die identische Gleichung

P+-P)Cn=P.Mm+P,.Bm,

(wegen On = Mm —= Bm,) addirt und reducirt, auch

P+-P)Nn=P.Mm+P.Mm =Ps-+Px;

esist nämlich, wenn man das Product aus der Kraft in das aus ihrem

Angriffspunct auf die Ebene der = y gefällte Perpendikel Moment die-

ser Kraft in Bezug auf diese Ebene nennt, sofort das Moment der

Mittelkraft gleich der Summe der Momenie der beiden
Seitenkräfte.

Ist ferner N, der Angriffspunet der Resultirenden P-- P, + P,

aus dieser Mittelkraft P + P, und der dritten in M, wirkenden paralle-

len Kraft P,, und zieht man wieder N, n, perpendikulär auf die Ebene

xy; so hat man eben so nach diesem Salze;
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P+-P,-+-P)Nn= (P+-P)Nn-+ P,.M,m,,

oder wenn man für (P--P,)Nn den vorigen Werth setzt:

PHP, +P)Nn=Ps+P,x, +P,%,

wohei diese Summen immer nur im algebraischen Sinne zu verste-

hen sind.

Fährt man nun auf diese Weise fort, bis auch die letzte parallele

Kraft verbundenist, so erhält man endlich die Relation:

XZ=-Pz:+P,, +PR,2»+.. = 2Z(Pn (kb)

wobei
X=-P+P,+P,+...==(D ik.

1%. Fällt man nun auch auf die beiden übrigen coordinirten Ebe-

nen der 2% und yx aus den oben genannten Angriffspuncten M, M,...

die Perpendikel, so sind diese nichts anders als beziehungsweise die

Ordinaten y, y, ... und, @, .. . der Punete M, M, ... und man

erhält analog mit der vorigen Relation (k) eben so RY= >(Py) und

RX— (Pr), so, dals man also zur Bestimmung des Mittelpunctes

der parallelen Kräfte die nachstehenden Gleichungen hat:

  

$X=Pre+Pao, -+:..=2(P2
RAYy—-Py pPES ec)

BEE ale Tue Id, Mr

und PPtab rn D):

aus welchen sich für diesen Punct die Coordinaten ergeben:

(Pan) z(Py) Z(Pz) “
mege

und wobei die sämmtlichen Summen im algebraischen Sinne zu

nehmen sind.

28. Liegen die sämmllichen Angriffspunete M, M, . . . in ein

und derselben Ebene, und nimmt man diese zur Vereinfachung

der Rechnung als eine der drei coordinirten Ebenen, z. B. zur Ebene

der 2y; so werden die sämmtlichen durch 2, x, , %, : . - bezeichne-

ten Ordinaten Null, und man erhält aus der 3len der vorigen Relalio-

nen (I) RZ 0, also, wenn R nicht Null ist (d. b. das Gleichge-
wicht nicht besteht), Z— 0, zum Beweis, dafs in diesem Falle der

Mittelpunet der parallelen Kräfte in derselben Ebene der Angriffs-

puncle M, M, . ... liegt.

Zur Bestimmung dieses Punctes genügen daher(die Puncte M,M, . .

auf zwei in dieser Ebene gezogene rechtwinkelige Achsen bezogen) die
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beiden Gleichungen: RX = 3(Pz) und RY= Z(Py), wobei
F = 2(Pyist.

19. Liegen dagegen die sämmtlichen Puncte M, M, . . . in einer

geraden Linie und nimmt man diese zur Achse der x, so erhält

man aus den beiden letzten der Relationen (1) in 8%. wegen

Juu —= undses —% ...—0,

wenn das Gleichgewicht nicht Statt hat, also ® nicht Null ist (da

für das Gleichgewicht dieser Punet X, Y, Z ohnehin nicht besteht),

sofort Y=0, Z=0, zum Zeichen, dafs in diesem Falle (wie es

ohnehin bekannt) der Mittelpunct der parallelen Kräfte in der nämli-
chen Geradenliegt.

Satz der statischen Momente.

($. 32.)

2®. Wirken auf einen frei beweglichen Punct A (Fig. 8) beliebig

viele in ein und derselben Ebene liegende Kräfte P, P,P,.. nach

den angedeuteten Richtungen , und fällt man aus irgend einem, in der-

selben Ebene liegenden Punct O auf die Richtungen der Kräfte oder de-
ren Verlängerungen die Perpendikel Oa, Oa, . ... und bezeichnet ihre
Gröfse oder Länge beziehungsweise durch p, p,, p, - - - so sind Pp,
P,p, us. w. die statischen Momente dieser Kräfte in Bezie-
hung auf den Punct 0.

Nimmt man die durch diesen Punct O und den Angriffspunct A
gezogene Gerade X X’ zur Abscissen- und die durch A darauf perpen-
dikuläre Gerade Y Y’ zur Ordinatenachse, bezeichnet die Winkel, welche
die Kräfte P, P,... mit X X’ einschliefsen, wie inNr. E # durch «
“9 @y ».. zerlegt wieder, wie dort, jede dieser Kräfte in zwei
auf einander senkrechte Seitenkräfte, nämlich nach AX und AY, und
bezeichnet gerade so wie dort die Mittelkraft aus allen nach der Achse
XX’ wirksamen Seitenkräfte mit P’, so wie jene nach Y Y’ wirkenden
Kräfte mit Q‘, so, dafs also (wien UR.)P'=PCosa-+P, Cos +...
und 9 —= PSin«+ P, Sina, +... wird; so hal man aus dieser
letztern Relation, wenn man den beliebigen Abstand AO — u selzt,
wodurch

Sina =?, Sina, a, Sina, EB el
u

wird, sofort:
D DG=PP+Pp" 4.
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oder wenn man durchaus mit u multiplieirt:

O(u=Ppr + Bn Bra 4 «a

Ist nun R die Resultirende aus diesen Kräften P, P, . . . also

auch der beiden Mittelkräfte P', 0’, und fällt man auf diese Kraft eben-

falls aus 0 das Perpendikel Od, dessen Länge tv heifsen soll; so ist

nach dem Satze (1) in $. 29 Rr=0'g’—+P’p', oder da hier ’=u

und p’ —= 0 ist, auch Rt = (u, und wenn man für O0’den Werth

aus der vorigen Relation (zn) setzt:

Xt=Pp-+P,», +PRm +.:- N.

Anmerkung 4. Die in dieser algebraischen Summe vorkommenden Glieder

werden positiv oder negativ, je nachdem (da man die sämmtlichen Kräfte

P als positiv anzusehenhat) die Perpendikel a =u Sina, p —=UuSe

positiv oder negativ ausfallen, d. h, je nachdem die entsprechenden Win-

kel « im iten und 2ten oder 3ten und Alten Quadranten liegen.

Auch lälst sich dieser Gegensatz in den Zeichen der Glieder ?p leicht

dadurch finden, dafs man sich die sämmtlichen Perpendikel 2,72, . - -

im Punete 9 fest mit einander verbunden, zugleich aber um diesen Punet

drehbar denkt und sich vorstellt, dals die Kräfte ?, P, .. . an ihren

Endpuneten #, @, . . . wirksam sind; dann bilden die Kräfte, wie hier

P und P,, welche dasSystem von O@, 04, .. . nach der einen Rich-

tung drehen wollen, den Gegensatz zu jener, wi: hier P,, welche dieses

System nach der entgegengesetztenRichtung zu drehen streben. Die

Resultirende sucht das System im positiven oder negativen Sinne zu drehen,

je nachdem die algebraische Summe der Glieder 7» (wobei man will-

kürlich die eine oder die andere Richtung als die positive annehmen kann)

positiv oder negativ ausfällt.

Anmerkung 2. Da für den Fall desGleichgewichtes, wegen R= 0, sofort

Pp+P», + PD, --...= 0 wird, so folgt, dals in diesem Falle

die Summe der statischen Momente jener Kräfte, welche das genannte

System nach einer Richtung zu drehen suchen,gleich seyn mufs der Summe

der statischen Momente der übrigen, d.h. jener Kräfte, welche das Sy-
stem nach derentgegengesetztenRichtung drehen wollen. Aufserlem

müssen auch noch, wenn 0 ein freier Punet ist, die beiden Bedin

gungsgleichungen (13.) P = 0 und 0° = 0 bestehen.

Ist dagegen 0 ein fester Drehungspunet, so ist das Gleichgewicht

von der Bedingungsgleichung ?’ = 0 unabhängig, d. h. diese Gleichung

braucht nicht Statt zu finden.

Anmerkung 3. Läfst man, ohne die Gröfse der Perpendikel 2, 2, 23...

zu ändern, die ganz willkürliche Distanz AO = % allmälig zunehmen und

setzt endlich 2 = OO, so laufen zuletzt die Kräfte ?}, PP, P,... un

ter einander parallel, ohne dals dadurch die obige Relation (1), in

welcher diese Grölse z nicht mehr vorkommt oder hinausgefallen ist, ihre

Giltigkeit verliert ($. 33),
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21. Die vorige Relation (1) gilt aber nicht blofs für den Fall, in

welchem die Kräfte P, P, ... . aufeinen einzigen Punct, sondern

auch wenn diese auf verschiedene, mit den Kräften in dersel-

ben Ebene liegende, jedoch fest mit einander verbundene Puncte A,

A,, A, » » » (Fig. 9) wirken. Denn sucht man zuerst zu den beiden

Kräften P und P, , welche sich in M schneiden, die Mittelkraft A, fer-

ner zu dieser und der 3len Kraft P,, welche sich in N schneiden sol-

len, die Mittelkraft R, u. s. w. fort, fällt dann aus irgend einem in der-

selben Ebene liegenden Punct O auf die Richtungen der Kräfte P, P,...

R, R,... die Perpendikl Oa=p, 0, =p,..:.00 = r,

0b, =1t, . . :; so folgt nach der genannten Relation (1) der vorigen

Nummer: Rr=Pp--P,p, , ferner eben so

Rr,=Rr+Pp,=Pp-+Pyp -+P,p,

und wenn man auf diese Weise forlfährt.und die letzte Resultirende aus

allen Kräften wieder durch R, das aus O darauf gefällte Perpendikel durch
t bezeichnet, endlich wie zuvor:

Xtt=Pp+Pp, +PRpr-+..: = =(Pp...(2).

Anmerkung 1. Bezieht man die Angriffspuncte A, A, . .. auf zwei

willkürliche in dieser Ebene gezogene rechtwinkelige Achsen, und zerlegt

jede der gegebenen Kräfte ?, P, ... in zwei mit diesen Achsen paral-
lele Kräfte, deren Angriffspunete man sich in diese Achsen verlegt denken

kann; so erhält man genau so wie in 12., wenn man die dortige Be-

zeichnung der Winkel, welche die Kräfte ?, P, ... mit der Achse XX

bilden, beibehält, zwei Gruppen von parallelen Kräften, von denen

die mit der Achse XA’ parallele Gruppe die Resultirende= Z(P 005 a)

und die mit 7’ parallele die Mittelkrafi 0° = £ (P Sina) besitzt.

Soll also hier das Gleichgewicht Statt finden, so müssen gleichzeitig

die drei Bedingungsgleichungen bestehen :

Z(POsa) =0, Z(PSina) =0,2(Pp)=0 (2.

Auchlassen sich die in der vorigen allgemeinen Gleichung (2) vorkom-

menden Producte oder stat. Momente so ausdrücken, dafs dadurch zu-

gleich die Zeichen der Perpendikel r, 9, ?, . . . in die Augen fallen,

Nimmt man nämlich zuerst nur zwei Kräfte A, P, an und bezieht diese

auf ein durch den Punct @ gehendes rechtwinkeliges Achsensystem, be-

zeichnet die Coordinaten der Angriffspunete A, A’ dieser Kräfte beziehungs-
weise mit 2, y und z,, Y,, die Winkel, welche die Kräfte ?, P, und
ihre Resultirende R mit der Abseisscnachse bilden, mit @, a, und a; so

erhält man für die aus dem Anfangspunct 0 auf die Richtungen der Kräfte

P, P,, R gefällten Perpendikel 7, ?,, 7, wie leicht zu sehen, die Aus-

drücke

» = ylosa — zSinc, 9, = y, Cosa — sind,
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und wenn X, F die Coordinalen irgend eines Punctes der Resultirenden Z

sind, sr = YCosa — XSin a.

Dadurch erhält also die obige Gleichung Ar=Pp-+P,p», die Form:

R(YCosa—X Sina) = P(y Cosa— z Sina) + P, (y, 008 a, — Z, Sin 7,).

Verbindet man jetzt gerade so, wie es vorhin geschehen, diese Resulti-

rende A mit der dritten Kraft ?, und setzt für A, P, undihrer Resulti-

renden R’ die der vorigen analoge Gleichung an, verbindet ferner 2’ mit

P, u. s. w. fort, bis man auf diese Weise zur letzten Kraft gekommenist,

und bezeichnetdie letzte Resultirende wieder mit R, die Coordinaten eines

ihrer Puncte durch X, F, so wie den Winkel, welchen sie mit der Abseis-

senachse bildet, durch 2; so ist die der vorigen analoge Gleichung:

R(FOosa—XSina) = E[P(yO0osa— zSina)] (m),

welche den Abstand ’r angibt, in welchem die Resultante R vom An-

fangspunete der Coordinaten durchgeht, während die beiden obigen Glei-

chungen P = ROosa und 0 = RSina, .i.
ROoosa= E(POse) und RSina = E(PSina).... (m),

die Gröfse und Richtung derselben angeben.
Nach den vorhin aufgestellten Bedingungsgleichungen (2) folgt, dafs eine

beliebige Auzahl von in derselben Ebene liegenden Kräften im Gleichge-

wichte steht, wenn 1. die Summe der Seitenkräfte dersel-

ben nach den Richtungen zweier beliebiger in dieser
Ebene angenommenen rechtwinkeligen Achsen jede für

sich gleieh Nullund 2. die Summe der statischen Mo-

mente der Kräfte in Beziehung aufirgend einen in der

Ebene angenommenen Punct ebenfalls gleich Null ist.

Hätte die Ebene, in welcher die Kräfte liegen, einen festen Punct, so

brauchte ihre Resultirende nicht mehr = 0 zu seyn, sondern es würde

für das Gleichgewicht hinreiehen,, dals diese durch den festen Punet geht.

Nimmt man diesen Punet zum Ursprung der Coordinaten, so vedu-
eirt sich die Bedingung des Gleicbgewichtes auf die einzige Gleichung

£(Pp) = 0, während der Werth der Resultaute

R= vSTE? sa)? + [Er sin")

den Druck gegen diesen festen Punct angibt.

Wären die sämmtlichen Kräfte parallel, so wire a=, ==...

folglich hätte man R Cosa = CosaZ(P), RSina= Sina (P) und

Nr = ZE(Pp), woraus sofort

Cosa = Cosa, Sina = Sina wd R= !(P)
folgl; es ist also die Resultante in diesem Falle (wie bekannt) den Seiten

kräften parallel und ihrer Summe gleich.

Für dasGleichgewicht ist R=0, also E(P)=0 und&(Pp) =.

Anmerkung 2. Wir können jetzt auch auf den allgemeinen Fall über-
gehen und die Gleichgewichtsbedingungen für ein System von fest mit ein-

ander verbundenen Puncten bestimmen , auf welche Kräfte nach beliebi-

gen Richtungen in Raume wirken.



m"

Es;seyen nämlich A 2,,:P, : . „diese Keafte se 35) 2, Yo» 2&ı

u. s. w. die auf irgend ein rechtwinkeliges Achsensystem bezogenen Coor-

dinaten ihrer Angriffspunete; a, ß, y, @,, ß,, Y, u. 5. w. die Winkel,

welche die Kräfte beziehungsweise mit den Achsen der 2, 9, 3 bilden.

Diefs vorausgesetzt, zerlege man jede Kraft Pin drei mit den Coordina-

tenachsen parallele Kräfte, so sind diese (Nr.15) für die Kraft ? bezie-

hungsweise PCosa, PCosß, PCosy; fürjene ?,: P, Cosa, P, Cos?.»

P, €osy, u. s. w. Man verlängere ferner die (mit der Achse der z pa-

vallele) Kraft P Cos « bis zu ihrem Durchschnitt X (Fig. 9, @) mit der Ebene

der 42; so hat dieser Punct N die Coordinaten An=y und Am = x.

Zerlegt man diese Kraft PCosa in zwei gleiche mit ibr parallele Kräfte,

welche in derselben und zwar in der durch »g gehenden Ebene liegen

(wofür Ap = Ag ist), so fällt von diesen beiden, wit der Achse der

x parallelen Kräfte 3? Cosa, eine in die Ebene der 2 und hat von der

Achse der z den Abstand Ap=2Ar=2y, und die andere in die Ebene

der 22 in den Abstand Ag=24Am=2z von dieser Achse,

Zerlegt man auf gleiche Weise auch die übrigen mit der Achse der £

parallelen Kräfte ?, Cosa, . . . jede in zwei gleiche dieser Achse parallele
Kräfte, so erhält man für das System der mit der Achse der & parallelen

Seitenkräfte zwei Gruppen solcher mit dieser Achse paralleler Kräfte

#PCosa, #P, Cosa, . ..., wovon die eine Gruppe in der Ebene der € y

in den Entfernungen beziehungsweise 2%, 2%, . . . und die zweile in der

Ebene der 22 in den Entfernungen 22, 22, ... wirksamist.

Eben so kann man das der Achse der y parallele System der Seiten-

kräfte PCos3, P, Cosß, . . . durch zwei Gruj'pen dieser Achse parallele
Kräfte ersetzen, von denen die eine in der Ebene der 2% in den Entfer-

nungen 2Z, 27, ... und die andere Gruppe in der Ebene der yz in

den Entfernungen 223, 22, .. . wirksam ist,

Endlich kann man auch für das dritte System der mit der Achse der &

parallelen Seitenkräfte PCosy, P, Cosy,.. . - zwei Gruppen von mit der-

selben Achse der 2 parallelen Kräfte 3PCosy, 3P, Cosy, . . . substitui-
ren, wovon die eine Gruppe in der Ebene der &3 liegt und deren einzel -

nen Kräfte die Abstände 22, 22, ..., die andere in der Ebene der y3
wirksam ist, und die Abstände 2%, 2%, .... von dieser Achse der 3

haben.

Durch dieses Verfahren hat man aber anstatt der ursprünglichen Kräfte

P, P,.. welche ganz willkürliche Richtungen im Raume haben. können,

durchaus Kräfte erhalten, welche lediglich in den 3 coordinirten Ebenen

wirksam, und darin in je zwei, beziehungsweise mit den in diesen Ebenen

liegenden Achsen parallelen Gruppen vertheilt sind; es ist klar, dafs wenn

in jeder dieser 3 coordinirten Ebenen Gleichgewicht besticht, auch das ganze

System im Gleichgewichte seyn muls.

Nun sind aber die Bedingungen für das Gleichgewicht in den 3: genann-

ten Ebenen der 2%, 22, 43 beziehungsweise (mach den vorigen Relatio-

nen (2%) und (2), wenn man # = 0 setzt):
Burg's Mechanik Suppl. 2



18
 

ıE2(P Cose)=0, 32 (PCos?)=0, 412 (P[2yCosa—2200P2])=V0
A2(P 00sca)—=0, 1E(PCosy)=0, 42 (P[2z Cosa — 22. Cosy]) = 0
ı2(P0s9)=0, 42 (POosy)=0, 32(P[22C0sd —?y Cosy]) = 0

Da jedoch diese 9 Gleichungen nur 6 verschiedene ausmachen, so
wird das angenommene freie System im Gleichgewiehte seyn, wenn die

Kräfte P, P, ... folgenden 6 Bedingungsgleichungen Genüge leisten :

eeZ(PCosd)=0, Z(PCosy)—=0
(9! Z(P [y Cosa— x C0s$]) = 0

P@ilatose — 2008y]) = 0
ı& (Plz 0osß — y Cosy]) = 0

Auch läfst sich leicht zeigen, dafs ohne Erfüllung dieser Gleichungen

das Gleichgewicht nicht bestehen kann.

Ist das System nicht frei, sondern z.B. durch einen festen Punct

gehalten, um welchen es rotiren kann; so ist es für das Gleichgewicht

nicht mehr nothwendig, dafs die Resultirende Null sey, sondern es genügt,

dafs diese durch den festen Punet geht. Nimmt man diesen Puncet zum

Ursprung der Coordinaten,, so bilden die 3 letzten Gleichungen der vori-

gen Relationen (8) die hier nöthigen Bedingungsgleichungen für das Gleich-

gewicht (weil jetzt v statt A Null ist)
Wird das System durch zwei feste Puncte oder durch eine feste

Achse gehalten, so werden alle zu dieser Achse parallelen und auf diese
perpendiculären Kräfte durch ihren Widerstand aufgehoben. Nimmt man

daher diese Achse zu einer der Coordinatenachsen, z. B. für jene der 2,

so werden alle in der Ebene der 23 und %% liegenden Kräfte aufgehoben

oder vernichtet und es wird also für das Gleichgewicht nur nöthig seyn,

dafs die Resultante der in der Ebene der 2% wirksamen Kräfte nach der

Achse der 3 gerichtet sey, 4. h. dals sie durch den Ursprung der Coordi-

naten gehe; dadurch wird die Bedingung des Gleichgewichtes auf die ein-

zige Gleichung 2 (P [y Cosa— x Cos$]) = 0 reducirt, so, dafs also

in diesem Falle nur die Summe der stat. Momente in Beziehung auf diese
feste Achse = 0 zu seyn braucht.

Nimmt man an, dals die sämmtlichen Kräfte 3 unter einander paral-

tel sind, so drfmnuuro=a,=,=..,d=9, =P, >= .. und
y=4=) >. setzen, um für das Gleichgewicht aus den Rela-

tionen (8) die Bedingungsgleichungen zu erhalten:

EosaE(P)=0, CosdL(A)=0, CosyZ(P)=0, di.2(P)=0
und Cosa=Z(Py) -- CosdE(Px)=0, 0osaZ(P2)— CosyZ(Px)=0

0088: (P2) — CosyZ(Py) =

welchen letztern Gleichungen genügt wird, wenn
Z(Ps)=0, ZEPy)=0, ZPr9)=0 ist.

Findet das Gleichgewicht nicht Statt und haben die Kräfte die Resul
tirende RZ, welche mit den Achsen der 2, y, 3 beziehungsweise die

Winkel @, 5, c bildet; so darf man zur Herstellung des Gleichgewichtes

offenbar zu den Kräften P, P, .. nur noch eine der 2 gleiche und gerade

entgegengesetzt wirkende Kraft hinzufügen; dadurch gehen die vorigen

Bedingungsgleichungen über in folgende:
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Cosa ZE(P)— RCosa=0, CosßE(P)—RCosd=0, und

CosyZ(P)—RcCosc=0,

woraus zuerst Z==& (PA) unda=a,db=ß,c=y folgt,

und, wenn 2’, y 2° die Coordinaten irgend eines Punctes dieser Resul-

tirenden R sind. ferner:

Cos a. [EXP y) —y 2 (P)] = 008 B[E (Px) — 2° 2 (P)]
008 2[E (Ps) -- 2 2(P)] = @sy[&(Px)— x (P)]
Cs: [2 (P2)— 2 2(P)] = @sy[&(P)—y'2(P)]

welchen letztern 3 Gleichungen offenbar für

&(Pz) , z(Py) 2 Z(Pz)
.  

Ahiutol ni)’ Neu
Genüge geleistet wird, und welches sofort (Nr. 17, Relat. 3) die Coordi-

naten des Mittelpunktes der parallelen Kräfte sind.

Auf gleiche Weise hätte man schon in dem allgemeinen, durch die Re-

lationen (8) gegebenen Falle die Resultirende bestimmen können, wenn
kein Gleichgewicht vorausgesetzt worden wäre.

Schwerpunct der Linien.

($. 44.)

22. Soll allgemein für irgend, eine Curve im Raume B B’ (Fig. 10)
der Schwerpunkt bestimmt werden, so beziehe man diese auf ein recht-
winkeliges Coordinatensystem AX, AY, AZ, bezeichne die Coordi-

naten irgend eines Puncles M dieser Curve mit &, y,z (AP= x,
A0=y, AR=z), seize die Länge des variablen BogensBM— 5,

so wie die des ganzen Bogens BB’ —=1!; so stelltds das diesem

Puncte M entsprechende Curvenelement und da man dieses (nach der in
$. 44 gemachten Voraussetzung) gleich unmittelbar statt dem Gewichte
des materiellen Punctes x, y, x setzen kann, sds das Momentdieseg
Gewichtes auf dieEbene der x y bezogen vor. Bezeichnet man ferner die

Werthe von s auf die Endpunkte B, B’ des Bogens BB’ = I bezogen,

%ı
beziehungsweise mit s,, s,; so stellt das bestimmte Integral E zds

0
die algebraische Summe der Momente = (P z) in den Relationen (1) von
2%. vor, wobei P unendlich klein ist und statt ds steht. Eben so sind

die Integrale( y ds und # © ds die Summe der Momente dieser Ge-
s9 209

wichte auf die Ebenen 2x und yx bezogen, so, dafs eren N —T,
die genannten Relationen (1) in 1%. zur Bestimmung des Schwerpunctes
x, y, 3 (dort Mitlelpunct der parallelen Kräfte genannt) einer krum-
menLinieim Raume, hier in folgende übergehen:

y*



ag sı >r

xı= (ode, RL zı= (de...
so so so

wobei noch (Relat.2 in Y.) != r ds... (m) ist.
50

Anmerkung. Um in diesen Formeln nach der Variablen s integriren zu kön-

nen, in welchem Falle die Grenzwerthe $,, s, unmittelbar gelten, muls

man €, 9, 3 als Functionen von s darstellen. Man mufs dagegen diese

Grenzwerthe in die entsprechenden 2, , 2,» Yo» Yı> %> 2, Yerwandeln,

wenn man für ds den bekannten Werth Y (de’-+ dy*-+- da») setzt und

nach Z, Y, 3 integrirt. Welcher Vorgang von beiden der einfachere ist,

hängt von Umständen ab, und es lassen sich hierüber gar keine bestimm-

ten Regeln angeben.

23. Ist, um das Verfahren auf ein einfaches Beispiel anzuwenden,

die gegebene Linie eine gerade Linie von der Länge BB’ = 1, be-

zeichnet man die Winkel, welchediese Gerade mit den Achsen der &,y, x

bildet, beziehungsweise durch a, 3, y und die Coordinaten des Anlangs-

punctes B mit a, db, c; so sind jene irgend eines andern Puncles M

dieser Geraden: e—= a-+sCosa, y=b-+sCosß, 2—=ec-+5sCosy-

Substituirt man diese Werthe in die vorigen Gleichungen (I) und führt

die ganz einfachen Integralionen innerhalb der Grenzen von s = 0 bis

s— I aus; so erhält man, wenn man auch gleich mit 7 durchaus divi-

dt: X—=a-+11Cos«, Y=b-+!1C0osß, Z=c-+ 31 C0osy,

woraus sofort folgt, dafs der Je dieser geraden Linie (wie es

ohnehin bekannt) in ihrem Halbirungspuncte liegt.
Weniger einfach gelangt man zu diesem Resultate durch die zweite vor-

hin erwähnte Methode, nach welcher man die Gleichungen der Geraden

BB (d.i. =a2+e, y=bzs +2. Comp. S. 360) aufstellen, daraus

de 100d
die Differentialquotienten de entwickeln und in die Gleichung ds =

2 23

v (ar? + dy’+ds?) = dsvi4 ar . ‚ so wie wieder die-

sen Werth in die obigen Relationen (1) substituiren und dann nach 3 inner-

halb der Grenzen 2/, 2“, y%, y, 3, 3 integriren mufs, wenn 24, y/, &

und 2, y“, 3“ die Coordinaten der Endpuncte 3, B’ dieser Geraden be-

zeichnen. Auf diesem Wege erhält man, mit Berücksichtigung der Relation

BEIY ezeLORu)? + (8° —3/)*] (Comp. $. 356) sofort

X=; (@ +29), =! (y +y%), Z=4 (+3), welches bekannt-

lich äiie Coordinaten des Halbirungspunktes dieser Geraden 33° sind.

24. Für eine ebene Curve fällt, wenn man die Ebene, in

welcher sie liegt, zur Ebene der @y nimmt, von den 3 Relationen «D
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n 22. die dritte in x weg. Aufserdem fällt von diesen Relationen auch

noch die zweite, nämlich die in y weg, wenn man einen Durchmesser

der Schwere ($. 43) zur Abscissenachse nimmt.

25. Soll z.B. der Schwerpunkt eines Kreisbogens BAB‘

(Fig. 11), dessen Mittelpunct € ist, gefunden werden, so ziehe man an

den Halbirungspunct A des Bogens den Halbmesser ©A und nehmedie-

sen, weil er eine Linie der Schwere ist (indem der Bogen BAB’ durch

CA in zwei gleiche symmelrische Theile getheilt wird) zur Absecissen-

achse, so wie den Punct € zum Anfang der rechtwinkeligen Coordinaten.

Setzt man ferner den Halbmesser CA =r, Schne BB’ —a, Bogen

BAB'—=I, W.ACB—=W.ACB'=i und endlich für einen beliebi-

gen Punct Mdes Kreisbogens, Bg. AM=s, CP ==, PM=y

und W. ACM = a; s0 ist wegen a — 5 sofort 2 —=r Cos” und

nach der ersten der Relationen (I) in Nr. 22.

4tal al 5
nf r Cos® ds (= 2 "cos? de NT2Sen

za r o r IE

Hl z
oder wegen a = 2r Sni='2r Sin z = 2r Sin —, auch

z. 2 ra
Xi=ra, woraus äuch !:a—=r:X ode X = ae

folgt, wobei, wenn © den gesuchten Schwerpunet bezeichnet, sofort
x. — 00 ist.

Schwerpunct ebener Flächen.

($. 47.)

26. Um den Schwerpunet der von der Absecissenachse AX,
(Fig. 12), den beiden Ordinaten BN, B’N’ und dem entsprechenden

Bogen der Curve AD eingeschlossenen ebenen Fläche BN’ zu bestim-

men, ziehe man zu den Abscissen AP — x und AJp= x + dx die

rechtwinkeligen Ordinaten PM—= y und pm—=y--dy, seeAB=«',

AB’ —= x" , Fläche BN’—= F, alsoFläche Pm — dF, und bemerke,
dafs der Abstand des Schwerpunctes o des Flächenelementes Pm, wel-
ches als ein Rechteck anzuschen ist, von der Achse AX gleich I yist;
so erhält man mit (I) und (m) in 22, für den gegenwärtigen Fall die
analogen Gleichungen:

Hat) zdF, YF m: 2yd# und "(ar (In
xt
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(weil nämlich die te Relation in & hier wegfällt) , wobei y und d F' als

ünclionen von «x auszudrücken sind, also die Gleichung der Curve AD,

nämlich y= f (2) gegeben seyn muls.

Anmerkung. Die zweite dieser drei Gleichungen fällt wieder weg, wenn

die Achse der z zugleich eine Linie der Schwere ist.

27%. Um auf diesem Wege den Schwerpunet O eines geradli-

nigen Dreieckes ABC (Fig. 13) zu bestimmen, lege man dessen

Spitze A in den Ursprung der rechtwinkeligen Coordinatenachsen und

dessen Basis BC parallel mit der Ordinatenachse A Y, halbire ferner

BC in D und ziehe die Gerade AD; so ist diese Gerade (weil sie jedes

mit BC parallele Flächenelement wie Nm in zweı gleiche Theile theilt,

also durch dessen Schwerpunct geht) eine Linie der Schwere, in welcher

sofort der Schwerpunct O des Dreieckes liegt. Setzt man daher die

Abscisse dieses Punces AE=X, ferner AP=x, Pp=dx, AF

—7h, NM=y und BC—=b; so ist dF—y da oder wegen y:b —

Se & d
x:h, nämlich zB auch @«F el dw und daher

h Ö Dh
I — TEE —4bh,

ol h2

endlich damit nach der ersten der vorigen Relationen (ID:

h 3
b bh

Inx- | „a’de =, ibm,
o

woraus endlich folgt:
Na.

Da also AE = ZAF ist, so folgt auch (wie in 9.48) AO = 2AD.

28. Um den Schwerpunct der sogenannten parabolischen

Fläche AN O (Fig. 14) zu finden, seyen für einen beliebigen Punct M

der Parabel die rechtw. Ordinaten AP= x, PM=y, so ist die

Gleichung, dieser Curve (Comp. $. 472) y’ =pe.

Ist ferner Pp —= dir, so ist das Flächenelement Pm — dR

y dx und die ganze Fäcke AMP =F—= Lyde =; da Vp®

2 xy. Nach der ersten der Relationen in(ID 26. vrRaR Haan daher

aauVra=vn fie" Uem—
0 n n

a? Vp® —)2:92 y und daraus: X — 2.

Aus der zweiten dieser genannten Relationen:

w
i
s

8
8
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aamy. Kraft! de—if pz2 de — a2? —ı u,
v vo

und daraus: MH

Da nun für die bestimmte Fläche A ON die Abscisse z in AO und

die Ordinate y in NO übergeht, so ist für den gesuchten Schwerpunct

0 sofort die Abseisse AE — 2 AO und die Ordinate EO—=3NV.

Für die ganze Fläche NA NMN liegl der Schwerpunct offenbar in Z.

Schwerpunet krummer Flächen.

($. 52.)

29. Um den Schwerpunct einer Rotationsfläche zu finden, sey

NN’ (Fig. 12) der Bogen von bestimmter Länge einer ebenen Curve AD,

welche sich um die Abscissenachse AX umdreht und dadurch eine soge-

nannte Rotationsfläche erzeigt, deren Schwerpunct in der Umdrehungs-

achse AX liegt und sofort bestimmt werden soll.

Bezeichnet man zu diesem Ende die rechtw. Coordinaten der End-

puncte N, N! dieses Bogens mit ©‘ y' und ©” y”, so wie jene eines

beliebigen Punctes M desselben mit 2, y, selzt Pp = dx, Bog. AM

— s und Mm = ds; so erzeugt dieses Bogenelement ds bei der Um-

drehung der Curve AD um die Achse AX die Oberfläche eines abge-

stutzten Kegels, welche (Comp. $. 863) durch O—=2yrds = 2Ary

divC +ir) ausgedrückt wird.

Die obigen Relationen (IT) in 26. gehen daher für den vorliegen-

den Fall in die folgenden über:
EL dy?

oxX= 2:( 2 de vi A) und

EL Iy?

0o0—=2 r( yde va +)

in welchen Relationen man in bestimmten Fällen aus der Gleichung der
e d 3

gegebenen Curve y = f (x) den Quolienten bestimmen, ferner dessen

Werth sammt jenen von ysubstituiren, und dann die Inlegrationen innerhalb

der betreffenden Grenzen ausführen mufs, um die Abscisse X oder den

Abstand AO des gesuchtenSchwerpunctes O zu erhalten.

30.Ist, als einfachstes Beispiel, N N’ eine mit der Achse AX

parallele Gerade in dem Abstande » und von der Länge %, also die
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Rotationsfläche die Mantelfläche eines gemeinen Cylinders vom Halb-

mosser r und von der Länge 7; so ist wegen y=r, also dy= 0 sofort:
h h I

0° 2=]. 02 —2rzı UNNAN— 2, -f rd ar,

folglich X — # 4, wie sich vonselbst versteht.

31. Eine durch den Ursprung A der Coordinaten gehende Ge-

rade AB= ! (Fig. 15) erzeugt bei, der erwähnten Rotation eine ge-

wöhnliche Kegelfläche, wofür, wenn man die Ordinate CEB=r

 

r 1%
und die Abscisse AC—hselzt, wegen y-,8 also a.z sofort

d

R 2r +72) (%
0=2:.| " 2a(1 +5) = Yuendır

a h?

2rnth?
== —— r rl und damit= d dami

als. ai h h:

rriX—2:|ee — 2rrIh
10% h A 3

folglich xX=2n wird,

32. Ist die erzeugende Curve ein Kreisbogen NN’ (Fig. 16)

vom Halbmesser CA = r, so entsteht durch die Umdrehung desselben

um den Durchmesser AA’ eine Kugelzone mit zwei Grundflächen,

und day= \V (r?— x) die Gleichung des Kreises ist, wenn man die
—ı

Abseissen vom Be C aus zählt, folglich 4 —egund

day’ Be A =
WG (i + -.ar 3 au 2) wird; so hat man nach den beiden Re

lalionen in &29., wegen CB—= x’ und CB’ — x" sofort:
x de a

er a,iz MODA(Bew)
=

 o—2Rl Va7=

und damit
2% 27 T d 5

ar rur2 Va?—g?IT2)

Kit wir — x

Ka gem

woraus endlich folgt: xel@ten,

so, dafs also der gesuchte Schwerpunct O in der halben Höhe der

Zoneliegt, ($. 54.)
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Dasselbe Resultat erhält man offenbar auch für eine Zone mit eine;

Grundfläche, d. i. für eine Kugelhaube oder Kugelschale, indem

man dafür nur z7 = CA = rsetzen darf. Auch wird für die Oberfläche

der Halbkugel, wegen 2 = 0 und 2” = r ebenfalls nach dieser Re-

Belt — 1

Schwerpunet der Körper.

0.55

33. Da bei homogenenKörpern, wie sie hier immer vorausge-

selzt werden, das Gewicht dem Volumen proportional ist, das Volumen

daher zur gröfseren Einfachheit statt dem Gewichte gesetzt werden darf

(indem der Factor, welcher das Gewicht der cubischen Einheit bezeichnet,

zuletzt überall hinausfällt); so erhält man zur allgemeinen Bestimmung

des Schwerpunctes eines Körpers, wenn man dessen Volumen mit V,

also ein Element davon mit dV bezeichnet, die nachstehenden (mit jenen

in 22. analogen) Gleichungen:

vx=[zav, vr=[yar, vz=[sv, |

v- far. !

wobeisich die Grenzen, innerhalb welcher die Integrationen ausgeführt

werden müssen, in den einzelnen specielien Fällen immer von selbst
ergeben

AD

34. Um z. B. den Schwerpunct einer Pyramide ABCD

(Fig. 17) von einer beliebigen Grundfläche zu bestimmen, verbinde man

die Spitze der Pyramide A mit dem Schwerpunct E der Grundfläche,

wodurch AE eine Linie der Schwere wird, in welcher sofort der gesuchte

Schwerpunet0 liest. Fällt man ferner aus demselben Puncte A auf die

Grundfläche der Pyramide das Perpendikel AF, nimmt dieses zur Abs-

eissenachse, so wie den Punct A zum Ursprung der rechtw. Coordina-

ten, legt durch die Puncte P und p wofür AP= x und Ppp—= dx

ist, zwei Ebenen de d und b’ c’ @ parallel mit der Grundfläche B CD,

bezeichnet die Gröfse der Grundfläche B € D mit f, so wie jene des
ähnlichen Polygones dc d mit x und endlich die Höhe der Pyramide A F
mit %; so ist zuerst AV —= dx oder wegen f:x — h?:©?, woraus

29

>
> x” folgt, auch dV -7 x? de und daraus

Be fm: ’ 2 3
Vv= =, du=p35—= Yr h (wie ohnehin bekannt.)

=
Dt
7
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Mit diesen Werthen von V und dV erhält man aus der erstern der

Relationen (ID in 33.

1fh.X = af.0? dr 4% ep

und daraus = :nh,

so, dafs also, wenn AN die "ak des gesuchten Schwerpunctes O

ist, sofort AN —= #3 AF, folglich auch AO — 2 AE wird ($. 55).

35. 7ur Bestimmung des Schwerpunctes einer mit der Grund-

fläche parallel abgestutzten Pyramide BCd (Fig. 18), in

welcher die gröfsere Grundfläche BCD—= F, die kleinere bed = f,

ihre Höhe fF —= n, jene der Ergänzungspyramide Af= h‘ und die

Höhe der ergänzten Pyramide AF = h”ist, mufs man die beiden vori-

gen Integrationen von x — Ibis x — 4‘ ausführen. Dadurch findet

man fürs Erste, nach einigen einfachen Reductionen (und wie ohnehin

aus der Geomeirie bekann) V=4h(F+f+ V Ff) und damit

weiters
N?

ol+ vV FAXerade=.

Fo atony"
® RE REHFHVEN!

Nimmt man ferner zwei ähnlich liegende Seiten derPyramide, z B.

bc, BC und seizibc—=a, BC—=A; so erhält man wegen 4’:—

a:A und f: F=a?:4?, auch W:A=a:A—a und W:h—

A:A—-a, folglich a‘ —

woraus X— . (a) folgt.

 7 und hd — aa so wie auch f=
a A—a

5 F. Diese Werthe für A‘, »“ und fin die vorige Gleichung (a) sub-

stituirt und gehörig reducirt erhält man auch:
xo3 Ar—ai

r dee(4’+Aa+ a?)

und wenn man den Abstand des gesuchten Schwerpunctes anstatt von
der Spitze A abwärts, von der Grundfläche d. i. vom Puncte F aufwärts

zählt und diesen Abstand mit X’ bezeichnet, wodurch in der vorigen

Relation X =" — X’ zu setzen ist, endlich auch nach allen Re-

duclionen:

Aoa

Aa
xi—=1ln   rel

m
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36. Zur Bestimmung des Schwerpunctes einesRotationskör-

pers. drehe sich die von der Curve NN’ (Fig. 12) den beiden recht-

winkeligen Ordinaten BN, B’N’ und der Abscisse B B‘ begrenzte ebene

Fläche um die Abscissenachse AX; so entsteht ein Rotationskörper,

dessen Schwerpunct © offenbar in dieser Achse selbst liegt und wofür,

wenn A der Ursprung der Coordinaten ist, AO = X seynsoll.

Mit Beibehaltung der in Nummer 29. gewählten Bezeichnung be-

schreibt bei dieser Rotation das Flächenelement Pm (welches bekanntlich

als ein Rechteck anzusehen ist) einen Cylinder von kreisförmigen Grund-

flächen, dessen Inhalt dV = y?r de ist. Damit verwandeln sich die

obigen Relationen (II) in 33. in die folgenden :
xt

v=r[yde und Pera

3%. Dreht sich als einfachstes Beispiel das rechtwinkelige Drei-

eck ABC (Fig. 15) um die Cathete AC, so entsteht ein gerader

Kegel von der Höhe AC —= h und der kreisförmigen Basis vom Halb-

messer BC—=r. Da nun y ei x die Gleichung der Geraden AB

ist, so folgt nach den beiden vorigen Relationen:
h.2 7?

Wein realen —=r -—ırıh, ferner

of m 3
h.z 2 pi

a BAR Li.
12h X — % = dicu—

ER n’ 4
und daraus wieder x=3:h.

r
l

Anmerkung. Ist in dem genannten Dreiecke ABC (Fig. 15) de parallel

mit BC, und setztmn dsc=r,BC=R, Ac=4,AC= 4und

Cc=h"—h=h; so beschreibt bei der angenommenen Rotation die

Fläche Cd einen mit der Grundfläche parallel abgestutzten Kegel,

dessen Höhe = % ist, und deren Grundflächen die Halbmesser 2 und r

haben

Um nun dafür den Schwerpunet 0 zu bestimmen, darf man nur die

beiden vorigen Relationen in die nachstehenden
hn2 h’’n2

Dr *f, dr und re f, — z°’dxz verwandeln, 
ne 4? a ZZ

2 R?

worausman V=az (x °—%°) und FA= Fr 4lh—W‘)

nN—M*

folglich Xi enennihäll;4 h"®—n
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Nun ist 4:4” =r:R oder WoA=r:R—r und A:A=R:R—r, also

7% R
nN—=h —-ud2”=h ———- , folglich auch ,' wenn man diese’ Werthe

R—r a)

Ute)
substituirt : a ng

2 R r

oder wenn man CO = X’setzt, wduchX= A0=M}}"— X =h EA ad

wird, nach gehöriger Substitution und Reduction, endlich:

RL 9 Rr-+3r7°
Kuala Vedig

R’+-Rr+r

(analog mit der Gleich. (d) in 35.)

38. Ist die Begrenzungscurve NN’ (Fig. 16) ein Kreisbogen,

folglich der Rotationskörper en Kugelabschniti mit zwei Grund-

flächen, so ist, wenn man die Abscissen vom Mittelpunet € zählt und

den Halbmesser mit r bezeichnet, y? = r?— x” und daher (Relatio-

nen in B6.):
EL

V=xr de Gr x» =r jr (a ES x£') an 1 (a Sy >|

‘
 

x

— ir @'" a) (em2 Bri22 nlze)

undes PX — «f 2 de 1? a9) — x. 77 @#29 —
ge

4 (@* — a9] ai 4 ze) ar?—aan?)

a 8 & n
woraus durch Division iR und gehöriger Reduction, solort

 
ee (+2)@re=

nu reeen?
  

folet.

Für einen Kugelabschnitt mit einer Grundfläche, folet aus

diesem Ausdrucke, wegen 2’ — r und wenn man die Höhe des Kugel-

segmenles mit 7 bezeichnet, wodurch 2—=r— Ah wird, sofort

Fi @r—n?

neh
Endlich folgt noch aus dieser letztern Relation für den Schwerpunet

der Halbkugel, wegen % = r, übereinstimmend mit dem Werthe
CD in$. 58: N j

Me

39. Ist endlich die erzeugende Fläche von einem parabolischen
Bogen AN’ (Fig. 12) begrenzt, folglich der Rolalionskörper ein para-
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bolisches Conoid, so erhält man, wegen y® = px (Gleich. der

Parabel AN’, die Abscissen vom Scheitel A gezählt) :
x cr’ x 3

verfpede=ry, und uRem ren nn
o # + o >

folglich : Neal

“
l
ı
s

Guldins’che Regeln.

4®. Stell o (Fig. 12) den Schwerpunct der ebenen Curve NN

—= I! vor, so ist für Po — nachder zweiten der Relat. D in 22:

Sı
Yı il; yds oder, wenn man mit 2 x mulliplicirt, auch

Ei

2,Yzl= [see

so

Nunentsteht aber durch Umdrehung dieser Curve N N’ umdie Achse

AX eine Rotationsfläche,, deren Oberfläche durch den zweiten Theil die-

ser Gleichung ausgedrückt wird, während der erste Theil nichts anders

als das Product aus dem Wee des Schwerpunctes o in die Länge 7 der

Curve bezeichnet: die durch Umdrehung einerebenen Curve

um eine inihrer Ebene liegende Achse erzeugte Rota-
tionsfläche ist also gleich dem Producte aus der Länge
der Curvein den Weg, welchen der Schwerpunct der-
selben bei dieser Umdrehung beschreibt.

4%. Bezeichnet dagegen o den Schwerpunct der von der Curve

NN‘ (Fig. 12) begrenzten ebenen Fläche BN’— F und ist wieder

Po= Y, so entsteht durch die Umdrehung dieser Fläche um die Achse
ZH

AX ein Rolationskörper, dessen Inhalt durch er dx ausgedrückt
xt

wird. Es ist aber nach der zweiten Relation (I) in 26.
zii

Yh — & 3ydF oder wegen dF — yd.r und wenn man auch gleich

wieder mit 2 x multiplicirt:

2Yx.F a y’rde,

d.h. der Inhalt des durch Umdrehung der ebenen Fläche
F um die Achse AX erzeugten Körpers ist gleich dem
Producte aus dieser Fläche inden Weg, welchen ihr
Schwerpunct bei dieser Rotation zurücklegt.
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Um diese beiden Regeln, welche mehr zur Darstellung einer interessan-

ten Eigenschaft des Schwerpunetes als des Gebrauches wegen angeführt

werden, auf ein ganz einfaches Beispiel anzuwenden, drehe sich die Ge-

rade AB = 2 (Fig. 15) um AC, wobei das auf AC gezogene Perpendikel

BC = rseynsoll, folglich der Abstand des Schwerpunctes 0 der Geraden

ABvon AC=!r ist. Zufolge der erstern Regel (A0.) ist daher die durch

diese Rotation erzeugte Kegelfläche O=2.;rr.i=rrl.

Dreht sich dagegen das rechtwinkelige Dreieck 43 C um diese Gerade

AC = h, und ist m der Schwerpunet dieser Fläche, folglich wegen

Am = :4d der Abstand mn =; cd=2.4r=#r; so ist nach der

zweiten dieser Regeln (41.) das Volumen des durch Rotation dieser

Fläche ABC=!rh erzeugten Kegels: v=2.irn.irı=ir’nd,

Alles, wie es aus der Geometrie bekannt ist.

Anmerkung. Um schlüfslich noch eine bemerkenswerthe Eigenschaft des

Schwerpunetes zu entwickeln, seyen 2, p‘', p".. die Gewichte und M,

M‘, M’'.. die Schwerpuncte von Körpern, welche zusammen ein unver-

änderliches System bilden, dessen Schwerpunet in 0 liegen soll. Bezieht

man das System auf drei rechtwinkelige Coordinatenachsen, deren Ursprung

in A liegt, bezeichnet die Entfernung der einzelnen Schwerpunete 7, M*..

von diesem Ursprunge A durch r, r‘, r”.., den Abstand des gemein -

schaftlichen Schwerpunetes 0 von A mit A, die Winkel welche 2 mit den

Achsen der 2, %, 3 bildet beziehungsweise mit @, d, ©, jene der r mit

diesen Achsen mit a, 8, y, der r’ mit. «a, dB’, y’u.s. w. und setzt

endlich die Summe der Gewichte (als Resultirende , deren Angriffspunet 0

ist) p+v..=:W)=P; so folgt nach den Relationen (1) in Nr. 17.

indem die von 0, M, M'... auf die Ebene der 2y gefällten Perpendike} durch

RCosc, r Cosy, r’Cosy’... und eben so die Perpendikel auf die Ebene

der 23 durch RCosd, r Cosä, r’Cosß‘.. und auf die Ebene der y3

durch RCosa, r Cosa, r‘Cosa.. ausgedrückt werden, sofort:

PRCosa = £ (prCosa)

PRCosb = £ (pr Cos$)

PRCosce = E(prCos y)

die Summe der Quadrate dieser drei Gleichungen gibt, mit Berücksichtigung

dafs (Comp. 9.572) Cos’a+ Cos’b+Cos®’c—=1, Cos’a+Cos®’d+

Cos’y = 1 u. 5. w. ferner, wenn (r.r‘) den Winkel bezeichnet , welchen

die Geraden r und 7’ mit einander einschlielsen, und die übrigen Winkel

damit analog bezeichnet werden, wegen (Comp. $. 572) Cos (r.r) =

Cosa Cos u’ + Cosß Cos &° + Cos y Cos y und so auch analog für die

übrigen Winkel nach gehöriger Reduction :

PPR®=3(p’r’) +2 (2pp'rr‘ Cos[r. r’))

Sind ferner @, @, a’ .. die Abstände der Schwerpuncte M, M' .. unter-

einander, so ist bekanntlich 27’ Cos (r. 7°) = 7°+r‘°— a? und so auch

für die Übrigen, folglich geht die vorige Relation über in folgende :

PR=2(pr) H2@pplet r?— a’])

oder da alle r* enthaltenden Glieder die Form haben 2 7°(9 TPH+.-)
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Ppr* und das Ähnliche auch für die r’°, r”*... enthaltenden Glieder Statt
findet, eben so P*R’=PE(pr?’)— Z(pp’a?) oder endlich:

PZ(pr’) =P’R’+2(pp‘a?)
aus welcher Relation sofort der Satz folgt, dafs wenn der Abstand

R des Schwerpunctes eines Systemes von schweren

Puncten oder Körpern von irgend einem festen Puncte

(A) constant bleibt, dagegen sich dieLage desin seiner

Form unveränderlichen Systemes wie immer ändert
(wodurch sich’ sofort die Winkel @, 8, y u. s. w. ändern) die Summe

der Producte aus den einzelnen Gewichten in die Qua-

dratederAbständeihrerSchwerpunctevondiesemfesten

Puncte ebenfalls eine constante Grölseist.

Da ferner, wie dieselbe Relation zeigt, & (pr?) für A= 0 am kleinsten

ist, so folgt noch, dafs die Summe der Producte der Ge-

wichte in die Quadrate der Abstände ihrer Schwer-

puncte von diesem gemeinschaftlichen Schwerpunct

ein Minimum ist.

Einige weitere wichtige Eigenschaften des Schwerpunctes werden noch

in Nr. 61, Anmerk. 2 unter $., 9. und 10. angeführt werden.

Die Kettenlinie.

($. 69.)

42. Um eine Gleichung der in den Puncten A und B (Fig. 19)

aufgehängten vollkommen biegsamen Schnur oder Kette (von sehr feinen

Gliedern) AMCB, wovon gleiche Längen auch ein gleiches Gewicht

haben sollen, abzuleiten, nehme man den einen Aufhängpunct A zum

Ursprung der rechtwinkeligen Coordinaten und die durch diesen Punct ge-

zogene Horizontale A_4’ zur Abscissenachse, setze also für einen beliebigen

Punct M der Curve AP=z, PM=y und Bog. AM=s; selzt man

ferner die Länge der Kette ACB — I, die Coordinaten des zweiten

Aufhängpunctes B d.i. AE—=c, EB=d und ersetzt (wodurch nichts

geändert wird) diesen festen Punct B durch eine nach der Tangente wir-

kenden Kraft $, welche der in diesem Puncte Statt findenden Spannung

gleich ist, so kann ınan diese Kraft in zwei aufeinander senkrechte Sei-

tenkräfte P und O zerlegen, wovon die erstere vertical, dIe letztere
daher horizontal wirkt. Die im Puncte M nach der Richtung der Tan-
gente MT Statt findende Spannung T, welche sofort dem Gewichte,
also auch der Länge des Bogens MCB proportional ist, kann eben so
in zwei Seitenkräfte P/, 0’ nach verticaler und horizontaler Richtung:
zerlegt werden, und zwar ist, wenn man W. TMP — 9 seizt, dafür:
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mn de

P'— TCoso und 0' — T Sin g oder wegen Song =, —ı. und
i Nm ds

Mn dy Br . :

Cs =—n (wenn nämlich M mn das soganannle Differenzial-
Mm ds

; 12 le

dreieck vorstellt) auhb P=T und 0, — Ten: :
ds ds

Ist nun R die Resullirende aus dem Gewichte des Bogenstückes

MCB, so müssen für das Gleichgewicht die beiden Gleichungen bestehen :

0 — 0 und P-P’—=R, oder wenn man für Q/ und P‘ die obigen

Werihe setzt und berücksichligt, dafs wenn p das Gewicht der Längen-

einheit des Bogens s bezeichnet, sofort R fi, ds = — op ist,

1x z

auch (1) T ig O und T UrD as f. p ds oder (mit Rück-
ds ds n

sicht auf diese Gleich. 1) @ a ——P— ie ds (2).

Differenziirt man diese letztere Gleichung, in welcher P, O und dr
2 2

conslant sind, so erhält man @ u——pd=—pdeve Eu “ ) 

 

dies,

0dy a

oder —_—ur — — p dy und daraus durchInlegralion:

Aare Aa

ov(bi+)=e—ry m
Um die Constante € zu beslimmen berücksichlige man, dafs der

! d, KalanzE 4 ü 2

Quolient = , welcher bekanntlich die trigon. Tangenle des Winkels dar-

dr

stellt, welchen die in irgend einem Puncle (w, y der Curve gezogene

Tangente mit der Abscissenachse bildet, für y= 0 in tanga übergeht,

wenn man den Winkel der Tangente der Curve im Anfangspuncte A mit

a bezeichnet, so, dafs also C= 0 Ye (L 4 tanga?) = 0 Sec & und

2

damit in (m) © v( -- du ) — OSeca -—py wird. Aus dieser

Gleichung: folgt aber “7, _LINIE, oder wenn man den
L

conslanlen Quolient Ei. ; (n) und bSeca« —
D

 
da?

 SERUM r)

cos 4 (

1

setzt, auch =. — : V [® Sec amDe) und
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b.dy
= ———,, (3)

v la —y)’— 0°] ®
durch die Integration dieser Differenzialgleichung erhält man (Compend.

$. 777, wo a=a?—b?, B=— 2a und „—=] zu selzenist):

s—blla-ytvV[la-w’9], +€
q

um die Constante C' zu bestimmen, darf man nur berücksichtigen, dafs

für 2—0 auch y=0 seyn mufs (und dafs für diesen Punci A von

den doppelten Zeichen blofs das obere gil), wodurch man erhält

=—b!lla—Vca? — v°)] und womit endlich, wenn man diesen

Werth substiluirt und reducirt,

fa—yzv Ma)’ - DJ}= 4 —IN I4 bl \ Ey j &

wird, welches sofort die gesuchte Gleichung der Kettenlinie ist.

Zur Bestimmung des Bogens s hat man ds = dx v( un: )
de’

oder wenn man für 2 den Werth aus der obigen Gleichung (g) sub-

de

(a—y) stituirt, auch ds— dz.. m oder wegen Gleich. (8):

in (aeY)dl,

 Ylda—y)’—0°]
s=Cc—v [a-W%-b?].

Da nun für y=0 auch s—o seyn muls, so wird die Conslante
C=Y (a?—bP) —=b\V(Seca®— 1) = btanga—=aSina, folglich

s—=aSinat V [ka—wW’—b°] .. A).

Sınd AD= x‘ und DC = y‘ die Coordinaten des tiefsten
k : 1

Punctes € der Curve, so ist für diesen Punct, wie bekannt nn -R0r,
dz

ds und daraus durch Integration:

also aus Gleich (3) a—y'’=b, oder „=a—b; ferner folgt damit
b

a—(a5

s—= AMC=!—=blanga—=aSin« und damit auch allgemein:
s= l! FV [a-y’—02).

ana Gleich. (db: SG x —r [ ] und aus jener db:

43. Wie man aus der Gleichung (I) ersieht,, so ist die Form der

Curve von dem zweiten Aufhängpunet B oder —=c, y=ad ganz un-

abhängig. Nimmt man nun diesen ebenfalls in der Horizontalen oder in

der Achse AA’ in A’ an, so ist dafür c—= AA’ und d=0, folglich
aus () für y=0:

Burg’s Mechanik. Suppl. a
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aenv (a’—b*) ee]

a—v (a’--D°) [a — vta’—*)]”

— 2015|2
a — v (a’—b°)

(wegenGleich. ©), so dafs also die Ordinate des tiefsten Punctes C die

Abscissenachse im Halbirungspuncte D von A A’ schneidet

Anmerkung 1. Zur Bestimmung der beiden constanten Gröfsen « und d

Aı 1

wodurch auch (Gleich. 7) der Winkel = gegeben ist, kann man, da

c, d, U als bekannt anzusehen sind, in der Gleichung () = 6 y = d

und in jener (I) s=Z2 und y=d setzen, durch welche beide Gleichun-

a

gen (in deren letztern auch noch Seca = zu berücksichtigen kommt)

dann, wenigstens im Prineipe, @ und d gegeben sind.

merkung 2. Die obige Gleichung (1) der Kettenlinie läfst sich durch

folgende successive Transformirungen auf eine einfachere Form bringen.

Zählt man nämlich zuerst die Abscissen auf der Ordinatenachse A F(Fig. 20),

setzt nämlich Ap = z, wofür sowohl MWals auch aM’ =y ist; so

muls ınan in der Gleich. (I) z mit 9 verwechseln , wodurch man erhält

a=,-2+v ler)—=].

—,v.@ 5)
Nimmt man CD zurer.£ setztalso DR =2, PM=P, M=y

so muls man in dieser letzten Gleichung statt y setzen AD: y. mit dem

obern und AD +Y mit dem untern Zeichen; dadurch erhält man, wegen

ADIZ—r0LI] (Gleich. #) für beide Fälle denselben

Werth: +y=Db1l [et]
b

} y,

b

oder es ist e@ I : [er 1% Ka"]

Y

und e 3 : [«- 2—-vV Ku] (wo e die Basis der

nat. Logarithmen bezeichnet) x

en
folglich eu Mer > (a— 8)

Zählt man die Abseissen vom Puncte € aus, setzt also CP, = & und

PM= P,M' = y, so muls man in dieser letzten Gleichung statt Z

schreiben COD— z=y’—ıc =ua—b—-%, wodurch das vorige Binom

a—zZin d +& unddie Gleichungder Curve in jene d + 2 =Airr

übergeht. Zieht man ferner in der Entfernung €cA'=b mit AA‘ eine

Parallele, nimmt diese zur Abseissenachse und den Punet A“ zum Ursprung
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der Coordinaten, setzt nämlich A” P, =z und 470=4" 0'=y; so erhält

man aus dieser letzten Gleichung, da man darin 2 — d statt z setzen muls,

ri
b Br

IT= ( e-+e y, man erhält endlich durch Verwechslung der

beiden Achsen, wodurch 470 =4A"09"=r und 0 Y=0M=y wirl,

als einfachste Gleichung der Kettenlinie:
x

dr A
YV=_ e-+e e

2

44. Aus der obigen Gleichung (1) folet für die Spannung

der Kelle in irgend einem Puncle M (Fig. 19) T— 0 = — (N) z =

(Gleich. 7). Da nun im Aufhängpuncle A die Ordinate y= 0, so folgt,

 

dafs diese Spannung in A am gröfsten und zwar T — 0 ist.

Für den tiefsten Punet €ist die Ordinate y—y' am gröfsten,, folg-
. : . I
lich die Spannung an diesem Puncte T — = 0—=0 wea y—

a—b) am kleinsten.

45. Anstalt der Voraussetzung, dafs gleiche Bogenlä neen
der Curve ACB (Fig. 19) gleiche Gewichte haben, kann man auch,
wie es bei Kettenbrücken der Fall ist, bei welchen das Gewicht
der Kelten gegen die Belastung der horizontalen Fahrbahn vernachlässigt
werden darf, annehmen, dafs gleiche Längen der Projectionender
Curve auf die horizontal gezogene Abscissenachse A A’ gleiches Gewicht
haben sollen, so, dafs also nicht mehr die Curve, sondern die Abs-
cissenachse gleichförmig belastet erscheint.

Unter dieser Vorausselzung verwandelt sich, wenn jetzt p das
Gewicht der Längeneinheit der Abscisse = bezeichnet, dagegen alle
übrigen Bezeichnungen die nämlichen bleiben, die Gleichung (2) in

>Nr. 42. in die folgende TU —=—P—f p dr, während jene

cl), nämlich «).. T = = 0 ungeändertbleibt.

Die erstere dieser beiden Gleichungen integrirt, gibt
dy hT z =— P--p (e—x) und wenn man diese so erhaltene Gleichung

dureh die vorige (a) dividirt:
3%
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» Ay a SAUREN:
nisse 0

S ä dy —P+pe
Da für z= 0 der Quotient 17 fang a, also fang « — — 

wird, so hal man auch, diesen Werth in (3) substituirt:

de

Diese letzte Gleichung integrirt, gibt:

] r
Aa) I = tang «—7 oder dy = tang a de — Gede.

v
D = ztanguı — _ m*,(2) y g“ u:

wozu keine Constante kommt, weil für 2—=0 auch y=0 seyn muls.

Da ferner für 2 = ec, y— d seyn soll, so folgt aus dieser lelzten
2

Gleic! d 2eic hung = tang a— 20

oder (a) Tangme — rn+&
a a

Wird dieser Werth in derDr (2) substituirt, so erhält man

als Gleichung der gesuchten Curve:

rea + 7, 002)
und zwar ist dieses (Compend. $. 493, wo nur «= mit y verwechselt

werden darf) die Gleichung der gemeinen Parabel.

Anmerkung 1. Um in dieser letztern Gleichung die Constante 0 zu bestim-

men, kann man für irgend einen Punet M die Abseisse AP= 2° und

Ordinate PM =y’ messen und für z und Y in dieser Gleichung substi-

tuiren. Am einfachsten ist es jedoch in der Curve einen Punet N anzu-

c
nehmen, wofür die Abseisse Af= 2 ist. Setzt man dann die gemessene

d
Ordinate FN=F0O+0N = 2 + %, wobei also auch A als bekannt an-

zusehen ist; so erhält man durch Substitution dieser Werthe für z und %

in der Gleichung (4):

d d.e Da (ln 005 ; D.C” DIR
rReap pe 7520\3 zZ) di = %, ar 0=

Mit diesem letztern Werthe lälst sich nun auch leicht die zweite Con-

stante Zung a finden; denn es folgt aus Gleich. (3):

d BO AR, & 4 An. Ag Ah

a, NETT AR
Auchlassen sich diese beiden Constanten O0 und Zang « durch die Coor-

dinaten des tiefsten Punetes © ausdrücken.

Anmerkung 2. Liegt der zweite Befestigungspunct 3 mit dem erstern A

in derselben horizontalen Linie AA’ in A/, so ist d= 0 und (aus Gleich 4)
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p h A pc: Ah
3, 8 - 2), wobäi 0 = Sn tunga = = ud h=NZ 2

c .

FN=0N=DC (wegen AF= > AD) die grölste Ordinateist.

Setzt man in dieser Gleichung der Curve für 0 den vorigen Werth, so

Ah
wrd auch „= Pr (ex—2”), oder wenn man die Abscissen von D aus

Pr . c

zählt, also DP=2 setzt, wodurch manin dieser letzten Gleichung =

Ah fe?
statt z setzen muls, nach gehöriger Reduction: y= ei rn 2).

Verwechselt man ferner z mit y, setzt nämlich (Fig.20) DA =z und

Ah fe
P,M=y, so erhält man 2= 7 (Fr), und wenn man endlich

die Abseissen auf der Geraden CD vom Puncte C aus zählt, also CA =r

setzt, wodurch in dieser letzten Gleichung A—-X statt 2 zu setzen ist

4 2 2 Giauch: N oder "= ,7,7:

als Gleichung der Curve ACA’ und zwar als Gleichung einer gemeinen
2

Parabel vom Parameter an deren Scheitel C und Achse CD ist.

26. Zur Bestimmung des Bogens s subslituire man in der
ö Iy? d :Gleichung ds = dr v( +u für n den Werth aus der obigen

T dz

Gleichung (1), so erhält man

DM ds —ıde v(i + (tang a — e »)*) oder wenn man Kürze

halber fanga = m und : —=n setzt, auch:

ds=deVdA+m— 2mne-+tn?e?) — deVQGa+tBe+tyed,

wenn man nämlich noch 1 + m?—=a,— 2 mn=j3 und n?—y setzt.

Ausdieser letztern Gleichung erhält man durch Integration (Com.

pend. $. 809, Beisp.), Substitulion-und Reduction, wenn man noch Kürze

halber 1 + (tang « 5 DPA setzt:
0 e

— c—;,|Lang. 59 VA--logn. Ganga+VA |

wobei die Constante, da für z—0 auch s=0 seyn soll „ den Werth

hat C= 2 |fans a v4 + logn. (lang « + va].
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4%. Aus der obigen Gleichung («) in #5. folgt für die Span-

nung der Kette im Puncte M (Fig. 19) nach der Tangente:

ri ds „ a ® :

Tr =eyvfi nat = 0/1 +Ctang a )-- ©).
dz

 

d i ee
Da im tiefsten Puncte € der Curve — 0 ist, so ist die

Spannung an diesem Puncte T—= 0 am kleinsten.

Im Aufhängpunet A ist die Spannung, wegen 20 sofort

T=0VA+tang:u = am grölsten.

Im zweiten Aufhängpunct B ist diese Tangentialspannung

T— ov(i —- (lang a 73°).

48. Was die Spannung der Kelle nach lothrechter oder

verticaler Richtung betrifft, so ist diese im Puncte M sofort:

„au_

dr vi + (tang a ru y

wenn man nämlich für ds den Werth aus (,) in & 6. setzt, ai endlich,

Ss —TCosmun—ı —/
ds

dy
wegen „, lang a — e; (Gleich. 1 in 45.) auch:

nz
(fang « Eu

0
a aee 2ET )reDIET,

DR,
' vC + (tang « —=#)®)

wenn man nämlich für T den obigen Werth aus (5) in &%. substituirt.

Im Aufhängepunct A ist wegen « — 0, diese Verlicalspannung

S—0tang« am grölsten.
Be s i dy

Im tiefsten Puncte C dagegen ist diese Spannung wegen — —= 0
= dz

sofort S—0 am kleinsten. *)

Bedingungen für die Empfindlichkeit der

Krämerwage.

($. 85)

49. Umdie Bedingungen zu finden, unter welchen die gemeine

Krämerwage empfindlich wird, d. h. die Eigenschaft erhält, dafs der

”) Auslühlicheres hierüber findet man in dem Hemoire sules Ponts

suspendus von Navier. Paris, 1824.
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Wagbalken sogleich die horizontale Lage verläfst und eine schiefe Lage

annimmt, wenn das Gleichgewicht durch ein kleines Zulaggewicht gestört

wird, sey AB (Fig. 21) die horizontale Lage des in O aufgehänglen

Wagbalkens im Stande des Gleichgewichtes, nämlich für den Fall, dafs

AC—=BCund W—=P ist ($. 83), ferner A’B‘ dieLage dieses Kutlienn,

welche er dadurch annimmt, dafs in die Wagschale B zu dem Gewichte

P nochjenes p zugelegt wird, wodurch im Stande der Ruhe sofort der

Punet C nach € kommt.

Seizt mn AC=BC=a, 0C—=0C—b und wenn D den

Schwerpunet des Wagbalkens bezeichnet, OD=c, ferner das Gewicht

dieses Balkens —g; so kann man die in den Puncten A‘, B’ D loth-

recht wirkenden Gewichte oder Kräfte W, P-+-p und g jede in zwei

aufeinander senkrechte Kräfte zerlegen, wovon die eine (w, r, s) per-

pendikulär, die andere (ww, »’, s‘) parallel zu dem Balken wirkt. Setzt

man nämlich den Ausschlagwinkel CO C=a, so ist (Nr. 9.)

w= WCosa, w—=W Sin«, r=(P-+p) Cosa,= (P-+p)Sin«

s=g Cosa und #! —g Sina.

Da ferner angenommen wird, dafs diese auf den um O drehbaren

Hebel A’ 3’ wirkenden 6 Seitenkräfte im Gleichgewichte stehen; so mufs

nach dem Satze der statischen Momente (Nr. 2®. Anmerk. 2) sofort die

Bedingungsgleichung bestechen: watwdbsc+Hrb = ra oder

wenn man für w, w’... die vorigen Werthe setzt: a W Cosa +
bWSina —+-cgSina-+b(P--p) Sna—=a(P-p)Cos« und wenn
man durchaus mit Cosa dividiri und aus der entstehenden Gleichung,
nachdem man im ersten Theil «a W, gegen jenen a P, im zweiten aus-
gelassen (wegen aW—aP) und W=P gesetzt hat (Bedingungenfür
das Gleichgewicht in der Lage AB), tanga bestimmt, sofort:

ap
es

(BREDDRaic

30®. Da nun die Wage um so empfindlicherist, je gröfser bei dem-
selben Zulaggewicht p der Ausschlagwinkel «, folglich auch tang «
wird; so folgt aus dem vorigen Ausdrucke von fang «, dafs diese Em-
pfindlichkeit um so gröfser ist, je gröfser a (Länge der Arme), je kleiner
q (Gewicht des Balkens) , je kleiner P Caufgelegtes Gewicht), je kleiner
d(—=0C) und je kleiner e (Entfernung des Schwerpunctes des Balkens
vom Aufhängpunct) ist. (Vergleiche $. 85.)

Anmerkung. Die Wage wird am empfindlichsten, wenn es gelingt

: apd=0C=0 zu machen, in welchem Falle lang a = & zugleich von den
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aufgelegten Gewichte ? ganz unabhängig wird. Geht der Winkel « für ein

x 3 ap
anderes Zulaggewicht 2° in a’ über, so ist eben so Zung a’ = = ‚ folg-

lich Zang a:tang « =P:p'.

Wäre unter dieser Voraussetzung von d = 0 gleichzeitig auch e = 0, so

" ap
würde Zanga = I

Falle, in welchen nämlich die Wage in ihrem gemeinschaftlichen Schwer-

punet aufgehängtist, der Balken bei dem kleinsten Übergewicht 2 sogleich

aus der horizontalen in die verticale Lage übergeht. Aulserdem wäre

dabei für jede richtige Abwägung, d. i. für W=P und 2=0, sofort

Be BR i a
= 00, also «= 90°, zum Beweis, dafs in diesem

0
tanga = j, zum Zeichen, dals-dabei der Balken in jeder Lage ruhen

kann und nicht nothwendig, wie es die zweite Bedingung ($. 84) fordert,

horizontal stehen muls.

Wollte man endlich den Schwerpunct des Balkens, bei der Voraussetzung

von d=0 über den Punct C legen, so mülste © negativ genommen

werden, wodurch dann auch Zanga negativ würde, also der Winkel &

in den 2ten oder Aten Quadrantenfiele, zum Beweis, dafs der Balken bei

dem kleinsten Zulaggewicht z umschlagen würde,


