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man z.B. den Pol P dadırd) gefunden, daß man die Normalen in A und

B auf den befannten Gefchwindigfeitsrichtungen zeichnet, jo erhält man in

Eyn . @P die Befchleunigung des Pols. Diefer hat aber nad) $. 14 eine

Belchleunigung u@ in der Richtung der Polbadnnormale. Set man daher
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fo erhält man den Werth fir die Wechfelgefehwindigfeit wu, wenn die Winfel-

gefhtwindigfeit © befannt ift. Bildet endlich die Beichleunigung Pu mit dem

Strahl EA den Winfel ©, jo dat man die jenfrecht auf dem Strahle GA

ftehende Componente der Befchleunigung von A gleich, pa sin «, und da die-

jelbe den Werth @A . en haben muß, jo findet man:

Bo
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Parallelogramm der Drehungen. Bet den bisherigen Ermittelungen

winde immer vorausgefegt, daß das bewegte Syftem ein folches jet, bei

welchem die Bahnen fänmtlicher Punkte in einer Schaar parallelev Ebenen

gelegen find, und daß alfo jeder einzelne Punkt fortwährend in der ihm zu-
gehörigen Ebene verbleibe, weshalb auch jehlechtweg von der Bewegung eines

ebenen Syftems gefprochen wide. Bei diefer Bewegung, bei welcher die

vorfommenden Dreharen unter fi) parallel, nämlich jenkvecht zu den paral-

(efen Ebenen find, genügte die Unterfuchung der Bewegung in einer einzigen
diefer Parallelebenen zur Beftimmung der Bewegung des ganzen Syftems.

Wenn num auch die weitaus überwiegende Mehrzahl der Mafchinengetriebe,
denen man in der Praxis begegnet, auf diefen einfachen Fall der Bewegung
in einer Ebene zurücgeführt werden kann, fo fommen doc) auch zuweilen

Mechanismen vor, bei welchen die Bewegungen der einzelnen Punkte einen

allgemeineren und weniger einfachen Charakter haben. Susbejondere find
die Axen, um welde Notationen des Körpers eintreten, nicht immer parallel.

Der allgemeinfte Fall dev Bewegung ift derjenige, in welchem das Sytem
irgend welchen Translationen und Notationen unterliegt, die nad) beliebig im
Nauıme zerftreuten Nichtungen, xefp. um beliebig fic Freuzende Aren ftatt-
finden. Bevor diefer allgemeinfte Fall befprocden wird, fei der jpecielle
näher unterfucht, daß das Syften zweien Notationen um zwei fich [chneidende

Uren unterworfen ift.
68 fein OA und OB, Fig. 21, zwei in O fic) fehneidende Geraden in

einem bewegten Körper, welcher nad) einander um diefe Aren zwet Drehungen
empfangenjoll, und zwar tn den Winfelbetrage « um OA und P um OB.
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In analoger Art wie in $. 5 für ein ebenes Spftem gejchehen, ift aud) hier
leicht nachzuweifen, daß derjelbe Erfolg durd) eine einzige Drehung um eine

s gewiffe Are OC erreicht werden fan.

dig. 21. Zu dem Zwede denfe man fich um

.O als Mittelpunkt feft im abfoluten
Raume eine KHugelfläche von dem
Halbmefjer gleid) der Einheit gelegt,

welche von den Aren OA ımd OB
in A vejp. B getroffen werde. Em:

pfängt num der Körper eine Drehung
um die Are OA im Betrage « =
B(OA)B', jo gelangt dadurd) die
Gerade OB des Körpers, welche als
nachherige Drehare fungiven foll,
in die Yage OB’, welde als ihre
Endlage anzufehen ift, da fie bei

der folgenden Drehung des Körpers um fie felbft ihre Yage OB’ unver-
ändert beibehält. Findet mum diefe Drehung um OB’ in dem Winfelbetrage
A(OB')A' =

Pß

ftatt, jo wird dadurd) die Are OA in ihre Endlage OA’
übergeführt. Zumächft ift erfichtlich, dag der Schnittpunkt O der beiden
Aren, vermöge eben feiner Eigenfcaft als folder, feinen Ort im Naume
nicht geändert hat, und da aufer ihm die neuen Pagen der Punkte A und B
in A’ und B’ durd) die Winkel & und 8 gegeben find, fo ift durch die drei
nicht in gerader Yinie liegenden Punkte O,A’ und B’ aud) überhaupt die
Lage des ganzen Syftems beftinmt.
Wenn man fid nun durch; OA eine Ebene O AD gelegt dentt, welche

den Drehungswinfel B(O A)B’ — « halbirt, fo daß alfo D(O A)B' —

5 üft, fo wird diefe Ebene OAD durd; die erfte Drehung um OA in die

 
Lage OAD!gelangen, vorausgefegt, daß B’(0A)D’— ,alfo D(0A)D!9 9 z
= aift. Ebenjo denfe man ic) nad) Vollführung der zweiten Drehung
um OB’ eine Ebene OB’ E" mit dem Spftem verbunden, welche durd)
die zweite Drehare in ihrer definitiven Yage OB’ fo gelegt ift, dafs fie den

Bintel A(OB)A — B Halbirt, fo daß alfo A(OP)E" — 2 ift
Man erkennt dann leicht, daß diefe Ebene vor Ausführung der zweiten
Drehung die Yage OB’ E’ haben mußte, vorausgefegt nämlid), daß der

Bintel E’(O B') A ebenfalls gleich £ gemacht ift. Dieje Ebene O.B' E'

fchneidet fd, mit dev Ebene OAD! in dem Kugelradius O C', und e8 er
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giebt fich ohne Weiteres aus der Conftruction, daß diefe Schnittlinie OO’

duch die zweite Drehung um OB’ in die Lage O C übergeführt wird, fo

daß fie mit der Durchfchnittslinie zufammenfällt, in welcher die beiden winfel-

halbivenden Ebenen OAD und OB'E" fid) treffen. Dies folgt aus der

Symmetrie dev beiden fphärif—hen Dreiede AB’ C und AB’C’, welche eine
Seite AB’ gemeinfchaftlic und die anliegenden Winfel glei) haben. Die

Gerade O C ift daher eine folche, welche durch) die erfte Drehung & um OA
nad) OC’ gelangt und durch) die zweite Drehung B um OB’ nad) O C zu-
vücgeführt worden ift. Daraus folgt, daß man das efultat der beiden

Drehungen auch erreichen muß durch eine einzige Drehung um die Are O0.
Die Page der refultirenden Are OO ergiebt fi) aus der angeführten Con-

ftruetion ganz von felbft analog der in $. 5 für ein ebenes Syjtem ange-
gebenen Kegel, wonach man behufs diefer Beftinimung num nöthig hat, die
beiden an OA und OB’ entfprechend angetragenen Winkel « und PB zu

halbiven. Auch der Betrag y der refultivenden Drehung um OC folgt aus
der Figur mit Nirficht darauf, daß durd) diefe Drehung die Are OA nad)

OA’ und OB nad) OB! übergeführt werden muß. Es ift daher offenbar

der Außenwinfel D(O O)B! — E"(OC)A des fphärifchen Dreieds AB'C

gleich dent halben Drehungstwinkel um die refultivende Are O C.

Diefer halbe Drehungswinfel Z beftimmmt fich durch die befannte trigono-

metrifche Beziehung fphärifcher Dreiede:

cos. A(OC) B' — cos (180° — 2) = — un gm &
2 2 2

2 Re ‚4 sin 7 sin = cosAOB

oder

ee ;008 5 — 608 5aM ging cos AO B'.

Ehenfo gilt fir die Lage der vefultivenden Are die Beziehung:

snAOC __smB0C _shAOR'
eeee

sin 5 sin sin 5

Daß bei verjchiedenen Drehungsrichtungen die Winkel & und B in ent-
fprechendent Sinne angetragen werden müffen, ift am fi) deutlich. Es ift
auch Hier, gerade wie beim ebenen Syftem und zwar aus ganz analogen
Gründen wie in $.5 umd 6 angegeben worden, eine Veränderung in der Auf-
einanderfolge der Dredungen nur dann zuläffig, wenn die Drehungswinfel
und P umd daher auch ?y unendlich Kleine Größen find. Wenn dies der
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Fall ift, fo liegt die Are OC der vefultirenden Drehung in der Ebene AOB’
der beiden Aren, und man hat, da

VR 9
ren

gefegt werden muß,

snA0OC  sinB'0C snA0oB

ee y
Diefer Gleihung wird offenbar Genüge geleiftet durd) die Seiten eines
Dreieds und deren gegenüberliegende Winkel, und cs ergiebt fic) daher in
diefem Falle zur Beftimmung der vefulticenden Drehung Y die folgende
Sonftruction: Man trägt auf den Richtungen der Aren OA und IB,

B ee
2 3und sn — — _

2

 

Fig. m. Fig. 22 von O aus die Stüde OA pro-
portional @ und OB’ proportional

A auf, die Diagonale OC des aus OA
und OB’ conftruirten Parallelogramms

> giebt dandie Richtung der Are der re-
„ fultivenden Drehung an, und die Pänge

es OC ift dem Drehungswinfel Y_ der
B tefultivenden Drehung nad) demfelben

Verhältniffe proportional, nad) welchen
OA und OB’ mit @ und beziehungs-

weife ß verhältniggleid, angenommen find. Die Nichtigkeit dev Conftruction
folgt ohne Weiteres daraus, daß in dem PBarallelogramıme die Steichung
erfitlit ift:

sinA0OC _sinBOC _smAOB'

ß a Y
welche für die vefultivende Drehung gilt. ;

Dashierin enthaltene Gefeg, welches man als das vom Barallelogramm
der Rotationen bezeichnet, läßt fi) demnach, dahin aussprechen. Die
Refultante zweier umendlid Heinen Drohungen um zwei fid)
Ihneidende Aren ift eine Drehung um eine durd) den Schnitt-
punkt der erften beiden Aren gehende und in deren Ebene liegende
dritte Are, und zwar beftimmt die Diagonale desjenigen Paral-
lelogramms, defjen Seiten den Aren parallel und den zugehörigen
Drehungswinfeln proportional find, durd ihre Rihtung die
Lage der refultivenden Are und durd) ihre Yänge die Größe der
tefultivenden Drehung. .

Durd) wiederholte Anwendung diefes Sages ift die Zufammenfegung be
fiebig vieler unendlid, Heinen Drohungen um Aren, die fic, fänmtlich in

4*
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einem Punkte fehneiden, möglich gemacht, und man fann entjprechend den

friiher angeführten Sägen vom Parallelogrammı der (gerablinigen) Bewe-

gungen, der Gefehtwindigfeiten zc. von einem Polygon und einem Paral-

Lelepipedum der Dredungen fprechen, je nachdem die in einem Punkte

fi, fehneidenden Aren von mehreren unendlich Kleinen Drehungen in der-

felben oder in verfchiedenen Ebenen liegen.

Shenfo geftattet der vorftehende Sag jederzeit die Zerlegung einer unend-

lich, Heinen Drehung in zivei oder mehrere andere m Üren vor fic) gehende,

welche mit der Are der Hauptdrehung in demfelben Punkte fich fchneiden.

Für die Zerlegung gelten ähnliche Regeln, wie diejenigen find, welche bei

den analogen Säßen des Parallelogranmms der Bewegungen, Gefchwindig-

feiten 2c. früher an verfchiedenen Stellen angeführt worden find.

Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt. (8 ift

bereitS im vorigen Paragraphen bemerkt worden, daß bei der Ausführung

der beiden Drehungen, welchen dev Körper um zwei fid) fchneidende Aren

unterworfen wird, der Schnittpunkt O der legteren feine Yage im Naume

nicht ändern fan. Daffelbe ift natürlich aucd) dann noc) der Fall, wenn

die Anzahl der Drehungen eine beliebig größere ift, vorausgefegt nur, daß

fünnntliche Dreharen durch denfelben Punft O Hinducchgehen. Wenn daher
der in der Praris häufigere Fall vorliegt, daß ein Körper mit einem feiner

Punkte im abfoluten Name feftgehalten wird, jo fanın man umgekehrt be
haupten, daß fänumtliche Bewegungen, deren der Körper nod) fähig ift, fic)

auf Drehimgen um Aren bejchränfen miffen, welche Teßteren durch den feften
Punkt Hndurchgehen. Dem es ift ebenfowohl jede Translation als auc)

jede Drehung um eine andere nicht durd) den feften Punkt O gehende Are

als unverträglich mit. der umveränderlichen Lage des feften Punktes O aus-
gefchloffen. Bei diefer Bewegungsart wird irgend ein Pımft A des be-
wegten Körpers, welcher von dem feften Punkte O den Abftand OA —= r

hat, offenbar ftets auf einer zu O concentrifchen Kıurgelfläche vom Halbmeffer
r verbleiben müfjen, d. h. die Bahnen fünmmtlicher Punkte des Körpers find

Iphärifche. Nach dem vorigen Paragraphen ann man nun ftet8 zwei be-
fiebig große, um zwei fich fchneidende Aren exfolgende Drehungen erfegen

durd) eine Drehung um eine gewiffe, duch denfelben Schnittpunkt mit jenen
Hindurchgehende Are. Da diefe Drehung fich weiter mit jeder dritten und
vierten Drehung um Aren, die durch denfelben Punkt Hindunchgehen, ver-
einigen L[äßt, fo geht daraus hervor, daß man jede Dewegung eines um
einen Punkt votivenden Körpers, aus wie viel verfchiedenen Drehungen fie
auch beftehen möge, immer erfegen fan durch eine einzige Drehung um
eine gewiffe Are, welche dich den feften Mittelpunkt hinducchgeht. E8 fei
num ein Körper voransgefegt, von welchem ein Punkt O fejtgehalten werde,


