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man 3. B. den Pol P dadurd) gefunden, daf man die Ytormalen in A und
B auf den befannten efchwindigteitsrichtungen zeicdynet, fo erhilt man in
g;l . G P dic Befdhleunigung des Pols. Diefer hat aber nady §. 14 eine
Bejdyleunigung we in der Ridytung der Polbahnnormale. Sept man dabher

Pa
— GP =
GA G uw,

fo cvhiilt man den Lerth fiiv die Wed)felgefchwindigfeit 2, wenn die Winfel-
qefdindigteit @ befaunt ift. Bildet endlic) die Befdyleunigung p, mit dem
Gtrahl GA den Winfel @, fo hat man die fenfredyt auf dem Strafhle G A
ftehende Componente dev Bejd)leunigung von A gleid) p, sim e, 1nd da die=

felbe den Werth G A . %—c: fhaben muf, fo findet man:
it bl
'a—t — -@X S o

i {a

Parallelogramm der Drehungen. Bei den bishevigen Crmitteungen
wurde immer vovausgefept, dap das bewegte Syjtem ein foldjes fei, bei
weldjem die Vafhnen fimmtlicher Punfte in einer Shhaar paralleler Ebenen
gelegent find, und daf alfo jeder eingelne Punft fortwihrend in der ihm u-
gehvigen Gbene verbleibe, weshalb aud) jd)lechtweg von der Bewegung eines
cbenenn Syftems gefprodjen wurde. Vet diefer Vewegung, bet weldjer die
vorformnmenden Drehagen unter fic) pavallel, nimlid) fentredyt zu den paral-
felen Gbenen find, geniigte die Unterfucjung dev Bewegung in ciner cingigen
biefer Pavallelebenen jur Veftimmung der Bewegung des ganzen Syjtems.
Wenn mum aud) die weitaus itberiiegende Mehrzahl der Majdjinengetricbe,
benen man in der Praxis begegnet, auf diefen einfacdjen Fall dev Bewegung
in einer Gbene guviidgefithrt werden fann, fo fommen dod) aud) gwweilen
Medyanismen vor, bei weldjen die Beregungen bder cingelnen Punfte einen
allgemeineren und weniger einfacdjen Charafter haben. Insbefondere find
bie Aven, um weldje Notationen ded Korpers eintveten, nicyt immer pavallel.

Der allgemeinfte Fall dbev Bewegung ift devjenige, in weldjem das Syjtem
trgend weldjen Translationen und Rotationen unterliegt, die nad) beliebig im
Rawme evftveuten Nidytungen, vefp. um beliebig fich freugende Aren ftatt-
finben.  Bevor diefer allgemeinfte Fall befprodjen wird, fei dev fpecielle
niher unterfucht, daf dag Syjtem jweien Rotationen wm et jid) jchneidende
ren unterworfen ift.

G8 feien O.A und OB, Fig. 21, jwet in O {id) jdyueidende Gevaden in
eintem bevoegten K6vper, weldjer nac) einander wm diefe Uren wet Drehungen
enpfangen foll, und jwar in dem Wintelbetrage v um O A und B um OB.
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Jn analoger Art wie in §. 5 fite ein cbenes Syftem gefdjehen, ift aud) hier
leidyt nachzuweifen, dafy derjelbe Griolg durd) eine eingige Drehung wm cine
: gewifje Are OC erveid)t werben fann.
g 1 Au dem Bwede denfe man fid) um
.0 al8 WMittelpuntt feft im abfoluten
Raume eine Kugelfliche von dem
Halbmeffer gleid) der Cinbeit gelegt,
weldje von den Aren O A und O B
in A vefp. B getroffen werbe. Gm-
piiingt mun der Kovper eine Drehung
um die Are 0 A im Betvage « =
B(OA)F, jo gelangt dadurd) die
Gevade O B des Kiorpers, weldye alg
nachherige  Drehaye fungiven foll,
in die Yage OB, weldje al8 ihre
Gndlage angujehen ift, da fie bei
der folgenden Drehung des Kivpers um fie felbft ihre Yage O B’ unver-
dndert beibehilt. Findet mun diefe Drehung um OB’ in dem Winfelbetrage
A(OB) A" = f ftatt, fo wird dadurd) die Are OA in ifhre Gndlage 0 A’
itbergefithrt.  Bunddyjt ijt erfidytlic), daf dev Scnittpuntt O der beiden
Aren, vermdge eben feiner Gigenfdjaft al8 foldjer, feinen Ort im Raume
nidjt gedndert hat, und da aufer ihm die newen Lagen der Puntte A4 wnd B
in A" und B’ duvd) die Winfel o und gegeben find, fo it duvd) die dret
nidyt in gerader Vinie liegenden Punfte 0, A’ und B’ aud) iiberhaupt die
Yage des gangen Syjtems beftimmt.
Wenn man fid) mun durd) O A eine Gbene 0 A D gelegt denft, weldje
den. Drehungéwintel B(O A) B' = « falbirt, jo daf alfo D(0 A) B =

% ift, fo wird dieje Ebene 0 A D dnd) die erfte Drehung um O A in die

Yage O AD' gelangen, norau@gefe‘et, baf B'(0A)D' = %, alfjo D(0A)D'

= «ift. Gbenjo denfe man fid) nad) Vollfithrung der weiten fDrcbung
um OB’ eine Cbene OB'E" mit dem Syftem verbunden, weldje durd)
bie gweite Drehaxe in ihrer definitiven Yage O B fo gelegt ift, dafj fie den

Wintel A(OB)A' = B Balbizt, fo baf alfo A(0F)E" — g it

Man evfennt daun leicht, daf dicfe Ghene vor Ausfithrung dev jweiten
Drehung die Yage OB' B’ haben mufite, vorausgefest nimlic), daf dev

BWintel E'(0B') A ebenfalls gleidy g gemad)t ift. Diefe Cbene 0 B E'
fdmeidet fidy mit dev Gbene O A D' in dem Kugelradiug O €', und e8 ere
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giebt fich ofne LWeiteres aus der Conftruction, daf diefe Schnittlinie oc¢'
dunc) die pweite Drehung wm O B’ in die Lage O C iibergefithrt wird, fo
daf fie mit der Durchfehmittslinie gufommenillt, in weldyer bie beiben winfel-
falbivenden Cbenen O A D und OB E" fid) treffen.  Dies folgt aud der
@ynumetrie dev beiden fphiirifdhen Drciede A B'C und A B’ C”, weldye eine
Greite A B’ gemeinfdjaftlicy und die anfliegenden Wintel gleid) haben. Die
Gerade O C it daher eine folche, weldje durd) die exfte Drehung o um 0A
nad) OC' gelangt und durdy die gweite Drehung f um OB’ madh) O C ju-
vitdgefithrt worden ift.  Davaus folgt, dafg man das Hefultat dev beiden
Drehumgen aud) evveidjen muf duve) eine eingige Drehung wm die Are OC.

Die Yage dev vefultivenden Are OC ergiebt fid) aud der angefithrten Con-
ftruction gang von fe(bft analog der in § 5 fitv ein ebenes Gyftem ange-
gebenen egel, wonach man behufs diefer Veftimmung muv nsthig hat, die
betden an O A und OB’ entjpredjend angetvagenen Winfel o und B u
halbiven.  Aud) der Vetrag p der vefultivenden Drehung um O C folgt ausd
ber Figur mit Nitdficht davauf, daf duvc) diefe Drehung die Are O A nady
0A" ud OB nad)y OB’ iibergefiihrt werden muf. €8 ift daher offenbar
ber Augenwintel D(0 C)B' = E" (0 C) A des {phiirijdyen Dreieds A B'C
gleich demt halben Drehungdwinfel um die vefultivende Are O C.

Diefer halbe ‘,Dtef)ungéminfe[% beftinumt fid) duvc) die befannte trigono-
metvijdje Begiehung fphirijder Dretede:

cos . A(0OC) B' = cos <1800—1>=—cosﬁcos£
2 2 2
+ sin Koo i cosA OB v
2 2
odexr
P i « - § .l Ut HE /
€08 5 = cos G 00BN 5 sin 5 cos A OB

Gbenfo gilt fiiv die Yage dev vefultivenden Ave die Begiehung :
simAOC _ sinB'OC __ shAOB
N SNl A
sin 5 sin = sin 5
Dafp bei veridyiedenen Drehungsricytungen die Winfel o und B in ent-
fprcd)cl}bcm Ginne angetragen werden wmiiffen, it an fid) deutlich. €8 ift
aud) hiev, gerade wie beim cbenen Syftem und war aus gany analogen
@ri‘mbel} wie i §. 5 wnd 6 angegeben worden, eine Veviinderung in der Auf-
etanderfolge dev Drehungen mur dann julifiig, wenn die Drehungdwinfel o
und B umd daher aud)?y unendlich fleine Grifen find. Wenn died der
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Fall ift, fo liegt die Axe OC devr vefultivenden Drehung in der Cbene AOB’
der beiden Aren, und man fHat, da
sin g- —— %; sin —g

gefest werden mug,
sinAOC _ sinB'0C sinAOB'.
QR v

Diefer Gleidumg wird offenbar Genitge geleiftet duvd) die Seiten eines
Dreiedtd und deven gegeniiberliegende Winfel, und s ergiebt fid) daher in
diefem Falle ur Befjtimmung dev vefultivenden Drehung 9 die folgenbe
Gonftruction:  Man triigt auf den Ridytungen der Aren O A und OB,
Fig. 22. &ig. 22 von O aus bdie Stiide O A pro-
portional @ und OB’ proportional A
A auf, die Diagonale O C des aus 0 A

A
/ \\ und O B’ conjteuirten Pavallelogramms
Cc

P | P
i )

und sin — —
2

giebt dann die Ridytung der Are der re-

// " fultivenden Drehung an, und die Linge

\// 0 C ijt dem Drehungswintel p der

B vefultivenden Drehung nad) demfelben

Berhiiltniffe proportional, nad) weldyem

OA ud OB mit @ und begiehungs-

weife B verhiiltnifgleid) angenommen find.  Die Ridytigkeit dev Gonftruction

folgt ohne Weiteres davaus, daf in dem Pavallelogramme bie Gleidyung
erfiillt ift:

sinAOC __ sinB'OC _ sinAOB
B o« Y
weldje fitr die vefultivende Drefung gilt. :

Dag hierin enthaltene Gefes, weldjed man al8 bas vom Parvallelogramm
ber RNotationen begeichnet, (4t fid) demnad) dahin audfpredjen. Die
Refultante weier unendlid) fleinen Drehungen um jwei fidy
fdymeidende Aren ift eine Drehung um eine burd) den Sdynitt-
puntt dev erften beiden Aren gehende und in deven Gbene liegende
dritte Are, und ywar bejtimmt die Diagonale dedjenigen Parval-
[elogramms, deffen Seiten den Aren parallel und den jugehorigen
Drehungdwinfeln proportional find, durd) ihve Ridjtung die
Lage der vefultivenden Axe und durd) ihre Yange die Grife der
refultivenbden Drehung. i

Durd) wiederholte Anwendung diefes Sages ift die Bufanmenfepung be-
liebig vieler unendlid) Fleinen Drehungen wm Aren, die fid) fammtlic) in

4*

’
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etnem Puntte fcneiden, mbglic) gemacht, unb man fann en'tf;?recf)enb ben
fuither angefithrten Sdgen vom Bavallelogranmur der (gerabh'mgen) Betoe=
gungen, der Gefdpwindigteiten 2c. von einenT Polygon gnb' entent Paral-
[elepipedum der Drehungen fprechen, je nacf)t?em die in einem Puntte
fich fchueidenden Axen von mehreven unmbﬁd) fleinen Dvehungen in der-
felben oder in vevjdyiedenen Gbenen liegen. : '

Gbenfo geftattet dev vorftehende Sap jedevseit die Aerlequng einer unend-
(ich fleinen Drehung i gwei oder mefhrere andere wm Aren vor fich) gehenbde,
weldje mit der Axe der Hauptdrehung in demfelben Puntte fic) fedjneiden.
Fite die Berlegung gelten dhnliche Regeln, wie dicjenigen find, weldje bei
den analogen Siigen des Parallelogramms der Bewequngen, Sefdpwindig-
feiten 2c. frither an vevjdyicdenen Stellen angefithrt worden find.

Bewegung eines Korpers um einen festen Punkt. €8 ift
bereits im vovigen Pavagraphen bemerft worden, daf bet der Ausfithrung
ber beiben Drehungen, weldhen der Kbvper um gwei fid) jdjneidende Ayen
untevworfen witd, der Schnittpuntt O der lepteven feine Yage tm Raume
nid)t dndevn tamn.  Daffelbe ift natinlich aud) dann nod) der Fall, wenn
bie Anzahl dev Drehungen eine beliebig grofeve ift, vorausgefest nur, daf
jimmtliche Dreharen durd) denfelben Puntt O hindurdjgehen. Wenn daher
ber in der Praxis hiufigeve Fall vorliegt, daf ein Kbrper mit etnem feiner
Puntte tm abjoluten RNaume feftgehalten wird, jo famn man umgefehrt be-
haupten, dap fimmtliche Bewegungen, deven der Kovper nod) fihig ift, fich
auf Drehungen wm Aven bejdyrinfen mitffen, welche lepteven durd) dben feften
Punft hindurchgehern.  Denn 8 ift ebenfowohl jede Trvanslation ald audy
jebe Drehung wm eine andeve nicht duvd) den feften Puntt O gehende Aye
al8 unvertviiglich mit der unverdnderlidjen Lage de§ feften Puntted O aus-
gefhloffen. Vet diefer Vewegungdart wird ifrgend ein Punft 4 des be-
wegten Korpers, weldjer von dem feften Punfte O den Abftand 04 = »
bat, offenbar ftets auf einer yu O concentrifden Kugelfliche vom Halbmeffer
7 verbleiben mitfjen, b. §. die Vahuen fammtlicher Punfte ded Kbrpers {ind
fphirijcge.  Jtad) dem vorigen Pavagraphen fann man nun ftets mwei be-
liebig grofe, wmt gwei fid) fchueidende Axen erfolgende Drehungen erfesen
durd) eine Orehung um cine gewiffe, duv) denfelben Schnittpuntt mit fenen
hindburdjgehende Axe. Da bdiefe Drehung fid) weiter mit jeder dritten und
vievten Drefung wm Aven, die duvd) denfelben Punft Hindurdhgehen, ver-
einigen [aft, fo geht davaus hervor, dafy man jede LBewegung eired um
etnen Punft votivenden Qbrpers, aus wie viel verfdjicdenen Drehungen fie
aud) beftehen mige, tmmer evfegen fann duvd eine eingige Drehung um
eine gewiffe Ave, weldje duvc) den feften Mittelpuntt hindurchgeht. €8 fei
nun ein Sorper vorausgefest, von weldjem ein Puntt O feftgehalten werde,



