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Ginleitunag.

Grundlehren der Kinematif,

Kinematik. Sm erften Theile diefes Werfes, weldjer die theovetijde
Medjanit behandelt, find die Vewegungsdgejeie der Korper unter dev Bor-
ausfeung entwidelt, daf bdiefelben af matevielle Puntte den auf fie ein-
wirfenden Rriften frei beweglich) folgen tonnen, wobei dann die vou thnen
befchriebene Vahu als Refultat der Cinwirfung der gebachten Rviifte fich
exgiebt.  Veifpieldweife ift die Bahn einer abgefhoffenen Kugel wefentlic
von der Sclpwertraft und dem Luftwiderftande bedingt. Jm Majdyinenbau
fam man den eingelnen Organen eine folche Freheit dev Bewegung nicht
geftatten, fonbdern fdyveibt ihnen duvd) Gufeven Bwang, wie 3. B. durd) fefte
Leitungen , beftimmite Bewegungen vov.  Beveits in Theil I § 299 ift bie
Wirfung foldjer feften Fiihrungen evldutert und dabei bejonders fervorgehober,
baf die Leitbahu in jedent Augenblide genau foldye Kvdjte auf den Sivper
ausiibt, wie fie auf den fret gedachten Kbrper wirken mitRten, wenn derfelbe
fid) gufolge diefer Sviifte in dev nimlichen Bahn bewegen follte. 8 ift alfo
audy hier, wie bei dev freien Bewegung, die bejdhricbene BVahu bdas Nefultat
von Ruiften, aber e8 befteht dev Unterjchicd, dafy, wiihrend bei dem frei be-
wegten Korper jede Aenderung dev Krifjte mit einer Aenderung dev Bewe-
guug, threr Fovm wie ihrer Gejdpwindigteit nady, vevtniipft ift, die Bahn
eines gwangliufig gefithrten Kovpers eine beftimmte, von dev Cimwirfung
diufever Srifte unabhiingige ift. Divd) foldye dufeven Kviifte fann wob! die
Sutenfitit der Bevegung aller Theile des betveffenden Mafdjinengetriebes
vergufiert obev vevvingert werben, jedoc) bleibt dag Verhiltnif wifdyen
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§ 2.] Bewegung der Korper im Allgemeinen.

den Gefdpwindigteiten der eingelnen Theile u einander in jedem Falle wnver-
dindert daffelbe, ebenfo wie die Vahnen bdev eingelnen Theile felbft unverdin:
dert bleiben. Diefes Verhiiltni und diefe Vahuen find nur von dem geo-
metvijdjen Bujammenfange der gefithrten Theile gu einander und der Fiihrungs-
organe 3u ifnen abhiingig.

Gine Unterfudpmg diefer- Abhingigleit, die nad) dem Borftehenden einen
wefentlid) geometrijdjen Chavafter haben wird, Hat alfo weder auf die dufe-
ven treibenben SKrifte Ritdfidht u nehmen, nod) mit der Reit oder der ab-
joluten Gejdpoindigleit ju vednen. Nur um die Ermittelung der gegen-
feitigen Babhnen der bewegten Glemente fowie um bdag Verhiltnif von
deven relativen Gefdwindigteiten fann e fid) handeln. Dex Wiffendjaft,
weldje fidy mit diefer Unterfudyung bejd)iftigt, und deven Widptigheit dev Be-
beutung des Majdjinenwefens entfpredjend ift, hat man den Namen Kine-
matit*) ober Mafdjinengetricbelehre gegeben. Bum befferen Bevftind-
nif der in diejem Banbde gegebenen Theorie dev Bwijdjenmafdjinen follen die
Grundgefegie diefer Difciplin hier angefithrt werden.

Bewegung der Korper im Allgemeinen. Jn dem Folgenden §. 2.
find ftets ftavre Kovper vorausgefest, d. h. foldje, deven eingelne Puntte un-
vevinderlidje gegenfeitige Abftinde von einanbder haben und behalten. Wenn
e8 aud) in Wirklichfeit abjolut ftarve Kovper nidyt giebt, vielmehr alle ung
befanuten Materialien unter Cinfluf duferer Krifte gewiffe claftifdye Fovm-
dnderungen anuehmen, fo find dod) bei den im Wajdjinenban voryugéweife
angewandten Stoffen diefe Berdinderungen fo unbedeutend, daf fie fitv die
hier folgenden Grdrterungen vernad)ldffigt werden diivfen.

Wenn ein freier ftarver Kovper eine gany belicbige Bewegung gemad)t hat,
fo ift feine neue Lage im Allgemeinen vollftdndig beftimmt, wenn die Orte
von drei nidyt in gevader Linie liegenden Punften befannt find. Dies geht
ofme Weiteres davaus hevvor, daf ein forper volljtindig an der Bewegung
gebindert ift, fobald drei feiner Punfte, die nidt in gevader Linie liegen, feft-
gebalten wevden: Wenn bei der gedadjten Bewegung ein Punft des Kovpers
feinen Ort beibehalten Bat, etwa indem man ihn durd) Fefthalten an einer
Bewegung verhinderte, fo genitgt zuv Beftinumung der neuen Yage des Korpers

*) Piufig verfteht man unter Kinematit oder Phoronomie allgemein die
Lehre von der Bewegung, fofern fie auf die Urfadjen derfelben oder die Krdjte
nidt Niidfidht nimmt, jondern lediglidy die Natur ver Bewegung in Betvadyt jieht.
Jn dicfer Art ift die Kinematit aud)y im exften Theile, §. 49, aufgefait. (Siehe
aud): Sdyell, Theorie der BVewegung, S. 5.) Jn dem Folgenden verftehen wiv
unter Rinematit jpeciell die Lehre von der Berurjadung der gegenjeitigen
Ortsverdnderungen in dev Mafdyine”, fiehe Reuleauy: Theovetijdhe Kine-
matit, ©. 43.
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offenbar fdjon die Kenntnif des Ortes von jwei anberen ‘Bn{nften, die
mit dem feftgehaltenen nicht in gevader Linie liegen. @benfo'relc{)t, weni
ber Rbrper in jwei Punften feftgehalten worden ift, juv wigweifelhaften Ve
ftimmumg der newen Korperlage die Kenntniff ded Ortesd eined eingigen Punftes
aus, weldjer nidyt in der Gevaden dev beiden feftgehaltenen Punfte liegt. Wie
fohon Theil I. §. 132 angegeben, ift jebent Glemente eines in einem eingigen
Puntte feftgehaltenen Korpers nuv eine Bewegung in ciner Kugelflidye ge-
ftattet, deren Halbmefjer der Abftand beg betreffenden Punfted von demt feft=
gefaltenert und deven Gentvum dev leteve Punft ift, wahrend irgend ein
Glement eines in gwet Puntten feftgehaltenen Korpers fich) mur in ecinem
sur Berbindung dev beiden Feftpuntte fentrechten SKreife bewegen famn, deffen
Hatbmefjer demr Abftande des Elemented von jener Verbindenden gleid) ift.
Der leptere Fall ift in der Prayis durd) eine in givei Yagern gehaltene Are
ober Welle veprifentivt, wiihrend dem evfteven Falle die um bdie fugelfovmige
Nufp drehoare Bouffole entfpridt.

Handelt e§ fid) peciell um die Vewegung eined jogenannten cbenen
Syftems, d. h. wm eine foldje Vewegung eines Kovpers, bei weldyer bdie
Bahuen aller Kovpevelemente in parallelen Chenen gelegen find, fo geniigt
offenbar fdjon bie Kenntnify des Ovtes jweier Punfte jur Veftimmumg dev
besitglichen Lage bes Syftems.  Jft bievbei auferdem ein Puntt feftgehalten,
fo befdyriintt fich die gange Veweglichfeit des Kivpers auf eine NRotation def-
felben um eine Are, die im feftgehaltenen Puntte auf den pavallelen Ehenen
fenfredyt ift, tn denen die Bewegung vov fid) geht; es ift aljo Fur Beftimunmg
ber Lage de8 Syftems mur noc) die Kenntuif de Orted von einem Punfte
evforderlid).

Baft marn in dem leteren Falle, wo die Vewegqung jinumtlicher Elemente
in pavallelen Chenen vor fid) geht, die Bahn eines Puntted in feiner Chene
ing Auge, fo ift leicht erfidhtlich, daf bdiefe BVahn, wie fie aud) befdaffen fein
mige, congruent mit den Bahuen aller derjenigen Clemente fein muf, bdie
mit demt betradteten Punfte in einer auf den pavallelen Cbenen fenfrechten
Geraden liegen. Wenn man daher in diefem Falle die Vewegungen der
Puntte i einer eingigen dev gedachten Pavallelebenen fennt, fo ift hierduvd)
aud) bie Vewegung ded gangen Syftems beftimmt. Bei den nadjfolgenden
Cutwidelungen foll yuvor diefer fitv die Praxis befonderd widjtige Special-
fall einex chenen Bewegung ind Auge gefapt wevden, und jei der allgenteinere
Fall einer gany beliebigen BVewegung, weldjer nur geringeve Bedeutung fiiv
den Mafdjinenbau hat, nadtriglich) befprochen.

Einfache Bewegungen. Ulle Bewegungen von Kivpern laffen fid)
auf gwei einfadje odev elementare Bewegungen juviidfiihren. Diefe beftehen
in ciner Tvanslation odev Verjdyiebung nad) einer beftimmten Ridjtung
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und in einer Drehung um cine gewifie Rotationsaxe. Vei einer Verjdyie-
bung bejdjreiben fimmtliche Punfte des Kbrperd congruente und paral=
fele Bahuen, und & geniigt daher jur Beftimmung einer Verfdjicbung, die
Bewegung eines Punftes ju fennen.  Unter der Ridjtung der Berjdyicbung
ift hier in jedem Augenblide die Ridjtung ded betveffenden Bahnelementes
eineg belicbigen Punttes verftanden. Diefe Bahn fann gevadlinig, cinfad)
ober doppelt gefritmmt fein, je nachdem dieauf cinander folgenden Ridytungen
fimmtlidy in cine Gevade fallen, oder in ciner Ebene liegen oder belicbig im
Rawme find. Da die Wege aller Puntte in beliebiger Beit ftets gleid) grof
find, fo folgert fid)y davaus aud) die Gleidyheit dev Gejdpwindigteiten und
Bejdjleunigungen aller Puntte des Korpers jowohl der Grige wie aud) dex
Ridjtung nad). Durd) eine Strede von beftimmter Lainge und Ridytung
fann daher immer die Translationsbeweguug eines Korpers fowie deven
Gejdywindigleit oder Befd)leunigung fitr einen gewiffen Augenblid unzwei=
beutig angegeben werden, wenn man durd) einen Pieil oder in fonftiger
Weife aud) den Sinn der Bewegung andeutet.

Bei der Notation eined Kovpers um eine Ave befdjreiben fammtliche
Punfte in irgend einem Augenblide mit gleidjer Wintelgefdpoindigteit Kreis-
bogen concentvijd) jur Drehaxe, deven Yingen ihren Halbmeffern, d. . den
fenfredyten Abftinden diefer Punfte von der Are, proportional find. Die
Gefdpoindigleiten und Bejd)leunigungen der einelnen Puntte find daher wie
ihre Wege ebenfalls den fenfredyten Arenabftinden proportional. Man ftellt
cine Drehung des Korpers graphifd) duvd) eine Stvede in der Aren
ridjtung dar, deven Linge proportional dem Drehungdwintel ift, und gicbt
pen Sinn der Drehung durd) eine an das Gnude dev Strede gefeste Preil-
fpige an. Diefe Pieiljpige et man fo, daf cinem Bejdjauer, weldjer auf
bie Spige hinficht, die Drehung in dem Sinne dev Ubhrzeigerbervegung er-
fdjeint.

Man fann eine geradlinige Verfdjicbung aud) al8 eine Rotation wm
eine unendlid) weit entfernte Are anfehen, fo daf die NRotation cigentlid) ald
der allgemeinere und die Verfdjicbung ald der befonbdeve Fall erjdjeint.

Diefe beiden cinfacjen Bewegungen fonnen fid) in mannicyfaltiger Weife
sufammenfegen, und follen diefe Sujammenfegungen der Hauptjadje nady Hier
angefithrt werben.

Zusammensetzung einfacher Bewegungen. Jm golgenden jollen
unter Berfdjicbungen odber Trandlationen immer geradlinige verftanden wer-
den, wodurd) der allgemeinen Giiltigeit der Entwidelungen fein Cintvag ge-
jdhicht, da man jedes unendlic) Fleine Element einer gefritmmten Bahn immer
a8 geradlinig anfehen fann. Wie 3wei oder mehreve geradlinige Bewegungen
aufamntengefet wevden, ift durd) die Yehren vom Pavallelogramm dev Ve

“r
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wegungen, der Gefdpwindigleiten und ber Vefd)leunigungen hinlinglid) ev-
{iutert. Dabei ift o8 fitr dad Refultat, b h. fitv die Ortdverdnderung,
gleidygiltig, ob die cinjelnen Bewegungen nad) einander evfolgen oder gleid)-
seitig vor fic) gehen, wie lepteres 3. B. der Fall ift, wenn ein Korper fid) auf
ober in einem anderen verjdjicdt, weldher felbft eine Translation erleidet, 3. V.
9ag Winbdengeftell auf einer in Bewegung begriffenen Lauffrafnbriice.

Gbenfo ift e8 bet ber Bufammeniefung sweier Drehungen cined Kbrpers
um diefelbe Drehaye gleidgiiltig, ob die beiden Drehungen nad) einander
erfolgen ober gleidheitig, wie e8 3. B. mit einer Perjon dev Fall wiive, weldye
auf einem bewegten Cavouffel eine cigene Bewegung concentrifd) zur Axe
bes Cavouffels bhitte. Die abjolute Vewegung bed Korpers ift in jedem
Falle ftbeveinftimmend mit einer Drehung um bdie gemeinfame Aye und von
einem Betrage gleid) der algebraifdjen Summe dev beiden Cingeldrehungen.

Wenn ein Kovper einer Ver{dyicbung und einer Drehung ausgefest ift,
fo ift e tn Begug auf die Ortdvevdndevung dev Puntte deffelben gleich-
giiltig, in weldjer Reihenfolge die beiden Bewegungen vor fid) gehen und .
fonmen diefelben baher aud) al8 gleidhzeitige angenommen werden. Jft 3. B.
AB, Fig. 1, die Horigontalprojection eines Krahunauslegers, deffen Siiule
A auf einem Rollwagen fteht, fo gelangt vev Schynabel B dbuveh eine Drehung
um den Winfel o und davauj folgende BVerfdjiebung bded NRollfrahus um
bie Linge s von B durd) C nady C'. Cbendahin gelangt aber B aud) auf
bem Wege BB’ €', wenn man den Krahn exft un s verfdjiebt und hievauf
thn aus der Lage A’ B’ um den Winfel oz dreht. Werden endlich) beide Be-
wequngen gleidjzeitig vorgenommen, fo bewegt fic) der Sdynabel B divect,
ettoa in der Diagonale B C' nad) demfelben Orte C'.

Fig. 1. Fig. 2.

Wenn ein Korper einer Drehung um eine Are und einer Ver-
fdicbung in einer zu diefer Are fenfrechten Ridtung unter=
m.orfen witd, fo (affen fid) diefe beiden Bewegungen ftetd ju
einer eingigen@rc[)ung3uiammeufet§en,betcn%infe{betraggfeid}
bem der gegebenen Drehung ift. ft nimlid), Fig. 2, 4 der Durd)-
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fdmitt der yur Cbene dev Beidnung fentvedjten Are, um weldje der Korper
eine Drehung im Vetrage ded Winfel8 « empfangen foll, und A 4’ = s
bie ifm gu ertheilende Beridjiebung, jo lege man A D fenfredit ju A4 A’

und trage ju jeber Seite von AD den Winfel % an, madpe alfo

DAC=DA0" = %- Durd) die Drehung des Korpers um A ges

langt offenbar die Gevade A C in die punftivte Bwijdjenlage 4 €', aus
weldjer fie dann in Folge der Ber{dyicbung um A A4’ in die Cndlage A’ B
itbergeht, weldje man exhilt, wenn man durd) 4’ die Gerade A’ B parallel
ju AC' legt. Bicht man nod) BB’ pavallel A A, jo erhilt man in B
einen Punft dev Gevaden A €, weldjer durd) die Berjdjicbung nad) B ge-
langt. Da nun nad) dev Conftruction leidit A B' = A B jid) folgern [aft,
fo ergiebt fid) aud, dafy der genannte Puntt B’ vor dev Drehung in B feinen
Ort gehabt haben muf, alfo in demfelben Puntte, nad) weldjem ifhn die auf
die Drehung folgende Berjdyicoung wieder juviidfithet. Diefer Punft B und
dafer die in ihm gur Figur jentredyte Gerade haben daher den urfpriinglidyen
Ort nidyt geindert, woraus ofne Weiteres folgt, daf die Bewegung des
Korpers nur eine Drehung wm bdie in B novmale Are fein famn. Die
Figur ergiebt aud), daf die Drehung um B in demfelben Sinne und ju
demfelben Betvage erfolgt ift, wie die juerft wm A vorgenommene. Wiire
die Drehung um A oder die Berjdjicbung in der entgegengefeten Ridtung
vor fid) gegangen, al8 hiev angenommen, fo wiirde die Are der refultivenden
Drehung, wie leidyt ju erfennen, anftatt in B auf der andeven Seite von
A A’ nimlid) in B” vefp. B” gelegen fein.

Dafy man umgefehrt inmer die Drehung eines Kovpers wm eine gewiffe
Are (B) exfegen fann durd) cine ebenfo grofe und in demfelben Sinne gevidjtete
Drehung um eine ju jener Axe pavallele Gevade (A) von fonit beliebiger
Lage wnd duvd) eine entfpredjende Beridjiebung (4.A) novmal ju den Ayen,
folgt leicht duvd) eine der vovigen analoge Betradytung. G8 ergiedt fidy die

Griofe der betreffenden Berfdjicbung A A’ = B' B = 24 sin g, wenn
unter d der Abftand A B der beiden Axen verftanden ywird.

Zwei Drehungen. Wenn cin Kovper nad) einander jweien § 5.
Drehungen um pavallele Axen ausgefest ift, fo fann man die=
felben immer crfegen durd) eine eingige Drehung um eine ju
jenen parvallele Axe, deven Winfel gleid) der algebraifdyen
Summe der Winfel ift, um welde die Cingeldvehungen aus-
gefiihrt werden. Seien 3. B. 4 und B, Fig. 3 (a. f. S.), die Puntte
de§ Rovpers, durd) weldye die jur Figur jentrediten Drehayen hindurdygehen,
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und feien unter oo vefp. B die sugehisvigen Drehungswinfel verftanden. LWird
ber Rirper gundchft um die Axe A gedreht, fo ge[angt_baburd) B in bie
neue Lage B, weldye als Gndlage diefer Axe angufehen ift, da die leptere

Fig. 3.
AL
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bei dev mun folgenden Drehung um den Winkel B ihre Yage nid)t mehr dndert.
A fingegen gelangt durd) diefe Drehung in die Endlage A'. Dafp nan das
Refultat diefer Drehungen aud) duvd) eine eingige evfeen fann, evgiebt fid)
in folgender Weife. Haldivt man durd) 4D den Winfel o odex BADB,

madjt affo DAB' = DAB = %, fo gelangt die Halbivende AD duvd)

die Drefung wm A in die Lage AD', wenn D' A B cbenfalls gleid) g
gemadyt twurde. Trigt man mu ju beiden Seiten von A B’ den Linkel
% an, madjt alfo AB'E = AB'E" = g,
um B’ offenbar die Gerade B' E' in die Lage B’ E”, und es ift leidjt 3u
evfenmen, dafp der Durcyichynitt €' von A D' mit B' E' nady C fallen mug,
ba aus der Conftruction B C' = B' € folgt. Da nun aber ebenfalld nad)
der Gonftruction A ¢ = A €' fid) exgicbt, fo ift hiermit bewiefen, daf der
durd) die Drehung um B’ von €' nad) C gelangte Puntt des Kovpers ur-
fpriinglid) fchon diefelbe Lage C tnme gehabt hat, aus welder Lage C er
burd) die um A erfolgte Drehung nad) € itbergefiihrt worden ift. Diefer
Puntt C hat alfo in Folge dev beiden Drehungen feinen Ovt nid)t veviindert,
weghalb man annehmen muf, daf die gefammte Vewegung ded Korpers fid)
aud) durd) eine Drehung deffelben wm die Are C exfepen [ift. Da bet
biefer Drehung der Puntt B in jeine Endlage B’ gelangen muf, o it diefe
Drehung um den Winkel B C B = p vorjunchmen. €8 folgt aud ver
Tigur fiir diefen Winfel ofhne Weiteves

fo fommt bei der Drehung
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y &R 0B = 2 DOB =i 8.
Daf e hievbei nid)t gleidhgiiltig ift, in weldjer Anfeinanderfolge man die
eingelnen. Drehungen vornimmt, ergicbt folgende Betrad)tung. Jede bder
beiden Drehayen A und B verdanft ifre Ortsveriinderung [lediglid) der
Drehung wm die andere Axe, da die Drehung wm fie felbft ju einer Ver-
dnderung ihres Ortd feine Vevanlafjung giebt. So gelangt beifpielsweife
B durd) die Drehung o um A in ihre definitive Lage B, vorausgefest, daf
wie oben angenonmmen tourde, die Drehung @ um A juerft vorgenommen
wird. Wollte man mm aber die Drehung B um B juvirderft eintreten
laffen, fo witrde dadurd) A in die neue Cnbdlage A" gefithrt, und 8 wiirde
jept durd) die um diefe Are A” folgende Drehung e die Axe B nidyt nad
B' wie vorhin, fondern nad) B” gelangen. Wilhrend aljo die Linie A B
durd) die beiden aufeinanderfolgenden Drehungen « und B in die Lage 4’ B’
iibergefithrt wird, fo wird, wenn die Drehungen in der wmgetehrten Reihen-
folge B, o vorgenommen werden, diefelbe Linic A B in die Gudlage A" B”
gelangen. @S it itbrigens ofne Weiteres Hax, daf dieje beiden Yagen A’ B’
und A" B" pavallel fein miiffen, denn fie founen beide daduvd) erfalten
werden, daf dem Kovper um den Winfel o« + B in demfelben Siune eine
Drehung evtheilt wicd, muw find die Aren, wm weldye dies ju gefdyehen hat,
verjdjicdene, in dem erften Falle, wic oben evmittelt, nimlidy C und in dem

leteren Falle C"”, weldje Yage fid) ergiebt, wenn man A BC"” = E) und

BA"C" = % wad)t.  Man evfennt aud der Figuv itbrigens leidht, daf

die Oerter € und C” diefer beiden vejultivenden Aren fymmetrijd) gegen die
urfpriinglidje Yage der Arenverbindung A B liegen.

Denft man die Drehungswinfel e und § Feiner und Heiner werdend, fo
exgiebt fidy, dafy die beiden Oerter € umd € fite die Aren dex vefultivenbden
Drehungen fid) der wripriinglichen Arenverbindung A B von beiden Seiten
mehr wnd mehr nihern.  Jn dem Grengfalle, wo e und B unendlid) fleine
Wintel vorftellen, wird der Abjtand der Aren € und C” von A B felbit
aud) ein unendlid) Kleines werden, d. . die beiden Aren fallen in einem
Puntte €, der Gevaden A B jufommen.  Was die Lage diefes Punftes C,
swifden A und B anbetrifit, fo fann man bemerfen, daf fiiv die Oerter
Cumd C" der vefultivenden Are fortwihrend die Gleidyumng gilt:

D)

Od: 0B ="0"4: C"B = sin E : Sin -“-:‘-

Diefe Gleidpmg gebt fitv den Fall, wo o und B unendlid) flein find und
Cmit C" in €, yujammenfillt, iiber in

CA: CGB=2p:«,
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b. §. bie Aze dev vefultivenden Drehung jroeicr unendlich fleinen Drehungen
um pavallele Agen liegt in der Ebene diefer beiden Aven und gwar in Ab-
fteinden von benfelben, weldye fid) wmgetehrt wie die Drehungdwintel vev-
Dalten.
Pisher ift angenommen worden, daf die beidben Drehungen wm die Aven
Aund B in demfelben Sinne (vechtdum, wie die Uhrzeigerbewegung) vor fich
gehen follen. Borftehendes bleibt aber aud) vidjtig, wenn die Drehungen in ein-
anbder entgegengefetem Sinne exfolgen, nur hat man dann unter dev Gumme
o + {3 die algebraifche Suntme gu verftehen, indem man dem einen Drehungs-
winfel bas pofitive, dem anderen dag negative Beidjen giebt. Der Sinn dev
vefultivenden Drehung ftinmmt dann mit devjenigen Drehung itbevein, deven
Borgeidyen die algebraifdhe Summe vou o und B hat, d. h. mit dem Sinne
ber abfolut griferen Drehung. Soll 3. B., Fig. 4, dev Korper einer Redts-
Fig. 4. dbrefung oo um A und bdann einer Vinfsdrehung
B wm die Are B, weldje dann nad) B’ gelangt
ift, unterworfen werden, fo Hhalbive man den Dre-
fhungdwinfel BA B = « durd) 4 D und trage

ben Winfel g = A B E' an. 3n dem Scljnitte

C exhilt man dann denjenigen Punft, welcher
burd) die Drehung ¢ um A nad) €' und durd)
bie entgegengefeste Drehung B wm B’ wicder nad
C suvitdgefithet wivh. Diefer Puntt veprifentivt
alfo die in ihm novmal jur Bewegungdebene ju
denfende Ave der vefultivenden Drehung, deven Be=
trag gleid) 2D CE' = p — o« — f3 ift, woraus
bie oben angefithrte Iegel fid) evgicbt.

Jn Begug dev Reihenfolge der beiden Drehungen
gilt dag oben fitv itbeveinftimmende Drehungs-
ridjtungen Gefagte, und man findet demnady in dem Punfte C”, weldjer 3u
AB eine mit C fymmetrifhe Lage hat, den Fufpunft fitv die Axe dev
vefultivenden Drehung, weldje die umgetehrte Anfeinanbderfolge der Drehungen
B, exfest.  Gbenfalls liegt der Axenpuntt C), weldjer den unendlic) fleinen
Drvehungdwinteln « und B entjprict, jo auf der verlingerten Axenverbindung
A B, bafy wie oben C A : C,B = f :  ift.

Rotationspaar. 2enn die beiden entgegengefepten Drehungen um
pwet pavallele Aren 4 und B, Fig. 5, von gleidjer Grofe o find, fo faillt
bie Are der vefultivenden Drehung in die Unendlichfeit, indem nimlid) die
beiden guv Conftruction diefes Arenpunttes dienenden Wintelhalbivenden 4 D
und B'E' in bdiefen Falle pavallel werden. Cine Drehung um einen 1n-
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endlid) fernen Punft ift abev einer gevadlinigen Berjdjicbing bdes Korpers
gleidjyujepen.  In der That ift die aug beiden Drehungen vefultivende End-
, lage beg Kovpers A’ B’ pavallel dev urfpriinglidjen
o AB, und ¢8 hat fonad) cine Veridjicbung ftatt-
gefunden, weldje duv) die Strede A A" ober BB’
auggedvitdt ift. Daher ift die Grife diefer Ver-
fdyicbung
AAE=RB =24 on %,
wenn d wicder den Arenabftand A B bebeutet.
Der Wintel @, welden die Verjdjicbungsridytung
mit der Arenverbindbung A B bildet, ijt

o
p— B e ®
Q= 90 )

1 5 Daf ein foldyes Paav entgegengefepter gleidjer
Drehungen wirklid) mur eine einfadye Verdjie-
bung Bevvorbringt, ergiebt  fid) aud) aug folgen-

der Betvad)tung.  Denft man die Drefung e um die Are A nad) §. 4

evfept duvdy eine ebenfo groge Drehung wm die re B und cine Ber-

fdjiebung im Betvage 2d sin %, fo ergiebt fid) die leptere ald dag eingige

Refultat des Drehungspaars, mdem die Drehung e um B mit der Drehung
— o um diefelbe Axe fid) aufhebt.

Gin foldjes Paar gleidjer und entgegengefegter Drehungen wm pavallele
Axen heift ein Rotationspaar oder Drehungdpaar, daffelbe fann
ftets durd) eine entipredjende BVerfdyicbung evfept werden und
umgefehrt.

Dap aud) bei dem NRotationdpaave die Aufeinanderfolge der Drehungen
nidyt gleidygiiltig ift, crgicht eine Vetvadytung der Figur. Wihrend nimlid)
die Arenverbindende A B in die Yage A’ B’ gelangt, wenn die Drehung ju-
erft wm A, damn um B’ gefdjieht, fo nimmt jene Yinie die Yage A” B” an,
wenn die Drehungen in der entgegengefepten Folge gejdjehen. Die Ver-
fchiebung ift alfo in dem einen Falle durd)y BB', in dem anbdeven Falle
burd)y BB" dargeftellt. Diefe beiden Streden BB’ und B B” find von

gI;id)cr Liinge 2d sin % und von derfelben Neigung ¢ = 90° — % ge-

gegen die Avencbene A4 B, aber die Winkel @ find in verjdjiedenem Sinne
amgutragen.  Die beiden Lagen A’ B und A" B” fallen daher in eine Se-
rade jufammen.  Offenbar hort der Unterfdjied in der Aufeinanderfolge der
Drehungen um A4 und B auf, jobald BB mit BB” jujammeniillt, d. 1.
wern der Winfel ¢ gleid) 90° wird.  Hievgu ift evforderlid), dafy e unend-
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(i) flein ift, wnd e8 gilt alfo fitv den Fall diffeventialer Bewegungen Aehn-
(iches tie oben fitv ungleiche Drehungen angefithet worden ift.  Dev Aug-

o 2 d sin —g— fiir die Grofe dev Berfdhicbung geht fite den Fall, daf oo

unendlic) fein ift, in e d itber.

Die in §§. 4018 6 angefithrten Siige itber die Sufanmenjegung und Ber-
fequng der Translations- und Hotationsbewegungen gelten and) fiv die auf
bie Beiteinheit begogenen Wege, b h. fitv de Translations= und
Rotationggefchwindigteiten.

Pol oder Momentancentrum. Aus dem Vorjtehenden ergiebt fid)

{eicht, daf die Vewegung eines chenen Syjtems, d. h. cined foldjen, bei

weldjent, wie in §. 2 definivt, die Vewegungen aller Puntte in lauter unter
jid) pavallelen Gbenen gefdhehen, in jedem Augenblide betvadytet werden fann
al8 eine unendlid) fleine Drehung wm eine gewiffe, 3 den pavallelen Chenen
fenfvechte Are. Denn weldyer Avt die Bewegungen aud) fein mdgen, fo
sevfallen fie immer in Berjdjicbungen in den gedachten Pavallelebenen und
in Drefungen in denjelben, d. h. wm Wyen, weldye auf bdiefen Chenen fent-
vecyt ftehen.  Alle Ver{dyiebungen laffen fid) mm mit Hiilfe ded Pavallelo-
granmms der Vewegungen g einer vejultivenden Vevfdjiebung gujanmeniepen,
wihrend man alle Drehungen um die pavallelen Wpen nady §. 5 und 6 u
einer cingigen vefultivenden Dvelung veveinigen famn. Diefe vejultivende
Drelung Lift fichmm wieder mit der auf der Drehare normalen vefultivenden
Berfdyiebung nady §. 4 3u einer eingigen Drehung unt eine Are jufammen-
fetsen, weldye gleichfall® auf dem Ebenenfyftem novmal fteht. Wenn hievbei
anftatt dev vefultivenden Drehung ein Drehungsdpaar jum BVorfdjein fommt,
ag einer einfachen Berdjicbung dquivalent ift, jo fann man die vejultivende
Berfchicbung cbenfall§ a8 eine Drehung wm eine Are auffaffen, welde auf
ber yur Ber{diebung novmalen Richtung tm Unendlichen liegt.

Die Are diefer vefultivenden Drehung wird im Wllgemeinen feine fefte
Lage im Raume Hhaben, fondern in jedem Augenblice ihren Ort wechfeln.
1m die Yage devfelben in einent beftimmten Momente zu evmitteln, hat man
fid) muv gu evinnern, daf die eingelnen Punfte eined wm eine Axe votivenden
Korpers Bahuen befdpreiben, weldje auf den Radien, d. h. den Ridjtungen
ber Yothe fenfrec)t ftehen, die von den betveffenden Kbrperpuntten auf die
Are gefiillt werden. LWenn man daher in einem beliebigen Punfte der Bahn
etnes Clementes in der Chene devfelben yur Vahn eine Novmale evvidytet, fo
muf diefelbe die Drehaye {dhneiden, um weldje der Kovper in demjenigen
Augenblicte fich dreht, in weldjem dag Clement fid) im Fufpuntte diefes
Lothes befindet. €8 ergiebt fid) daher ferner, daf man in jedem Augenblide
die Drehare ungiweideutig finden fann, wenn man die Ridjtungen dev Be-




§. 8.] Polbahnen. 15

wegung von jwei beliebigen Puntten ded bewegten Kovpers fennt. Dev
Durd)fdynitt dev beiden, auf dicfen Bewegungsridjtungen in den bewegten
Punften crvidjteten MNovmalen liefert dann einen Punft dev Drehaye, welde
in ihm fenfredjt yu den pavallelen Cbhenen fteht.

DMan nennt diefe Are die augenblidlide Drehaxe oder Momentan-
are, aud) wohl bei cinem cbenen Syftem den betreffenden Seynittpuntt dex
Novmalen fdylechtweg den augenblidliden Drehpuntt oder dag WMo -
mentancentrum; vielfad) gebvaudyt man fitv ihn aud) die Veyeidynung
» Bol¥, weldye tm Folgenden benupt werden foll.

Polbahnen. Die widjtige Nolle, weld)e dev Pol bei der Vewegung
eines Syftems in einer Chene fpielt, (Gt fid) am cinfadyften an einem Vei-
jpiele evldutern. A8 foldyed Veifpicl fei etwa die Vewequng einer Stange
oder fteifen gevaden Yinie A B, §ig. 6, gewihlt, weldye gegroungen ift, mit

Fig. 6 ihren Cudpunften A und B ftetig in
H gwei  aufeinander  fenfred)ten  Gevaden
CD und CE ju verbleiben; cine Be-
e wegungsart, wie fic bei einem befanuten
Clipfengivfel vorfonmt und weiter un-
ten nod) niber befprodjen roerden wird.
Biiv ivgend eine belicbige Lage A, B,
ber Geraden findet man den augenblid-
: lidjen Drehpunft oder den Pol nad) dem
Ll B Obigen in dem Durdyfdnittdpuntte p,,
BB B weldjem die beiden Novmalen A, p,
und B, py fid) treffen, die in den Punt-
ten A; und B, auf deven Bahnen, aljo
auf C D begichungdweife CE ervidjtet werden. Gang in derfelben Weife
[t fid) fiiv jede belicbige anbere Yage de§ bewegten Korpers, wie A4, B,,
Ay By . . . ber Pol in py,py . . . finden. Denft man fid) diefe Conftruc
tion fiiv alle migliden Yagen bder Stange A B ausgefithrt, o evhilt
man ebenfo viele Yagen des Pols, weldje in ihrer Aufeinanderfolge eine ge-
wiffe, von der Natur dev Bewequng abhingige Curve py pypy . . . feftlegen.
Diefe Curve fann man anfehen als die Vahn, weld)e der Pol wihrend der
Bewegung ded Kovpers durdylduft, indem man fie fic) vorftellen farn als
eine in ber Gbene der Vewegung fefte Yeitcurve, anf weldjer der Pol,
vefp. die Drehaye de8 Syftems entlang gefithrt wird. Dian giebt diefer
Gurve daher aud) die Bezeichmmg Polbahn, und nemnnt fie mit Riidfidyt
auf ifre fefte Yage in dev BVeregungseberne wohl die fefte Polbahn.

Denft man fid) mit der beweglidjen Stange A B eine Chene feft ver-

bunben, weldye mit der Bewegungdebene D CE in allen ifjren Lagen ju=

“r
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jammenfillt, wihrend fie an der Vewequng dev Stange Theil nimmt, fo
evgiebt fich Ceicht dag Folgende. Alle Puntte diefer beweglichen Ehene yerden,
chenfo wie alle Puntte dev Stange A B felbft, in jedem Augenblicte eine
brefende Bewegung um den augenblicdlichen Drehpuntt oder Pol annehmen,
und nue dev mit diefent Pol gevade in Dectung befindliche Punft dev beweg-
(ichen Gbene Hat in dem betveffenden Wngenblide feine eigene Bewegung, da
ev al8 Drehpuntt aufgefaft werden muf. Diefer in der Lage 4; By mit
pem Pole p; ufammenfallende Puntt dev beweglichen Ehene fei etwa mit
qi beeichnet.  Jm davauf folgeuden Augenblicfe hat der Pol feine Lage ge-
Gnbert, indem ev von p; auf beréefteu Polbahnt etwa nach p, gevitdt ift, wenn
man die Stvede p; p, ald unewdlid) fleine vorausjept. Die Stange A B
ift jepst aus bev Yage A, By in dicjenige A, By gevitcft, und devjenige Punft
bev beweglichen Cbene, weldjer mit dem nunmelrigen Pole p, jujammenfilt,
ift nicht mehr g, fondern ein andever, etwa g, geworden. Um diefen Puntt,
weldger in dev Yage Ay By mit py ufammenfiillt, aud) in der Lage des Sy-
ftems A, By u beftimmen, hat man offenbar mur itber der Grunbdlinie
A, By das dem Dueiecd Ay By p, congruente Dreied Ay By gy 31t conftruiven,
wodburd) man in dev Spige gp den gefuchten Punft findet. IJn derfelben
Weife erhalt man durd) Conftruction ded dem Dreiecfe A, By py congruenten
Dreiedd Ay Brgy in gy denjenigen Puntt dev beweglichen Ebene, weldyer fite
die @yftemlage As By mit dem Pol py gufammenfillt. Denft man fidh in
folcher Ant die Conftruction bder betveffenden Punfte ¢ ebenfalls fiiv alle
miglicen Yagen des Syftems d. 0. allen Punften dev Curve p entjprecjend
audgefithrt, fo erhlt man in der beweglidhen Ehene eine gewiffe Curve
Q21 95 - - . And) diefe Curve hat die Cigenjdjaft, daf der Pol ftets in ihr
enthalten ift und bei dev Bewegung deg Syftems auf ihr entlang wanbdert.
WDan nennt daher aud) diefe Linie Polbahn und jwar heift fie die be-
weglidye Polbahn gum Unterfdhiede von bdev feften Polbabhn pyp;ps . . .

Nad) dem Bovftehenden giebt es fitr jede Bewegung eines Syftems in etner
Gbene tmnter gwei beftimmte Cuvven ober Polbahnen, eine fefte in dev Be-
wegungsebene uud eine i dev beweglidjen Gbene, weldye beide den Pol ent-
halten.  Dicfe betden Curven miiffen daher ftets einen Punft, namlic) den
jedesmaligen Pol, mit einander gemein haben, und war mitfen fie fid) in
diefem Puntte beviihren, dermn ein Duvchdueiden der Polbahmen ift davim nicht
denfbar, weil fonft dev Fall eintveten wiirde, daf gleichzeitig ziwei oder mehrere
augenblictliche Drehpuntte vorhanden wiven, was natitelich nidyt mdglic) ift.
Bei dev Bewegung des Syftems bleiben diefe beiden Curven oder Polbahnen
immer in Beviihrung, wobei dev Bevithrungdpuntt fortwihrend wechfelt, und
man fann jid) diefe Bewegung als ein Wiilzen oder Rollen dev einen (be-
weglidhen) Polbahn gy gy g5 auf der andeven (feften) pypyps . . . vorftellen. 3
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@8 ift daher aus dem Borftehenden eviichtlid), daf man die WMittel des
duferen Bwanges, weldje der beabfichtigten Bewegung ihren Chavakter er-
theilen, aud) evfeggen fann duvd) bdie beiden Polbahnen. Wiivde man ctwa
in dem gewdihlten Beifpicle, Fig. 6, die beiden feften Gevadfithrungen CD
CE gan fortlaffen, und ftatt ifrer die in der feften Cbene liegende mateviell
ausgefithrte Curve py pypy . . . anbringen, auf weldjer die cbenfalls mate-
vielle Curve gaqy qs . .. fid) abwilzt, weld)e mit der Stange A B verbunbden
ift, fo erhiclte man beim Nollen diefer Curven aufeinander bdiejelbe Be-
wequng de§ Syftems, wic fie duvd) die Fithrungen CD umd CE bhev-
vorgebradyt wird. Die Bewegqung ift hierbei in beiden Fillen und nidht nux
fiir A und B biefelbe, fondern die Ucbeveinftimmumg gilt aud) fitv jeden be-
licbigen Punft F, da ja durd) die Vewegung jweier Punfte dicjenige cines
cbenen @yjtems vollfommen beftinumt ift.  LWenn dabher bei ecinem bewegten
Syjtem die beiden Polbahnen befannt find, jo fanm man fitv jeden Augen-
blidt leicyt die Bewegung irgend eines belicbigen Punfte des Syjtems be-
ftimmen.  Rieht man nimlid) von dem Verithrungspuntte (p,) der beiden
Polbahnen in dem betveffenden Augenblide nad) dem Puntte (F), defjen
Bewegung beftimmt werden foll, cinen Falhritvahl, jo ijt diefer novmal u
dber Bewegung des betveffenden Punftes gevidytet, und die Gefdpwindigleit
diefer Bewegung ift dev Liinge dicfes Fahrjtrahls proportional. Die Nidytig-
feit diefer Behauptung ergicbt fid) ofhne Weitere aud der Vemerfung, daf
ber Beviihrungspuntt der beiden Polbahnen der jedesmalige augenblidlidye
Drehpuntt ift. Wenn man daher wm den Pol p; mit der Linge ¢, F' des
Fahrftrahls einen Kreigbogen bejdyreibt, jo muf derfelbe die Bahn des Punftes
F beviihren.  Daffelbe gilt aber aud) von bden Kreisbdgen, welde wm den
Puntt p, mit dem Strahl gy F, oder wm den Punft py mit dem Strahl
g3 F 2. gegeichnet werden, und e§ evgicbt fid) hievaus, dafy die wm die cin-
jelnen Punfte der Polbahn p mit den beziiglidyen Fahrjtrahlen
von den Punften ¢ nad) cinem Syjtempuntte F bejdjriebenen
RKreisbogen die Bahn des gedadyten Punttes F einhitllen. Man
exfennt leidyt aus dev Figur, daf in unjevem BVeifpicle die Kreife, weldye von
den Punften p aus mit den Fahrftvahlen bejdyricben werden, die man von
den Puntten ¢ nad) A und B gichen fann, fimmtlid) die Gevaden €D
vefp. CE beviihyren, weldje die Bahnen von 4 und B {ind.

Gegenseitigkeit der Polbahnen. Bigher haben wir angenommen, §. 10.

baf die Curve ¢ al8 bewegliche Polbahn auf dev fejten Polbahn p hevum-
gefiifet yoerde, und fahen, in weldyer Weife fid) die Bahn irgend cines Sy-
ftempunttes A, B oder F, b. . diejenige Curve jeichuen (ft, weldje dev be-
treffende Punft in dev feften Cbene bejdjreibt. €8 ift mm cin Leidytes, die
Berhiltnifie entgegengefest fo ju geftalten, daf aus dev feften Polbahn p die
Weidbad«Hevrmann, Lebrbud ver Medanif. IIL 1. 2
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bewegliche und aug der boweglidjen Polbahun g bdie fefte wivd, und alfo die
Gurve p auf devjenigen ¢ fid) abwilyt. €8 ijt aunddit flar, dafp an der BVe-

~yoequmg des Kivpers A B in der Gbene D C 1 nid)t8 gedindert wird, wenn

§. 115

man im noch eine gewiffe yuidpliche Bewegung mittheilt, vovansgefet nur,
baf genau diejelbe Bewegung aud) dev Gbene ertheilt wird, in teldher dev
Rirper feine Bewegung verridytet. Die velative Bewegung des lepteven in der
Bewegungsebene wird dadurd) offenbar nidyt abgedindert, und die BVahnen der
etmgelnen Punfte behalten babet unverdndert thren geometrijdjen Chavafter bei.
Ytun denfe man fich, daf die foldjevart dem Kovper fowohl wie dev Bewegungs-
chene gufiiplicy mitgetheilte Bewegung in jedem Augenblice genaw devjenigen
Pewegung gleic) und entgegengefept fei, weldhe der Sorper urfprimglid) jdyon
fat, fo tommt dev lepteve hievdurey zur Rube und bdie anfinglid) feft gedbadhte
Bemegungsebene nimmt dann eine Bewegung an, weldye dev urfpriinglichen
Syftembewegung in jedem Augenblice gleid) und entgegengefest ift. Da die
velativen Bahuen der cingelnen Punfte aber, wie angegeben, hierdurd) eine Aen-
derung nicht exfeiden, fo fann man Hievaus den Safy ableiten, daf die Natur
der Bewequng diefelbe bleibt, weldje der beiden Polbahnen man aud) al§ die
bewegliche annefmen mige.  In unjevem Beifpiele wiirden dicje beiden Fille
der Bewequng fid) etwa devartig davftellen laffen, daf, wemn die Curve ¢
die bewegliche Polbahn ift, wir 8 mit der Bewegung cines Syftems u thun
haben, vou weldjem wei beftimmte Punfte A und B auf gwet feften vecyt-
wintligen Gevaden CD und C E fid) fithren, wiihrend dev Fall, wo die Pol-
bahn p al8 bewegliche angefehen wivd, auf eine foldhe Vewegung hinaus-
(ifuft, vermpge deren jwei mit dem bewegten Syftem verbundene redjtiwinkelige
Gevade €D md CE tmmer divd) zwei fefte Puntte A4 und B hindurd)-
gehen. §8 liegt hievin ein gewifes Princip der Reciprocitiit, das von Ehas-
(o8, weldjer yuerft auf diefe Cigenthitmlichteit dev Bewegung aufmertjam ge-
madyt hat, mit dem Namen Dualismus beeicynet worden ift.

Gin beutliches Beifpiel, weldjes meiftens gur Vevanjdjaulidumng diejes Ber-
haltens angefitht wird, liefert die gewdhnliche Drehbant. Wenn an derfelben
mit der Sypindel cine dagu novmale ebene Scheibe (Planjdjeibe) verbunbden
ift und mit ifr fic) umdreht, fo vipt eine im Ubftande @ von der Drehaye
feftaehaltene Meeifselfpite auf diejer Sceibe einen gur Drehaye concentrijchen
RKreis vom Halbmefjer @ ein.  Cben diefer Kreid wird aber aud) erhalten,
wenn man die Schjeibe fefthilt, und dem Dieiffel bei unvevindertem Abftande
von dev Drefhbantfpindel cine Rotation mit der lesteren evtheilt, wie dies
beifpicldweife beim Frdfen und Augbohren oiter gejdjieht.

Beispiel. Aus dem Borftehenden ergiebt fich die Widjtigteit, weldye die
Polbahnen fiiv die Beftinumung der Bewegung eines beliebigen Syjtems in
einer Gbene haben, tndem mit ihrer Hitlfe die Vahn jedes beliebigen Syftem-
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punfted beftimmt werden fann.  Man fann i jedem Falle die Polbahnen
in der oben angegebenen Weife Puntt fiiv Punft conftruiven, wenn man die
Bahnen gweier Punfte feunt.  Diefes Verfahren fithrt ftets jum Siele, dod)
laffen fic) in vielen Fallen die Polbahnen bequemer divect zeichnen, wenn
ber geometrifdye Chavafter devfelben fid) leicht evmitteln [ift. So 3. V. ijt
in dem Bier yu Grunde gelegten Beifpicle der Bewegung einer Geraden,
deren Endpunfte auf gwei red)twinteligen feften Gevabden fid) fithren, leidyt u
erfermen, dafy die beiden Polbahnen Kreife fein mitffen. Man exfieht nimlid)
aug Fig. 6 jofort, dafy die bewegte Yinie A B in jeder ihrer Yagen die Diago-
nale eines Redyteds Ap BC ijt, von weldjem die beiden andeven Edpuntte in
bem gugehovigen Pole p und dem Durd)jdynittdpuntte C der beiden Fiihrungen
CD uwnd CE liegen. Da mun die Diagonalen eined vedtwinfeligen Paval-
[elograntmes einander gleid) jind, fo folgt, daf der Pol p von dem Durdy-
jdmitt@puntte C ftet§ diefelbe Cntfermung Cp, ndmlid) gleid) der bewegten
Geraden A B hat, daf alfo Cp, = Cp; = Cp; . . ., folglid) die Polbahn

Pap1py - . - cin um C mit der Yiinge A B befdjricbener Kreis ift.
Desgleidhen liegen aud) die fammtliden Punfte ¢s,¢1,5 . . . auf dem
Umfange eine§ Kreifes, deffen Durdymefier die Gevade A, B, ift, denn wenn
man nad) dem BVorftehenden die Punfte gy,q5 . . . evmittelt, indem man die
redjtwinfeligen Dretede Ay Bypo, Ay Bypy . . . itber 4, B) als 4, B, o,
4, By gy . . . conftenivt, fo ift der Ort diefer Punfte ¢ wegen de vedjten
Winfels bei go,qy . . . ein fiber A, B, al8 Durdjmefjer bejcyricbener Srveis,
weldjer natiirlid) aud) duvd) C hindurdygeht und jwar in allen feinen Lagen.
Dian erbiilt daber eine mit der hier ju Grunde gelegten Bewegung einer
Gevaden A B, deven Endpuntte auf den Schenfeln eines vedyten Wintels ge-
fithet werben, identifdje Vewegung, wenn man innerhalb eines Kreifes, defjen
Centrum im Scljeitel jenes Nechtwintels liegt, und deffen Halbmeffer der
Yiinge jener gedadjten Geraden gleid) ift, cinen gweiten Kreis von halb fo
Fig. 7. groem Durdymefier fid) abwiilzen (Gft.
In Wirtlidyteit (Gt fid) dies durd) gwei
Bahnriider von bden angegebenen Ab-

= F mefjungen leid)t evveidjen.
E, Bei diefer Bewegung bejdreibt jeder
A Puntt des iiber der Geraden A B be-
AT fcricbenen Kreifes, d. h. alfo der be-
weglichen Polbabhn, einen Durdymefjer
B \ der feften Polbahn, wie fid) aus Folgen-
o } X bem ergiebt. Jjt B, Fig. 7, ein be-
/ (iebiger Punft diefes Kreifes, und nimmt
man Ddie beiden feften Fiihrungslinien
CAund CB al8 Y- und X-Are an, fo
2 *
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exgeben fich) die Cordinaten bded Punttes burd) dic Gleichungen:

2= CE = CE .cos (x + B) = 2a cos § . cos (« 4 B),

y =B e O X i (W B) = 2a cos B . sin (@ + B),
wenn man den Durdymefier Cp = A B bde§ vollenden Kreifes mit 2a, den
Wintel B Cp mit o und £ Cp mit B begeichnet.  Aus obigen Gleichungen
folgt:

Y
= = tang (e + B).
Da o + B fiiv jede Lage des vollenden Kreifes conftant, nimlic) gleid) dem

fatben Centriwinfel B D E ift, weldjer den Abftand des Punfted E von
B im Sreisumfange gemeffen angicbt, fo ftellt obige Gleichung

8=

1
= tang 5 Bl = ttmg-;i

eine Gerade B C dar, deven Neigung gegen die X-Aye gleich jenem Halben
Gentriwinfel ift.

Man crfennt iibrvigend aug bder Figur, dafp dev Punft K de§ vollenden
RKureifes mit dem feften Kreife n F jur Bevithrung fommt, da der Bogen
Ep gleid) demjenigen F'p fein muf, deffen Centriwintel halo fo grof und
beffen Nadiug doppelt fo gquof ift. Wenn bder beweglide Kreis auf dem
gamen mfreife des feften fid) abgewdilzt at, fo hat fic) erftever dabei wei-
mal wm die eigene Are gedreht, und jeder Pumft feines Umfanges wie £
fat etnen gangen Durcymeffer de§ feften Kreifes einmal hHin wnd einmal u=
vitd purchlaufen. Daf dev Mittelpunft D des beweglichen Kreifed wegen
fetnes conftanten Ubftandes vom Centvum C deg feften Kreifes felbit einen

Jig. 8. Rreis vom Halbmeffer a befdreidt,

ergiebt fid) ofhne Weiteres.
1l die Vahn irgend eined beliebi-
gen Puntted B, Fig. 8, weldyer von
~ dem Mittelpuntte D de§ beweglichen
Sretfeg den Abftand D E = e hat,
u beftimmen, legen wiv duvd) B
und D einen Duvcymeffer des beweg-
lichen Kreifes, und wihlen zur X=Are
x_ Diejenige Qage bdicfes Durcymeffers,
in yelcger derfelbe aud)y duvd) den
Mittelpuntt C des feften Kreifes hin-
burdygeht, fo bdag alfo C,D umd
E in gevaber Pinie fegen. il
irgend eine yweite Lage des Sollfreifes,
weldje derfelbe etnnimmt, nacjdem er auf dem Bogen F Gy des Winfels
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FCG, fid) abgewil3t hat, ift nad) dem Bovigen dev Puntt F des Roll-
freijes in centraler Ridjtung nady Fy und der Pamtt G nady G, geviidt.
Man findet daher die mumehrige Lage von E in E;, wenn man auf
dem Durdymefier Fy D, die Strede D, By = D E=¢ abtvigt. Beyeidynet
baher wicder 2a den Durdymefier CF des vollenden SKreifes, jo hat man
fite die Coorbinaten von F:

2= CE — acos &« + ¢ cos &« = (a + ¢€) cos o
y=CE"'=asino — ¢ sin a = (a — ¢) sin o,

(a k c>2+ ai 0)2: .

Dies ift die Gleidjung einer Cllipfe, deven Halbaxen a + ¢ wd a — ¢
find, und gilt diefe Gleichung aud) fitv den Fall, dafy dev Punft E auferhalb
des vollenden Sveifes gelegen ift. €8 befdyreiben fonad) fammtlidhe Puntte
des beweglidhen Syftems Cllipfen, weldye fitv den Mittelpuntt 1 des Roll-
freifes, fitv weldjen ¢ = 0 ift, in cinen Rrei§ und fitr den Umfang des
Rollfreifes, fiir weldjen e = a ift, in gerade Vinien itbergehen.

Der Borgang, weldjer eintritt, wenn man die beweglidhe mit dev feften
Polbalhn vertaujdyt, it fid) nad) dem Bovigen jept leid)t definiven. Bu
dem Gude benfe man fid) dag bewegliche Syftem oder die Stange A B,
Fig. 8b, mit ifrer Ghene feftgeftellt, und die urfpritnglicy fejte Coene mit den

Big. 8b. beiden vedjtwinteligen Geraden €A und
; C B fo bewegt, dafy diefe Geraden fort-
i wifhrend duvd) die beiden jept feften
et S F PBunfte A und B hindurdjgezogen werden.

E, &8 wird al8dann das beweglidhe Syftem
A P mit cinem zu C concentrifdjen Kreife
T vom Halbmefjer CD = a durd) den
jest fejten Mittelpunft D der Geraden
(7 o Y A B fhindburdygesogen, und jeder Punft

- } |—X  bes nun feften Syjtems, weldyer wie B
vom Mittelpuntte D der Stange einen

% Abftand a gleid) dex halben Stangenlinge

hat, bejigt die Cigenfdjajt, daf die beweg-

(iche Gbene bei ihrer Bewegung mit einer durd) den Sceitel C des Redhtwinfels

gehenden Gevaden durd) diefen Punft hindurdjgesogen wird. Jeder andere

Puntt des feften Syjtems endlidy (wie £, Fig 8) verbleibt bei der Ve-

wegung der Ebene des NRechtwinfeld in einev in leptever liegenden Cllipe,

deren Mittelpuntt mit dem Durdyjdynitte ¢ dev beiden Gevaden CA und CB
sufammenfillt.

folglid):
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Da iibrigens jedev Punft im Umfange bdes vollenden $Kreifes, wie ),
Fig. 7, in einer durd) € gehenden Gevabden fid) fiihut, fo evfennt man Hier-
aug auc), daf man gu derfelben Vewegung gelangen muf, wenn aud) die
beidben Gevaden einen beliebigen fdjiefer Wintel einfdyliefen, denn man fann
bag Gyftem, in weldjem bdie betden Punfte 4 wnd B in ¢ A und CB ge-
fithet werden, offenbar cxfegen duvd) ein andeves Syftem, in weldem die
beiden Punfte £ und B in CE und CB gefithrt werden.  Die Ridhtigteit
biefer Behauptung crfieht fid) jofort, wenn man im Auge behilt, daf bdie
Bahuen weier Puntte cined ebenen Syftems deffen Bewegung volftindig
beftinmmen.

Wechselgeschwindigkeit der Momentanaxe. Bur Beftimmung
ber WMeomentanaye oder des Pol8 ber Bewegung eines ebenen Syjtems in
einem gewiffen Yugenblice geniigt nad) demr Obigen die Kenntnif der Be-
wegungdvidtungen sfoeter Punfte. Ferner fann man aus dev Kenntnif
ber Bahnen zweier Puntte die Polbabhnen, d. . die Lage dev Momentanaye
fite jeden ugenblict beftimmen. Hievaus fann wieder nad) dem Obigen die
Bahn jedes belicbigen Syftempunttes abgeleitet werden. Die Vewegung
eine beliebigen Punftes de§ bewegten Kbrpers in einem gewtfjen Augenblice
ift aber erft beftimmt, wenn aufer feinem devgeitigen Orte und dev Ridhtung
feiner-Bahn auc) die Grofe feiner Gefdpoindigleit befannt ift.  Sur Ve-
fimmung diefes Tegteven Glementes fiir ivgend weldjen Punft des Kirpers
genitgt e8, wenn man die Gefchwindigheit eined eingzigen Korperpunttes
fennt.  Jft ndmlid)y A ein foldyer Pumtt ded bewegten Kbrpers, und fein
Abjtand p A von dem Pol p tn einem beftimmten Augenblice durvc) » aus-
geditctt, weldyer Abftand ald Drehungshalbmefjer fitr die Notation dHes Punttes
A wm den Pol p angufehen ift, jo hot man fitv die Gefdwindigteit v des
Punftes A:

V= ra,
wenn @ die Winfelgefdhwindigleit deg gangen Syftems in dem betveffenden
Augenblide bedeutet. Kennt man daher von dem Puntte 4 in jedem Augen-
blicte die Gefdpwindigteit o, fo ift, da aus der Kenntnif der Polbahuen aud)
i jedem Augenblicfe die Grofge von » fid) ergiebt, die Wintelgefdhwindigteit

be8 Syftems o :?; ebenfallg fitr jeden Moment befannt. Hievaus nun

(iRt fid) aucy die Gejdwindigteit o, jedes andeven Punftes A, tm Abftande
ry vom Pol durd) v; = @r; beftimmen.

Wenn die Momentanaye eined bewegten ebenen Syftems wihrend bder
gangen Bewegungsdauer eine unvevinderlidie Lage fitte, fo witvde jur voll-
fommenen Beftimnumg der Bewegung des Kovpers die Kenntnif der be-
treffenden Winfelgefehwindigeit wm die Momentanaye in jedem Augenblice
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gemiigen.  Da aber die Vomentanaxe ihren Ort auf der jeften Polbabhn
fortodhrend veviinbdert, fo gehirt zuv Beftimumung dev Storperbewegung nod)
bie Remntnify der Gejdwindigheit, it weldjer der Pol auf der Polbahu feinen
Ort wed)felt.  Dan nennt diefe Gefdpwindigheit w die Wed)felgejdwin-
pigEeit des Pols oder der Momentanare. Set in einem bejtimmten
Augenblide pg, Fig. 9, T und 11, dex Bevithrungspuntt dev beiden Polbahuen,
&ig. 9.
1
T

=9
I

(=l Nl

L

B

von benen pp, ein unendlid) fleines Element dev feften und gg; cin foldyes
der beweglidjen fein moge. Crridtet man in p,p;, ¢ und ¢, die Normalen
su diefen Polbahuen, fo geben diefelben in ihren Duvdyjcpmittspuntten A
vefp. B die Sviimmungémittelpuntte, und man Hat daher in Ap = Ap,
= g, ben Sritmmumgshalbmefier der feften und in Bg = Bq, = 0,
denjenigen der beweglidhen Polbabhn fitr den augenblidlichen Bevithrungspunit
oder Pol pg. Der unendlich fleine Winfel &, weldjen die beiden Normalen
Ap und Ap, einfdyliegen, weldjer in der analytijdjen Geometrie der Contin-
gengwinfel genannt wird, ift offenbar audy gleid) dem Wintel CpD, weldjen
bag als geradlinig angufehende unendlid) fleine Element pp, mit dev gemein:
fdjaftliden Tangente C'p der Polbahuen im Pol bildet, und ebenjo hat man
& =gBq = CqF,
wenn g B bdie Nidjtung des Elemented g g, vorftellt.  Iimmt man mum an,
bie bewegliche Polbahn g g, wiilze fid) um dag Clement g gy auf de feften
Polbahn pp; ab, fo fommt hierdurd) g, in p; gu legen, und 8 fillt g g,
mit pp, jufammen. Damit leteves gejdhehe, muf dem bewegliden Syftem
und der Polbahn ggy eine Drehung um g extheilt werden, deven Wintel-
- betvag gleid) Eq D = & — & ift. In Fig. T ijt diefer Werth pofitiv,
in Fig. II, wo & > & ift, negativ, duve) die Verjdjicdenheit dev Vorzeichen’
ift mur angedeutet, dafy die Drehungsridytungen des Kovpers wm den Pol p
in den beiden Fiillen entgegengefest find, in I nady vedjts, in II nady linfs;
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ber Betvag der Drehung ift jebocy in beiben Fiillen gleich) dem abfoluten
Werthe von & — &. Vejeidyuet bafer wieder e die Wintelgefdwindigteit,
fo hat man:
)

B
98enn man ferner die Liinge ppr = g1 ded Glementes der Polbahnen,
e weld)es diefelben fid) in dent Reitelemente O¢ auf einander abwdlzen, mit
s begeidhuet, fo hat man in gleicher LWeife fitv die Wedhfelgefcpoindigheit w
beg Pold

0 =

s ity
ot
Durd) Divifion beider Gleichungen evhilt man
® & — &
sgRE

Da nun aber, unter @ und @, die Kvitmmungsradien verftanden,
08 = 018 = 02 &,
affo
& 1 & i
SLo— b 22— —
] 01 0s 02
ijt, fo fot man obige Gleidung aud) feyreiben:
@ it i

“w 0 5;
9Bernt die beiden Polbahuen, wie tn Fig. 10, bdie Kritmmungsmittel=
punfte auf den entgegengefesten Seiten dev gemeinjdaftlichen Tangente ¢ C

Jig. 10. su liegen Haben, fo ift, wie aus dex
B Figur ofue Weiteves fid) evgiebt :
€ &
4 s _l_att_
ql/ v und dafer
= C ® it 1
T
P L e e R
il D w o1 + 0
¢ ~dod) fann man aud) filv diefen Fall die
i obige Form
o A
w e Q2
A

beibehalten, wenn man den Kritnmungs-

vadien entgegengefesste Bovgeidhen giebt,
fobald fie auf entgegengefepten Seiten der gemeinjdjaftlichen Tangente dex
Bolbahuen [iegen.

S Y ¢ R .
Wenn man dem  veciprofen Werthe deg Kritmmungshalbmefiers etner
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Curve % = ;—s den Namen , Kritmmung® beilegt, fo fann man den
& — & 1 1 i L 5
Werth ———— = — — — al8 ,velative Rriimmung® dev Deiden
0s o6 0

Polbahuen bezeichuen.  Diefelbe ift nad) dem Obigen gleid) dem Berhiiltnif
der Winfelgefdoindigheit @ jur Wedfelgefdoindigeit u.

Beispiel. Wiflen wiv a8 Beifpicl wicder die Bewegung eines Kovpers, §.
weldjer mit et Punften 4 und B im Abftande 2 von einander auf den
feften Sdjenteln cines Redjtwintels A C B fid) fithet (Jig. 7), fo find in
diefem Falle die Polbahuen pwet Kreife von den Halbmefiern 2 wnd a.

Dan hat daher
@ 1 1 1 3 1

— s — T —— T - ——

s kPGt T SR SRR 7

Dentt man fid) daher den fleinen Kreis in einer beftimmten Ridytung mit
gleichbleibender Gefdpwindigleit « auf dem groferen Kreife abgewdlyt, fo bleibt
aud) die Winfelgefdpwindigleit @ um den Pol wiihrend diefer Bewegung con-
ftant von der unvevinbderlidhen Grofe

0= — — U
2a

Das negative Bovzeidyen duitdt ievin muw aus, dap die Drehungsridytung
um den Pol eine linfe ift, wenn die fortjdjreitende Bewegung des Pols auf
ber feften Polbahn eimer vedjten Drehung wm den Kvitmmungdmittelpuntt

entjpricht.

Stennt man mm bdie Winfelgejdyindigleit @ = — ;—‘a der Drehung wm
den Pol, fo fennt man aud) die Gejdpwindigleit ivgend eines Punftes, defjen
Abftand vom Pol » fein moge, gleid) v = @r = — r :_‘a Bon allen

- g Punften ded bewegten Korpers hat

A nur der Mittelpuntt D ded vollenden

Sretfes, Fig. 11, einen wnverinder-

et \ licgen Abftand » = @ von dem Pol,

v d daher aud) muv diefer Pumft feine

y 3 Bahn mit unverinderlidyer Gefdywin-

) digfeit duvlduft, wenn man vovaus-

B 2] fegt, dafj die Jollung mit gleidyblei-

.\ 4 ) bender Wedhjelgejdpoindigleit o ge-

o\ DEE/F F jdyehe.  Die GSefdpwindigteit » —=r o
o SR bes Punftes D ift demzufolge

v a@ u ..
v = s T -
2a 2’



26 Grunbdlehren der Kinematif. [i5e 18:

affo hald o grofy wic Ddie Wed)jelgefdindigteit des Polg, was aud)
fehon davaus folgt, da dev Puntt D feine freisfirmige Bahn vom Halb-
mefier €D = a in derfelben Beit mit conftanter Gefchoindigieit uviidiegt,
wiihrend weldyer per Pol die fefte Polbahn vom Halbueffer 2 @ ctnmal durd)
{duft.

thu bie Gefdgwindigteit ivgend eines Punftes ded bewegten Kovpers ju
beftinmmen, fei E ein belichiger Puntt ded bewegten Syftems i Abftande ¢
pon dem Mittelpunfte D des vollenden Sreifes. Jft mm dev leptere aus
der Lage D, in welder K wmit D und € in gexader Yinte CX liegt, burre)
eint Jollen um den Winfel FC G = « in dic Yage D, gelangt, vobei
der Puntt E nacy By und & nad)y G4 geviidt ift, fo ergiebt fid) fiiv bicfe
Lage bev Polabjtand G En bes betvadyteten Punftes aus demt Dretece
G4 Dy E,, defjen Winel bet Dy gleid) 2 o ift, durd)

G E =r—= Vaz 4+ €2 — 2ae . cos 2 0.
Demnady ift die Gefcwindigfeit des Punttes in ber Yage By gefunbden ju:

v =0 Va2 + ¢* — 2ae .cos 20

u -
= Va2 + 2 — 2ae . cos 2a.
@

PMan tan fid) von den Gefehwindigteiten dev eingelnen Puntte Leicht Durrel)
eine graphifde Darftellung ein anfdjoulicdyes Bild verjdafen. €Es fei C,
Fig. 12, der Mittelpuntt dev feften und D bevjenige dev beweglidjen “Pol-

Tig. 12.

\“\
\
N
oy
.
-
\ \“
[H \ 5
\ \ R
i \ R ’
o \ l'CL s B
h § N
PR NE S,
\\ ‘\\
\
\ 04
"'
/
L

bafn, weldjer fich in dem Kreife DDy vom Hatbmefjer a und gum Meittels
puntte C bewegt. Man findet den Ort cines Punttes I, weldjer von D wm
DE="¢ abfteht, in ivgend einem Augenblice, wenn dev Pol von F nad) Gy
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gevitdt ift, inbem man G; auj die Wren CF und CJ nad) Fy und A,
projicivt, und auf der Diagonale 4, Fy von der Mitte Dy die Strede D,
— ¢ antrigt. Man crhilt fo den Ort des Puntted E als cine Ellipfe
CE E;, jum Mittelpunfte C und von den Halbayren

CE=a+cund CH=0a—e
Die Linie G4 E, ift mm offenbar der Drehungshalbmefier des Punftes
E in dem Augenblide, wo Gy der Pol ift, und man hat wie oben
N Va2 + e; — 2ae . cos 20,
weldjem RNadiug G, B, die Gefdpoindigfeit v proportional ift. Die Yinie
G, E, fteht iibrigens nad) denr Fritheven normal auf der Bahn des Punttes
E, b. b auf der Clipfe in dem Punfte Ey, und man fann daher jagen,
baf die Gefdpwindigleit cines belicbigen Punttes E in jedem Augenblide pro-
portional der Novmalen ift, weld)e man von dem betreffenden Punfte dev fejten
Polbahu auf die Bahn des Punttes E fillen fann. Die Conftruftion dev
Novmalen auf die Cllipfe ift mit Hiilfe deg Nedyteds CA; Gy Fy und feiner
Diagonale 4, F; nad) Obigem leicht bewirtt.
Nimmt man beifpieldweife den Wintel ¢ gleid) 0 an, fitv weldyen F in
CF liegt, fo hat man cos2 e« = 1, daher

u B Pl u .
T 2 iz o .. 2
1 2 /0 + ¢ ae -y (a e),
aljo proportional der Strede FE. Chenfo folgt fiiv & = 90°, d. . wenn
der Pol in o liegt, cos2 @ — — 1, daher
p= — Va? + e + 2ae=—u—(u+c)
2a 2a d

proportional dev Strede J H.

Die in dem Quadbranten NKJH punftivt cingetvagenen Novmalen dev
Gllipfe veprifentiven daher bdie verfdjicdenen Gejdpwindigteiten des Punktes
E, wibrend derfelbe den elliptijdjen Quadvanten HN durdjlinjt. Sepst
man in der Formel fiir » die Gridfe ¢ = «, nimmt man aljo den betveffen-
dben Puntt im Umfange des Nollfreifes, alfo etwa in F an, fo ift die BVahn
deffelben nady dem Fritheven der Duvdymeffer FK, und die Novmalen von
den verfdjiedenen Pollagen auf diefe Bahn find die yu F K fenfred)ten Ordi-
naten de§ Kreifes, die punftivten Novmalen in dem Quadvanten CKL re
priifentiven daher die Gefdpvindigleiten des Punttes F. Diefe Gefdpoindig-
feiten fiud immer proportional dem Sinus des Wiilzungswinkeld «, wic aud)
ous dem usdrude fiiv o fid) evgiebt, denn wenn man davin e = « fest,
fo exhdlt man:
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u
v=— Va2 + a? — 2aa . cos 20

2a
u 5 2
:_u_ 2a2(1 — ¢08.200) = — Vm: wn s .
2a 2a

Die Gefdhwindigteiten find aljo hier diefelben, wie die dem einfachen Scdhwin-
gungsgefege entfprechenden; fitv oo = 0 ift o = 0 umd fitv @ = 90° it
v = u, 5. h. gleid) dev Wedfelgefchwindigteit des Pols.

et man endlid) e = 0, fo exhiilt man fiiv die Gejdjwindigteit, mit
weldjer der Mittelpuntt D dev beweglichen Polbahn den Kreis D Dy buvdh-
(uft, den conftanten Werth

u w
V== P At Qre= 9 ’

wie beveitd frither gefumden. Wenn e > a ift, fo liegt Dder betreffende
Puntt in ' aufgerhalb des beweglidyen Kreifes unbd befdyreibt beim Abwiilzen
bes fepteven in dem Kveidquadbranten F Gy J ben elliptifchen Quabdranten
E'E, H', deffen Halbaxen ebenfalls CE' — a+emumd CH' — a — ¢
— — (¢ — a) find. Man evfennt leiht, daf aud) hier die von bdem
Kreisquadvanten F' Gy J auf die Bahn E'E,' H' geyogenen Novmalen ie
FE, G E' wnd JH' die Ocjindigfeiten des Dbewegten Punftes E'
veprifentiven.

Beschleunigung eines Systempunktes. Wenn ein Kbrper eine
einfache Tvandlationdbewequng hat, fo find die Wege aller Puntte in ivgend
cinemt Reitelemente gletd) grofy unbd gleiy gevichtet, und davaus folgt zunddft
bie Oleichheit der Gefdywindigteiten aller Punfte fiir denfelben Angen-
blid.  Aendevn fid) daher im BVerlaufe der Beit diefe Gefdpwindigteiten der
Orisfe oder Richtung nac), jo muf aud) die Aendevung fiiv alle Punfte
gleid) fein, fo daf davaus etnfad) folgt, daf aud) die Befd)leunigung p
in jedem Augenblice fitv alle Punfte des bewegten Kovpers von gleichem
Betrage fein muff. Dies gilt jowolhl hinficytlich der Tangentialbefchleunigung
p¢, durd) weldye die Grife dev Gefdwindigteit abgedndert wird, wie aud) in
Begug auf die Yovmalbefd)leunigung p,, weldye eine Rid)tungsvevinderung
bowivtt. Die BVefd)lewnigungen aller Syftempuntte ftnd daher befannt, fo-
bald man bdiejenige eines cingigen Punttes fennt.

Wenn der Kovper anbdeverfeits einev einfachen Rotation wm diefelbe unver-
dndevliche Ave wiihrend einer endlichen Beit untevworfen ift, fo find bdie
Gefdpoindigteiten der verjdhicdenen Punfte ihren novmalen Abftinden von
der Duehare proportional, alfo durd) » = ro audgedviidt, wenn @ die
Winfelgefpwindigteit Oedeutet.  Berlegt man die Vefdjlennigung p jedes
Punttes hier ebenfalls in die Tangentialbejdleunigung p, und in die Novmal
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bejdyleunigung p,, fo hat man nady dem Fritheven, Theil I §. 46, gany allge-
mein fite jeden Puntt

PR,
ol Thae iy |
'3
Pr — L:rmg

r

v
p=Vi+ = r\/ (%—(f) + ot

@8 ift daher bei einer cinfachen Notationdberegung die totale Vejdylenni-
gung fowohl wie deven tangentiale und normale Componente fitv jeden Punft
pem novmalen Abjtande deffelben von der Drehaxe proportional. Wie jdjon
angegeben, vebucirt fid) in dem Falle, wo die Drehung mit conftanter Ge-
jehwindigfeit exfolgt, die gange Bejd)leunigung auf die Novmalcomponente » @?.

Die allgemeine BVewequng cined cbenen Syjtems fann mm in jedem
Augenblide al8 cine Drehung um den Pol angefehen werdben. Da aber
aufer diefer Drehung um den jedesmaligen Pol der leptere felbft mit cinex
gewiffen Wed)jelgefdyindigleit « feine Yage auf dev feften Polbahn vevindert,
fo ergiebt fid) Hicvaus fitv jeden Punft des bewegten Korpers aufer der der
Drehung um den Pol entfpredjenden Vejdjleunigung nod) eine andere Ve-
fehleunigung, weldje aus der Wed)jelbewegung des Pols folgt. Um diefe
Bejd)leunigung fennen ju leenen, fei PPy = 0s, Fig. 13, ein Element

Fig. 13. der feften Polbabn eined bewegten cbenen
Syftems und A ein belicbiger Punft
de8 [epteren. Wenn bder Pol in ecinem
beftimmten Anugenblide in P gelegen ift,
fo Dejdjreibt in dem davauf folgenden
Aeitelemente ©f der Punft 4 um den
Pol P cinen Kreisbogen A A, vom
Halomefier 4 P = » und dem Winfel
@ot, daher von der Yinge
.AA] == ¢ mot.

Nady Ablauf des Jeittheildhens ¢ ijt
oer Pol von P nady ; geriidt, tndem ex
vermige feiner Wedjelgejdywindigteit «
den Weg s = w0t auf der Polbalhn uvitdgelegt hat. Dag Syjtem dreht
fid) nun um den newen Pol Py mit einer Winfelgejdhwindigfeit, weldye jeist
au§ @ in @ 4 0@ itbergegangen ift; e8 betriigt daher die Drehung wiihrend
bed meuen Reitelementes 0¢ den Winfelwerth (@ 4+ dw) 0. Nad) §. 4

unbd daber
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fann man e jede Drehung wm eine Axe evfepen duvd) eine ebenjo grofge
Drehung wm eine pavallele Aye und eine entfprechende auf der Upenebene
fenfrechte Berfchicbung von gewiffer Grife.. Demgemdf fann man die
Drehung um den Pol Py im Vetvage de§ Winfels (@ + 0 w)ot cxfetsen
bure eine chenfo grofe Drehung (@ + 0 @)o¢ um den Pol P vermehrt
um eine gu PPy novmale Berfdjiebung im Betvage von
PP (0 + 00) = w0s,

indem die unendlicy fleine Grife D@ neben o verfdpwindet. Sept man fii
05 feinen Werth «0t, fo exhilt man fiir die Berfdyicbung den Betrag u o o1
G ift fomit gefunbden, daf der Weg des Punftes A wihrend des erften Beit-
theilchens 0 ¢ den Werth r @0 ¢ hatte, wogegen dev Weg wiihrend des weiten
Reittheildhens durd) »(0 + 0w)ot + wwdt fid) darftellt. Dividiven
wiv dicfe Vetrige duvd) 07, fo evhalten wiv die Gefchwindigteiten des Punftes
A tm ejten Beitelemente yu # @, im gweiten Beitelemente gleid) der Reful-
tante von 7 (@ + 0w) fenfredyt yu PA und we novmal ju PP,. Die
gejomumte, dem Punfte A wiihrend eined Ieitelementes mitgetheilte Befdylen-
nigung bejteht alfo aug jwei Theilen, und jwar erftens aus derjenigen Be-
fjlernigung p, weldye erforderlic) ift, wm dem mit der Winfelgefchwindigheit
@ um P votivenden Punfte A eine Rotationsgefdywindigheit @ + 0@ wm
denjelben Pol P gur ertheilen, und weitens ausg der von dev Wedyfelgefhwin-
bigfeit w hervithrenden Befdyleuniqung w o, Die erfte Bejdyleunigung p,
weldye auf den Puntt A allein wirken wittde, wenn der Pol nicht voedhfelte,
(6t fich nach dem Fritheren tn eine Tangentialbefd)leunigung p, = » %—?
und etne Novmalbejdleunigung p, = rw? jelegen. Diefe beiden BVe-
fdhlewniguungscomponenten p, und p, find daer fitr jeden Punft des bewegten
S6rpers bem jedesmaligen Polabftande proportional, wihrend der aug der
Wedyfelgefdwindigteit hervithrende Theil dex Befdylennigung e fitv alle
bewegten Puntte von gleidjer Grie ift.

Beschleunigungscentrum. Nadjdem im vorhergehenden Baragraphen
dic Bejd)leunigung eines belichigen Punftes cines bewegten ebenen Syftems
gefunden ift, laffen fic) mehrere interefjante Begtehungen wifdyen den Be-
{dyleunigungen dev etngelnen Puntte cines joldjen Syftems entwiceln.

3u dem Bwede wihlen wir den Pol P, Fig. 14, eines ebenen Syjtems
i einem  beftimmten Augenblide als Coordinaterniprung vedytwinteliger
Aren PX und PY, von denen PX mit der Zangente und PY mit
der Jovmale der feften Polbahn PP, im Puntte P gufommenfillt. Uuf
irgend einen Punft A tm Polabjtande PA — r wirfen nad) bem Vorigen
die drei Befdjleunigungscomponenten rw@? in der Jidytung nach dem Pole
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bin, r %—ﬁ-; jenfredht gum Drehungshatbmefjer 2 A und u@ paraﬂcl‘bn‘ Nor-

malen PY zur Polbahn.
Aerlegen wiv jede diefer Befdjlermigungen in ihre Componenten pavallel
ven Goordinatenaren und begeichuen die Summen diefer Componenten vefp.

TFig. 14.

b
\\ A AR

mit X wnd ¥, fo hat man, wie leicht exfidhtlicy, wenn X P A = « gefest
wirb:

0w . ;
X =1r — sina — r@? cose

ot
und
0w !
Y=uw —r 2t cosa — rw? sina

oder, ba rsinee = y und reosa = x ijt,

_?E w?

ol R "
und

o
Y:um——?x—aﬂy.
Gent f X , 0® : 7
ept man mun X = 0, fo cvhilt man in [~ o @0?x = 0 bdie Ve-

bingun'g, weldjer die Coordinaten devjenigen Puntte entjpredjen miiffen, die in
bev Ridtung der Polbahntangente cine Bejdleunigung nidht Haben, deven
Bejdyleunigung alfo nad) der Novmalen P Y der Polbahn im Pol gevidytet
ift. Obige Gleidjung

0w

— Yy — 0ty =0

ot
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entfpricht aber offenbar ciner duvd) den Goordinatemuriprung P unter dem
Wintel ¢ gegen die X -Aye gevidhteten gevaden Linie P B, deven Neigung
p beftimmt ift duvd)

w2

tang y = v

ot
S gleicher Weife crhilt man den geometvifdjen Ovt aller devjenigen Puntte,
weldje feine Bejdjlennigung nad) der Nicjtung dev Novmale PY gur Pol:
bafn, fondern nur eine foldje pavallel gur Tangente P X haben, duvc) bdie
Gfeichung:

06

Y:?tm—-ax—mzyzo.
Diefe Gleichung entfpricht cbenfall8 einer gevaden Linie WE, welde bie
X-Aye tm Abftande P B — ;—; und die ¥ -Are im Wbftanbe P W — %
=

fopnetdet.  Fitv den Neigungdwinfel p; bdiefer Gevaden gegen die X-Aye
hat man

to
ot
gy — FY i cotg y,
woraus folgt, daf bdie beiden Gevaden PB und WE auf einander normal

ftehen.

Der Durd)dnittépuntt G diefer beiden Linten hat offenbar gar feine Ve-
fehleunigung, demn a8 Punft der Geraden PB ift feine Vefchleunigung
pavallel der X-Ure gleih) Null, und ald Punft der Gevaden WE befist
er feine Vefd)lewunigung pavallel dev ¥=Are. Diefer Punft ift, wie bdie
weiteve Entwidelung geigen wird, von befondever Vebeutung fiir die Bewe-
gung beg Syftems, man nennt ihn dag BVefdhleunigungscentrum aud
fpiter ju entwidelndben Griinden. Daf e8 iibrigens in jedem nugenblice
der Vewegung nur eimen eingigen Punft geben fann, deffen Befdyleunigung
Null ift, geht davaus hervor, dafy die beiden Gevaden P B und W E, weldje
itbrvigens wibrend dev Bewegqung fortwihrend thre Lage dndern, mur einen
Durd)fdynittdpuntt Haben onmnen.

G8 mage ferner die Befchleunigung des Punttes A nod) in einer andeven
Weife in Componenten gerlegt werden, und zwar nad) den Ridytungen dev
Tangente und Novmale dev Balhn des Punttes A jelbft. Die Novmale diefer
Bahn in A filt nad) dem Fritheven mit dem Polftrahl AP ufammen,
und die durd) diefe Berlegqung fic) evgebenden Componenten dev Befdleuni-
gung ftinrmen mit dev fogenannten Tangential- vefp. Normalbefhleunigung
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m peund p, dev Frummlinigen Bewegung iiberein. Durd) dieje Berlegung
T exhilt man offenbar :
ow
Pe=r 55 — 40 cosa

und :
Pu = UG SN — 7@

s Sept man wieder

: . §
* cos o = ﬁ, sine = L qup r? = z? 4+ y?,
t 4 r
fo folgt:
z? + y? 0w x
B, b e e D e
» r ot g
: und
2 2
P = 40 ﬁ o7 IL‘_—I—_?/ m‘l_
r r

et man aud) bier wicder p, = 0, fo liefert die Gleicyung
0= (2? +y'-’)%—o;—um.z

den geometrijdjen Ort aller devjenigen Punfte, weldje nur Normalbefdlen-
nigung, aber feine Tangentialbejdyleunigung haben. Diefe ®leidyung ftellt
cinen Rrei¢ dav, weldjer durd) den Coordinatenanfang P und durd) den

Punft Z auf der X-Axe im Abftande PE — g—g gebt, denn fiiv y = 0
ot
Set man in gleidjer Avt

=
8

liefert jene Gleidyung z = 0 und 2 =

=&l

Pn = 0, fo liefert die Gleicjung
0=uo .y — o (22 4 3?2
den geometrifdhen Ovt aller Punfte ohne Novmalbejdyleunigung al§ einen

Reeis, weldyer cbenfalls duvdy den Goordinatenanfang P geht, und yweldjer
die ¥-Are oder die Novmale der Polbahu im Pol in einem Polabftande

ke g fdpneidet, denn fiix £ = 0 liefert jene Gleidjung y = 0 und
%
By == -:; Diefe beiden fKreife oder die geometvijdjen Oerter der Punfte ofne

Tangential- und ofne Normalbefd)leunigung fehyneiden daher die Ayen in den-

felben Puntten W, P und E, durdy weldye die beiden Geraden hinduvdygehen,
Weisbady - Herrmann, Yehroud ver Medanif. III. 1. 8
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weld)e oben beftimmt wurden ald bie geometrijjen Oevter der Punfte, die
in der Ridytung der Polbahutangente und Novmale feine Bejdyleunigung
faben.  Der Durchjdnittspuntt G jener Gevaden, meldjer weder Vefd)leuni-
gung nady dev X-Are nod) nad) dev Y-Axe hat, alfo itberhaupt ohne BVe-
fejlenigung ift, befipt aljo aud) weder Tangential- nod) Novntalbejdhleunigung,
und muf daher ebenfall§ auf den beiden evmittelten Sreifen liegen. Die
{epteven miiffen fic) fonacy in demfelben Puntte G dpneiden, tn weldjem die
Geraden PB und WE fid) treffen, und weldyem bdie Begeidhnung Ve-
fdhleunigungscentrum  gegeben vourde. €8 geht dies iibrigens aud) jdhon
bavaus fervor, baf die Gerade P B fentred)t auf W E fteht, und dafher dev
@djeitel der Nechtwinfel G fowohl auf dem itber P I wie itber P W be-
felricbenen Halbfreife liegen muf.

Dic Coovdinaten 2, und g, ded Vefd)leunigungscentvums G folgen aus
ber Figur ohue Weiteres ju:

GF =gy = P W, Smpecisy — 1—; sy cosy,

PFE =y — P Wessmie— % sin p2.

Wi bie Bejchleunigung des beliebigen Punttes A mit Hiilfe des Abjtandes
G A — o bdeffelben von dbem Vejd)leunigungdeentrum G audzudriicen, jub-
trahive man von bden Vefchlennigungen X und ¥ des Punftes 4 pavallel
ben Coorbinaten die Ausdritde fitv diefelben Vefchleunigungen X, und ¥,
gletd) Dtull i Vegug auf den Punft G. E§ ift namlid

0w
X=— 9y — 02
T Y 02z
umnd
0w
0 = ot Yot Ty,

bafer durd) Subtraction

0w
X =727 0 — w) — @*(@@ — a);

umd cebenfo:

Y=u0 — Lim2
u Y x w2y
und
0= 0% 2
= u® — 2t xy — 02y,
dafer:
e aa) 2
o= Bt (® — x) — wi(y — o)

Pun find aber @ — 2y = & und y — y, = 7y die entfprechenden Coor-
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dinaten des Punftes A in einem Coordinatenfyftem, deffen Urfprung im Ve-
jdhleunigungscentoum G+ gelegen ift und deffen Aven den urjpriinglidjen £ X
ud PY pavallel find. Man hat daher in Besug auf diefes Syjtem it
A die Bejd)leuniqungen pavallel den Ayen:

ow -~
[ R o 2
ot K il
un '

Bereinigt man diefe Befd)leunigungscomponenten paarweife mit einander
nad) dem Pavallelogramm dev Vefdjleunigungen, o evhilt man exftens cine
Bejd)lennigung

Pa=— 0 VE + 9 = — @y,
weldye nad) dem Anfjangspuntte G hin gevidytet ift, und weitend eine
Bejd)leunigung

-

am]/————-—_ 0w
pl=:()7 §2+n2:at07

weldye auf der evfteren p, novmal fteht. Man exfieht daber aus diefen
&ovmeln, dafy die Befdyleunigung des Punttes A iibeveinftimmt mit derjenigen,
weldje ev annehuen wiirde, wenn dag ganze Syftem eine Drehung um den
Punft G vollfithrte, diefer Punft G aber feine Wedyfelgefdpwindigteit hitte,
fomdern fitv jwei auf einander folgende Seittheildjen die Drehare bildete.
&iiv diefen Fall hatte man nimlid) die Novmals und Tangentialbejdyleunigung
irgend eines Punftes 4 im Abftande o von G nad) dem Fritheven begw.

gleid) p, = 0 @? und p, = ¢ ba_cto, alfo cbenfo grof wie die bier bered)-

neten LWerthe.
Die totale Befd)leunigung irgend cines Punttes im Abftande

2

@ vom Befdleunigungscentrum ift p = o Vaﬂ + (%—’) , alfo
proportional dem Abftande 0. Der Winfel @, unter weldjem bdie Be-
fdjleunigung p gegen die Berbindbungslinie des Punftes mit dem Bejdyleuni-
gungScentvum gevidytet ift, beftimmt fidy dued) die Gleidyung:

0w

ot

alfo ift diefer Wintel fiir alle Syftempuntte conftant. s folgt
hievaus ferner fofort, dafy alle Puntte, deven Abjtand vom Bejdyleunigungs-
centeum G denfelben Werth o hat, aud) gleidye Befd)leunigung haben wmiifjen,

3*

tang o0 ==
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0. 0. alle Puntte eined Fum Befd)leunigungdeentrunt concentrifchen Kreifes
oder alle Punfte eines Cylindermantels, deffen Wre tm Vefdhlenuniqungs-
centrum novmal v Vewegungdebene ded Oyftems fteht, haben gleidye Be-
fhleunigung.  Aus dicfer Vegiehung vedhifertigt fid) die Bejeidhmmg Be-
fdhleunigungscentvum fii ben Durdyjchnitt G dev beiden gefunbdenen Kreife.

Wendekreis. Die Punfte ded Kreifes P G E, Fig. 15, fitv weldye
bie Tangentialbefdylermigung gleid) Null ift, haben in dem betvadteten Augen-
blide ein Marimum obder
DMintmum ihrer  Ge-
fdywindigfeit, weil ihre
Tangentialbejdyleuni-
guig oder bie Derivivte dev
Oefchwindigeit in bdiefem
Augenblice durd) Neull
geht und dag Aeichen wec)-
felt.

Die Punfte de§ andeven
Kreifes P G W, fitv wel-
e die Jtormalbefd)lerniz
guug gleic) eull ift, be-
fdjreiben i dem betveffen-
ben ugenblide Wenbde-
puntte ihrer Bahnen, deven
Svitmmungshalomefjer @ alfo unendlid) gvof find, denn nur fiv ¢ = o

Fig. 15.

2
fann dev Ausdvuct % ber Novmalbefd)lermigung gu Null werden, da » einen

beftimmten endlidjen LWerth hat. Man nennt daber den gedadjten RKreis
P GW aud) den Wenbdefreid und den Durchfdnitt W deffelben mit der
PNormale yur Polbahn i P den Wendepol.

Daf iibrigens alle Puntte des Syftems, weldje gleidhzeitig in den Wenbde-
punften ihrer Bahuen fid) befinden, in einem Krveife gelegen find, weldjer die
fefte Polbahu tn dem augenbliclichen Pol P beviihrt, evfennt man audy divect
ausd folgendev Vetradytung.

Set PPy, Fig. 16, die fefte Polbahn eined ebenen Syftems und P in einem
beftinumten Augenblicte dev Pol, umt weldjen der bewegte Korper wihrend
ded Aeitelementes 0¢ mit dev Winfelgefchwindigfeit o fid) dreht. IJrgend
eine dur) P gegogene Gevade B P B fonunt durd) diefe Drehung in die
Rage F, P By, wobei die Puntte 4, B, D und E die vefp. Dalhnen A 4,
BBy, DDy wnd EE; befdyreiben.  2Wenn in derfelben Beit 0¢ der Pol P
mit der Wechfelgefdyoindigleit 2 fic) auf der feften Polbahn bewegt, fo ge-
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langt ev nad) Py, wenn PPy — uot ift.  Berbindet man mun den neuen
Pol P; mit den jepigen Yagen A, By, D; und FE; der bewegten Puntte,
fo find die Berbindungslinien Py 4,, Py B, Py D; und P, E; offenbar in
: : Ay, By Dy und E; normal
e . auf den  Vahnen diefer
Punfte.  Cbenjo ift aber
die Yinie EPB auf bden
BVahnen derfelben Punite
in A4, B, D und F novmal.
Da mm der Duvd)jdynitt
der Novmalen ciner Curve
in ywet unendlid) nabe an
cinander gelegenen Punften
derfelben der Sritmmuumngs-
mittelpumft der Curve an
diefer Stelle ijt, fo erbalt
man alfo in B, Dy md
E, die Sviimmumgsmittel-
punfte der vefp. Vahnen
BB,, DD, und EE,.
Der Kritmmung@mittel-
puntt dev Bahn A A4, hin-
gegen viift n die Unend-
lidyfeit, fobald die beiden Novmalen 2.A und Py A, pavallel ausfallen, wnd
oag ift ein Aeidjen, daf der Puntt A in bdiefom Falle cinen Wendepuntt
feiner Vahn durd)liuft. Damit nun die beiden Novmalen PA und P, A,
pavallel ausfallen, muf der Winfel AP A, odber ot gleid) dem Winfel
PA Py = PAP, fein. Denft man mm aber diefen Wintel @t iiber
dem Clemente PPy in allen miglidjen Yagen angetvagen, fo exhilt man
offenbar al8 geometrijdjen Ort fiiv den Seljeitel A cinen Sveis P A W,
weldjer mit der Polbahn in P das unendlidy feine Clement P Py gemeinfam
bat, d. f)., weldjer die Polbahn in 2 bevithrt, und defjen Mittelpuntt dafer
in der Novmale P W der Polbahn gelegen ift.  Fiiv den Tuvdymefier 2 W
diefes Sreifes hat man die Vegichung P W . @ 0t — PP, und dba PP,
= w0t ift, fo folgt hievaus fitv den Duvdymefjer P W des Wenbetveifes

PW=2
(o]

wie oben.  Aus der Figur evfennt man aud) jofort, daf ein Punft inner-
halb diefes Kreifes, wie D, den Kriimmumgsmittelpuntt feiner Vahu in D,,
alfo auf derfelben Seite der Polbahn hat, auf weldjer der Wendetreis
liegt, wiihrend ein Puntt auferhalb des Wenbdetreifes, wie B oder E, den
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Svitmmungsmittelpuntt feiner BVahn in By vefp. Fy hat, d. . auf der dem
Wendefreife entgegengefepten Seite dev Polbahn, Die Bahnen fimmt-
licher innerhalb des Wendefreifes gelegenen Puntte tehren daher dem
Pol ihre convere Seite, die Vahnen dev auferhalb des Wenbdefreifes
gelegenen Puntte hingegen ihre concave Seite gu, die Punfte auf dem Um-
fange des Wendefreifes bejdyreiben BVahnen, deven Kritmmumgshalbmeffer in
pem Detreffenden Augenblide entfprechend dem Seicherwedyel der Kritmmung
wnendlid) groff werden.

Kriimmung der Punktbahnen. Da bie fenntnify des fritmmungs-
halbmefferd der Vahn eines Punttes von Widytigkeit ift, mfofern foroohl die
Tangential- wie die ovmalbefd)lewnigung des Puntted von dem Kritmmungs-
vabiug abhingt, fo midgen im Folgenden nod) bdie Hhauptfachlichften Be-
siehungen evivtert yoerden, weldye fiiv die Srvitmmungdverhiltniffe der Puntt:
bahuen eined bevegten ebenen Syftems gelten. '

&8 fet wicder P, Fig. 17, der Pol in einem beftimmten Augenblice, P W
die Normale zur Polbahn in P und W der Wendepol, alfo P W, W ber

Fig. 17. Wenbefrei§, ferner fei A ein
beflicbiger Punft de§ bewegten
Sovpers,  deffen  Bolabftand
AP — q ben Winfel p mit
der Novmale W P bildet, und
weldjer bet der Drehung um
P ben fleinen Kreigbogen 4.4,
guviicdlegt.  MNad) dem Bor-
ftehenden liegt ber Rvitmmungg-
mittelpuntt des Bahnelementes
AA; in bem Durd)fdnitte
Ay der beiden Polftvahlen 4 P
und Ay Py, wobei vorausgefest
ift, dbafp der Pol wihrend des

Ao betvadytetenn Beitelementes ¢

vou P nad)y P; auf der Pol:

bahn fid) verfept. Begeichnet

man nun der Riivge wegen den unendlic) fleinen Rotationswinel AP A,

oder @0¢ mit oo, den Contingengwinfel P A, P, mit v und den ebenfalls

fleinen Winfel P4, Py mit B, fo hat man fiiv o al8 AuRenwintel die Be-

siehung o = v + B. Um bdiefe Wintel ourd) die Viingen augyubriicen,

beftimmt fid) sundchft 3ufolge dev Cigenfdjaft des Wenbefreifes der Winfel
a al8 Pevipheviowinfel iiber dem Glemente PPy, (f. § 16) durd)
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PPy
WP
Projicivt man ferner P auf A, A, nad) Py, fo ift PPy = PP, cosy
und man evjieht aus dev Figur, daf

Ay P =i PPy oosh ="4AP ‘B
ift.  Nad) Einfegung der hicraus folgenden Werthe von

B = WP . n e

8 e i L1 5
== 08
A W Y SRR e
un ﬁ—P' - _ PP, 2
IR A e Ay
in obige Gleichung @ = v + B crhilt man
Ty R B P
. T W ey cosy + - cosy
odey 1 1 1

WP cosy cosy . «
3t nun W die Projection des Wendepold W auf den Polftvahl A P, fo
ift WP .cosy = Wy P = ¢, fo dafy man obige Gleidjung aud) jdjreiben
fann:

§ ink 1
ot K g «
oder aya = ac + ayc.

Addirt man hievgu die davaus folgende Gleichung
aya — aye = ac,
fo exhilt man:
J a(2a — ¢) = ¢(2a + a)
ober @G :¢c=2a+ ay: 2a — c.
Diefe Proportion befagt aber, daf ju den dret Punften 4, P und W, cin
vierter harmonifdyer, dem Pol P jugeovdneter Punkt A’ in einem Abjtande
A A'=a gleid) dex Poldijtang A P gelegen ift, denn madjt man A4 A'=aq,
foift A4yA'=2a + a, ynd W, 4’ = 2a — ¢, jenc Proportion jdyreibt
fid) daber :
BBy WoB— A, A" : Wp A"

Dev Kritmmungsmittelpuntt A, des Babhnelementes ecines
Punftes 4 und die Projection W, des Wenbdepols auf den Pol-
ftrahl AP theilen dafer dicjenige Strede P A’ havmonifd), deren
einer Endpuntt der Pol P und deven Mitte der Puntt A ift.
Diefe widtige Vezichung fann in vielen Fillen yur Auffudyung des Kviim-
mungémittelpunftes A, und damit des Kviimmungdhalbmefiers A, A4 bdev
Bahn cines Syftempunttes benuft werden.
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Kriimmung der Enveloppen. Devor aud dem oben entwicelten
Lelrfage weiteve Folgevungen abgeleitet werden, mige bder Fall ndher ing
Yuge gefaft werden, dafy mit dem bewegten Shftem eine beliebige Curve ver-
bunden ift, welde an dev Bewegung Theil nimmt. Die Lage diefer Curve
in fvgend weldjent Augenblide ift natitelic) befannt, wenn man nur die jedes-
malige Lage gweier beliebigen Syftempuntte, deven Stellung zu der Curve
im Gyftem gegeben ift, fennt, weil hievdurd) jo nad) dem Fritheven die Be-
weguig deg gangen Syftems ungweifelhoft beftimmt ift. Denft man ficy
alle mbglidyen Lagen, weldje diefe Curve nad) und nady einnimmt, fo fann
man fid) cine gewiffe Yinie vovftellen, weldje von allen diefen Lagen dov
Gurve berithet wird, oder mit andeven Worten, eine Linie, weldje von der
bewegten Gurve im Laufe der Vewegung umhii((t wivd. Man nennt diefe
Cinie die Enveloppe der bewegten Curve, und fann fid) von diefer Enve-
loppe eine Anfdhauung daduvd) verfdhaffen, dafg man die bewegte Gurve
mateviell, etioa in Form cines Drahted ausgefithut denft, der mit dem Syftem
verbumben ift wund bet der Vewegung feine Spur auf einer mit Sand be-
fveuten Fliche hinterlift, die dev Cbene parallel ift, in der dag Syjtem fich
bewegt. €8 ift fitv die Praxis oft vou Inteveffe, die Natur diejer Enveloppe
ndber fenmen gu levnen.

©8 fei P, Fig. 18, gu einev gewiffen Seit ¢ dev Pol eines cbenen Syjtems,
mit weldjem lepteven eine gewiffe Curve K verbunden ift. Sn bem Beitele-

Fig. 18. mente 07 viide der Pol auf der Pol-
bahu nach) P; und e8 fomme dabei
die Curve K in die Lage K;. Da-
bei bevithrt diefe Curve K ftets eine
gewiffe Linie ), weldye oben alg En-
veloppe begeichuet wunde.  Verbindet
man den Pol P mit dem Beriihrungs-
puntte 4 bdiefer Cnveloppe und dev
Guve K, fo muf diefer Polftrahl
novmal auf Dder  gemeinfdjaftlichen
Tangente von K und & ftehen. Died
gebt davaus hevvor, dag der Polftrah!
auf den BVahnen aller feiner Puntte
- fentred)t fteht, alfo aud) auf bder-
jenigen des Beviihrungspunttes A, und paf der Vevithrungspuntt der Curve
K mit E offenbar cine Bewegung hat, deven ichtung mit der Tangente dex
Cnveloppe gufammenfiillt. Der Strafhl P A fillt daber in die gemeinjdaft-
lidge ovmale dev Curve K und der Crnveloppe und geht daher auch durd)
die Svimmumgdmittelpuntte der beiden. Daffelbe gilt mum aud) von dem
Polftvahl Py A;, weldjer von dex unendlid) nahen Lage des Polg Py nad
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dem mummehrigen Berithrungdpuntte A, der Curve K; mit der Enveloppe
gegogen wird.  Hievaus folgt daher, daf der Scynittpuntt M diefer beiden
Poljtvahlen der Kritmnumgsmittelpuntt der Enveloppe E fiir das Clement
A A ijt.  Bei der gedadyten fleinen Bewequng des Syjtems hat fid) das
Clement @ @, der beweglidjen Polbahn” auf dev feften Polbahn abgewiilst,
fo dag der Punft @; nady P, gelangt ift. Die von @ auf die Curve K
durd) A’ gegogene Novmale geht mun cbenfall§ durd) den Kritmnumgsmittel-
puntt dev legteren, weldjer in dem Duvdhjcyuitte O von QA und Q, A’ 3u
fudjen ift. Nad) gefdjehencr Drehung, weldje @, nad) Py bringt, muf die
Novmale @ A" in die Novmale Py A, hineinfallen, und der Kritmmungs-
mittelpunft O viidt dabei nad) 0,. Da nun alfo die Polftvahlen P A wund
Py A, welde auf der Cuveloppe novmal ftehen, and) novmal find zu der
Babn jedeg ihrer Puntte, alfo aud) Novmalen ju 0 O, find, fo folgt hicvaus,
daf ihr Durdfdynitt M der Kritmmungsmittelpuntt nidt nuv
der Enveloppe E fiir das Element A A, fondern audy dev Kriim-
mungémittelpuntt des Bahuelementes 00, ift, weldjes von dem
Sriimmungsmitte (puntt der bewegten Curve befdjrieben wivd.
Der Kritmmungsmittelpuntt der Cuveloppe einer beliebigen bewegten Sivve
ift daher befannt, fobald man den Krimmumgsmittelpuntt devjenigen Vahn
beftimmen fann, weldje von dem Kritmmungsmittelpuntte dev bewegten Curve
befdyricben wird. Die Beftimmung des legteven ift aber mit Hillfe des im
vorhergehenden §. 17 entwidelten Sages leid)t u bewivken.

Da die bewegliche Polbahn in jeder ihrer Lagen die fefte Polbahn beriifhrt, fo
fann legtere and) als die nvoeloppe dev beweglidyen Polbahn angefehen werden,
und e§ ergiebt fid) dahev aus dem jocben bewicjenen Sage, daf der Kritnmumgs-
mittelpunft dev feften Polbahn in jedem Augenblide mit dem Striinmungs-
mittelpuntte degjenigen Bahnelementes iibeveinftimmt, weldes dex Sritmmungs-
mittelpunft dev beweglidyen Polbahn (fiiv den Verithrungspuntt) juriidlegt.

Bestimmung des Kriimmungsmittelpunktes. 2Remn in cinem

bewegten cbenen Syftem fitr einen gewiffen Augenblid das Momentancentvim
und dev Wendepol befanut find, o ift e jedevyeit leid)t, nady dem Borigen
den Rvitmmungsmittelpuntt dev Lahn cines belicbigen Punftes fite diefen

- Augenblict ju evmitteln.

G8 fei P, Fig. 19 (a.f. S.), der Pol, und W bdev Wendepol eines chenen
Syftems in einem gewiffen Augenblide. Ferner fei A irgend ein Puntt
de3 bewegten Kovpers, fiiv deflen Bahnelenent der Kriimmmngsmittelpuntt
beftimmt werden foll.  Bieht man den Polftvahl P A wnd madit 4A' =
P A, fo ift dex gefudyte Rritmmung@mittelpuntt gefumden, wemn man umt
Pol P, dem Puntte A’ und der Projection W, des LWenbdepol8 den vierten,
Wy jugeordueten favmonifdyen Punft A, fudt, Diefe Conftruction ift

19.
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ey [eicht in befannter Weife audgufithren.

Grundlehren der Sinematit. (§. 19.

Nian fann fie hier nocdy be-

fouders veveinfadjen, wenn man den Puntt A aud) mit dem LWendepol W

Tig. 19.

verbindet, dann 4’ W' pa-
vallel gu A W zieht und
big gum  Durd)jcynitt B
mit dem Projectionsftvahle
Wy W verlingert. Dic .
dret Punfte P, W und W/,
vor derent W in her Mitte
swifdgen P aund W' liegt,
bilden mit denr in dev ln-
enblichfeit (fegenden Svitm-
mungSmittelpuntte dev
Vahn von W vier harno-
wifdje Puntte. Daher fallt
der den drei Stralhlen BW,
B P und B W gugeovdiete
vievte havmonifdje Strall
B Ay pavallel der Normaz
len WP gur Polbahn aus.
Diefelben  vier Strahlen
theilen nun aber auc) bdie

- Gevadbe A P in den Punt

ten A, P, Wy und 4, hav-
monijd), folglid) ift A, der
Sritmnumgdmittelpuntt des
vou A in dem Augenblice
befdjricbenen Babuelemen-
teg, in weldjem der Pol in
P liegt. Die Conftruc
tiongvegel gur Auffindung
von Ay aus P, W und A
evhellt hievaus von felbit.

Dentt man in den Puntten Ay, 4 und A’ die Lothe A, Dy, 4 D und
A" D' ervidytet, o cvgiebt fid) ohne Weiteres, dafy aud) die viev Puntte Dy, W,
Pond D' harmonifdye find, da fjammtliche Abjchnitte auf Dy D' in dem

£t 1 ; ;
Berhiltniffe i grifer find, al8 die entfprechenden Abjdnitte auf A, A"

§s ift folglid), dba D in der Mitte ywifhen P und D' liegt, D, der Kriim:
mungsuittelpuntt des von D befdricbenen Bahnelementes. Legt man mum
durd) P A D einen Srveis und einen anbdeven durd) P A, Dy, weldje Deiden
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Reife ihre Mittelpuntte wegen dev vedjten Winfkel bei A und 4, auf der
Polbahunormale Dy D' haben miiffen, fo evfennt man leid)t, dafy die oben
in Hinfidyt auf A angeftellte Betvadytung fite jeden Puntt des Kreifes PAD
gilt.  Jft alfo E ein belichiger Punft diefes Kreifes, fo liefert der Polftrahl
EPE, auf bem durd) P A, D, gelegten Srveife in E, den SKritmmungs-
mittelpunft de§ von E bejdjricbenen Balhuelementes.

Davaus folgt die Bezichung, daf die Puntte cined die Polbahn im
Pol Dberithrenden Kreifes Bahnelemente befdjreiben, bdeven
Rritmmungsmittelpuntie auf cinem jweiten, die Polbahn cben-
falls im Pol beviihrenden Kreife liegen.

Um die gegenfeitige Lage und dag Grofenverhiltnify diefer Kveife ju er-
mitteln, nehme man gundd)ft an, der Kreis durd) A4 nihere fid)y mehr wund
melr dem Wenbdefreife, bis er mit ihm jujommenfillt. Damit ift dev Ut
gehorige Stveis fiiv den Rriimnumgsmittelpuntt A, groger und qrifer wnd
in dem Augenblide unendlic) grof geworden, in weldjem A in den Wende-
freid fritt. Dieg folgt davaus, daf jett die Projection W, des LWendepols
in die Witte pwifdjen P und A’ fillt, daher der vierte havmonijdye Punft
in der Unendlidhfeit liegt. Dies entfpridht aud) der jehont friiher enlwidelten
Gigenjdjajt des Wendefreifes, wonad) alle Punfte deffelben Babhuelemente
von unendlid) groffem Halbmeffer bejdyreiben.

Denft man fid) umgefehrt den Puntt A weiter und weiter vom Pol P fid)
entfernend, fo wird der Kreis fitr die Sriimmungdmittelpunfte A, fleiner
und fleiner, und erveidht in der Grenze, wenn 4 unendlic) weit fortviidt,
eine Grife gleid) dem Wenbdefreife, weldjem ev dann auf der andeven Seite
der Polbahntangente fymmetrijdy gegeniiberliegt. Died geht davaus hervor,
daf der Punft 4 und alfo 4’ in dex Unendlichfeit liegt, wonady der dem
Punfte A’ harmonifd) zugeorduete Pol P die Cutfernung A, W, halbiven
muf.

Wenn der bejdyreibende Puntt A von dem Wenbefreife aus nad) dem
Pole P hin viidt, fo liegt der Sriimmungsmittelpuntt nad) §. 16 mit dem
Wenbdefreife auf derjelben Seite der Polbahntangente und jwar nihert fich)
der Streig, auf weldjem ev liegt, mehr und mebr dem Wenbdefreife, je mehr A
fid) dem Pole niihert. Gelangt dabei der Punft 4 in cinen die ‘Bolbahn
in P Devithrenden Sreis, weldjer halb fo grofen Duvdymefier Hat wie der
Wenbefreis, fo liegt der 3ugehdrige Svitmmunggmittelpuntt auf dem Wende-
freife, denn ba von ben betveffenden viev harmonijden Puntten PA', W,
unb A, die beiden A’ und W, auf dem Wendefreife in einen sufammen-
fallen, fo fillt audy A, in diefen. Doppelpuntt.  Niifert fid) 4 nod) mehr
vem Pole, fo ift dies aud) mit A, der Fall, bis {dlieflic) 4 umd A, gleid)-
seitig den Pol P erveidyen.

Rimmt wan an, daf der bewegte Punft A bl.l).'d) den Pol hindurd) auf
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bie demt Wendetreife abgewendete Seite der Polbahutangente tritt, fo liegt
dor Rriimmumgdmittelpuntt dev Punttbabhu auf cinem Kreife, weldjer die
Polbahn auf derfelben Seite bevithrt, auf weldjer A liegt, und weldjer Kreis
Fleiner ift, afg dev duvc) den Punft A und den Pol gelegte Leriihrungstreis
dev Polbahi.  Je mehr fich der Kreid, auf welchem A (iegt, evweitert, defto
quifier wird aud) devjenige Kveis, auf weldjent dev Sritmnumgsmittelpuntt
A, liegt, und evreicht diefev leptere RKreis eine Grofe gleid) dem Wenbdetreife
(auf der dem lepteven entgegengejepten Seite dev Bolbahu), fobald dev be
jdreibende Puuft in die Unendlichteit viictt, wie jdjon oben bemertt worden.

Bestimmung des Wendepols. Die obigen Unterfudjungen fegen
die &i“cunt-nif; bes Wendepols eines bewegten ebenen Syftems vovaus. Dicfer
Puntt evgicdt fich) im Allgemeinen aus den Bedingungen, durd) weldye die
betreffende Bewegung darvattervifivt ift.  Sind 3. B. die beiden Polbahuen
gegebent, alfo audy deven Svitnumungshalbuefjer o1 und oy fitv frgend wel=
dhen Puntt befannt, fo evhilt man den Wendepol W, wenn man auf dev
genteinfdafttichen Novmale dev Polbahuen vom Pol aus ein Stiict gleic) dem

@ s ' . . . P
Duvelyjmeffer o bes Wenbdetretfes abtrigt, und war ergiebt fid) diefe SGrofe
"

nad) §. 12 durd) die Gleicjung
0l criiat gl 1
w e @

Gt bie Vewegung des Kovpers duvd) die Bahuen gweier Puntte A und B
gegeben, fo fann man nad) dem Fritheven (§. 7) jedevzeit den Pol P als
den Duvchidmitt dev Novmalen dicfer Curven i A vefp. B bejlimmen.
Triigt man wun auf diefen Polftvahfen PA und PB, auf weldjen and)
bie Sriimmumgsmittelpuntte Ay und By dev befannten Bahnen von A und
B liegen, bie Polabjtinde P A und PB begw. gleid)y 4 A" und BB an,
fo cvhiilt man in dev vievten Havmonifdhen den Svitmmummgsmittelpuntten
jugeovdueten Puntten yu P, A', 4, und P, B, B, bdie beiden Projectionen
W, bes Wenbdepold auf die beiden Polftrahlen PA und PB.  Man findet
daher den Wenbdepol felbft i dem Durc)fdnittspuntte W der beiden Jior=
malen, weldje man in den beiden Punften Wy auj PA und P B ervidjtet.

du gewiffen tn dev Praxid haufigen Fillen fann man fite die Yage ded
Wendepold ohue Weiteves beftimmte Regeln angeben, von demen hier nuv
die hauptiichlichften angefithet werden migen. Wenn ein Punft A des be-
wegten Korpers eine geradlinige Vahu befdjreidt, Jo legt deven Kritmnumgs-
mittelpunft A, in dev Unendlichfeit und daher muf deffen Harmonijdyer
Gegenpunft, d. §. die Projection W, des Wenbdepols W in der Mitte
swifdjen: dem Pol P und dem Puntte A’ liegen, d. h. mit dem gleichfalls
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in der Mitte von P A" liegenden Puntte A jujanmenfallen. Da aljo der
Wendepol W in der in A auj dem Poljtrahle PA ervidjteten Novmale,
b. h. in der Babhnridytung des Punftes A liegt, fo folgt davaus, daf, wenn
ein Punft eine Gevabde befdjreibt, diefe durd) den Wendepol gehen
mug. y

Bei den Bewegungdmedjanismen fommt hiufig der Fall vor, daf der be-
wegte Sorper mit einer gewifjen Cuvve K auf einer anbdeven feften Curve £,
&ig. 18, jo entlang bewegt wird, daf die fefte Curve E fortwihrend von
der beweglidjen Curve K berithrt wird. Jn diefem Falle ijt £ dic Cnve-
[oppe von K und da nad) §. 18 der Sritmmumgdmittelpuntt M der Enve-
loppe mit demijenigen der Bahn OO0, iibeveinftimmt, yoeldje dev Kritmmungs-
mittelpunft O bdev bewegten Curve K uviidlegt, fo miiflen aud) die vier
Puntte, der Pol P, der Puntt O’, weldjer auj der Verlingerung von P O
in dem Abftande 00" = PO liegt, dex Kritnmumgdmittelpuntt M dex feften
Gurve  unbd die Projection W, des Wendepuntts auf den Strahl M O vier
harmonifdje fein. Wird in diefem Falle die bewegte Curve K ju einer Gevaden,
weldje eine fefte Curve E fortwibhrend beviihrt, fo liegt von den gedachten
vier harmonifhen Puntten O’ ebenfo wie O in dev Unendlidyfeit, folglich
liegt der Pol P in der Mitte ywifdjen dem Kritmmungsmittelpuntte
M ver feften CGurve E und der Projection W, des Wendepols
auf den Polftrahl.

LWenn hierbei die fefte Curve E in einen fejten Puntt jujanmenjdyeumpit,
duvd) weldjen die bewegte Curve K fortwiihrend hindurdjgezogen wird, fo
fillt von den vier Puntten der Kritmumumgsmittelpuntt M der feften Curve
in den feften Punft Z felbft hinein, und die Projection W, des Wendepols
ift ju dem feften Puntte Z, dem Pol P und dem Punfte 0’ im Abjtande
00" = P O ber viexte havmonijdye Puntt und jwar dev dem fejten Puntte
E gugeordnete.  2Wird in diefem Falle aus dev bewegten Curve fpeciell eine
Gevade, fo fallt O’ ing Unendlidje, daher liegt der Pol in der Mitte
gwifden dem feften Puntte £ und derProjection W, des Wenbde-
pol8 auf den nad) dem feften Puntte gevidyteten Polftrafhl.

Wird endlid) die fefte Curve 7 ju einer Geraden, weldje von der bewegten
Gurve K fortwiihrend beviihrt wird, fo liegt der Stvitmnumgsmittelpuntt M
in dev Unendlichfeit, weswegen die jugeorduete Projection W, des Wenbde-
pols in der Mitte gwijdjen dem Pol und dem Puntte O’ liegt, d. h. in den
Reiimmungsmittelpuntt O der bewegten Curve K hineinfallt.
Wenn audy hier die Curve K in einen Punft sufammenjdyrumpft, welder
alfo die gerade Valhn befdyreibt, fo fillt der Krimmungsmittelpuntt O und
alfo nad) dem Obigen audy die Projection W, in die Gevade £ fincin,
woraus bdie friiher fdyon angegebene Cigenjdjajt jid) ergiebt, daf die Gevade
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E, in weldjer dev Rovperpuntt K gefithet wird, durd) den LWenbdepol hin-
burdygeht.

Was fhlieflich) nod) die Gefchwindigleit des LWenbepols anbetrifft, o ift
bieelbe nad) dem Fritheven gleidy P W . @, wenn @ bdie Wintelgefdpwindig-
feit des gangen Syftems wm das Domentencentrum P und wewn P W bden
Ubftand des LWendepols von P begeidynet.  Yeptgedacyter Abftand ift mum

aber dev Durcmeffer des Wendefreifes, weldyer in §. 15 311% gejunden
worden ift.  Demgufolge ergiebt jid) die Gefcpwindigteit des Wenbdepols W
ju % @ = u, b. bh. gleid) dev Wedhfelgefchwindigkeit deg Deomentancentrims

ober Pols.  Die Gcfdypwindigleit, weldye ivgend cin Puntt des Wenbdetreifes
W,, ig. 19, hat, deffen Polftvahl P W, den Winte( p mit der Novmale
P W sur Polbabhn bildet, befttnumt fid) bemgemaf zu

u
v ==ARWW L py==] s CosY . @ = ucosy.

Bestimmung des Beschleunigungscentrums. Ju §.15 [(ernten
wiv das Befdleunigungdeentvum al8 einen Puntt ofue Vejd)leunigung fennen,
deffen Lage durd) den Schnittpuntt dev gwei gu cinander jenfredjten Gervaden
gegeben ift, weldye cine Vefdyleunigung nacdy dev Polbahntangente und be-
siehungsweife nady dev Polbahunormale im Pol nicht haben. Die Kenntnif
biefes Bunttes, welder itbvigens aud) in den Scnittpuntt deg Wenbdefreifes
mit dent Kveife fitr die Puntte ohue Tangentialbejchleunigung bineinfillt, ift
fite bie Unterfudyung der Bewegung der Mechanismen von befonbderer Widytig-

S feit, und foll daber nod) die Be-
B fimmumg  diefes  Befehleunigungs-
centvumsg evrtert werden.

Dag Befd)lenmigungseentrum G,
Sig. 20, hat nad) §. 15 die Cigen-
{dyaft, daf die Vefd)lewnigung irgend
eines bewegten @yftenpunttes A pro-
portional dem Abftande G- A deffel-
ben vom Vefdyleunigungseentrum G
ift, und daf der Winfel, weldjen die
Bejdhleunigung p, von A mit dem
Strahl G A bildet, fitv alle Puntte
bed Syftems derfelbe, nimlid) durd)

0w

Olpig 2. :
tang @ — oz beftimmt ift.
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fennt man daher von wei beliebigen Puntten A und B die Bejdylenni-
qungen p, und ps, fo muf dad Befd)leunigungseentrim G offenbar jo gelegen
fein, 2af G A : GB = p, : p, ift. Denft man jid) alfo dic Strede AB
in € und D nad) dem Grundverhiltnifie pa : p, havmonifd) getheilt, jo daf
CA:CB=DA:DB = p,:p, ift, fo muf dag Bejdjlermigungs-
centrum auf dem itber D C' al8 Durcymefer bejcjricbenen $Kreife liegen.
Diefer Kreid ift ndmlid) der geometrijdje Ovt aller Punfte, deven Abjtinde
von 4 und B in dem Grunbdverhiltnifie p, : py ftehen. Denn verbindet
man ivgend weldjen Puntt G mit A4, B, C, D, fo halbiven von den vier
harmonijdjen Strahlen die auj einander fenfredjten Strahlen G D und GC
befanntlid) die Winfel ded anderen Straflenpaares, A G B, und man fat
dafer aud) GA : GB = CA : CB = p, : ps.

Sind mum die Bejdjleunigungen p, und py der Punfte A und B ifhren
Ridytungen nady befannt, und man trigt fie in 4 und B an, jo geben diefe
Ridytungen, big gum Durdyjdynitt & verlingert, in dem Wintel A E B aud)
denjenigen Winfel an, weldjen die Strahlen von A und B nad) dem Be-

| fdhleunigungépol bilden. Dies geht einfad) davaus Hervor, bdaf die Ve-

fdylennigung jedes Syftempunttes einen conftanten Winkel mit dem von diefem
Bunfte nad) dem Bejdjleunigungspol gezogenen Stralle bildet, jwei diefer leg-
teren Strafhlen daber einen Wintel mit einander einfdyliefen, weldjer gleidy
demjenigen Winfel ift, unter weldjem die Befdylemigungen der jugehivigen
Syjtempuntte gegeneinander geneigt find. Befdyreibt man daher aud) wm
die drei Punfte 4, B und E einen Kreis, fo hat jeder Punft defjelben die
Cigenfdjaft, dafg die von ihm nad) A und B gejogenen Strahlen einen Winkel
gleiy A EB einjd)licen. Das Befdyleunigungscentrum  muf alfo aud)
auf diefem Rveife gelegen fein, fann affo nur in einem dev Durd)jdynitts-
punfte G dev beiden Srveife liegen. Weldyer der beiden Durdyfcmitte diefer
Rreife als Bejd)leunigungscentrum angufehen ift, ergiebt fid) Hierbei leidyt,
wenn man jede dev beiden Vefdjleunigungen p, und p,, in jwei Componenten
serlegt denft, von denen die eine in den Strafhl von A oder B nad) dem
Befdhleunigungseentvimt, die andere in die dagu fenfredjte Nidhtung faillt.
Die erfte diefer Componenten muf dann von dem betveffenden Punfte 4
oder B nad) dem Befdjleunigungscentrum hin gevidytet fein. Dex
sweite Scnittpuntt F' fann daher im vorliegenden Falle nidyt in Betvadyt
fommen, da bdie evwihnten Componenten die Ridjtungen von F weg nad)
A und B haben wiirden, was der gefundenen Cigenjdjaft des Vejdyleuni-
gungscentrums nid)t entfprecjen wiirde.

Stennt man mun nod die Vefdyleunigung eines Punttes A ihrer wirflicjen
Gife nady alé p,, fo faun man leidht die Vejdyleunigung jedes belicbigen

Pa

Syftempunttes C finden, denn diefelbe muf p. — G4 G C fein.  Pat
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man 3. B. den Pol P dadurd) gefunden, daf man die Ytormalen in A und
B auf den befannten efchwindigteitsrichtungen zeicdynet, fo erhilt man in
g;l . G P dic Befdhleunigung des Pols. Diefer hat aber nady §. 14 eine
Bejdyleunigung we in der Ridytung der Polbahnnormale. Sept man dabher

Pa
— GP =
GA G uw,

fo cvhiilt man den Lerth fiiv die Wed)felgefchwindigfeit 2, wenn die Winfel-
qefdindigteit @ befaunt ift. Bildet endlic) die Befdyleunigung p, mit dem
Gtrahl GA den Winfel @, fo hat man die fenfredyt auf dem Strafhle G A
ftehende Componente dev Bejd)leunigung von A gleid) p, sim e, 1nd da die=

felbe den Werth G A . %—c: fhaben muf, fo findet man:
it bl
'a—t — -@X S o

i {a

Parallelogramm der Drehungen. Bei den bishevigen Crmitteungen
wurde immer vovausgefept, dap das bewegte Syjtem ein foldjes fei, bei
weldjem die Vafhnen fimmtlicher Punfte in einer Shhaar paralleler Ebenen
gelegent find, und daf alfo jeder eingelne Punft fortwihrend in der ihm u-
gehvigen Gbene verbleibe, weshalb aud) jd)lechtweg von der Bewegung eines
cbenenn Syftems gefprodjen wurde. Vet diefer Vewegung, bet weldjer die
vorformnmenden Drehagen unter fic) pavallel, nimlid) fentredyt zu den paral-
felen Gbenen find, geniigte die Unterfucjung dev Bewegung in ciner cingigen
biefer Pavallelebenen jur Veftimmung der Bewegung des ganzen Syjtems.
Wenn mum aud) die weitaus itberiiegende Mehrzahl der Majdjinengetricbe,
benen man in der Praxis begegnet, auf diefen einfacdjen Fall dev Bewegung
in einer Gbene guviidgefithrt werden fann, fo fommen dod) aud) gwweilen
Medyanismen vor, bei weldjen die Beregungen bder cingelnen Punfte einen
allgemeineren und weniger einfacdjen Charafter haben. Insbefondere find
bie Aven, um weldje Notationen ded Korpers eintveten, nicyt immer pavallel.

Der allgemeinfte Fall dbev Bewegung ift devjenige, in weldjem das Syjtem
trgend weldjen Translationen und Rotationen unterliegt, die nad) beliebig im
Rawme evftveuten Nidytungen, vefp. um beliebig fich freugende Aren ftatt-
finben.  Bevor diefer allgemeinfte Fall befprodjen wird, fei dev fpecielle
niher unterfucht, daf dag Syjtem jweien Rotationen wm et jid) jchneidende
ren unterworfen ift.

G8 feien O.A und OB, Fig. 21, jwet in O {id) jdyueidende Gevaden in
eintem bevoegten K6vper, weldjer nac) einander wm diefe Uren wet Drehungen
enpfangen foll, und jwar in dem Wintelbetrage v um O A und B um OB.
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Jn analoger Art wie in §. 5 fite ein cbenes Syftem gefdjehen, ift aud) hier
leidyt nachzuweifen, dafy derjelbe Griolg durd) eine eingige Drehung wm cine
: gewifje Are OC erveid)t werben fann.
g 1 Au dem Bwede denfe man fid) um
.0 al8 WMittelpuntt feft im abfoluten
Raume eine Kugelfliche von dem
Halbmeffer gleid) der Cinbeit gelegt,
weldje von den Aren O A und O B
in A vefp. B getroffen werbe. Gm-
piiingt mun der Kovper eine Drehung
um die Are 0 A im Betvage « =
B(OA)F, jo gelangt dadurd) die
Gevade O B des Kiorpers, weldye alg
nachherige  Drehaye fungiven foll,
in die Yage OB, weldje al8 ihre
Gndlage angujehen ift, da fie bei
der folgenden Drehung des Kivpers um fie felbft ihre Yage O B’ unver-
dndert beibehilt. Findet mun diefe Drehung um OB’ in dem Winfelbetrage
A(OB) A" = f ftatt, fo wird dadurd) die Are OA in ifhre Gndlage 0 A’
itbergefithrt.  Bunddyjt ijt erfidytlic), daf dev Scnittpuntt O der beiden
Aren, vermdge eben feiner Gigenfdjaft al8 foldjer, feinen Ort im Raume
nidjt gedndert hat, und da aufer ihm die newen Lagen der Puntte A4 wnd B
in A" und B’ duvd) die Winfel o und gegeben find, fo it duvd) die dret
nidyt in gerader Vinie liegenden Punfte 0, A’ und B’ aud) iiberhaupt die
Yage des gangen Syjtems beftimmt.
Wenn man fid) mun durd) O A eine Gbene 0 A D gelegt denft, weldje
den. Drehungéwintel B(O A) B' = « falbirt, jo daf alfo D(0 A) B =

% ift, fo wird dieje Ebene 0 A D dnd) die erfte Drehung um O A in die

Yage O AD' gelangen, norau@gefe‘et, baf B'(0A)D' = %, alfjo D(0A)D'

= «ift. Gbenjo denfe man fid) nad) Vollfithrung der weiten fDrcbung
um OB’ eine Cbene OB'E" mit dem Syftem verbunden, weldje durd)
bie gweite Drehaxe in ihrer definitiven Yage O B fo gelegt ift, dafj fie den

Wintel A(OB)A' = B Balbizt, fo baf alfo A(0F)E" — g it

Man evfennt daun leicht, daf dicfe Ghene vor Ausfithrung dev jweiten
Drehung die Yage OB' B’ haben mufite, vorausgefest nimlic), daf dev

BWintel E'(0B') A ebenfalls gleidy g gemad)t ift. Diefe Cbene 0 B E'
fdmeidet fidy mit dev Gbene O A D' in dem Kugelradiug O €', und e8 ere

Weisbady«Herrmann, Lehrbud der Medanif, IIL 1. 4
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giebt fich ofne LWeiteres aus der Conftruction, daf diefe Schnittlinie oc¢'
dunc) die pweite Drehung wm O B’ in die Lage O C iibergefithrt wird, fo
daf fie mit der Durchfehmittslinie gufommenillt, in weldyer bie beiben winfel-
falbivenden Cbenen O A D und OB E" fid) treffen.  Dies folgt aud der
@ynumetrie dev beiden fphiirifdhen Drciede A B'C und A B’ C”, weldye eine
Greite A B’ gemeinfdjaftlicy und die anfliegenden Wintel gleid) haben. Die
Gerade O C it daher eine folche, weldje durd) die exfte Drehung o um 0A
nad) OC' gelangt und durdy die gweite Drehung f um OB’ madh) O C ju-
vitdgefithrt worden ift.  Davaus folgt, dafg man das Hefultat dev beiden
Drehumgen aud) evveidjen muf duve) eine eingige Drehung wm die Are OC.

Die Yage dev vefultivenden Are OC ergiebt fid) aud der angefithrten Con-
ftruction gang von fe(bft analog der in § 5 fitv ein ebenes Gyftem ange-
gebenen egel, wonach man behufs diefer Veftimmung muv nsthig hat, die
betden an O A und OB’ entjpredjend angetvagenen Winfel o und B u
halbiven.  Aud) der Vetrag p der vefultivenden Drehung um O C folgt ausd
ber Figur mit Nitdficht davauf, daf duvc) diefe Drehung die Are O A nady
0A" ud OB nad)y OB’ iibergefiihrt werden muf. €8 ift daher offenbar
ber Augenwintel D(0 C)B' = E" (0 C) A des {phiirijdyen Dreieds A B'C
gleich demt halben Drehungdwinfel um die vefultivende Are O C.

Diefer halbe ‘,Dtef)ungéminfe[% beftinumt fid) duvc) die befannte trigono-
metvijdje Begiehung fphirijder Dretede:

cos . A(0OC) B' = cos <1800—1>=—cosﬁcos£
2 2 2
+ sin Koo i cosA OB v
2 2
odexr
P i « - § .l Ut HE /
€08 5 = cos G 00BN 5 sin 5 cos A OB

Gbenfo gilt fiiv die Yage dev vefultivenden Ave die Begiehung :
simAOC _ sinB'OC __ shAOB
N SNl A
sin 5 sin = sin 5
Dafp bei veridyiedenen Drehungsricytungen die Winfel o und B in ent-
fprcd)cl}bcm Ginne angetragen werden wmiiffen, it an fid) deutlich. €8 ift
aud) hiev, gerade wie beim cbenen Syftem und war aus gany analogen
@ri‘mbel} wie i §. 5 wnd 6 angegeben worden, eine Veviinderung in der Auf-
etanderfolge dev Drehungen mur dann julifiig, wenn die Drehungdwinfel o
und B umd daher aud)?y unendlich fleine Grifen find. Wenn died der
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Fall ift, fo liegt die Axe OC devr vefultivenden Drehung in der Cbene AOB’
der beiden Aren, und man fHat, da
sin g- —— %; sin —g

gefest werden mug,
sinAOC _ sinB'0C sinAOB'.
QR v

Diefer Gleidumg wird offenbar Genitge geleiftet duvd) die Seiten eines
Dreiedtd und deven gegeniiberliegende Winfel, und s ergiebt fid) daher in
diefem Falle ur Befjtimmung dev vefultivenden Drehung 9 die folgenbe
Gonftruction:  Man triigt auf den Ridytungen der Aren O A und OB,
Fig. 22. &ig. 22 von O aus bdie Stiide O A pro-
portional @ und OB’ proportional A
A auf, die Diagonale O C des aus 0 A

A
/ \\ und O B’ conjteuirten Pavallelogramms
Cc

P | P
i )

und sin — —
2

giebt dann die Ridytung der Are der re-

// " fultivenden Drehung an, und die Linge

\// 0 C ijt dem Drehungswintel p der

B vefultivenden Drehung nad) demfelben

Berhiiltniffe proportional, nad) weldyem

OA ud OB mit @ und begiehungs-

weife B verhiiltnifgleid) angenommen find.  Die Ridytigkeit dev Gonftruction

folgt ohne Weiteres davaus, daf in dem Pavallelogramme bie Gleidyung
erfiillt ift:

sinAOC __ sinB'OC _ sinAOB
B o« Y
weldje fitr die vefultivende Drefung gilt. :

Dag hierin enthaltene Gefes, weldjed man al8 bas vom Parvallelogramm
ber RNotationen begeichnet, (4t fid) demnad) dahin audfpredjen. Die
Refultante weier unendlid) fleinen Drehungen um jwei fidy
fdymeidende Aren ift eine Drehung um eine burd) den Sdynitt-
puntt dev erften beiden Aren gehende und in deven Gbene liegende
dritte Are, und ywar bejtimmt die Diagonale dedjenigen Parval-
[elogramms, deffen Seiten den Aren parallel und den jugehorigen
Drehungdwinfeln proportional find, durd) ihve Ridjtung die
Lage der vefultivenden Axe und durd) ihre Yange die Grife der
refultivenbden Drehung. i

Durd) wiederholte Anwendung diefes Sages ift die Bufanmenfepung be-
liebig vieler unendlid) Fleinen Drehungen wm Aren, die fid) fammtlic) in

4*

’
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etnem Puntte fcneiden, mbglic) gemacht, unb man fann en'tf;?recf)enb ben
fuither angefithrten Sdgen vom Bavallelogranmur der (gerabh'mgen) Betoe=
gungen, der Gefdpwindigteiten 2c. von einenT Polygon gnb' entent Paral-
[elepipedum der Drehungen fprechen, je nacf)t?em die in einem Puntte
fich fchueidenden Axen von mehreven unmbﬁd) fleinen Dvehungen in der-
felben oder in vevjdyiedenen Gbenen liegen. : '

Gbenfo geftattet dev vorftehende Sap jedevseit die Aerlequng einer unend-
(ich fleinen Drehung i gwei oder mefhrere andere wm Aren vor fich) gehenbde,
weldje mit der Axe der Hauptdrehung in demfelben Puntte fic) fedjneiden.
Fite die Berlegung gelten dhnliche Regeln, wie dicjenigen find, weldje bei
den analogen Siigen des Parallelogramms der Bewequngen, Sefdpwindig-
feiten 2c. frither an vevjdyicdenen Stellen angefithrt worden find.

Bewegung eines Korpers um einen festen Punkt. €8 ift
bereits im vovigen Pavagraphen bemerft worden, daf bet der Ausfithrung
ber beiben Drehungen, weldhen der Kbvper um gwei fid) jdjneidende Ayen
untevworfen witd, der Schnittpuntt O der lepteven feine Yage tm Raume
nid)t dndevn tamn.  Daffelbe ift natinlich aud) dann nod) der Fall, wenn
bie Anzahl dev Drehungen eine beliebig grofeve ift, vorausgefest nur, daf
jimmtliche Dreharen durd) denfelben Puntt O hindurdjgehen. Wenn daher
ber in der Praxis hiufigeve Fall vorliegt, daf ein Kbrper mit etnem feiner
Puntte tm abjoluten RNaume feftgehalten wird, jo famn man umgefehrt be-
haupten, dap fimmtliche Bewegungen, deven der Kovper nod) fihig ift, fich
auf Drehungen wm Aven bejdyrinfen mitffen, welche lepteven durd) dben feften
Punft hindurchgehern.  Denn 8 ift ebenfowohl jede Trvanslation ald audy
jebe Drehung wm eine andeve nicht duvd) den feften Puntt O gehende Aye
al8 unvertviiglich mit der unverdnderlidjen Lage de§ feften Puntted O aus-
gefhloffen. Vet diefer Vewegungdart wird ifrgend ein Punft 4 des be-
wegten Korpers, weldjer von dem feften Punfte O den Abftand 04 = »
bat, offenbar ftets auf einer yu O concentrifden Kugelfliche vom Halbmeffer
7 verbleiben mitfjen, b. §. die Vahuen fammtlicher Punfte ded Kbrpers {ind
fphirijcge.  Jtad) dem vorigen Pavagraphen fann man nun ftets mwei be-
liebig grofe, wmt gwei fid) fchueidende Axen erfolgende Drehungen erfesen
durd) eine Orehung um cine gewiffe, duv) denfelben Schnittpuntt mit fenen
hindburdjgehende Axe. Da bdiefe Drehung fid) weiter mit jeder dritten und
vievten Drefung wm Aven, die duvd) denfelben Punft Hindurdhgehen, ver-
einigen [aft, fo geht davaus hervor, dafy man jede LBewegung eired um
etnen Punft votivenden Qbrpers, aus wie viel verfdjicdenen Drehungen fie
aud) beftehen mige, tmmer evfegen fann duvd eine eingige Drehung um
eine gewiffe Ave, weldje duvc) den feften Mittelpuntt hindurchgeht. €8 fei
nun ein Sorper vorausgefest, von weldjem ein Puntt O feftgehalten werde,
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wnd denfe man fich wm diefen Punft als Mittelpuntt eine fefte Kugelfliche
etwa vom Halbmefjer gleid)y der Cinbeit gelegt. Die Yage des Kovpers ift
dann immer vollfommen beftimmt, wenn dev, Ort von jwei Punften A wund
B be8 Korperd anf diefer Kugeloberfliche gegeben ift, da durd) drei Puntte
0, A und B die Lage cines Korpers .gany allgemein beftimmt ijt.  Man
penfe fid) mun, daf nad) Verlauf einer beftimmten Reit dev Kovper aus
feiner urfpriinglichen Lage, die durd) A und B beftimmt wird, in eine andeve
Lage gelangt fei, fiiv weldje jene Punfte nad) A, bezichungsweife B, gefom-
men find, weldje Yage alfo etwa fury durd) A, By bejeicnet fein mige.
Dann ift nad) dem BVorigen flar, daf der Korvper aus feiner anfinglichen
fage AB in feine neue Yage A, B, durd) eine Drehung um eine gewifje
Are iibergefithrt werden fann, weldje Ave in dev im Vorftehenden angegebenen
Weife zu beftimmen ift. €8 mige mit P; devjenige Punft auf der gedadyten
Sugelfliche bezeichnet fein, in weldjer die leptere von diefer Axe getvoffen
wird. Denft man fid) hievauf den Korper nady einer gewiffen Reit in eine
britte Lage A, B, gefommen, fo [Gft fid) wicderum cine Axe O P, von
foldjer Befdyaffenheit angeben, daff eine Drehung de§ Norpers wm fie den
erfteren aud der Yage A; By in diejenige Ay B, itberfithrt. Segt man
die hiev angedeutete Gonftruction fitr eine beliebige Anzahl von aufeinander=
folgenben Lagen des Korpers fort, fo erhilt man ecine gleide Anzahl von
Aren OP;, OP,, OP, ..., bie fammtlich) durd) den feften Punft O hin-
durdygefhen und bdie Kugelobexrflidie in den Puntten Py, Py, Py . . . fdyneiden.
Alle diefe Aren bilden bdie Kanten einer gewiffen Pyvamide, weldje die Kugel-
fliche in dem fphirijdjen Polygon Py Py Py . . . treffen, und jede von
ihuen, O P, ift al8 eine Drehare aufufafjen, wm weldje ju der betveffenden
Aeit der Korper gedreht werden mufl, umt aus einer Yage 4,y B,y in die
davauf folgende A, B, itbergefithrt ju werben. Nimmt man mm die auf-
cinander folgenden Lagen des Korpers niiher wund niher aneinander liegend,
big ihre Abftinde wnendlid) flein werden, fo madyt die fprungweife Yagen-
vertinderung des Korpers einev ftetigen Anfeinanderfolge Plags, wie fie bei
der effectiven Bewequng wirflic) ftattfindet. Die bejagte Pyramide geht hicr-
bei in cine Kegelfliiche iiber, deven Spige in bdem feften Punfte liegt, und
weldje die um diefen Punft concentrifdye Kugelfladye in einer gewifjen Curve
P, Py Py . .. fdmeidet, in weldhe dag vorgedadjte fphivijdhe Polygon in
der Grenge iibergegangen ift. Die cingelnen Seiten O P ober Crzeugungs-
linien find a8 die Dreharen aufufaffen, wum welde nad) und nac) dem
Sovper unendlid) fleine Drehungen extheilt werden miiffen, wenn die wirt:
lidje Bewequng des§ Korpers Hervorgebradyt werden foll.

Diejenige Crzeugungslinic bdiefer Kegelfliche, wm weldje in einem be-
ftimmten Augenblicdfe der Kovper zu drehen ift, feift die augenblidlidye
Drehaxe oder die Momentanaye fitr dag betveffende Beitelement, wund
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entfpricht diefelbe offenbar demr Pol oder Momentancentrum des ebenen Sy-
ftems, wntev weldjem ja aud) ftreng genommen eine Axe 3u verftehen ift, weldye
it Pol 3u dem Syftem der pavallelen Chenen fentrecht fteht. Die gedadyte
fefte Regelfladye, deven Mittelpuntt in O legt, entfpricht in derfelben Avt
dev feften Polbalhn beim ebenen Syftem, weldje gleidhfallé ftveng genommen
nid)t al8 eine Curve, fondern alg eine fefte Cylinderfliche angufehen ift, deven
Creugungslinie die Momentanaye ift.  Ebenfo wie die Momentanage beim
cbenen. @yftem auf diefer Cylinderfliche oder Polbahn entlang wanbert, fo
witd in dem vorliegendem Falle die Momentanare auf der Kegelfliche
OP Py Py ... hevumgefithet. 8 exfellt ievaus, daf die Bewegung des
cbenen Syjtems nuv ein fpeciellev Fall ded um einen feften Punkt votivenden
OGpjtems ift, u weld)ent man gelangt, wenn man den feften Puntt O ins
Unendlidje fortriiden [dft.

LBie man mun bei dem cbenen Syftem neben der feften nod) eine 3eite,
mit dem bevegten Kovper vevbundene, daher felbft bewegliche Polbabhn an-
geben fann, weldje auf dev feften abgevollt wird, ebenfo giebt ¢§ aud) in dem
vorliegenden Falle eine pweite Regelfliiche, weldye mit dem bewegten Sorper
verbunden ift und an defien Vewegung Theil nimmt. Dev Miittelpuntt der-
felben fillt in den feften Puntt O ober den Mittelpunft dev feften Kegel-
fliche hinein, auf weldjer legteren bei dev Syftembewegung ein Abwilzen der
beweglicyen Regelflicye ftattfindet. Denft man fidy nimlic) aud) mit dem
beregten &brper eine um O concentrifdye Rugelfliiche vom Halbmefjer Cing
verbunden, weldje alfo mit der jdjon betvadyteten feften Rugelfliche yufammen-
fillt, fo wird diefe Kugelfliche in einem gewifjen Augenblide, wo OP;
Dtomentanage ift, in einem Puntte Q, getroffen, weldjer mit dem Puntte
Py auf dev feften Rugelfliiche jufammenfillt. Im néichften Augenblice wird
die Momentanage durd) die unendliche nape gelegene Gryeugungslinie O P,
der fejten Regelfliche gegeben fein. Der bewegte Korper tritt nun aber nidyt
mehr mit dev Geraden O @, in bdie neue Momentanaye O Py, jonbdern mit
ciner andeven Gevaden 0 Q,, weldje die bewegte Rugelfliche in @, trifft.
Cbenfo wird der Kovper mit den aufeinanbderfolgenden Momentanayen OP;,
OP, ... bex feften Segelfliche nad) und nad) mit ebenfo vielen auf ein-
ander folgenden Geraden 0 Qy, 0Q, in Berithrung fommen. Alle diefe
durd) O gehenden Gevadven bilden mun wieder eine mit dem bewegten Korper
verbundene Regelfliche, weldye, dev beweglicyen Polbahn des ebenen Syftems
analog, auf der feften Segelflicie OP, Py Py ... fid) abwiilt. Diefe
Kegelfliche trifft die beroegliche Sugel in einer fpharijden Curve Q; Q2 Qs ...,
weldje die anbdere Curve PPy P; . .. in einem Puntte (P;) berithrt und
auf diefer bei dem Abwiilzen des Regel8 0 Q auf dem Kegel OP entlang

vollt. Die Analogie mit dev beweglidyen Polbahn bes ebenen Syftems ift
aud) hiev unverfennbar,
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Nad) dem Borftehenden fann daher jede beliebige Verwegung cines um
einen feften Punft votivenden Korpers erjeugt werden duvd) Abrollen cines
mit dem Korper verbunbdenen Kegelmantel8, deffen Spige in den feften Puntt
fillt, auf einem feften Kegelmantel mit derfelben Spige, und ift die Ve-
vithrungglinie diefer beiden Segelflichen die jedesmalige augenblidlidye Treh-
aze des Korpers. €8 ift alfo die Vewegung des Kovpers fiiv jeden Augen-
blict gegeben, fobald man die beiden Kegelflichen oder, was auf dafjelbe hin-
audliuft, jobald man bdie beiden fphirijen Curven Py Py Py ... und
Q1 Q: Qs . .. fennt. @8 laffen fid) binfidytlidy der Bewegungen dev ein-
selnen Punfte des Kovpers dhnlide Folgerungen gichen, wie in §. 9 fiiv
das cbene Syftem aug dem analogen Chavatter der Polbahuen gefdjehen ift.

Beispiel. Der in §. 22 gefumbene Sag vom Pavallelogramm bdev §.

Sotationen, weldjer fiir unendlid) feine Drehungen gilt, hat aud) fitr die
Rotationggejdywindigteiten feine Geltung, da man diefe Gejdhwindigteiten als
die unendlid) fleinen Winfel betvadjten muf, wm weldye in dem Beitelemente
ot der Korper um die betveffenden Axen gedreht wird. Veseidynet man
bafer mit @, @,, @5 bdie Winfelgejdywindigeiten des bewegten Kovpers in
cinem beftimmten Augenblide um bdie entfprechenden Axen 04, 0B,0C...,
fo Lift fid) die Axe der vefultivenden Drehung, d. h. alfo die augenblidlidye
Drehage fowie die vejultivende Drehungsgejdpvindigeit @ wm diefe Are gany
cbenfo nad) dem Pavallelepipedum der Notationsgejdpwindigkeiten beftimmen,
wie man geradlinige Bewegungen oder Gefdywindigfeiten jur Nejultante ju-
jommenjegt. Man Hat dagu nur auf den Ayen vom feften Puntte O aus
Gtiide abjutragen, weldje den Drehungdgefdpvindigteiten ©,, @,, @y . . .
nad) einem gewifjen Mafftabe proportional find, dann liefert die Diagonale
begd betreffendben Parallelepipedums in ihrer RNidytung die Yage der Diomentan-
are unbd in ihrer Linge nad) dem ju Grunde gelegten Mafftabe die Srofe
der vefultivenden Wintelgefdhwindigleit @. Ferner ift die Gejdpvindigkeit v
irgend eined Punftes A ded Kovpers, weldjer von der Momentanaye den
fentredten Abftand » hat, wie frither durd) v = rw gegeben. Daber ijt

aud) hier die vefultivende Winfelgefdywindigkeit de§ Korpers o = ; fitr jeden

Augenblict befannt, fiiv weldjen man die Gefdypvindigteit v eined Punftes A
und den Abftand » bdeffelben von der jedesmaligen Wiomentanaye fennt.
Die Beftimmung dev lepteren gefdyieht aber aud bden befannten fphirijdjen
Bahuen weier Puntte in analoger Weife, wie beim ebenen Syjtem, indem
jei durd) den feften Punft O und je einen dev Puntte 4, B,C... gelegte,
au den Babhnen bdiefer Puntte fenfredjte Chenen in ithrem Durd)jdnitte offen-
bar bdie Momentanare liefern miiffen. Jnsbefonderve [Eft fid) aud) duvd)
dhnlidhe Betvadjtungen wie jie in §. 12 fiiv dag chene Syjtem angeftellt
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wuben, fite die Wed)felgefdpwindigleit 2 der DMomentanare wie dovt die Be-
stehung finden: . i

1 .

01 Q2

Dierin hat man unter @, wnd g, die Kritmmungshalbmefjer derjenigen
Sdynitteurven tn threm Bevithrungspuntte u verftehen, die man erhilt, wenn
man die beiden mehrgedadhten Kegelflichen duvey eine Ghene, fdyneidet, weldye
auf der Bevithrungslinie diefer Kegel ober der Momentanaye im Abftande
Cing vom feften Puntte fenfredht fteht.

AL3 ein Beifpiel fiv die Rotation eines Kbrpers um einen feften Puntt
fei die in §. 8 und 13 betvadjtete Vewegungsform, in entfprecyender Weife
vevallgemeinert, hier niber gepritit.  Dort wurden swet Punfte 4 wnd B,
&ig. 23, einer Geraden auf jwei fithrenden Geraden CD und CE A1t pex=
bleiben gegroungen, ober eigentlic) waven 8 gwet it A und B auf dem
Gpitem der pavallelen Bewegungsebenen fenfrecyte Geraden, weldje in et
Gbenen verbleiben muften, die in D und CE cbenfall§ fenfvecht zu bem
Gyftem dev Bewegungsebenen 3u denfen find. Man faun fich vorftellen, bie
drei Chenen, bdie fiihrenden D und C E unbd die gefithrte A B fcynitten fich
beftindig in einem Punfte in der Unendlichfeit, wnd bei dicfer Borftellung
ergiebt fid) fogleid), daf dicfe Bewegungsart nur einen fpeciellen Fall einer
anberen vorftellt, wo der Duvchichnitt der dret Ghenen ein fefter Puntt O
i endlicher Cntfernung ift.  Sn Folge der lepteren Annabhme  dyneiden
die i §. 8 parallel angenommenen Geraden burd) 4 und B fid) nunmehr
in O wnd fei angenommen, bder Scnitt gefhehe unter vechten Winfeln, um

Tig. 23. Tig. 24.

g[8

in dem Beifpicle an den Diechanismug des fogenannten Univerfalgelentes
(- unten) anguidyliefen.  Die 3u betradjtende Bewegungsart lifit fich bdaber
folgendermagen fenngeichuen:  Gin Qbrper wird einer foldjen Bewegung aus-
gefept, dafi gwei in ihm vorhandene fid) vecytwinflig fdyneidende Geraden 0.A
wnd OB, Fig. 24, geswungen find, in swei fid) fchneidenden feften Ghenen
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0X Z begiehungsweife O Y Z ju verbleiben, und der Durchjdynitt O dex
Gevaden ftets in denfelben Puntt dev Durc)fdnittslinie OZ der beiden Ehenen
ineinfillt. (Wie aus dem Spiteven folgen wird, ift bei dem lUniverfal-
gelenfe die Gbene der beiden vedytwinfeligen Geraden durd) das fogenannte
Sreuy veprifentivt, wihrend die beiden Fithrungsebenen die auf den fuppeln-
pen Wellen fenfredhten duvd) die Gabelzinfen gelegten Chenen find.)

Denft man fid) durd) den feften Punft O cine Kugel vom Halbmeffer
0A = OB — Ging gelegt, fo wird bdicfelbe von den beiden Fithrungs-
chenen 0 XZ und O Y Z in den griften RKreifen ZA X und ZY B ge-
fdmitten, wihrend der Durd)jdjnitt der bewegten Ebene 4 OB mit ber
Sugelfliche duvd) den griften Kvei8 A B A’ B’ bdargeftellt ift.  LWenn die
Gerade O A bei der vovausgefepten Bewegung in den Durdyjdynitt O Z dex
beiden Fithrungsebenen hincinfillt, fo muf wegen des vedjten Wintels AOB
die Gerade OB mit dem ju 0Z fentredjten Divdymefier O Y jufanumen-
fallen. Nimmt man diefe jugehorigen Yagen OZ und OY al§ Anjangs-
lagen von OA und OB an, von denen die Drehungdwinfel ZOA — «
ud Y OB = B geziihlt werden, um weldye die gefithrten Gevaden in ihven
Gbenen gedreht find, fo hat man fiiv dag fphivijde Drcied 0.A B Z, wenn
ber Winfel A (0 Z) B jwijdyen den feften Chenen mit ¢ begeichnet wird:
c0s AOB=cos AOZ.cosBOZ+ sinAO0Z.sinBOZ.cosA(0Z)B
ober

c0s90° = 0 = cosa cos(90° + B) + sina sin(90° + B) cose.
Hierfiie famm man dyreiben:

0 = — cosa sinf3 + sina cosf cose
ober nad) Divifion mit coser cosf
tang B
tang o ]
Die Drehungdwinfel dev beiden Gevaden von den angenommenen Anfangs:
fagen an gevedynet, find affo fo befdaffen, daf ifre Tangenten in dem
conftanten Berhiltnif cosc ju einander ftehen.

Um aud) dag Berhiltnify der Winfelgejdpindigteiten @, der Gevaden

04 und @, der Gevaden O B u finden, fege man:

0w 0
w;:gt—unbw2=a_’3

coSC =

folglich ift:

0 Ou

@ 0p
Dicfen Ausdrud u beftimmen bdifferentiive man
cosc tange — tangf,
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fo echiilt man:

08 )
¢ et iy
08¢ Cos? cos? 3’
woraus folgt:

0o cos?o. 1 @

Da nun

Do et s e ey
e 1 + tang? e’

fo fann man fiiv dicfen Ausdrud audy fchreiben:

@y 11 J-itangio 45 1 4 tang?o 5
o, 14+ tang?p T 1 4+ tang?e . cos?e
1 tang? cos
i +rmgoc” ey .oc ey
1+ tang?a (1 — sin?c) 1 — sinfea . sin’c

weldjer Ausdrud {ic) findet, wenn man im Nenner einmal
tang? e = sin?a (1 + tang? o)
fetit.

Allgemeine Bewegung eines Korpers. RNadjdemt in dem Boran-
gebenden die Bewegung eines Kivpers fitv fpecielle Fiille unterfuct worden,
fei nunmehr die Bewegung gang beliebig vovausgefept und in ihrer allge-
meinftew Form ing Auge gefaft. Diefe allgemeinfte Bewegqungsform ift
offenbar dabdurd) gefennzeidnet, vaf feiner dev Puntte de§ Kvpers feftgehalten
ober burd) einen dufgeren Bwang vevanlaft ift, in einer beftimmten Linie
ober Fliidje ju verbleiben, daf vielmehr der Rivper vollfonmen frei beweg-
lid) und einer beliebigen Anzahl gang willtiirlicher Drehungen wnd Ber-
fdyicbungen untevworfen ift. Wie nun auch bdiefe legteren Bewegungen be-
fdjaffen fetn mogen, fo ift doch unter allen Umftinden eine Bereinigung der-
felben gu einer vefultivenden Berjd)iebung miglid), wie fid) aus folgenber
Betvad)tung leid)t evgiebt.

Ceien die Verfdyicbungen, weldjen der Kbrper wibhrend einer gewiffen
Beit ausgefest ift, durd) die Streden sy, 5, 8 . . . ihrer Ridptung und
Gofe nad) davgeftellt, fo fann man unddhit vermige ded Pavallelepipedums
der Bewegungen alle diefe Berfdyiebungen ju eciner vefultivenden Trans-
lation veveinigen, weldje mit s beseidynet fein mag.

Um aud) die eingelnen Drehungen um die Axen 4,, A,, Ay . . ., welde
beliebig im Raume evftreut angunehmen find, mit einander 3t beveinigen,
fan man nad) §. 4 die Uyen fommtlid) pavallel ihren Rid)tungen nad
einem beliebigen Punfte O verlegen, wenn man nur bei jeder Verlegung
einev Axe dem Kivper nod) eine Ber{djiebung 6 extheilt, deren Grife durd
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unter & den jugehvrigen Drehungdwinfel verftanden. Vevmige diefer Con-
fteuction hat man die Drehungen deg Korpers wm eine Anzahl im Raume
fidy freugender Aren evfett duvd) eine gleidje Anzahl von gleid) grofen
Drehungen oy, oy, oy . . . um Ayen, die jenen pavallel find und finmtlid
durd) einen Puntt O hindurdygehen, und eine ebenfo groge Anzahl von Ver-
fdjicbungen 6,, Gy, 63 . . . Nun fonnen alle diefe Drehungen nady §. 22
ju einer eingigen vereinigt werden, deven Aye O A ebenfall§ durd) den Punft
O geht, und cbenfo laffen fid) die Berjdjiebungen 6,, 65, 65 . . . nad) dem
Parvallelepiped bder Vewegungen zu ciner Veridjicbung 6 ujammeniegen,
weldje wieder mit der frither gedadjten Refultante s veveinigt werden fann
ju einer Gefammtrefultante S.  Hievduvd) ift die Summe aller Bewegungen
uriidgefithrt auf cine Drehung im Betrage oo um die Axe 04 wnd auf
eine Ber{djiebung, weldye durd) S der Ridjtung und Grisge nady angegeben
ift. Die Ridjtung von S und diejenige dev Are O A werden im Allgemeinen
fid) Freuzen, und e8 mige p den Wintel begeichnen, weldjen diefelben mit cin-
anbder bilden. Mian fann alddann die rvejultivende Ver{dyicbung S in Fwei
Gomponenten Scosy und Ssiny jexlegen, von weldjen die evjteve Scosy
pavallel gur Are O A der vefultivenden Drefung gevidjtet ift, wibhrend bdie
andeve Ssiny auf diefer Ure fenfved)t fteht. Diefe leptere Verjdyicbung
Ssiny jufammen mit der Drehung e um die Are O A Laft fid) mun aber
nad) §. 4 exfegen duv) eine eingige Drehung von demfjelben Betrage o wm

eine u O A in dem Abftande d = Ssm}; mit ihr pavallele Aye, und o8

2sin —
sin 3

6 = 2d sin — ausgedriidt ift, unter d die Grife der Arenverlegung und

bleibt daber neben diefer Drehung nuv nod) die der Drehare pavallele Ver-

fdhicbung Scosy iibrig. Aus vorjtehenden BVetvadjtungen folgt, daf ¢

immer miglic) ift, die OrtSveriinderung, weldje ein gany frei beweglicher

Sovper in Folge beliebiger Drehungen und Vevdjiebungen exleidet, duvd) eine

eingige Drchung um cine Axe 0 A, Fig. 25, im Wintelbetvage K 0 K, —= «,

ig. 25. verbunden mit einer Verjdjichung K K, = s
pavallel zu jemer Aye ju evfepen.

s A Die Bewegung eines Punftes, vermige weldyer
derfelbe um eine gewifje Axe in einem beftinmten
evade gedveht und gleichfall$ pavallel dicfer Axe
um ein gewifjes Stiid verfdjoben wird, nennt man
eine fd)yvaubenfovrmige, und mit Riidjicyt bier=

o  oauf fann man den obigen Sap aud) dahin aus-
fprechen, daf jede Ovtdverdnderung, die ein
K - fret beweglidjer Kovper exleidet, aud) her-

X,

‘!

™ a
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vorgebracht wevden fann durd) eine beftimmte Sdjraubenbemwe-
gung um cine gewiffe Axe. Faft man bei einem bewegten Korper die
unmittelbar aufeinanbder folgenden Lagen deffelben ing Auge, nimmt alfo eine
ufeinanderfolge vou unendlid) fleinen Ortdverdubderungen an, fo werbden
natiivlic) aud) die diefen entfprechenden Selyraubenbewegungen unendlid) flein,
und e8 folgt weiter, dafg man die gange BVewegung cined freien Korpers m
Laufe ciner gewiffen Beit erfegen fann duvd) eine continuirvlide Aufein-
anbderfolge von Sdyvaubenbewegungen.

Jn dem Borhergehenden evgab fid) ausd einer geeigneten Bereinigung der
beliebigen Verjdjiebungen und Drehungen bdie Schraubenbewegung, o8 ift
daher ofne Weiteres flar, daf dev umgefehrte Weg 3ur einer Berlegung dev
Sdyraubenbewegung in beliebige Verfdhiebungen und Drehungen fithren muf.
G8 fann hiev insbefondeve nod) bemerft werden, daf jede Schraubenbe-
wegung fid) ftets in unendlid) mannidfacdyer Weife durd) jwei
Drefungen um zwei fid) freuzende Aren erfepen (ift und um-
gefehrt.

Dentt man fid) ndmlid) einen Kovper, welder zweien Drehungen um
gwei gu einander windjdyiefe Aren A und B ausgefest ift, fo lift fic) die
cine Drehaye A pavallel mit fid) felbft unter Subiilfenabhme einer entfpredjen-
ben Tvanslation (1. §. 4) fo weit veridjichen, big fie die audere Are B in
cinem Puntte trifft, wovauf die beiden Drehungen fidy nad) §. 22 3u einer
eingigen um eine vefultivende Are C zufammeniesien laffen. Gegen biefe
Are C muf die aus der Verlegung von A herrithrende Berfdyiebung {dyrig
geneigt fein, weil diefelbe fenfredit su A fteht, C' aber al8 vefultivende Are
bon A unbd B eine andeve Ridjtung fhat al8 A. LWenn man daher diefe
Berfdjiebung in jwei Componenten parallel mit C und fenfrecht qu C 3er-
legt, fo [t fid) die fentrecyte Componente sufamumen mit dev Drehung um
C erfegen durd) eine Drehung um eine ju C pavallele Axe Cy, weldje ald
die Axe einer Schraubenbewegung angefehen werden fann, deren Translations-
bewegung durd) die gweite su € pavallele Componente dev eviwihnten Ber-
fdjiebung gegeben ift. Natitelid) fann man aud) wmgetehrt jede Sdjrauben-
beroegung in ywei Drehungen um gwet fid) freugende Aren serlegen, ywovon
bie cine belicbig angenommen werden fann. Je jwei folde ju einanber
windidjiecfe Agen, deven Drehungen jufammen einer gewiffen Scjrauben-
bewegung gleichwerthig find, heifen conjugivte Aren. Wie fchon in §. 22
audgefithvt, ift die Uufeinanderfolge der Rotationen aud) hier nur dann
gleidhgiltig, venn die Drehungen unendlic) ein find.

Der Sats, wonad) die beliebige Bewegung eines ©yftems immer auf eine
Sdyvaubenberegung yuviicgefiihrt werden fann, ift von Chagles*) gefunden

*) Bulletin des sciences mathém. von Ferujac 1831. Sdell, Theorie
ber Bewegung und der Krdfte 1870. THL. II, Gap. V.
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worden, und wird die re der Sdjraubenbewegung wohl aud) die Sentral-
axe der Bewegung genannt.

Axoide. Wenn ein frei beweglidjer Kovper K nad) cinander in ver=
fdjicdene Lagen Ky, K,, I . . . gc[ang_t, fo fann man nad) dem Vorjtehen-
den imumer gewifie {draubenformige Vewegungen e sy, w8y, 08y . . .
wm beftimmte Axen A, Ay, Ay . .. angeben, weldye dafjelbe NRefultat der
Ueberfithrung des Korpers K in bdie Lagen K, Ky, K; . . . herbeifiifren.
Der Kovper nimmt alfo in Folge bdiejer Sdyraubenbervegungen diefelben
Gnbjtellungen K, Ky, Ky . . . ein, wic vermige feiner wirflidjen Be-
wegung, ofne dafy indefjen die Vewegungen aud) in den Bwijdjenjtellungen
otfden K und K,, K, und K, . . . itbeveinftimmten, fo lange 8 fid) um
Bewegungen von endlidjer Grife handelt. Nur wenn die Ortdverinderungen
awijdjen den verjdjiedenen Yagen K, Ky, Ky . . . unendlid) flein find, wird
bie continuivlidje Folge der entfprechenden unendlid) fleinen Sdjrauben-
bewegungen fitr jeden Augenblid mit der wivflidjen Vewegung des Korpers
iventijd) fein. Die in unendlid) Fleinen Beitintervallen auf eimander folgen-
den Scdjraubenbervegungen  gefdjehen im Allgemeinen wm verfdjicdene fejte
Aren im Raume, und 8 ijt leicht ju erfennen, dafy diefe Wren, deren gegen-

feitige Abftinde ebenfalld unendlid) Fein fein miiffen, in ihrer Gejammtbheit
~eine gewiffe fefte Fliade tm Rawme Deftimmen.

Gind A4,, Ay, Ay . . . diefe Aren ober bdie auf ecimanbderfolgenden Er-
gengung8linien bdiefer feften Flide A, jo giebt e§, dhnlid) wie in den
fritheven Fiillen bei bdem ebemen und bdem um einen Punft votivenbden
©yfteme, aud) bier eine mit dem Korper verbundene gweite Flidye, weldye
mit jener erften wifrend bder Vewegung ftetd in Veviihrung bleibt. Set
3 B. ju der gewiffen Beit £ die augenblidlide Scraubenaxe in A4, ge-
geben, fo fallt eine gewiffe Gevade B, ded bewegten Kiorpers mit A, ju-
fammen, um weldje die Drehung e, ftattfindet, wihrend gleichzeitig zufolge
der Scjraubenbewegung dev Korper mit der Gevaden By auf bder feften Axe
A; fid) um die Grdfe s; verjdjiedt. Nad) Vollfithrung diefer unendlid)
fleinen Sdyraubung um die Are A; folgt eine weite um die benadjbarte
Crgeuguugslinie A, der feften Flidje, mit weldjer nun audy eine anbdere Ge=
rade B, bed Korpers jufammenfillt. Dev Kovper dueht fich) jept nidt muv
um diefe yweite Are A, im Betrage ey, fondern ev verdyiebt ficd) mit dex
Geraden By auj der feften Are A, um die Grofe s,, wovauf eine dritte
Gerade By des Korpers in bdie davauf folgende Scyraubenaye A hinein-
fillt 1w f. w.  Ale die gedadyten Gevaden By, By, By . . ., welde in un-
endlid) fleinen Abftinden auf cinander folgen, bilden daher eine gewiffe, mit
bem Sorper verbundene gevabdlinige Fldde B. Man fann daher bdie be-
liebige Bewegung cines Korpers ftetd fo auffaffen, alé wenn eine gewiffe

§. 26.
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mit dem Rovper verbundene und mit ihm bewegliche gevadlinige Fliche B
auf einer anbeven gevadlinigen feften Flddye A gleichzeitig vollt und gleitet.

Die Crgebniffe dev bishevigen Unterfudymg laffen fid) mummehyr folgender-
maBen in eine allgemeine Ueberfidhyt sujommenfaffen. Die velative Beweging
trgend cineg ftaveen Kovpers, weldper At fie aud) fein mige, gegen einen
andeven ebenfalls ftavven Rovper lift fid) immer fo auffafien, al8 feien mit
diefent Rrpern jwei geradlinige Flichen 4 und B feft verbunden, weldje
auf einander vollen, indem fie fich fortwdhrend in der jedes-
maligen Nomentanare bevithren und gletdyzeitig neben bdem
Rollen ciner BVerfdyiebung gegeneinander (dngs bdiefer Be-
vithrungslinie auggefest jind. 8 moge firr diefe die Diomentanaren
enthaltenden Flichen, welche man fid) etwa als Hyperboloide vorftellen fanm,
der von NRenleauy gewdhlte Name Aroide gebraudyt werden.

€8 ift natiivlich), daf diefe der allgemeinften Bewegungsform entfprechenden
Aroide aud) diejenigen fitv gewiffe fpecielle Bewegungen enthalten miiffen,
affo 3. B. die Aroide fitv die BVewegung eined ebenen Syftems und eined wm
einen “Punft votivenden Korpers, vou weldjen Bewegungen oben fpecieller ge-
hanbelt wurde. €8 fann 3. B. die betveffende Bewegung der Korper devart
fein, daf fie durd) bloges Rollen der Aroide auf einander ofne Gleitung lings
ber Berithrungslinien hevvorgebradyt werden fann. Die beiden Aroide mitffen
dbann der geometrijdjen Bedingung der Abwidelbarfeit*) entfprechen, wie
e8 ctwa bei einem auf ciner Sdyraubenfliide fic) abrollenden Umbrehungshyper-
boloid der Fall ift. ~ Cin fpecieller Fall hiervon ift derjenige, wo die beiden Kirper
cinen Puntt O mit einander gemein haben, deffen velative Bewegung alfo Null
ift. Durd) diefe BVedingung ift nidht nur jede velative Berjdjiebung bder
Rbrper gegen einander von vornberein unmoglid) gemad)t, fondern e8 miiffen
aud) fammtliche Momentanaren auf beiden Aroiden durd) diefen Punft hin-
burdjgehen, d. h. die beiden UAroide gehen in jwei Kegelflichen itber, deven
gemeinfdjaftlicher Mittelpuntt in dem Puntte O liegt.  Diefer Fall entfpricht
offenbar dem um einen Punft votivenden Kovper (§ 23).

Wenn ferner der Mittelpuntt O diefer Segelflichen ing Unendliche viict,
fo gehen die Ayoide in gerade Cylinderflichen itber und ihre Sdnitte mit
trgend einev gur Arenvidytung fentrecjten Ghene find die fitr bas ebene
Gyjtem dyavatteriftijhen Polbahnen.

€8 mup hievbei bemerft werden, baf die Arxoide A und B gweier ivgend-
wie bewegten Korper durd) ihr Rollen wnd Gleiten auf einander die relative
Bewegung diefer Korper gegen einander beftimmen. Wil man
bafer die abfolute Bewegung cines der Korper im Raume, 3. B. desjenigen
mit dem Aroide B beftimmen, fo ift es nbthig, den anbdeven Rorvper, defjen

*) ©. Reuleauy, Kinematit S. 84,
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Aroid A ift, feftyubalten. Dies fann man tmmer dadurd) evveidyen, daf
man beiben RKorpern eine und diefelbe jufiplide Vewegung evtheilt dentt,
wodurd) an der velativen Vewegung nidjts gedndert wird. Seppt man nim-
lid) vovaug, dag diefe jufiliche Bewegung, die dem gangen Syjtem evtheilt
wird, in jedem Augenblide der Vewegung ded Kovpers A gleid) und ent-
gegengefept ift, fo fommt dev lestere dadurd) abjolut in Rube und die Ve-
wegung des Kovpers B ift munmehr feine abfolute Bewegung im Rawme,
In den vorftehenden Entwidelungen ift diefer Fall immer vovausgefept
worben, indem der eine Kbrper mit dem Axoid A al8 feftgehalten ange-
nommen und die abjolute Bewegung ded anderen Korpers im feften Rawme
unterfud)t wurde. Demgemd§ war immer vou einer feften und einer be-
weglidjen Polbahn obder Momentanayenflidye die Rede. €& ift aud) jdjon
im §. 10 angegeben worden, daf man die fefte Polbahn ur beweglidyen
und die bewegliche jur feften madjen fonne, ohne den Chavatter dev Bewegung
au dndern, unbd fommt diefe Cigenfdjajt der Vertaujdybarfeit natiiclid) nidyt
blof den Polbabhnen oder cylindrijdjen Aroiden cined ebenen Syjtems, jondern
itberhaupt den WMomentanarenflidyen der allgemeinen Vewegung ju.

Da die Ayoide, wie bemerft, die relative Vewegung jweier Kovper gegen
einander feftftellen, fo wird die Bewegung des einen Kovpers durd) fie and)
vollftindig beftimmt fein, weld)e Bewequng man aud) immer dem anbdeven
Rovper beigelegt denft.  Dies ift fiiv die Theorie der Mafdyinengetriebe von
grofger Widtigleit, denn wenn aud) bei den Mafdjinen ftets gewifje Theile
in abjoluter Nube verharren, fo find dod) ebenfo hiiufig jwei folde Organe
mit einander ju vevgleidyen, von veldjen jedes feine befonbdere Bewegung Hat.
Gin Beifpiel, weldjes fehr haufig in der Praxis vorfommt, mge hier jur
Crlduterung angefithrt fein.

Beispiel. Rwei pavallele Aren obder Wellen, A und B, Fig. 26 (a. f. §. 27.

@.), follen mit einanbder fo in Berbindbung gebrad)t wevden (etwa durd) jwei

Balnriider oder Frictionsjdyeiben), daf fie fid) beide mit wnverdnderlicher

Winfelgejdpwindigleit — e« und bezichungdweife 4 B in entgegengefestem
Sinne drefen, etwa wie die Pfeile bei oz und B angeigen. Um die vorlinfig
nod) unbefannte Domentanare oder den Pol fitr einen belicbigen Augendlict

‘3 beftimmen, fei beiden Wellen junddft eine jufiplidhe Bewegung + o er-

theilt, d. . eine Drehung wm die Are A von bder Grige a, weldje bdiefe
Welle bereitd hat, aber von entgegengefester Ridjtung, wodurd) offenbar an
ber velativen Bewegung der beiden Wellen nidyts gedindert wird. Dabdurd)
wird jede dber Wellen geien Drehungen ausgefest, und war die Welle A einer
Drelhung — e« und einer foldjen + « um die eigene Are, in Folge deren dic
Welle A ur Rube fommt. Die Welle B exhilt ebenfall§ cine Drehung + e
um die Are A wnd eine Drehung + B um die Are B.  Diefe unendlid)
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fleinen Drehungen geben nad) § 5 veveinigt, eine vefultivende Drehung
oo 4+ B um eine Wre €, weldye auf dev Verbindbungslinie A B in foldjen
Tig. 26.

Abftiinden @ und b vou A und B fenfred)t fteht, dafy
a0 =— bl oder @ =0 — 0o

it. Da die Bewegung eine conjtante fein foll, fo evfennt man ofue Weiteves,
baf bdie beiden roide in dem vorliegenden Falle zwet wm A und B mit
A C xvefp. BC bejdyricbene novmale Cylinderfliichen fein mitfjen. Diefe
Apoide finden, wenn die beiden Wellen duvd) Frictionsvider tn Verbindung
gebracht werden, ihre materielle Vevwirklidjung in den angewandten cylindri-
fdhen Frictionsfdyeiben felbft, und entfpredyen beim Bahnvadbetried den fo-
genannten Theilvifldcien der Bahnrider. Der gemadyten Bovausfepung,
weldjer gufolge die Welle A vollfommen ofne Bewegung ift, entfpricht
cine freifelnde Bewegung der Are B, vermige deven diefelbe unter gleidy-
seitiger Drehung um fic) felbft, planetenartig um die Ave A in dem Kreife
B B, herumgefithrt wird, wie joldje Bewegungen in der That in der Praxis
3 . bet den Drehvorrichtungen von Krahnen vovfommen. Die gefammte
Berdrehung dev Ave B betriigt natitelid) fitv jedes Jeitelement die Grife & + B.
Diesd gt evbennen, denfe man fidy eine im abjoluten Raume fefte Sevade M N,
weld)e mit der Berbindbungslinie 4 B fitr den betvadteten Anfangszuftand der
Beregung itbeveinftimmt, und ftelle man fid) ferner vor, es fei mit B ein in
bie Richtung B A fallender Arm oder Beiger B C feft verbunden. LWenn dann
die Are B den unendlid) fleinen Wintel BAB, = o durchlaufen hat,
der Pol alfo von C nady C; gelangt ift, o ift der Feiger in die Yage B, Cy
geformen, weldje von der Richtung B, C; 1um den Wintel €, B, €, = B
abweid)t.  Diefer Seiger bildet daher mit feiner urfpriigglichen Lage, 9. §.
mit der feften Ridhung im Roume M N einen Wintel gletd)y o 4+ B.

Wenn man mummehr dem gangen @yjteme, alfo jowohl der Welle A wie




e Beifpiel. 65

berjenigen B eine jufipliche Drehung — e« um A ertheilt, jo verbleibt dev
Welle B nur nod) die Drehung B um bdie eigene Aye, und man hat daber
den urfpriinglic) su Grunde gelegten Fall, wonad) beide Axen fid) nady ent-
gegengefesten Nidytungen wm — e« vefp. + B drehen follen, wie ev in der
Praxis bei feft gelagevten Wellen fo hiufig vorfommt. Da die velative Be-
wegung fid) alé Differen aunsdriden lift, fo folgt fiir die Welle B cine
relative Bewegung gegen A, die durd) f — (— o) = f + « audgedriidt
ift, wihrend die Welle 4 gegen B eine relative Drehung von
—a—(+BH=—@+P
fat. Die velative Drehung der einen Welle gegen die andere ift aljo aud)
in diefem wie iiberhaupt in jedem Falle gleid) @ + B.

Wenn man nun nod) dem ganzen Syfteme eine Drehung — B um B
ertheilt, fo fommt die Welle B gany in Ruhe und die Welle A wird in
einem durd) A gejeichneten, yu B concentrifdjen Kreife um den Winfel — B
erumgefithet, wihrend fie fid) gleidzeitig um den Winfel — o um die
eigene Are herumbdreht. Die gange BVerdrehung der Welle A betrigt jept
ebenfallé oo + B, aber diefe Berdrehung ift derjenigen entgegengefest ge-
vidjtet, weldje der Welle B extheilt wurde, als A in Rube war.

Sm Borftehenden haben fid) drei verfdjicdene Bewegungsformen fitv den
vorfiegenden Fall gefumden, weldje in der Prarid aud) vorfommen. Kine-
matifd) ftimmen bdiefe Vewegungen vollfommen mit einanbder iibevein, denn
e8 entfprid)t ihnen daffelbe Polbahnen- oder Aroidenpaar. Der gange Unter-
fehied der eimgelnen Fille befteht mur davin, dafy entweder nmur der einen
ober mur der anbdeven, oder beiden Polbahnen eine VBewegung ertheilt wird.
Die velative Bewegung hat, wie gegeigt wurde, immer denfelben durd) « +
audgedritdten Betrag.

@8 fleudytet aber fofort ein, daf bie Mannigfaltigfeit der verfdjiedenen
Bewegungsformen, deffen das betrad)tete Getviebe fibig ift, eine unendlid)
grofe fein fann.  Denn bdenft man fid) 3. B., daf in jedem Beittheildhen 0,
in weldjem der Welle B cine Drehung 4 B wm fid) felbft extheilt wird, dev
Welle A ywar eine Drehung, aber nidjt im Werthe — e, fondern in cinem
anbeven Betrage — ¢, geftattet wird, fo ift es flar, daf fiiv die Welle B eine
Bewegung B vefultiven muf von foldjer BVefdjaffenheit, daf die relative
Bewegung von B gegen A den conftanten Werth o + B hat. €S beftimmt
fid) daher B, aus der Gleidyung

B —(—wm)=a+ppup=0a+pf—o,
wofitc man B, = « 4+ B + o 3u fepen hitte, wenn dev Welle A eine
Drehung im Betvage + oy, alfo vechts hevum, evtheilt witcde.

Hicraus ergiebt {id), daf man wegen der gany willtivlidhen Annahme von
WeidbadyHerrmann, Lehroud der Medyanif, IIL 1, b
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oy bet dem Detvachteten einfachen Mechanidmus die Vewegung tn unend-
lich) verfchiedener vt mobdificiven fann, dafy aber alle diefe verfdjiedenen Ve-
wegungdfornen infofern mit einanber itbereinftimmen, a8 ihnen daffelbe
Aroidenpaar entfpricyt.  Aud) die gulelst betvacdteten Abiinderungen der Be-
wegung formmen in dev Praxis fehr haufig bet den jogenannten Diffeven-
tialgetvieben vor, tweldje weiter unten fpecieller behandelt werden follen.
©8 bitvfte aber wohl aug dem BVorhergehenden fdjon {ich evgeben, dafp bdie
Pritfung dev Bewegung mit Hiilfe der jugehiovigen Aroide den betreffenden
Problemen cine grofe Durdhfichtigteit und Klavheit verleiht.

Elementenpaare. Die in dem Borhergehenbden entwidelten Gefese
gelten gany allgemein von dev Vewegung ftavrer Korper. Da wir 8 Hier
abev mur mit den Mafdyinengetricben gu thun haben, fo werden wiv jene Siie
aud) mu in Begug auf diefe lesteren gur Anwendung bringen. Gleid) im Cin-
gange diefer Cinleitung wurde auf den Unterjdjied aufmertjam_gemadyt, weldjer
swifdjen cinen frei bewegten Rorper, 3. B. cinem geworfenen Steine, 1nd
cinem Mafchinenorgane hinficdytlich der Bewegung befteht. Weihrend die Bahn
des freien Kbrpers lediglic) ein Grgebnif dev auf ihn von aufen wirfenden
Rifte it (beim Steine der evfte Anftof, die Sdywerfraft, der Luftiider-
ftand), fo ift die Bahn eines Majdjinentheils hiervon unabfhiingtg. Hier find
e8 nid)t forwohl dufeve, fondern gewifjermagen inneve Rriifte, weldje den Korper
babuvd) gu einer beftimmten Bewegung swingen, daf fie ihn an jeder andeven
Bewegung hindern, die er etwa in Folge einer dufeven Kraft angunehuen
beftvebt ift. Diefe inneren Krdfte beruhen in per Wibderftandsfihigteit der-
jenigen Matevialien, womit man den betveffenden Kprper umgiebt. Diefe
Widerftandstriifte werden mur duvd) bie Cinwivfung duferer Krdfte Hervor-
gecufen und vevidwinden mit diefen. Man Hat fie baber auc) paffend al8
latente Rrdfte im Gegenfats qu den duferen oder fenfibeln Sriften be-
jetdynet. :

Dev geworfene Stein 3. B. bewegt fidh) in einer gewiffen niherungdweije
pavabolifdhen Bahn unter Cinfluf der auf ihn wirfenden Rrifte, und jede
sufiillige, mew fingutvetende dufere Kraft, wie ein feitlidjer Winbdftof, lentt
ihn von bev Bahn ab, weldje cr ofjme diefe Kraft befchricben haben witrde.
Gin Mafdjinentheil hingegen, 3 B. eine Welle, wird durd) dag fie feft um-
greifende Lager gehinbdert, aufer einer Drehung um ihre eigene Are irgend
weldje andeve Bewegung angunehuen.  Cine dufeve fraft, weldje beifpiels-
weife cine Bevjdjicbung der Welle nad) einer beliebigen Nicjtung anftvebt,
witd wohl einen Dyuct der Welle gegen dad Yager, aber feine wirtliche Ber-
fchtebing hevvorvufen fomnen, da das Lager fofort mit einer jenem Drude
gleichen 1nd entgegengefessten Widerftandstraft reagivt. 8 geht hieraus
hexvor, baf die Dajdjinenorgane ftets paariv eife auftreten miiffen, wie in
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dem angezogenen Falle der Bapfen und fein Yager ecin foldjes Paar dar-
ftellen. Die Avt der Bewequng, weldje dem cinen oder andeven Theile eines
folhen Paars gejtattet ift, fann (ediglich eine Folge der Form bdiefer Theile
fein, von weldjer Form ja die Natur der miglidhen Widerftandstrifte ab-
biingig ift. Wenn 3. B. der Bapfen, wie hier vovausgefest ift, die Geftalt
eine8 an beiden Gnden mit vorftehenden Rinbdernn verfehenen Cylinders hat,
fo wird thm eine Drehung wm feine Ayxe geftattet fein, und er wird eine
foldje in Folge einer entfprecjenden duferen Kraft annehmen, weil gegen
eine drehende Bewegung das paffend gearbeitete Yager feine (von der Reibung
abgefehen) Widerftandsfraft ju dufern vermag. Wive dagegen der Bapfen
pridmatifd) gebildet, fo wiirde er eine Ber{djicbung in feiner Arenvidytung
annehmen fonnen, wihrend dad pafiend geavbeitete ebenfalls prismatijdye
Lager fid) einer Drehung des Bapfens entgegenfelsen witvde.

Mit Riidfidt hievauf definivt Reuleaur cine Mafdjine als eine Ber-
bindbung widerftandsfihiger Kovper, welde fo eingevidytet ift,
baf mittelft ihrer medjanifdje Naturfrdfte gendthigt werden
fonnen, unter beftimmten Bewegungen ju wirfen,

Die Lehre von dev Anordbnung der Mafjdjinengetriche wird demmady davauf
hinaugfommen, die Formen ju beftinmen, velde man den eingelnen Majdjinen-
theilen gu geben hat, um bejtimmt vorgejdjricbene Bewegungen ju evziclen.
68 ift nun im Obigen nifer erliutert, wie alle Bewegungen, fo verwidelt
fie aud) fein midgen, fid) fteté auf gewifje elementare Bewegungen juriid-
fithren laffen, nimlid) auf Drehungen und BVerfdjicbungen, ober wenn man
will, auf eine jdjraubenformige Bewegung (§. 25), weldje als die allgemeinite
Bewegungsform angefehen werden nutf, aus der man die cinfadje Drehung
und die einfadje Verfdjicbung erhilt, je nadydem man die Translation be-
sichungdweife die Notation der Scjraubenbewegung verjdpinden (ift.

Diefen drei elementaren Bewegungen, aus denen alle andeven jujammen-
gefetst wevben fonnen, entfpredjen nun ebenfo viele Grundformen fitv die be-
treffenden Majdjinentheile oder vielmehr Mafjdjinentheilpaare, und e8 mige
bie von Reuleaur®) gewihite Bezeidjung Elementenpaare filr die ent-
fpredjenden Organe gebraudyt werden.

Dicfe Elementenpaare find:

1. DagDrehfsvperpaar, Fig. 27 (a. f. &.), beftehend aus einem mafjiven

- Umbrehungsforper A und feiner entjprecdjenden Umijdyluform B, bei denen

die Meridianlinic fo geformt ift, daf cine Verjdjichung in der Arenvidytung
CD nidyt miglid) ift.

*) Bei der hier gegebenen furjen Grliuterung der Grundlehren der Rinematit
und bei den fpiteren Anwendungen ift die von Reuleaur, dem Sdhivpfer der
eigentlidhen Majdinengetricbelehre, cingejdhlagene Methode bejolgt.

5*
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Die relative Bewegung diefer beiden Theile gegen cinanbder befdyrintt fich
Bierbei auf eine Drehung um die geometvijhe Ave CD. Bl man diefe
Bewegung nac) dem Vorftehenden durd) die zugehivigen Momentanaren-
fliichen oder Aroide fenngeicynen, fo findet fich) fofovt, daf beibe Axoide hier
in eine Gevade, nimlic) die geometrijdye Are CD yujommenidjrumpfen, da
jede Gbene, weldje man in ivgend einem Glemente dev Bahu eines be-
(iebigen Punfted u diefer Vabn fenfred)t evvidytet, duvc) diefe Wve CD hin-
duvchgeht.  Diefes Elementenpaar findet m Mafdjinenbau al8  Bapfen
Tig. 28.

und Lager eine audgedehnte Anwendung. Dabei ift die Grunbdform des
Bapfens am Diufigten eine cylindrifdje, feltener conifdhe, doch find aud
andere Umbdrehungsformen nid)t ausgefdlofjen, insbefondere fommt bei
Gpurgapfen vielfad) eine cbene Flidje vov, die als Umbdrehungsflidye, evzengt
buvd) eine gur Aye fentredyte Gerade, angefehen werden fann.

2. Dag Prismenpaar, beftehend aus ecinem maffiven geraden
Prigma A, Fig. 28, und einem daffelbe umichlicgenden Hohlprisma B, bei
benent al8 Querfdnittform jede beliebige ebene Figur gewdhlt werden
fann, mit alleiniger Ausnahme des RKreifes, weldjer letere eine Drehung
nicht ausfdliefen witcde. Wenn tvogdem in bder Prayxis die Kreisform
wegen der bequemen Ausfithrbarfeit genauer Cylinder fehr allgemein aud)
fiiv “Pridmenpaave gewdhlt wird, 3. B. bei Kolbenftangen und Stopf-
bitd)fen, o ift dabei dod) tmmer duvd) anbdeve Mittel die Drehbarfeit ver-
hinbdert. Die velative Beweglichfeit der beiden Theile diefes Paaves befteht
in cinev Berfdjiebbarfeit in dev RNidytung der Prismenare CD. Will man
eine foldye Verfdjiebung alg cine Drehung wm eine in der Unendlichfeit ge-
legene Axe auffaffen, fo fann man die wnendlid) entfernte Gevade in einer
Querfdnittsebene als ftetige Momentanaze begeichnen, in weldje die beiden
Aroide hier ausavten.
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3. DagSdraubenpaar,beftehend aus einer cylindrijchen Schraube oder
Gpindel A mit ihrer Mutter B, Fig. 29. Die Grivfe der Steigung s diefer
Fig. 29. Sdyvaube ift cbenfo wie diejenige der Halb
meffer ihres Querfdnitts gleidygiiltig, nuv
ift wegen der Miglichfeit der Vewegung
bei vollfommenem Umid)uf dev BVedingung
au geniigen, daf die Scyvaubenfliche von
jebem  gur  Sdjraubenaye concentvijdjen
Sreigeylinder in einer geometrijdjen Schyrau-
benlinie von gleidymifiger Steigung ge-
jdnitten voerde, und daf alle fo erhaltenen
Sdjraubenlinien diefelbe Steigung s haben.
Bezeichnet daher » den Halbmefjer cined
foldjen Gylinders, fo bhat man fitv den
Neigungdwinfel « der in ihm liegenden
Sdyraubenlinie die Gleidjung:

t ——
ange = ———,

wovaug folgt, daf bei derfelben Sdjraube der Neigungdwinfel o um fo
FHeiner wird, je griger der Abftand » gewdhlt wird.

Die relative Bewequng dev beiden Theile gegen einanbder befteht in einer
Drehung um die geometrijdhe Axe €D und einev gleichzeitigen BVerjd)icbung in
der Richtung derfelben von foldjem Betrage, daf das Verhiltnif des Drehungs-
winfel8 jur Scjiebung ftetd conftant bleibt. Die Wroidenflichen find hier
ebenfall beide in diefelbe gevade Linie, nimlid) in die Sdyraubenaye CD
sufammengefdjrumpft, und man famn fid) vorftellen, diefe Gerade wiilze fid)
auf fic) felbft, indem fie fid) gleidyseitig ihrer Linge nad) verfdyicdt.

Bei allen diefen Clementenpaaven ift e8 gleidygiiltig, weldjer der Deiden
Theile die Bewegung evhiilt, und e§ fann nady dem in §. 27 Gefagten aud)
jeber der Theile cine Bewegung madjen, indbefondeve fann bet dem Schrauben-
paave die Spinbdel die drehende und die Mutter die jdjicbende Vewegung er=
halten ober wmgefehrt. Diefe lepteren Fille fommen in der Praxi§ faft
nod) hiufiger vor, al§ dicjenigen, wo der eine Theil gany in Rube ift und
die gefammte Bewegung von dem anbderen Theile vollfithrt wivd.

Hohere Elementenpaare. Die im vorftehenden Pavagraphen be- §. 29.
tradjteten Glementenpaave haben die Cigenthitmlichteit, daf immer dasd cine
Glement von dem jugehsvigen vollftindig umjdlofien wird, indem beide
Glemente diefelbe Form haben, jo zwar, daf dag eine den HohlEvrper, dad
anbdere den BVollforper vorftellt. Man nennt daber diefe Paave Umid)luf-
paare.
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Sm Gegenfats hievau finden fic) in dem Mafdhinenbau nod) vielfach andere
Glementenpaare vor, bei derten ein foldher Wmjdhluf oder eine Bevithrung in
fammtlichen Punften der Oberfliche nidyt vorfommt, fondern wo die Be-
vithrung fmumer mue i eingelnen Puntten ftattfindet. Diefe Kbrperpaave
mitffen aber docy al8 wirklidye Elementenpaare betvachtet werdewr, weil fie
bev hierfitr geltenden Bedingung genitgen, daf jedem der beiden Kbrper duvd)
bic Widerftandsfihigteit und Fovm des andeven mur gans beftimmte BVe-
weguugen geftattet {ind, inbem alle itbrigen Bewegungen ausdgejdlofjen
werbert. >

Geen 3. B. Cy, Gy, Oy . . ., Fig. 30, verjdyiedene Stellungen, in weldje
ein novmaler Rveicylinder bei eimer beftimmten ihm zu evthetlenden Be-
egung nad) und nady ge-
{angen folf, wobei Drehun-
gen um Die eigene Are nicht
ausgeichloffen fein migen.
C8 (it fih bdann etwa
ein canal= oder vinnenfor-
mige8 Stitd K von fol=
djer Bejdjaffenheit angeben,
baf Ddaffelbe dem Eylinder
O nur diefe vovausdgefepten
Bewegungen geftattet, jede
anbere Bewegung 3. B. in
ber Ridhtung C; C' obdex
in der Wrenvid)tung  des
Cylinders jedod) verbietet.
Diefe beiden Stirde C und
I bilden dann nad) der obigen Definition ein EGlementenpaar, bei weldjent
I die Umpitllungsform fite die Bewegung des Cylinders C exhalten Hat.
Leteve Cigenfdjaft ift itbrigens eine gegenfeitige, und man fann audh fagen,
ber Gylinder C bilde die Umpitllungsform des Canaljtitds K, wie man
fidy buvd) folgende Betradytung leicht iibergengt. Denft man den Cylinder
C in Stilljtand verfest, indemt man in jedem Augenblide dem ganzen Syfteme,
0. . dem Cylinder € fowohl wie dem Canale K eine Bewegqung evtheilt,
weldje devjenigen gleich) und entgegengefept ift, die der Cylinder fat, o wird
an dev velativen Bewegung dev beiden Clemente gegen einanbder nidjts ge-
dndert.  Der Canal nimumt bet diefer Bovausfegung eine gewiffe Bewegung
gegen dent mm vuhenden Cylinder € an, und wenn man den Canal tn allen
aufeinanderfolgenden Stelfungen in diefer Bewequing verzeidynet, fo wird
man finden, dag alle diefe verjdiedenen Lagen der Canalorve den Kreis ¢

ig. 30.
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in der feften Stellung bevithren, mit andeven Worten, daf dev Kreis C
aud) die Umbiillungsform des Canals K ift.

DHieraus geht hervor, daf e8 in der Praxi8 aufer jenen im vovigen Para-
graphen befprodjenen drei einfacyen Elementenpaaven, die fid) al Umjdylup-
forper djavaftevifiven (affen, nod) eine grofe Anzahl von Paaven geben
miiffe, deven Glemente gegenfeitig Umbiillungsformen ju einander find. Da
die in foldjer Art gu erveidjenden BVewegungen eine viel grdfere Mannig
faltigfeit davbieten, al8 die den Umfd)lufpaaren entfprechenden cinfadjen Be-
wegungen, fo wihlt Reuleauy den Namen ,hhere Glementenpaave®
fit die Bier betvacjteten Korper, weldje gegenfeitige Umbitlumgsjormen an
fid tragen, im Gegenfats ju weldjen die Umfdhlufpaare als ,niedeve Paare®
begeidynet werden.

Wie fdjon angedeutet, ift die Anzahl und Berfdyicdenheit dev Hiheren
Paare fehr grofy, eine Aufjihlung aler devfelben wiirde cbenjo wunmiglid)
wie unnbthig fein, die in dev Praxis Hauptjidylic) vorfommenden Reprifen-
tanten werden fid) im Laufe der folgenden Unterjudjungen von felbjt dav-
ftellen.

4

Kinematische Ketten, Au§ bden in §§. 29 und 3% befprodjenen
Glementenpaaven fegen fid) alle Majdjinengetvicbe jujammen, fo vevwidelt
bie Bewegungen aud) fein migen, weldye duvd) fie exsielt oder vevmittelt werden.
Die Act und Weife der Bufammenfepung ift immer eine fehr einfadje, und
befteht lediglich davin, dag.man dag eine Clement A, cined Paaves A4 mit
dem cinen Glemente By cine$ anbdeven Paaves B ju einem ftavven Kovper
veveinigt, dag pweite Clement B, diefes Paaves B cbenjo mit dem einen
Glemente C; cined bdritten Paare C verbinbdet w. . f. Diefe At der BVer-
einigung verfdjicoener Clemente wnd damit die Bilbung dev Majdyinengetricbe
(gt fic) am beften an einem Beifpicle vevanfdjaulichen. ALS foldjes fei das
fitr bie Praxié fo widytige Kurbelgetriche, Fig. 31 (a.f.S.), gewiihlt, weldjes aus
einer Beveiniqung von drei Drehfvperpaaren oder Cylindevpaaren 4, B, C
und einem Prismenpaare D befteht. €8 feien mit A4,, By, Cp die Boll-
fovper oder cylindrijdhen Bapfen und mit Ay, By, Cy die Hohlfsvper obdex
sugehivigen Yager begeidymet, und ebenjo joll Dy dag maffive Prisma uud
D, bie pridmatijde Fithrungshiilfe bedeuten. Man fann diefe vier Ele-
mentenpaare in verjdjiedencr Weife fo mit einander verbinden, daff inumer
ein Glement eines Paaved mit einem Clemente ecines andeven® Paaves ju
einem ftarven Korper veveinigt wird, und mige die bei dem Kurbelgetricbe
gewdhnlide Berbindungsart hier vorausgefept werden. Demjufolge vev
einigt man die UAxe oder Welle A, mit dem Sapfen By duvd) einen Kovper,
weldjer die Kurbel genannt wicd, und dev durd) A, By beseichnet werde.
@benfo foll das Bapfenlager B, mit demjenigen Cy gu cinev fteifen Sejub-

o
.

30.



79 Grundlehren der Kinematit. [§. 30.

oder Lenferftange By Cy verbunden gedadjt werben. Dev Bapfen € bes
britten Cylinderpaaves bilde ferner mit der hohlen Biidhfe D, ein Stid
Big. 81.

Cy Dy, fitr weldjes der Name Krveuzopf gebriudylichy ift, und endlich fei
dag maffive Pridma Dy mit dem Lager A, der Welle duvd) einen ftarven
Gundamentramen oder die Soflplatte A, Dy verbunden. Auf diefe
Weife find die eingelen Clemente in Hhnlicher Art mit einander vereinigt,
wie e8 die Glieder einer in fid) guriidlaufenden Rette find, daher Reuleauy
ciner devartigen Berbindung von Elementenpaaven aud) den Namen einer
finematifdjen Rette und jedem der erhaltenen Krper, die durd) Ber-
bindung jweier Elemente entftanden find, den Namen ecines Gliedes det
tinematifdjen Sette beilegt. Man Hat e hier mit den vier Glicdern, Rurbel,
Sdjubftange, Krewgfopf und Soflplatte 3u thun, und es leudhtet ein,
baf man durdy die erwihnte Berbindbungsart ebenfo viele Glieder erlangt
hat, al8 Paave gur Berbindung gefommen find. Diefe leptere Cigenfdaft
ift tibrigens nidjt der Ausfluf eines allgemein gitltigen Gefepses, vielmehr
find vecjt wobl finematifche Retten dentbar, und wie in der Folge fich jeigen
wird, hiufig angewandt, bei denen ein Glied mehr alé wei Clemente ver-
fdhicdener Paare mit einander vernitpft. Daf bdie Berbindung der Hier
vorfiegenden viev Paare auc) in anderer Avt gefdhehen fann, davon itbergeugt
man fid) fehr leicht, demn es Diitte 3. B. aud) die Are A, mit dem Lager
B, verbunden werden fonnen, und der Japfen B, mit dem Lager C, fo-
wofl wie mit dem Bapfen € w. {. f., wie denn derartige Unwendungen in
der Praris vorfommen, twenn aud) weniger hiufig, alé die oben voraudge-
fette.

LBie mm aber aud) die Berbindung gefdyebe, fo verbleibt den eingelnen
Paaren in jebem Falle der allgemeine Chavatter der Relativbewegung,
weldyer den Clementen bes Paares cigenthitmlich ift, da ja niemals et
Clemente deffelben Paares mit einander ftarr verbunben werden. Der Bapfen
eined Cylinderpaaves befiilt aud nad) der BVerbindung die Mglichfeit einer
relativen Berdrehung gegen fein Yager und einer prismatifdhen Fithrungs-
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Bitlfe verbleibt nad) wie vor die Cigenfdjaft einer velativen Verfdjiebbarfeit
gegen bag jugehorige Prisma in deffen Arenvidytung.

PWenn mun aud) duvdy die vollzogene Verbindung in der Natur der den
eingelnen Paaren belafjenen Bewegungen nid)ts getindert wird, fo wird dod)
ber Betrag diefer Bewegungen dadurd) beftinmumten Befdyrinfungen unter-
worfen und die Bewegung in cinem Paare von denjenigen der benadhbarten
Paare in gewiffem Mafe abhingig gemadyt. €8 ift 3. B. flar, daf wiihrend
bag Gylinderpaar C in vorfiegendem Falle vor dev Berbindung eine velative
Berdrehung der beiden Elemente ) und Cy im Betrage ciner vollen Um:-
brehung geftattet, diefe Drehung nad) der Beveinigung der Theile um Kuvbel-
getriebe mur nod) wm einen beftimmten Winfel ftattfinden fann. Gbenjo
ecfieht man, daf die Verfdjicbung der Hiilfe Dy auf dem Pridma Dy in
bem RKuvbelgetriebe auf ecin gany beftimmte8 Mafy, ndmlid) die doppelte
Kurbellinge A, B, befdjrintt, wiihrend in einem Priémenpaave an fid) die
Berjdyicbung innerhalb der Pridmenlinge beliebig ift.

Wenn man in einer folden Verbindung von Elementenpaaren, wie 3. B.
in Fig. 31, einem Gliede, etwa der Kurbel A, B, eine velative Bewegung
gegen das bemadjbarte Glied A, Dy extheilt, fo werden im Algemeinen
aud) die itbrigen licder ju Bewegungen vevanlaft werden. Hicrbei find
nun wei Falle zu unterfdjeiden, je naddem duvd) eine gewifje Bewegung
eines Gliched gegen ein Nadjbarglied die fimmtlidhen itbrigen Glieder ju
gany beftimmten Bewegungen veranlaft werden, ober nidt.  Dad
exfteve ift bet dem Bier betvacdjteten SRurbelbetviebe offenbar der Fall, denn
giebt man 3 B. der Kuvbel irgend weldje Vewegung von 4 B in die
fage A B, fo ift die ugehirige Beridjiebung von C nad) €’ vollfommen
beftimmt, da ja gur BVevjeidnung ded Dreied8 A B' C' die Beftimmungs-

Big. 32. ftitfe befarmt find. Unbders verhilt
fid) in diefer Hinfidht 3. V. die in
Big. 32 ftizzivte Berbindung dev fiinf
Gylinderpaare A BC DE, denn wenn
0D man hier dem Glicde A B gegen A E
eine Vewequng evtheilt, etwa von
AB md)y AB', fo ijt dadurd) die
Lage vort ¢ und D nod) vollfonmen
unbejtimmt, da die gur Feftftellung
bes Fitnfeds A BCDE gegebenen Be-
ftimmungsftiide, bdie fiinf Seiten und ein Winfel EA B’ nid)t ausveidjen.
68 fann 3. B. dag Paar C ebenfowoh( nad) €’ wie nad) C” gelangen,
und D in feiner wrfpritnglidhen Yage D verharven oder nady D' gefithret
werden.  Da e8 bei Ausfithrung der Majdyinengetricbe davauf antonmmt,
gany beftimmte Vewegungen dev cingelnen Organe ju cvgielen, fo ergicbt

E
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fich alfo, daf 8 fich dabei mur um foldhe Einematijdje Ketten hanbdeln fann,
bet weldjen cine Bewequng eined Gliedes gegen ein benachbavtes gang be-
ftimmte Bewegungen der itbrigen Glieder jur Folge hat. Eine foldje Kette heift
eine swangliufig gefd)loffene oder fdhlechtweg eine gefchloffene Kette.

LWenn man in einer gwangliufigen finematifhen Kette, b. §. einer BVev-
bindbung von Elementenpaaven wie die oben befprochene, Fig. 31, ein gewiffes
®licd fefthiilt, 3. V. den Fundbamentralhmen Ay Dy, o werden aud den vela-
tiven Bewegungen dev cimgelien Glieder, 3. V. dev Kurbel A; By, dev Lenfer-
ftange 2c. abjolute Vewegungen in dem mit dem feftgehaltenen Gliede ver-
bunden gedachten Namme.  Eine foldje gefdyloffene finematijhe RKette, von
weldjer cin Glied feftgehalten wird, it nad) Reuleauy ein Mafdyinen-
getviebe oder et Mechanidmus, und e8 wird davaus, der oben gegebenen
Definition entfprechend, eine Mafdyine, wenn auf ein Glied deffelben eine
dufere Sraft in foldyer Weife wivtt, daf fie cine Bewegung deffelben hervorbringt.

Getriebebildung aus der kinematischen Kette.  Denft man
fid) dag Glied A, D, der finematifdjen Kette Fig. 33 feftgeftellt, fo evhiilt

TFig. 33. g

\
\
\
1
\

1

\
1
\
|

man dag befannte und viel vevbreitete Kuvbelgetviecbe. Was bdabei bie
Bewegungen dev eingelnen Glieder anbetrifit, fo ift sunddyft flar, bdaf
die dem feftgeftelliten Gfiede A, Dy benachbarten Glieder mue foldhe ab-
folute Bewegungen annehmen fonnen, wie dicjenigen Paare fie yulafjen, duvd)
weldje jene Glieder mit dem feftgehaltenen Gliede zujommenhingen. So
fann 3. B. die Kubel 4, B; mur eine Drehung um die Are A; annehnten,
und die beiden Polbafhnen, weldje die velative Bewegqung dev Kurbel 4, By
gegen die Grundplatte A, Dy beftimmen, find in diefem Falle ju einem
Puntte, dem Arenpunfte dev Welle A;, sufammengefchrumpit. In gleicher
At evfennt man, daf dic Bewegung des Krewgfopfes C) D, lediglic)eine gevad-
linige Sdjiebung fein fann, wie dag Prismenpaar D fie geftattet, in weldjem
ver Sveugtopf €D, mit dem feftgehaltenen Glicde A, Dy jujammenthingt. -
Die Bewegung cines Glicdes, weldjes wie die Lenferftange By Cy nicht divect
mit dent fejtgehaltencn Gliede vevbunbden ift, fondern mit demfelben erft
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duvd) Bwifdjenglicder jufammentingt, ift von einer mehr yufammengefessten
Befdjaffenheit, denn diefe Bewegung ded Gliedes By €y hiingt chenjowolhl
von der Natur dev Paare B und C ab, durd) weldje ¢8 mit den benadjbarten
Gficdern verbunben ift, wie aud) von bder Vewegqung bdiefer Glieder felbit,
b. h. alfo von bder Art der Paare 4 und D, weldje diefe Rwifdjenglicder
mit dem feftgehaltenen verbinden, im vorliegenden Falle alfo von allen vie
Paaren. Will man die abfolute Bewegung cined foldjen Glicdes By Cy,
b. h. alfo feine velative BVewegung gegen dasd feftgehaltene A, Dy fennen
Ternen, fo hat man nuv ndthig, in der in §. 8 angegebenten Weife die Pol-
bafuen fite die Bewegung u geidjnen.  Hierbet erhilt man jwei Polbahnen,
eine fefte P;, mit dem Glicde Ay Dy, und eine beweglidhe Py, mit dev Yenfer-
ftange B, C; verbunbdene, weldye (epteve auf der evteven vollend ju denfen it.

LWenn nun aud), wic fdhon bemerft, die Bewegung der Yenferftange B, C,
von der Natur fimmtlidjer Paave 4, B, C, D abhingig ijt, fo (Gt fid)
dod) zeigen, daf man diefe Vewegung tmmer aud mur ywei Vewegungen ju-
fammenfeggen fann, von bdenen die eine dem Paave entjprid)t, weldjes die
Stange mit einem Nadjbarglicde verbinbdet, wihrend die andere Veweging
bemjenigen Paave eigenthitmlid) ift, weldjes diefes befagte Nadybarglicd mit
dbem feftgehaltenen verfniipft. Man fann nimlid) die Bewegung dev Stange
B C cbenforwohl gujanmengefest denfen aug einer Drehung um B in Bar-
bindbung mit einer gewifjen Drehung um A, wie aud) andeverfeits aus einer
Drehung um C in Berbindung mit einer Sdjiebung entlang dem Prisma D.

Um bdie§ u evfennen, hat man fid) nur vorguftellen, daf dem ganzen Sy-
fteme eine jufipliche Bewegung ertheilt werde, welde der Umbdrehungs-
bewegung der Surbel A B um A genau gleid) und entgegengefesst ift, wo-
duvd) an der velativen Bewegung dev eingelnen Glicder nidhts gedindert wivd.
Wan erhilt dadurd) aber offenbar eine vevimderte Anordmung des Getricbes,
indem munmehr die Kurbel AB in Stillftand verfegt wird, wihrend die
vorher feftgehaltene Grunbdplatte AD bdie jufiplide Bewequng um A an=
nimmt.  Aud) die abfolute Bewegung dev beiden anbdeven Glieder B € und
CD it natitvlid) durd) die gedadyte jufiitsliche Bewegung verindert worden,
und gwar hat die Stange B C jefst nur nod) eine Rotationsbewequng um B,
Diefe Stange hatte aber im vorher angenommenen Falle, wo A D bdas
feftgehaltene Glied war, eine Bewegung, wie fie dem Abrollen dev Polbahn
P, auf der feften Polbahn Py entfpridyt, und da mun diefe legtere Bereguung
durd) Bufas einer Drehung um A auf eine Drehung um B veducirt worden
ift, fo geht daraus fHervor, daf die abolute Bewequng der Stange B C,
wenn A D fejtgehalten wird, fid) aus jwei Drchungen um A und B ju-
jammenfegen mufite.  Man fann fid) diefes Verhalten aud) leicht duvd) die
Figur veranfdjoulidjen. Denft man niimlid) die Kurbel aus ihrer Yage
BA in cine andere Lage A B’ gebradyt, fo gelangt hievbwvd) C nady €’
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aljo die Stange BC in die Lage B'C'.  Jn diefelbe LYage wird die Stange
B C aber audy itbergefiifrt, wemn man ihr guerft eine Drehung um A in
dbemfelben Betvage BA B wie bev Kurbel evtheilt, 3 B. indem man die
Gtange B C bei B umwandelbar mit dev Kurbel verbunden bdentt, wo-
burd) B C in bdie Lage B' Cy gefithrt wird, und davauf eine Drehung dex
Gtange um B aus der Lage B'Cy in biejenige B'C’ folgen Lift. '

et man anderevfeitd dem gangen Syfteme, in weldjent unddhit wieder dex
Rahmen A D feftgehalten gedacht wird, eine jufipliche Bewegung extheilt, weldhe
der Berfdhicbung des Kreusfopie CD gleic) und entgegengefet ift, fo wird
badure) der Krewsfopf yum Stillftande gebradht, wihrend dev Rafhmen A D
bie gedacyte Vevjchiebung annimmt.  Die Bewegung dev Lenferftange B C
vebucivt fid) jet auf eine Drehung derfelben wm € und man fann davaus
in dhnlicdher Weife wie vorher fdlicfen, dafp die Vewegung der Lenferftange
bet feftgehaltenem Rahmen AD aud) aud einer Drehung wn C und einer
Berfdjicbung entlang dem Prisma D zufammengefept gedacht werden fam,
Aucy diefe Cigenfdjaft dev Bewegung von B C (aft fid) aud dev Figur er-
fermten.  Dagur denfe man fid) die Kurbel A B in die Yage A B” gebradyt,
wobet C' nad)y C”, alfo B C in bdie neue Lage B” €' gelangt. Dann er=
fieht man, dag die Stange aug BC aud) in diefelbe Lage B” " itbergefithut
wird durd) eine Bevfchicbung im Betrage CC”, wodurc) die Stange nady
B, C" gelangt, und eine davauf folgende Drefung um €', wodwd) B,
nad) - B” fallt.

G ift daher die oben angegebene Vehauptung nacjgewiefen, wonad) bdie
Bewegqung irgend eines Glicdes (BC) fich) gufammeniesst aus einer Bewegung,
wie fie eines der Paave (B oder ) geftattet, die duvd) dag Glied verbunbden
find, und einer wweiten Bewegung, weldje diefem Paare felbft vermibge feiner
Berbindung mit dem feften GSlicde (bei A refp. D) sugelaffen ift.

Faft man einen dev im BVorftehenden betrad)teten Fille g Auge, etwa
berjenigen, wo die Kuvbel duvd) Cinfithrung einer jufiflichen Drehung des
gangen Syftems um A in Stillftand verfept ift, fo Haben in diefem Se-
triebe die beiden der Kurbel benad)bavten Glieder BC und AD nuv einfache
Drehbewequngen um B vefp. A, und ihre Polbahnen veduciven fid) auf
diefe Aven. Das vierte Glicd CD dagegen hat jept eine zufammengejeste
Bewegung, die man nad) dem obigen Gefepe al8 aus einer Drehung um
C verbunbden mit einer foldjen wm B oder aus einer Sdjicbung entlang D
verbunden mit einer Drehung um A jufommengefept anfeben famn. €8
(6Bt fi) auch diefe Vewegung iwie vordem diejenige der Lenferftange mit
Hitlfe der Polbahnen afl8 eine vollende auffaffen. Man exhiilt hier durd)
bie entfprecjende in §. 8 angegebene Conftruction wei yoeitere Polbahnen,
und goar eine mit dev feftgehaltenen Kuvbel verbundene Py, auf weldjer bdie
andere mit dem Krveuzfopfe verbunbdene Py fich abwilzt.
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PWollte man dagegen, von dev urfpriinglidjen Borausjetsung des feftgehaltenen
Rahmens A D audgehend, duvd) eine dem gangen Syfteme evtheilte jufi-
lide Schicbung pavallel dem Pridma D den Krewgfopf CD in Stilljtand
verfegen, fo wiicde man bei der Conftruction dev Polbahnen, weldje mummehr
bie Bewequng der Kurbel gegen den feftgehaltenen Krewstopf beftimmen,
offenbar ju denfelben Gurven P; wnd Py wie vorhin gelangen, nuv daf
jet die dem Sreugtopfe sugehovige Polbahn Py ald die fefte und Py al$ die
beweglidhe angufehen ift. Gin gany analoges Verhalten findet natitelid)
aud) jwifdjen den beiden nidjt benadjbarten Gliedern A D und B C ftatt;
wenn man nimlid) die Lenferftange B C in Stillftand verfept, fo exhlt
man die Bewegung des RNahmens A D gegen bdie Yenferftange dure) eben
diejelben Polbahnen Py und Py dargeftellt, weldhe fdjon oben bei feftgehaltenem
Rahmen AD gefunden wurden, wobei jept aber die der Venferftange ju-
gehirige Polbahn Py bdie fefte und Py die beweglidye ift.

Aus den vorftehenden Grmittelungen Bat fid) cvgeben, wie man aus dev:
felben finematifchen Sette durd) Feftitelung ihrer verjdhicdenen Glieder Fu
cbenfo vielen verfdjicdenen Getvieben BVevanlaffung geben fann, al§ die Kette
Olicver fat. So verfdhieden oftmals aud) die Vewegungen diefer einjelnen
Oetricbe exfdjeinen, fo liegt dod) allen daffelbe Gefety der velativen Bewe-
‘qungen gu Grunde, das durd) diefelben Polbahnen anggedritdt ift. Diefes
fiir die Majdjinenconftruction duferft widtige Gefets der Getriebebildung
burd) Feftitellung verfdjiedencr Glieder einer finematijden Kette
ijt guerit von Reuleaur gefunden worden.
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