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Sinleitung.

Grundlehren der Kinematif,

Kinematik. In erften Theile diefes Werkes, welder die theoretiiche

Mechanik behandelt, find die Bewegungsgejege der Körper unter der Bor

ausfegung entwidelt, daß diefelben ala materielle Punkte den auf fie ein

wirkenden Kräften frei beweglid) folgen fönnen, wobei dann die von ihnen

bejchriebene Bahr als Nefultat der Einwirfung der gedachten Kräfte fich

ergiebt. Beifpielsweife ift die Bahn einer abgefchoffenen Kugel wefentlich

von der Schwerkraft und dem Luftwiderftande bedingt. Im Mafchinenbau

fann man den einzelnen Organen eine folche Freiheit der Bewegung nicht

geftatten, fondern [preibt ihnen durd, äußeren Zwang, wie 3. DB. durd) feite

Leitungen, beftinmte Bewegungen vor. Bereits in Theil I. 8. 299 ift die

Wirkung folcher feften Führungen erläutert und dabei bejonders hervorgehoben,

daß die Peitbahn in jeden Augenblice genau foldhe Kräfte auf den Körper

ausübt, wie fie auf den frei gedachten Körper wirken müßten, wenn derjelbe

fi) zufolge diefer Mräfte in der nämlichen Bahn bewegen follte. &s ift alfo

auch hier, wie bei der freien Bewegung, die befchriebene Bahn das Kefultat

von Kräften, aber e8 befteht der Unterjchied, daß, während bei dem frei be-

wegten Körper jede Aenderung der Kräfte mit einer Yenderung der Bewe-

gung, ihrer Form wie ihrer Gefchwindigfeit nach, verfnüpft ift, die Bahn
eines zwangläufig geführten Körpers eine beftimmte, von der Einwirkung

äußerer Kräfte unabhängige ift. Durch folche äußeren Kräfte fan wohl die
Intenfität dev Bewegung aller Theile des betreffenden Mafchinengetriebes

vergrößert oder verringert werden, jedoch bleibt das Berhältnig zwilden
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den Gejchwindigfeiten der einzelnen Theile zu einander in jedem Falle unver

ändert daffelbe, ebenfo wie die Bahnen der einzelnen Theile felbft unverän-

dert bleiben. Diefes VBerhältnig und diefe Bahnen find nur von dem geo-

metrischen Zufammenhange der geführten Theile zu einander und der Führungs:

organe zu ihnen abhängig.

Eine Unterfuchung diefer- Abhängigkeit, die u dem Vorftehenden einen

wejentlich geometrifchen Charakter haben wird, hat aljo weder auf die äuße-

ren treibenden Kräfte Ricficht zu nehmen, nod) mit der Zeit oder der ab»

joluten Gefchwindigfeit zu vedjnen. Nur um die Ermittelung der gegen-

feitigen Bahnen der bewegten Elemente fowie um das Berhältnig von

deren relativen Gefchwindigfeiten fann es fi) handeln. Der Biffenfchaft,

welche fich mit diefer Unterfuhung befehäftigt, und deren Wichtigkeit der Ber

deutung des Mafchinenwefens entfprechend ift, hat man den Namen Kines
matif*) oder Mafchinengetriebelehre gegeben. Zum befjeren Berftänd-

niß der in diefem Bande gegebenen Theorie der Zwifcenmafchinen follen die

Grumndgefege diefer Difeiplin hier angeführt werden.

Bewegung der Körper im Allgemeinen. In dem Folgenden $. 2,

find ftets ftarre Körper vorausgefegt, d. h. foldhe, deren einzelne Punkte un:
veränderliche gegenfeitige Abftände von einander haben und behalten. Wenn
e3 au) in Wirklichkeit abjolut ftarre Körper nicht giebt, vielmehr alle ung

befannten Materialien unter Einfluß äußerer Kräfte gemwiffe elaftiiche Yorm-
änderungen annehmen, fo find doc) bei den im Mafchinenbau vorzugsweife

angewandten Stoffen diefe Veränderungen fo unbedeutend, daß fie für die

hier folgenden Erörterungen vernadjläffigt werden dlirfen.
Wenn ein freier ftarrer Körper eine ganz beliebige Bewegung gemad)t hat,

fo ift feine neue Lage im Allgemeinen vollftändig beftimmt, wenn die Orte

von drei nicht im gerader Pinie Fiegenden Punkten befannt find. Dies geht
ohne Weiteres daraus hervor, daß ein Körper vollftändig an der Bewegung
gehindert ift, fobald drei feiner Punkte, die nicht in gerader Linie Liegen, feit-

gehalten werden. Wenn bei der gedachten Bewegung ein Punkt des Körpers
feinen Ort beibehalten hat, etwwa indem man ihn durd) Fefthalten an einer

Bewegung verhinderte, jo genügt zur Beftimmung der neuen Yage des Körpers

*) Häufig verfteht man unter Kinematit oder Phoronomie allgemein die

Lehre von der Bewegung, fofern fie auf die Urjadhen derjelben oder die Kräfte
nit Rücficht nimmt, fondern lediglich die Natur der Bewegung in Betracht zieht.
In diefer Art ift die Kinematit au) im erften Theile, $. 49, aufgefaßt. (Siehe

au: Schell, Theorie der Bewegung, ©. 5.) In dem Folgenden verftehen wir
unter Kinematif jpeciell die Lehre von der „Verurjadung der gegenjeitigen
DOrtsveränderungen in derMafchine”, fiehe Reuleaur: Theoretijche Kine:
matif, ©. 43.
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offenbar fchon die Kenntniß des Ortes von nur zwei anderen Punkten, die

mit dem feftgehaltenen nicht in gerader Linie Liegen. Ebenfo reicht, wenn

der Körper in zwei Punkten feftgehalten worden ift, zuw unzweifelhaften Bes

ftimmung der neuen Köuperlage die Kenntniß des Ortes eines einzigen Punktes

aus, welcher nicht in dev Öeraden der beiden fejtgehaltenen Punkte liegt. Wie

fchon Theil I. $. 132 angegeben, ift jedem Elemente eines in einem einzigen

Punkte feftgehaltenen Körpers nur eine Bewegung in einer Kugelfläche ge-
ftattet, dexen Halbmefjer dev Abjtand des betreffenden Punktes von dent feit-

gehaltenen und deren Centrum der letere Punkt ift, während irgend ein

Element eines in zwei Punkten feftgehaltenen Körpers fich nur in einem

zur Verbindung dev beiden Feftpunkte fenfrechten Kreife bewegen kann, deffen

Halbmefjer dent Abftande des Elementes von jener VBerbindenden gleid) ift.
Der Ießtere Fall ift in der Praxis durch eine in zwei Yagern gehaltene Are

oder Welle vepräfentirt, während dem erfteren Falle die um die fugelförnige

Kup drehbare Bonffole entjpricht.
Handelt e8 fich fpeeiell um die Bewegung eines jogenannten ebenen

Spftems, d. h. umeine folche Bewegung eines Körpers, bei welcher die
Bahnen aller Körperelemente in parallelen Ebenen gelegen find, jo genügt
offenbar fchon die Kenntniß des Drtes zweier Punkte zur Beftinmung der

bezüglichen Lage des Syftems. St hierbei außerdem ein Punkt feitgehalten,

fo befehränft fich die ganze Beweglichkeit des Körpers auf eine Notation de-

felben um eine Are, die imfeftgehaltenen Bunkte auf den parallelen Ebenen

fenfrecht ift, in denen die Bewegung vor fich geht; es ift aljfo zur Beftimmung

der Lage des Syftems°nur noch die Kenntniß des Ortes von einem Punkte
erforderlich.

Vapt man in dem legteven Falle, wo die Bewegung fänumtlicher Elemente

in parallelen Ebenen vor fich geht, die Bahn eines Punktes in feiner Eberte

ins Auge, fo ift leicht erfichtlich, daß diefe Bahn, wie fie auch befchaffen fein
möge, congruent mit den Bahnen aller derjenigen Elemente fein muß, die
mit den betrachteten Punkte in einer auf den parallelen Ebenen fenkrechten

Geraden liegen. Wenn man daher in diefem Falle die Bewegungen der
Punkte in einer einzigen dev gedachten Parallelebenen Kennt, jo ift hiexdurc)
aud) die Bewegung des ganzen Syftems beftimmt. Bei den nachfolgenden

Entwidelungen foll zuvor diefer für die Praxis befonders wichtige Special-
fall einer ebenen Bewegung ing Auge gefaßt werden, und fei der allgemeinere
Tall einer ganz beliebigen Bewegung, welcher nur geringere Bedeutung fr
den Mafchinenbau hat, nachträglich befprochen,

Einfache Bewegungen, Alle Bewegungen von Körpern laffen fi)
auf zwei einfache oder elementare Bewegungen zurictführen. Diefe beftehen
in einer Translation oder Berjchiebung nad) einer beftimmten Richtung
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und in einer Drehung um eine gewiffe Rotationsare. Bei einer Verchie>

bung befchreiben fänmtliche Punkte des Körpers congruente und paral-

fefe Bahnen, und e8 genügt daher zur Beftinmmung einer Verfchhiebung, die

Bewegung eines Punktes zu fennen. Unter der Richtung der Berfchiebung

ift Hier in jedem Augenblide die Richtung des betreffenden Bahnelementes

eines beliebigen Punktes verftanden. Diefe Bahn kann geradlinig, einfac)

oder doppelt gefrlimmmt fein, je nachdem dieauf einander folgenden Richtungen

fänmtlich in eine Gerade fallen, oder in einer Ebene liegen oder beliebig im

Raume find. Da die Wege aller Punkte in beliebiger Zeit jtets gleich groß

find, fo folgert fich daraus auc die Gleichheit der Gejchrwindigfeiten und

Befchleunigungen aller Punkte des Körpers fowohl der Größe wie aud) der

Richtung nad. Durd) eine Strede von beftimmter Yänge und Ridtung

fann daher immer die Translationsbewegung eines Körpers fowie deren

Gefchtwindigkeit oder Befchleunigung für einen gewiffen Augenblick unzwei-

deutig angegeben werden, wenn man dur, einen Pfeil oder in fonftiger

BWeife aud) den Sinn der Bewegung andeutet.

Bei der Notation eines Körpers um eine Are bejchreiben jänmtliche

Punkte in irgend einem Augenblice mit gleicher Wintelgefchtwindigfeit Kreis:

bögen concentrifd) zur Drehare, deren Yängen ihren Halbmefjern, d. h. den

fenkrechten Abftänden diefer Punkte von der Are, proportional find. Die

Gefchhrwindigkeiten und Befchleunigungen der einzelnen Punkte find daher wie

ihre Wege ebenfalls den jenkrechten Arenabftänden proportional. Man ftellt
eine Drehung des Körpers graphifc durd) eine Strede in der Aren-

richtung dar, deven Länge proportional dem Drehungswintel ift, und giebt

den Sinn der Drehung durch eine an das Ende der Strede gefegte Pfeil-
fpige an. Diefe Pfeilfpige jest man fo, daß einem Beichauer, welder auf

die Spite Hinficht, die Drehung in dem Sinne der Ührzeigerbewegung er

fcheint.
Man fann eine geradlinige Verfchiebung aud) als eine Notation um

eine unendlich weit entfernte Are anfehen, fo daß die Notation eigentlicd) als

der allgemeinere und die Verfhhiebung als der befondere Fall ericheint.

Diefe beiden einfachen Bewegungen fünnen fi) in mannichfaltiger Weife

zufammenfegen, und jollen diefe Zufammenfegungen der Hauptfache nad) hier

angeführt werden.

Zusammensetzung einfacher Bewegungen. m Yolgenden follen

unter Berfchiebungen oder Translationen immer geradlinige verjtanden wer-
den, wodurch der allgemeinen Gültigkeit dev Entwidelungen tein Eintrag ge
fchieht, da man jedes unendlich Heine Element einer gefrinmten Bahn immer
als geradlinig anfehen kann. Wie zwei oder mehrere geradlinige Bervegungen

zufammtengefetst werden, ift durd) die Lehren vom Parallelogramım der Ber

u
r
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wegungen, der Gefchwindigfeiten und der Befchleunigungen hinlänglich er-

läntert. Dabei ift e8 für das Nefultat, d. h. für die Oxrtsveränderung,

gleichgültig, ob die einzelnen Bewegungen nad) einander erfolgen oder gleic)-

zeitig vor fich. gehen, wie legteres z.B. der Fall ift, wenn ein Körper fich auf
oder in einem anderen verjchiebt, welcher felbt eine Translation erleidet, 3.8.

das Windengeftell auf einer in Bewegung begriffenen Lauffrahnbrüde.

Ehenfo ift e8 bei der Zufammenfegung zweier Drehungen eines Körpers

um diefelbe Drehaxe gleichgültig, ob die beiden Drehungen nad) einander

erfolgen oder gleichzeitig, wie e8 z.B. mit einer Perfon der Fall wäre, welche
auf einem bewegten Carouffel eine eigene Bewegung concentrifch zur Are
de3 Carouffels hätte. Die abfolute Bewegung des Körpers ift in jedem
Falle libereinftimmend mit einer Drehung um die gemeinfame Are und von

einem Betrage gleich der algebraifchen Summe der beiden Einzeldrehungen.

Wenn ein Körper einer VBerfchiebung und einer Drehung ausgefegt ift,
fo ift e8 in Bezug auf die Ortsveränderung der Punkte deffelben gleich-

gültig, in welcher Reihenfolge die beiden Bewegungen vor fich gehen und .
können diefelben daher auc) als gleichzeitige angenommen werden. \ It 3.2.
AB, Sig. 1, die Horizontalprojection eines Krahnauslegers, deffen Säule

A auf einem Rollwagen fteht, jo gelangt der Schnabel B durch eine Drehung

um den Winkel & md darauf folgende Berfchiebung des Nollfrahns um
die Länge s von B durd) CO nad) C’. Ehendahin gelangt aber B aud) auf
dem Wege BB’ C’, wenn man den Krahn erft um s verfchiebt und hierauf
ihn aus der Lage A’B’ um den Winkel:& dreht. Werden endlich beide Be-

wegungen gleichzeitig vorgenommen, fo bewegt fic) der Schnabel B direct,

etwa in der Diagonale BC’ nad) demfelben Orte C'.

Fig. 1. Fig. 2.

 

Wenn ein Körper einer Drehung um eine Are und einer Ver-
fhiebung in einer zu diefer Are fenfrehten Richtung unter-
worfen wird, fo Laffen fich diefe beiden Bewegungen ftets zu
einereinzigen Drehungzufammenfegen, deren Winfelbetraggleid;
dem der gegebenen Drehung ift. Ift nämlic), Big. 2, A der Durd)-
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fehnitt der zur Ebene der Zeichnung jenkrecdhten Are, um welche der Körper
eine Drehung im Betrage des Winkels @ empfangen foll, nd AA’ —=s
die ihm zu ertheilende Berfchiebung, jo lege man AD fenfreht zu AA’

und trage zu jeder Seite von AD den Winkel “= an, mac}e aljo

DAUS=-DA0 — = Durd) die Drehung des Körpers um A ges

langt offenbar die Gerade A C in die punktirte Zwifchenlage A C’, aus
welcher fie dann in Folge der Berfchiebung um AA’ in die Endlage A’ B
übergeht, welche man erhält, wenn man durd) A’ die Gerade A’B parallel
zu AC’ legt. Zieht man nod) BB’ parallel AA’, fo erhält man in B’

einen Punkt dev Geraden A C’, welcher durch, die Verfcdiebung nad) B ge:

langt. Da nun nad) der Conftruction leicht AB’ — AB fid) folgern läßt,
fo ergiebt fid, auch, daß der genannte Punkt 3’ vor der Drehung in B feinen

Drt gehabt haben muß, alfo in demfelben Punkte, nach welchem ihn die auf
die Drehung folgende Verfciebung wieder zurücführt. Diefer Punkt B und

daher die in ihm zur Figur jenkrechte Gerade haben daher den urfpringlichen
Ort nicht geändert, woraus ohne Weiteres folgt, daß die Bewegung des

Körpers mur eine Drehung um die in B normale Are fein kann. Die
Figur ergiebt aud), daß die Drehung um B in demfelben Sinne und zu
demfelben Betrage erfolgt ift, wie die zuerft um A vorgenommene. Wäre

die Drehung um A oder die Verfchiebung in der entgegengefegten Nidjtung
dor fid) gegangen, als hier angenommen, fo wirde die Are der refultivenden
Drehung, wie leicht zu erkennen, anftatt in B auf der anderen Seite von
AA’ nämlich, in B” vejp. B"" gelegenfein.
Daß man umgekehrt innmer die Drehung eines Körpers um eine gewiffe

Are (B) erfegen kann durch eine ebenjo große und in demfelben Sinne gerichtete
Drehung um eine zu jener Are parallele Gerade (A) von fonft beliebiger
Lage und durd) eine entfprechende Berfchiebung (AA’) normal zu den Aren,
folgt leicht durch eine dev vorigen analoge Betrachtung. Es ergiebt fid) die

Größe der betreffenden VBerfchiebung AA’ —= BB — 2d sin <, wenn

unter d der Abjtand AB der beiden Aren verftanden wird.

Zwei Drehungen. ®enn ein Körper nad) einander zweien 8.5.
Drehungen um parallele Aren ausgejegt ift, fo fann man die-
felben immer erjegen durd) eine einzige Drehung um eine zu
jenen parallele Are, deren Winkel glei der algebraifchen
Summe der Winkel ift, um welche die Einzeldrehungen aus-
geführt werden. Seien z.B. A und B, Fig. 3 (a. f. ©.), die Punkte
des Körpers, durch welche die zur Figur jenfrechten Dreharen hindicchgehen,
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und feien unter & vefp. ß die zugehörigen Drehungswintel verftanden, Wird

der Körper zunächft um die Are A gedreht, fo gelangt dadurch B in die

neue Lage B’, weld)e ala Endlage diefer Are anzufehen ift, da die leßtere

Big. 3.

   
B D

bei der num folgenden Drehung um den Winfel A ihre Page. nicht mehr ändert.

A hingegen gelangt durch diefe Drehung in die Endfage A’. Daß mar das

Refuktat diefer Drehungen aud) dur) eine einzige erfegen Fann, exgiebt id)

in folgender Weife. Halbivt man durd) AD den Winfel & over BAB',

macht aljo DAB’ = DAB—= 51 gelangt die Halbivende AD durd)

die Drehung um A in die Lage AD’, wenn D’AB! ebenfalls gleic) =

gemacht wurde. Trägt man nun zu beiden Seiten von AB! den Wintel

a an, macht alfo ABE — AB'E" = 2

um B’ offenbar die Gerade B’ E’ in die Lage B’E”, und es ift leicht zu

erkennen, daß der Durchfehnitt C’ von AD’ mit B' E’ nad) C fallen muß,

da aus der Conftruction B’C’ —= B’C folgt. Da num aber ebenfalls nad)

der Konftruction AO = A C" ic) ergiebt, jo ift hiermit bewiefen, daß der

dur) die Drehung um B’ von C’ nad) C gelangte Punkt des Körpers ur-
fprünglic fchon diefelbe Page C inne gehabt hat, aus welcher Lage C er

durch) die um A erfolgte Drehung nad) C’ übergeführt worden tft. Diefer

Punkt C Hat alfo in Folge der beiden Drehungen feinen Drt nicht verändert,

weshalb man annehmen muß, daß die gefanmte Bewegung des Körpers fi)
aud) durd, eine Drehung deffelben um die Are C erfegen läßt. Da bei
diefev Drehung der Punkt B in feine Endlage B’ gelangen muß, fo tft dieje

Drehung um den Wintel B CB’ — y vorzunehmen. Es folgt aus der

Vigur für diefen Winkel ohne Weiteres

fo kommt bei dev Drehung
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VEZBGB—= 2DAB HP.

Daß e8 hierbei nicht gleichgültig ift, in welcher Aufeinanderfolge man die
einzelnen Drehungen vornimmt, ergiebt folgende Betrachtung. Jede der

beiden Dreharen A und B verdankt ihre Ortsveränderung Lediglich der

Drehung um die andere Are, da die Drehung um fie felbft zu einer Ber-
änderung ihres Orts feine Veranlafjung giebt. So gelangt beifpielsweife
B durd) die Drehung & um A in ihre definitive Lage B’, vorausgefegt, daß

wie oben angenommen wurde, die Drehung « um A zuerft vorgenommen

wird. Wollte man mun aber die Drehung B um B zuvörderft eintreten
lafjen, jo würde dadurd) A im die neite Endlage A” geführt, und es wirde

jest durch die um diefe Are A” folgende Drehung & die Are B nicht nad)
B’ wie vorhin, fondern nad) 3” gelangen. Während alfo die Pinie AB

durch die beiden aufeinanderfolgenden Drehungen & und B in die age A’ B’

übergeführt wird, fo wird, wenn die Drehungen in der umgekehrten Reihen
folge ß, & vorgenommen werden, diefelbe Finie AB in die Endlage A” B"
gelangen. Cs ift übrigens ohne Weiteres Har, daß diefe beiden Yagen A’ B’
und A”B” parallel fein müfjen, denn fie önnen beide dadurch erhalten
werden, daß dem Körper um den Winkel & + B in demfelben Sinne eine
Drehung ertheilt wird, nur find die Aren, um welche dies zu gejchehen hat,
verjchiedene, in dem erften Falle, wie oben ermittelt, nämlid) C und in dem

legteren Falle C”, weldye Yage fid) ergiebt, wenn man ABC" — [4 und

B4A'0" — 5 macht. Man erfennt aus der Figur Übrigens leicht, da

die Derter C und C” diefer beiden refultivenden Aren fymmetrifch gegen die
urfprüngliche Yage der Arenverbindung AB liegen.

Denkt man die Drehungswinkel & und B Heiner und Heiner werdend, fo
ergiebt fich, daß die beiden Derter C und C” fiir die Aren der refultivenden
Drohungen fid) der urfprünglichen Axenverbindung AB von beiden Seiten
mehr und mehr nähern. In dem Gvenzfalle, wo & und ß unendlic, Feine
Winkel vorftellen, wird der Abftand der Aren C und C" von AB jelbft
aud) ein unendlich Kleines werden, d. h. die beiden Aren fallen in einem
Punkte C, der Geraden AB zufammen. Was die Lage diefes Punktes C,
zwifchen A und B anbetrifft, fo fan man bemerken, daß für die Dexter
© und C” der vefultivenden Are fortwährend die Gleichung gilt:

OA:OB=0"A: 0"B = sin “ : sin =.

Diefe Gleichung geht für den Fall, wo & und PB unendlich Hein find und
C mit CO” in C, zufammenfällt, über in

A: Bea Bi
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d. h. die Are der vefultivenden Drehung zweier unendlich Fleinen Drehungen

um parallele Aren liegt in der Ebene diefer beiden Aren und zwar in Ab-

ftänden von denfelben, welche fich umgefehrt wie die Drehungswinfel ver-

alteır.

: Bisher ift angenommen worden, daß die beiden Drehungen um die Aren

Aund B in demfelben Sinne (vechtsum, wie die Uhrzeigerbewegung) vor fic

gehen follen. Vorftehendes bleibt aber aud) richtig, wen die Drehungen in ein-

ander entgegengefegtem Sinne erfolgen, nur hat man dann unter der Summe

& + B die algebraifche Summe zu verftehen, indem man dem einen Drehungs-

winkel das pofitive, dem anderen das negative Zeichen giebt. Der Sinn der

vefultivenden Drehung ftinmmt dann mit derjenigen Drehung überein, deven
Borzeichen die algebraifche Summe von & und B hat, d. h. mit dem Sinne

der abfolut größeren Drehung. Sol 3. D., Fig. 4, der Körper einer Rechts:

Fig. 4. drehung & um A und dann einer Linfsdrehung
ß um die Are B, welche dann nad) B’ gelangt

ift, unterworfen werden, fo halbive man den Dre-
hungswinfel BAB’ — « durd) AD und trage

den Winfel E — AB'E an. In dem Schnitte

CO erhält man dann denjenigen Punkt, welcher
durch die Drehung «a um A nad) C’ und durd)
die entgegengefeßte Drehung ß um B’ wieder nad)

C zurücgeführt wird. Diefer Punkt vepräfentirt

alfo die in ihm normal zur Bewegungsebene zu

denfende Are der vefultivenden Drehung, deren Be-

trag gli 2DOCE — y—= a — ß ift, woraus

die oben angeführte Negel fid) exgiebt.

In Bezug der Reihenfolge der beiden Drehungen
gilt das oben fiir übereinftimmende Drehungs-

richtungen Gefagte, und man findet demnad) in dem Punkte O’’, welcher zu

AB eine mit CO fymmetrifche Lage hat, den Fußpunft für die Are der
vefultivenden Drehung, welche die umgekehrte Aufeinanderfolge der Drehungen

ßB,@ exfegt. Ebenfalls Liegt dev Arenpunft Ch, welcher den unendlic) Kleinen
Drehungswinfeln @ und B entfpricht, fo auf der verlängerten Arenverbindung

AB, daß wie oben GA: GB —=Pß:« ift.

 

Rotationspaar. Wenn die beiden entgegengefegten Drehungen um
zwei parallele Aren A und B, Fig. 5, von gleicher Größe & find, fo fällt
die Are dev vefultivenden Drehung in die Unendlichkeit, indem nämlich die

beiden zur Conftruetion diefes Axenpunftes dienenden Winkelhalbivenden AD

und B’E’ in diefem Falle parallel werden. ine Drehung um einen un-
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endlich fernen Punkt ift aber einer geradlinigen Berfchiebung des Körpers
gleichzufegen. In der That ift die aus beiden Drehungen vefultivende End-

lage des Körpers A’B’ parallel der urfprünglicen
m AB, und e8 hat fonad) eine Verfchiebung ftatt-

gefunden, welche durd) die Strede AA’ oder BB’

ausgedrüct ift. Daher ift die Größe diefer Ber

Idiebung

AUZEBB = 24 2

wern d wieder den Arenabftand AB bedeutet.

Der Winkel P, welchen die VBerfchiebungsrichtung

mit dev Arenverbindung AB bildet, ift
&

— Be BeeP == 0 3

 

Daß ein foldyes Paar entgegengefegter gleicher

Drehungen wirklich) nur eine einfadhe Berjcjie-
bung hervorbringt, ergiebt fi) audy) aus folgen-

der Betrachtung. Denkt man die Drehung & um die Are A nad) S. 4

erfegt durc, eine ebenfo große Drehung um die Are B md eine Ber-

fchiebung im Betrage 2d sin 5, fo ergiebt fi) die letere als das einzige

Refultat des Drehungspaars, indem die Drehung & um B mit der Drehung

— & um diefelbe Are fid) aufhebt.
Ein foldes Paar gleicher und entgegengefegtev Drehungen um parallele

Üren heißt ein Notationspaar oder Drehungspaar, dafjelbe fann

ftets durd) eine entfprehende VBerfhiebung erjegt werden und
umgefehrt.

Daß aud) bei dem Notationspaare die Aufeinanderfolge der Drehungen

nicht gleichgültig ift, exgiebt eine Betrachtung der Figur. Während nämlich
die Arenverbindende AB in die Yage A’ B’ gelangt, wen die Drehung zu-
erjt um A, dann um B’ gefcjieht, jo nimmt jene Yinie die Yage A’ B” au,
wenn die Drehungen in dev entgegengefegten Folge gefchehen. Die BVer-

Ichiebung ift alfo in dem einen alle durd) BB’, in dem anderen alle

dur) BB” dargeftellt. Diefe beiden Streden BB’ und BB” find von

gleicher Länge 2d sin 5 und von derjelben Neigung 9 = 90% — = ge-

gegen die Arenebene AB, aber die Winkel P find in verjchiedenem Sinne
anzutvagen. Die beiden Lagen A’B’ und A”B"”fallen daher in eine Ge-

vade zufammen. Offenbar hört der Unterfchied in der Aufeinanderfolge der

Drehungen um A und B auf, jobald BB’ mit BB’ zufanmenfällt, d. h.
wenn dev Winkel P gleich 90% wird. Hierzu ift erforderlich, daß « unend-
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(ich Hein ift, und «8 gilt alfo fie den Fall differentialev Bewegungen Aechn-

liches wie oben für ungleiche Drehungen angeführt worden ift. Der Aus-

ud 2 dsin > fir die Größe der Berfchiebung geht für den Fall, dag &

unendlich Hein ift, in &d iiber.

Die in 88. 46i8 6 angeführten Säge über die Zufanmenfegung und Zer-

fegung der Translations- und Kotationsbewegungen gelten auch für die auf

die Zeiteinheit bezogenen Wege, d. h. für die Translationg- umd

Notationsgefchwindigkfeiten.

Pol oder Momentancentrum. Aus dem BVorftehenden ergiebt fid)

leicht, daß die Bewegung eines ebenen Syftems, d. h. eines folchen, bei

welchen, wie in $. 2 definivt, die Bewegungen aller Punkte in lauter unter

fich parallelen Ebenen gefchehen, in jedem Augenblide betrachtet werden fan
als eine unendlich Heine Drehung um eine gewiffe, zu den parallelen Ebenen

fenkvechte Are. Denn welcher Art die Bewegungen aud) fein mögen, fo

zerfallen fie immer in Berfchiebungen in den gedachten Parallelebenen und

in Drehungen in denfelben, d. h. um Aren, welche auf diefen Ebenen fenf-

recht ftehen. Alle Berfchiebungen laffen fich mın mit Hilfe des Parallelo-

gramms der Bewegungen zu einer vefultivenden Berfchiebung zufanmenfegen,
während man alle Drehungen um die parallelen Aren nad) $. 5 und 6 zu
einer einzigen vefultivenden Drehung vereinigen fan. Diefe vejultivende

Drehung läßt fichmun wieder mit der auf der Drehaxe normalen vefultivenden

Berfchiebung nad) $. 4 zu einer einzigen Drehung um eine Are zufammen-
jeßen, welche gleichfalls auf dem Ebenenfyften normal fteht. Wenn hierbei

anftatt dev vefultivenden Drehung ein Drehungspaar zum Borfchein kommt,
das einer einfachen Berfchiebung äquivalent ift, jo fann man die vejultivende

Berchiebung ebenfalls als eine Drehung um eine Are auffaffen, welche auf

der zur Berfchiebung normalen Richtung im Unendlichen Liegt.
Die Are diefer vefultivenden Drehung wird im Allgemeinen feine fefte

Lage im Naume haben, fondern in jedem Argenblide ihren Ort wechieln.
Um die Lage derfelben in einem beftimmten Momente zu ermitteln, hat man

fi) nur zu erinnern, daß die einzelnen Punkte eines um eine Are votirenden
Körpers Bahnen befehreiben, welche auf den Kadien, d. h. den Nichtungen
der Lothe fenfrecht ftehen, die von den betveffenden Körperpunften auf die

Are gefällt werden. Wenn man daher in einem beliebigen Punkte der Bahn
eines Elementes in der Ebene derjelben zur Bahn eine Normale errichtet, fo
muß diefelbe die Drehare chneiden, um welche der Körper in demjenigen
Augenblicke fi dreht, in welchem das Element fi) im Fußpunfte diefes
Lothes befindet. ES ergiebt fi) daher ferner, daß man in jedem Augenblide
die Drehare unzweideutig finden Tann, wenn man die Nichtungen der Be-
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wegung von zwei beliebigen Punkten des bewegten Körpers fennt. Der
Durchfchnitt der beiden, auf diefen Bewegungsrichtungen in den bewegten

Punkten errichteten Normalen Liefert dann einen Pımkt der Drehare, welche

in ihm fenfrecht zu den parallelen Ebenen fteht.
Dan nennt diefe Are die augenblidlicdhe Drehare oder Momentan-

are, auc, wohl bei einem ebenen Syftem den betreffenden Schnittpunkt der

Normalen fchlechtweg den augenblidlihen Drehpunft oder das Mo-

mentancentrum; vielfad, gebraucht man für ihn aud) die Bezeichnung

„Pol“, welde im Folgenden benugt werden foll,

Polbahnen. Die wichtige Rolle, weldye der Pol bei der Bewegung

eines Syftems in einer Ebene fpielt, läßt fid) amı einfachften an einen Bei-
jpiele erläutern. ALS foldyes Beifpiel jei etwa die Bewegung einer Stange
oder fteifen geraden Yinie AB, Fig. 6, gewählt, welche gezwungen ift, mit

Fig. 6 ihren Endpunften A und B ftetig in
ER zwei aufeinander fenfrechten Geraden

D CD und CE zu verbleiben; eine Be-
= wegungsart, wie fie bei einem bekannten

Ellipfenzirkel vorfommt und weiter un-

ten nod) näher bejprochen werden wird.

Für irgend eine beliebige Yage A, Bı

der Geraden findet man den augenblid-

 

 

   
| { -
N i lichen Drehpunft oder den Pol nad) dem

c NER Wi E Dbigen in dem Durcdjfchnittspunfte p,,

Bz Bı B, in welchem die beiden Normalen A, pı

und B,pı Sid) treffen, die in den Punf-

ten A, und B, auf deren Bahnen, aljo
auf CD beziehungsweife CE errichtet werden. Ganz in derjelben Weife

läßt fich für jede beliebige andere Yage des bewegten Körpers, wie A, B,,
A,B; ... der Pol in 94,95 - . . finden. Denft man fic) diefe Conftruc-

tion für alle möglichen Yagen der Stange AB ausgeführt, jo erhält
man ebenfo viele Yagen des Pols, welche in ihrer Aufeinanderfolge eine ge-

twiffe, von der Natur der Bewegung abhängige Curve PPPs . . . feitlegen.

Diefe Curve fann man anfehen als die Bahr, welche der Pol während der

Bewegung des Körpers durcjläuft, indem man fie fic, vorftellen fann als

eine in der Ebene der Bewegung feite Yeitcurve, auf welcher der Pol,
vefp. die Drehare des Syftems entlang geführt wird. Man giebt diejer

Eurve daher aud) die Bezeichnung Polbahn, und nennt fie mit Riücjicht
auf ihre fefte Lage in dev Bewegungsebene wohl die fejte Bolbahın.

Denft man fid) mit der beweglichen Stange AB eine Ebene feft ver-
bunden, welche mit der Bewegungsebene DCE in allen ihren Lagen zus
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fammenfällt, während fie an dev Bewegung der Stange Theil nimmt, fo
exgiebt fich leicht das Folgende. Alle Punkte diefer beweglichen Ebene werden,

ebenfo wie alle Punkte der Stange AB felbft, in jeden Augenblicke eine

drehende Bewegung um den augenbliclichen Drehpunft oder Pol annehmen,

und nm dev mit diefem Pol gerade in Dedung befindliche Punkt der beweg-

lichen Ebene hat in dem betreffenden Augenblide feine eigene Bewegung, da
ev als Drehpunft aufgefaßt werden muß. Diefer in der Lage A, B, mit

dem Pole pı zufammenfallende Punkt der beweglichen Ebene fei etwa mit
9 bezeichnet. In davauf folgewen Augenblide Hat der Pol feine Lage ge-

ändert, indem er von 9, auf bereiten Polbahit etwa nach p, gerückt ift, wern

man die Strede pp, als unendlich Fleine vorausfegt. Die Stange AB
ift jet aus der Yage A, By in diejenige A, B, gericht, und derjenige Punkt

der beweglichen Ebene, welcher mit dem nunmehrigen ‘Pole 95 zufammenfält,
ift nicht mehr qı, jondern ein anderer, etwa g, geworden. Um diefen Punft,

welcher in dev Yage As B, mit 9, zufammenfällt, aud) in der Yage des Sy-
ftems A, Bi zu beftimmen, hat man offenbar mu iiber der Grumdlinie

A, Bı das dem Drei A, Byp, congenente Dreieck A, Bi gqz zu conftruicen,

wodurc man in der Spise g5 den. gefuchten Punkt findet. In derfelben
Beife erhält man durch Konftruetion des dem Dreiede A; By p5, congeuenten

Dreieds A, Big; in q5 denjenigen Punkt dev beweglichen Ebene, welcher für

die Syftemlage Az Bz mit dem Bol p; zufammenfältt. Denkt man fich in

folcher Art die Conftruetion der betreffenden Punkte q ebenfalls fiir alle
möglichen Yagen des Syftems d. h. allen Bunften dev Curve D entiprecdhend

ausgeführt, jo erhält man in der beweglichen Ebene eine gewiffe Eireve
924193 : . . Ach) diefe Curve hat die Eigenfchaft, daß der Pol ftets in ihr
enthalten ift und bei dev Bewegung des Syftems auf ihr entlang wandert.

Man nennt daher auc) diefe Linie Polbahn und zwar heißt fie die be-
wegliche Bolbahn zum Unterfchiede von der feften Polbahı 23PP - - -

Nac dem Borftehenden giebt e8 für jede Bewegung eines Syftems in einer
Ebene inner zwei beftimmte Euwven oder Polbahnen, eine fefte in der Be-

wegungsebene und eine in der beweglichen Ebene, welche beide den Pol ent-
halten. Diefe beiden Curven müffen daher ftetS einen Punkt, nämlich den
jedesmaligen Bol, mit einander gemein haben, und zwar müffen fie fic) in
diefem Punkte berühren, denn ein Duchjfchneiden der Polbahnen ift darum nicht
denkbar, weil fonft der Fall eintreten wiirde, daß gleichzeitig zwei oder mehrere
angenblickliche Drehpunfte vorhanden wären, was natürlich nicht möglich ift.
Bei der Bewegung des Syftems bleiben diefe beiden Curven oder Bolbahnen
immer in Berührung, wobei dev Berüihrungspunft fortwährend wechjelt, und
man fann fich diefe Bewegung als ein Wälzen oder Rollen der einen (be-

weglichen) Polbahı q5 41 93 auf der anderen (feften) 9,9193 . . . vorftellen. |  



 

$. 10.] Gegenfeitigfeit der Polbahnen. 17

Es ift daher aus dem VBorftchenden erjichtlid), dag man die Mittel des

äußeren Zwanges, welche der beabfichtigten Bewegung ihren Charakter er-
theilen, auch erjegen kann dur) die beiden Polbahnen. Witrde man etwa
in dem gewählten Beifpiele, Fig. 6, die beiden feften Geradführungen CD

CE ganz fortlaffen, und ftatt ihrer die in der feften Ebene liegende materiell

ausgeführte Curve 939195 . . . anbringen, auf welcher die ebenfalls mate-
tielle Curve 939195 - . . fic) abwälzt, welche mit der Stange AB verbunden

ift, fo erhielte man beim Rollen diefer Curven aufeinander diefelbe Be-

wegung des Syftems, wie fie durch die Führungen CD und CE her

vorgebrad)t wird. Die Bewegung ift hierbei in beiden Fällen und nicht nur

fiir A umd B diefelbe, fondern die Uebereinftimmung gilt aud) für jeden be-
liebigen Punft F, da ja durd, die Bewegung zweier Punkte diejenige eines

ebenen Syftems vollfommen beftimmt ift. Wenn daher bei einem bewegten

Syftem die beiden Polbahnen befannt find, jo fann man fir jeden Augen-

bfict Leicht die Bewegung irgend eines beliebigen Punktes des Syftems be-
ftinmmen. Zieht man nämlic) von dem VBerührungspunfte (p,) der beiden

Polbahnen in dem betreffenden Augenblide nad) dem Punkte (F), deiien

Bewegung beftinmmt werden foll, einen Fahrjtrahl, jo ift diefer normal zu
der Bewegung des betreffenden Punktes gerichtet, und die Gefchwindigfeit

diefer Bewegung ift der Yänge diefes Fahrftvahls proportional. Die Nichtig-
feit diefer Behauptung ergiebt fic) ohne Weiteres aus der Bemerkung, dak

der Berührungspunft der beiden Polbahnen der jedesmalige augenblidliche

Drehpunkt ift. Wenn man daher um den Pol p, mit dev Pänge qı F' des
Fahrftrahls einen Kreisbogen befchreibt, jo muß derjelbe die Bahn des Punktes
Fberühren. Dafjelbe gilt aber auc) von den Sreisbögen, welche um den

Punkt 9, mit dem Strahl g; F, oder um den Punkt p5 mit dem Strahl

9;F x. gezeichnet werden, und e8 ergiebt fc) hieraus, daß die um die ein-

zelnen Punkte der Bolbahn p mit den bezüglichen Fahrjtrahlen

von den Bunften g nad) einem Syftempunfte F bejchriebenen

Kreisbogen die Bahın des gedadten Punktes F einhüllen. Man
erfennt leicht aus der Figur, daß in unferem Beifpiele die Kreife, welche von

den Punkten p aus mit den Fahrftrahlen befehrieben werden, die man von
den Punkten g nad) A und B ziehen kann, fänmtlid die Geraden CD
tejp. CE berühren, welche die Bahnen von A und B find.

Gegenseitigkeit der Polbahnen. Bisher haben wir angenommen, 8, 10.

daß die Curve q als bewegliche Polbayn auf der feften Polbahn p herum

geführt werde, und fahen, in welcher Weife fid) die Bahr irgend eines Sy-

ftempunftes A,B oder F, d. h. diejenige Curve zeichnen läßt, welche dev be-

treffende Punkt in der feften Ebene bejcjreibt. Es ift mun ein Yeichtes, die

Berhältniffe entgegengefetst fo zu geftalten, daß aus der feiten Polbahn p die
MWeisbahrserrmann, Lehrbudb der Mecdanif, IIL1. 2 x
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bewegliche und aus der beweglichen Polbayn q die feite wird, und aljo die

Gurve p auf derjenigen q fic) abwälzt. Cs ift zunächft Har, daß an der Be-

"wegung des Körper8 AB in der Ebene DCE nichts geändert wird, wenn

man ihm noch eirte gewoiffe zufägliche Bewegung mittheilt, voransgefegt nur,

daß gemam diefelde Bewegung aud) der Ebene extheilt wird, in welcher der

Körper feine Bewegung verrichtet. Die relative Bewegung des leßteren im der

Berwegungsebene wird dadurd) offenbar nicht abgeändert, und die Bahnen der

einzelnen Punkte behalten dabei unverändert ihren geometrifchen Charafter bet.

Nun denfe man fich, daß die foldherart dem Körper fowohl wie der Bewegungs-

ebene zufätlich mitgetheilte Bewegung in jedem Augenblide genau derjenigen

Bewegung gleich und entgegengefegt jet, welche der Körper urfprünglich fchon

hat, jo kommt der fegtere hiexdurdh zur Nuhe und die anfänglid) feft gedachte

Bewegungsebene nimmt dann eine Bewegung an, welche der urfpringlichen

Syftembewegung in jedem Augenblide gleid, und entgegengefegt ift. Da die

velativen Bahnen der einzelnen Pınfte aber, wie angegeben, hierdurd) eine Aen-

derung nicht erleiden, jo kann man hieraus den Saß ableiten, daß die Natur

der Bewegung diefelbe bleibt, welche der beiden Polbahnen man aud) al$ die

bewegliche annehmen möge. In unferem Beifpiele würden dieje beiden Fälle

der Bewegung fid) etwa derartig darftellen Laffen, daß, wenn die Curve q

die bewegliche Polbahn ift, wir e8 mit der Bewegung eines Syitems zu thun

haben, von welchem zwei beftimmte Punkte A und B auf zwei feften recht-

winffigen Geraden CD und CE fid) führen, während der Fall, wo die Pol-

bahn » als bewegliche angefehen wird, auf eine folche Bewegung hinaus-

(äuft, vermöge deren zwei mit dem bewegten Syftem verbundene rechtwinfelige

Gerade CD und CE immer did) zwei fefte Punkte A und B hindurdh-

gehen. E3 liegt hierin ein gewifjes Prineip der Neciprocität, das von Chas-

(es, welcher zuerft auf diefe Eigenthümlichfeit der Bewegung aufmerkfam ge-

macht hat, mit dem Namen Dualismus bezeichnet worden ift.
Ein deutliches Beifpiel, welches meiftens zur Beranfchaulichung diejes Ber-

haltens angeführt wird, Liefert die gewöhnliche Drehbanf. Wenn an derjelben

mit der Spindel eine dazıı normale ebene Scheibe (Planfcheibe) verbunden
ift und mit ihe fich umdreht, fo vigt eine im Abjtande a von der Drehare
feftgehaltene Meielfpise auf diefer Scheibe einen zur Drehare concentrifchen

Kreis vom Halbmefier a ein. Eben diefer Kreis wird aber aud) erhalten,

wenn man die Scheibe fefthält, und dem Meißel bei unverändertem Abftande

von der Drehbanffpindel eine Notation mit der Iegteren ertheilt, wie dies

beifpielsweife beim Fräfen und Ausbohren öfter gejchteht.

Beispiel. Aus dem Borftehenden ergiebt fi) die Wichtigkeit, welche die
Polbahnen fr die Beftimmung der Bewegung eines beliebigen Syftems in
einer Ebene haben, indem mit ihrer Hilfe die Bahn jedes beliebigen Söften-  
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punktes beftimmt werden fann. Man fann in jedem Falle die Polbahnen
in der oben angegebenen Weife Punkt fir Punkt conftruiven, wenn man die
Bahnen zweier Punkte kennt. Diefes Verfahren führt ftets zum Ziele, dod)
lafjen fi in vielen Fällen die Polbahnen bequemer direct zeichnen, wenn

der geometrifche Charakter derfelben fich leicht ermitteln läßt. So 5. 2. ift

in dem hier zu Orumde gelegten Beifpiele der Bewegung einer Geraden,

deren Endpunfte auf zwei rechtwinfeligen feften Geraden fi) führen, leicht zu
erfennen, daß die beiden Polbahnen Kreife fein müffen. Man erficht nämlid)
aus Fig. 6 fofort, daß die bewegte Yinie AB im jeder ihrer Yagen die Diago-

nale eines Nedjteds Ap BC ift, von welchem die beiden anderen Edpunfte in

dem zugehörigen Pole p unddem Durchfchnittspunfte C der beiden Führungen

CD und CE liegen. Da num die Diagonalen eines vechtwinfeligen Paral-

(elogramımes einander gleich find, jo folgt, daß der Pol p von dem Durd)-

Ichnittspunfte C ftets diefelbe Entfernung Cp, nämlic, glei) der bewegten
Geraden AB hat, daß alfo Op = Cpı = Cp;. . ., folglid, die Polbahn
Pa Pı5 . . . ein um C mit der Yänge AB befcjriebener Kreis ift.

Desgleichen liegen auc) die fänmtlihen Punkte 95,91,43 . . . auf dem
Umfange eines Kreifes, deffen Durchmefler die Gerade A, Bı tft, denn wenn

man nad) dem Borftehenden die Punkte 93,9; . . . ermittelt, indem man die

techtwinfeligen Dreiede As Bzp5, Az Bzp5 . . . über A, B, als A, B, %,
Aı Bıg; . . . conftruirt, fo ift der Ort diefer Punkte g wegen des rechten

Winfels bei 93,95 - - . ein über A, B, als Durchmeffer befchriebener Kreis,

welcher natürlicd, aud) durd, C hinducchgeht und zwar in allen feinen Lagen.

Dan erhält daher eine mit der hier zu Orunde gelegten Bewegung einer
Geraden AB, deren Endpuntte auf den Schenkeln eines vechten Winfels ge-
führt werden, identische Bewegung, wenn man innerhalb eines Kreifes, deffen

Centrum im Scheitel jenes Nechtwintels liegt, und deffen Halbmeffer der

Länge jener gedachten Geraden gleich ift, einen zweiten Kreis von halb fo
Sig.7. grogem Durchmeffer fic) abwälzen läßt.

In Wirklichkeit läßt fc) dies durd) zwei
Zahnräder von den angegebenen Ab-

FRE F mefjungen leicht erreichen.
2 Bei diefer Bewegung befchreibt jeder
A Punkt des über der Geraden AB be-

-T7 fchriebenen Kreifes, d. h. aljo der be-

weglichen Polbah, einen Durchmeffer
B \ der feiten Polbahn, wie fi) aus Folgen-
- } X dem ergiebt. It Z, Fig. 7, ein be-

{ Liebiger Punkt diefes Kreifes, und nimmt
man die beiden feften Führungslinien
CAund CB als Y- und X-Xrxe an, fo

9 *
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ergeben ich die Cordinaten des Punktes E dich die Gleichungen:

= CH= (CEB.cos (« + ß) = 2a cos ß.cos (a + Pß),

yarln= (Rn (ar pP) = 2a cos B . sin (a + P),

wenn man den Dinchmefier Op = AB de8 vollenden Kreifes mit 2a, den

Winkel BCp mit @ und ECp mit B bezeichnet. Aus obigen Öfeichungen

folgt:

I — tang (@ + P).
®

Da a + ß für jede Lage des vollenden Kreifes conftant, nämlich gleich dem

halben Centriwinfet BDE ift, welcher den Abftand des Punftes FE von
B im Kreisumfange gemeffen angiebt, fo ftellt obige Gleichung

= } y
ee ta 2 IE eeang 2 BDE tang 9

eine Gerade EC dar, deren Neigung gegen die X-Are gleich jenem halben

Gentriwinfel ift.
Man erfennt Übrigens aus der Figur, daß der Punkt % des vollenden

Kreifes mit dem feften Kreife in F zur Berührung fommt, da der Bogen
Ep gleid) demjenigen F’pfein muß, deffen Centriwinfel Halb jo groß und

deffen Nadius doppelt fo groß if. Wenn der bewegliche Preis auf dem
ganzen Umfreife des feften fic) abgemwälzt hat, fo hat fid) erfterer dabet zwei-
mal um die eigene Are gedreht, und jeder Punkt feines Umfanges wie Z

hat einen ganzen Durchmeffer des feften Kreifes einmal hin und einmal zu-
vet dunchlaufen. Daß der Mittelpunkt D des bemeglichen Kreifes wegen
feines conftanten Abftandes vom Centrum CO des feften Kreifes felbft einen

Fig. 8. Kreis vom Halbmefier a befchreibt,

Y ergiebt fich ohne Weiteres.
Um die Bahn irgend eines befiebi-

gen Punktes 7, Fig. 8, welcher von

dem Mittelpunfte D de8 beweglichen
Kreifes den Abftand DE — e hat,
zu beftimmen, legen wir dur) E

und D einen Durchmeffer des beiveg-

lichen Sreifes, und wählen zur X-Arxe
diejenige Lage diefes Durchmeffers,

in welcher derfelbe auch durch den
Mittelpunft CO des feften Kreifes Hin-
ducchgeht, jo daß alfo C,D um
E in gerader Linie fiegen. "ir

irgend eine zweite Lage des Nollfreifes,
welche derjelbe einnimmt, nadjdem er auf dem Bogen FG, des Winfels
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FCG, fid) abgewälzt hat, ift nad) dem Vorigen der Punkt F des Roll»

freifes in centraler Richtung nad) F, und der Pımft E nad) G, gerüdt.

Man findet daher die nunmehrige Yage von E in Z,, wenn man auf

dem Durchmeffer F, D, die Strede Di, EE —DE—e abträgt. Bezeichnet

daher wieder 2a den Durchmeffer OF des vollenden ‚Kreifes, jo dat man

für die Coordinaten von Er:

z—=(0E=aowsa+tecsa=(a+ e) os“

y=(CE"—=asinua—esna=(a— e)sino,

folglid): u Br?

re
Dies ift die Gleichung einer Ellipfe, deren Halbaren a + e md a — e

find, und gilt diefe Gleichung aud) für den Fall, daß der Punft E außerhalb

des vollenden Kreifes gelegen ift. Es befchreiben fpnady fänmtliche Punkte

des beweglichen Syftens Ellipfen, welche für den Mittelpunkt D des Roll-

freifes, für welchen e — 0 ift, in einen Kreis und für den Umfang des

Kollkreifes, für weldhen e — «a ift, in gerade Yinien übergehen.

Der Vorgang, welcher eintritt, wenn man die bewegliche mit der feften

Bolbahn vertaufcht, läßt fid) mad) dem Vorigen jegt leicht definiven. Zu

dem Ende denke man fi) das bewegliche Syftem oder die Stange AB,

Fig. 8b, mit ihrer Ebene feftgeftellt, und die urfprünglich feite Ebene mit den

Sig. Sb. beiden rechtwinfeligen Geraden CA und

i CB fo bewegt, daß diefe Geraden fort-

F während durd) die beiden jegt feiten

rn F Punkte A und B hindurchgezogen werden.

Bl Es wird alsdann das bewegliche Syftem
a ? mit einem zu CO concentrifchen Streife

> vom Halbmejfer CD — a durd) den
jest feften Mittelpunft D der Geraden

B \ AB hindurchgezogen, und jeder Punkt

x ' I_X des num feften Syftems, welcher wie E
j vom Mittelpunfte D der Stange einen

Abftand a gleich) der halben Stangenlänge

hat, befigt die Eigenfcaft, daß die beweg-

liche Ebenebei ihrer Bewegung mit einer durd) den Scheitel C des Nechtwintels
gehenden Geraden durd) diefen Punkt hinducchgezogen wird. Jeder andere

Bunft des feften Syftems endlich (wie F, Fig 8) verbleibt bei der Be-

wegung der Ebene des Nechtwinfels in einer in legtever Legenden Ellipfe,

deren Mittelpunkt mit dem Ducchichnitte C der beiden Geraden CA und CB
zufammenfällt.
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Da übrigens jeder Punkt im Umfange des vollenden Kreifes, wie E,

Fig. 7, in einer din) CO gehenden Geraden fich fiihrt, fo erkennt man Hier-

aus auch, daß man zu derfelben Bewegung gelangen muß, wenn aud) die
beiden Geraden einen beliebigen fchiefen Winkel einfchliegen, denn man kann

da8 Syften, in welchem die beiden Punkte A und B in OA und OB ge-
fiihrt werden, offenbar evfegen durch ein anderes Syftem, in welchen die

beiden Pırnfte Z und Bin OE und CB geführt werden. Die Richtigkeit
diefev Behauptung erficht fich fofort, wenn man im Auge behält, daß die

Bahnen zweier Punkte eines ebenen Syftems deffen Bewegung vollftändig
beftimmen.

Wechselgeschwindigkeit der Momentanaxe. Zum Beftunmung

der Momentanaye oder des Pols der Bewegung eines ebenen Syftems in

einem gewiffen Augenblicke genligt nad) dent Dbigen die Kenntniß der Be-

wegungsrichtungen ziveter Punkte. Berner fann man aus der Kenntnif
der Bahnen zweier Punkte die Polbahnen, d. h. die Yage der Momentanare

fiir jeden Augenblick beftinmen. Hieraus fanwieder nad) dem Dbigen die
Bahn jedes beliebigen Syftempunktes abgeleitet werden. Die Bewegung
eines beliebigen Pıktes des bewegten Körpers in einem gewiffen Aurgenblide

ift aber exft beftinumt, wenn außer feinem derzeitigen Orte und der Richtung
feinev-Bahn auc, die Größe feiner Gefchwindigfeit befannt ift. Zur DBe-

ftimmung diefes Tegteren Elementes fin irgend welchen Punkt des Körpers
genügt e8, wenn man die Gefchwindigfeit eines einzigen Körperpunftes
kennt. ft nämlich A ein folcher Punkt des bewegten Körpers, und fein
Abjtand PA von dem Bol p in einen beftimmten Augenblie durd) r aus-

gedrüct, welcher Abftand als Drehungshalbmeffer für die Notation des Bunktes
A um den Pol » anzufehen ift, jo hat man fir die Gefchwindigfeit © des

Bunftes A:
Dr 1:0,

wen & die Winkelgefchwindigfeit des ganzen Shftems in dem betreffenden
Augenblide bedeutet. Kennt man daher von dem Punkte A in jedem Augen-

blicke die Gefchtwindigfeit- o, fo ift, da aus der Kenntnig der Polbahnen auc)
in jedem Augenblide die Größe von r fich ergiebt, die Winfelgefchteindigfeit

de3 Syftens © => ebenfalls fir jeden Moment befannt. Hieraus nun

fügt jid) auch die Gefchwindigfeit v, jedes anderen Punktes A, im Abftande
r, vom Bol durch v, = or, beftimmen.

Bern die Momentanare eines bewegten ebenen Syftems während der
ganzen Bewegungsdauer eine unveränderliche Lage hätte, fo würde zur voll-
fonmenen Beftinmung dev Bewegung des Körpers die Kenntniß der be-
treffenden Winfelgefchtwindigfeit um die Momentanare in jedem Augenblide
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genügen. Da aber die Momentanare ihren Ort auf der jeften Polbahn

fortwährend verändert, fo gehört zur Beitimmung der Körperbewegung nod)

die Kenntniß der Gefchwindigkeit, mit welder der Pol auf der Polbahı feinen

Ort wechjelt. Man nennt diefe Gefchwindigkeit u die Wechjelge] dwin-

digkeit des Pols oder der Momentanare. Sei in einen bejtimmten

Augenblide pq, Fig. 9, I und II, der Berührungspunft dev beiden Polbahnen,

dig. 9.

i
ER
pzo

Pı S
a
n

6%

 

B

von denen pp, ein unendlic) Kleines Element der feften und qqı ein folches

der beweglichen fein möge. Errichtet man in 2,p1, q und q, die Normalen
zu diefen Polbahnen, jo geben diefelben in ihren Durchichnittspunften A

vefp. B die Krümmungsmittelpunfte, und man hat daher in Ap = Apı
— 9, den Krlmmungshalbmeffer der feiten und in Bg = Bqı = 9

denjenigen der beweglichen Polbahn für den augenbliclichen Berihrungspunft

oder Bol pg. Der unendlic, Heine Winkel e,, welchen die beiden Normalen

Ap und Ap, einfchließen, welcher in der analytifchen Geometrie dev Gontin-
genzwinfel genannt wird, ift offenbar aud, gleich dem Winkel Cp.D, welden
das als geradlinig anzufehende unendlic) Kleine Element ppı mit der gemein-

fchaftlihen Tangente Op der Polbahnen im Pol bildet, und ebenfo hat man

& = gBq = (dE,

wenn qE die Richtung des Elementes qq, vorftellt. Nimmt man num an,

die bewegliche Bolbahn gg, wälze fid) um das Element qq, auf der feiten
PBolbahn ppı ab, fo kommt hierdurd; gı in 21 zu liegen, und es fällt qqı

mit pp, zufammen. Damit letteres gefchehe, muß dem beweglichen Syften

und der Polbahn qq, eine Drehung um q extheilt werden, deven Winfel-

- betrag gleih EgD = & — & if. In Big. I ift diefer Werth pojitiv,

in Fig. II, wo & > & ift, negativ, durd) die Verfchiedenheit dev Vorzeichen”
ift nm angedeutet, daß die Drehungsrichtungen des Körpers um den Pol p

in den beiden Fällen entgegengejegt find, in I nad) rechts, in II nad) Linfs;
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der Betrag der Drehung ift jedoch in beiden Fällen gleich dem abjoluten

Werthe von & — & Bezeichnet daher wieder @ die Winfelgefchtoindigfeit,

fo hat man:
2 &
er

Wenn man ferner die Länge Ppı = 44ı des Efementes der Polbahnen,

um welches diefelben fi, in dem Zeitelemente O4 auf einander abwälzen, mit

Os bezeichnet, jo hat man in gleicher Weife für die Wechfelgefchtoindigfeit

des Pols

o = 

 

ee
ot

Did, Divifion beider Oleichungen erhält man

o 1 &

u 0

Da num aber, unter 9, und Q, die Srümmungsradien verftanden,

08 = 91 & = 02,
alfo

€ I &9 M
Ii-_ mo -—

s 01 Os 03

ift, fo fanman obige Gleichung and) [dreiben:

@ 1 it

u 0 0,

Wenn die beiden Polbahnen, wie in Fig. 10, die Krümmmumngsmittel-

punfte auf den entgegengefegten Seiten der gemeinfchaftlichen Tangente gC

Fig. 10. zu Liegen haben, fo ift, wie aus der

Figur ohne Weiteres fid) ergiebt:

&

Od
De 

und daher
@ il: 1

u 01 eo
"doch kann man aud) für diefen Fall die

obige Form
@ fl: a

u 01 03
beibehalten, wenn man den Krinmmungs-
vadien entgegengefegte Vorzeichen giebt,

fobald fie auf entgegengefegten Seiten der gemeinfchaftlichen Tangente der

Polbahnen Liegen.
Denn man dem veciprofen Werthe des Krimmmumngshalbmeflers einer
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we
ös

7%

1 ;
Curve j == den Namen „Krümmung“ beilegt, jo Tann man den

Werth ee als „relative Krümmung“ der beiden
08 030 ®

Bolbahnen bezeichnen. Diefelbe ift nad) dem Dbigen gleich dem Berhältniß

der Winkelgefchtoindigfeit @ zur Wechfelgefchtindigfeit u.

Beispiel. Wählen wir als Beifpiel wieder die Bewegung eines Körpers, $. 13.

welcher mit zwei Punkten A und-B im Abjtande 2a von einander auf den

feften Schenkeln eines Nedtwintels A CB fid, führt (dig. 7), fo find in

diefem Falle die Polbahnen zwei Kreife von den Halbmeffern 2a und a.

Man hat daher
@ 1 1 1 1 1
— — _ u —  —m

ug 0.80 a 2a

Denft man fich daher den Heinen Kreis in einer beftimmten Nichtung mit

gleichbleibender Gefchwindigfeit u auf dem größeren Kreife abgewälgt, fo bleibt

aud) die Winfelgefchwindigfeit @ um den Pol während diefer Bewegung con-

ftant von der unveränderlichen Größe

Be Fr U

Das negative Vorzeichen drückt hierin nur aus, daß die Drehungsrichtung
um den Pol eine linke ift, wenn die fortfchreitende Bewegung des Pols auf

der feften Polbahn einer vechten Drehung um den Krimmungsmittelpunkt

entjpricht.

Kennt man num die Winfelgefhwindigfeit © — — 57 der Drehung um

den Pol, fo kennt man aud) die Gefchwindigfeit irgend eines Punktes, deijen

Abftand vom Pol r fein möge, giedvo=our = —r a Bon allen
Fig. 11. a

Punkten des bewegten Körpers hat
nur dev Mittelpunkt D des vollenden

Kreifes, Fig. 11, einen umveränder-
lichen Abftand » — a von dem Pol,

daher aud) nur diefer Punkt feine

Bahn mit unveränderlicher Gefchwin-

digkeit durchläuft, wenn man voraus-

fegt, daß die Nollung mit gleichblei-
bender Wechjelgefchwindigfeit 2 ge-
fchehe. Die Gefchwindigfeit v—r@

de8 Punktes D ift deinzufolge

vz=ıv0z=«a e EM
Da2

E
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alfo Halb jo groß wie die Wechjelgefehwindigfeit des Pols, was aud)

fchon davaus folgt, daß der Punkt D feine Freisförnige Bahn von Halb-

men C(D= au derjelben Zeit mit conftanter Sefchteindigkeit zuriiclegt,

während welcher der Pol die fefte Bolbahn vom Halbmefier 2a einmal durch-

läuft.

= die Gefchrwindigfeit irgend eines Punftes des bewegten Körpers zu

beftimmen, jet Z ein beliebiger Punkt des bewegten Syftems im Abftande e

von dem Mittelpunfte D des vollenden Kreifes. Ift nun dev legtere aus

der Page D, in welcher E mit D und C in gerader Pinie OX liegt, duch)

ein Rollen um den Winfel FÜ— 4 in die Page D, gelangt, wobei

der Punkt E nad) E, und @ nad) GE, gerüdt ift, jo ergiebt fich für diefe

Lage der Polabftand 1 Eı des betrachteten Punktes aus dem Dreiede

6, Dı E,, defien Winfel bei D, gleich 2 0 ift, dur)

Grh=r= Va? + e& — 2ae. cos 20.

Denmad) ift die Gef—htwindigfeit des Punktes in der Yage Z, gefunden zur:

v—= w Va? + e? — 2ue.cos 2%

Mr
=Va? + e2 — 2ae. cos 20.

Man kann fi) von den Gefchwindigkeiten dev einzelnen Punkte Leicht durch

eine graphifche Darftellung ein anfchanlices Bild verfchaffen. Es fei C,

Fig. 12, der Mittelpunft dev fejten und D derjenige der beweglichen Pol-

dig. 12.
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bahn, welcher fich in dem Preife DD, vom Halbmeffer a und zum Mittel-

punkte O bewegt. Man findet den Ort eines Punktes E, welcher von D um

DE=e abfteht, in ivgend einem Augenblide, wenn der Pol von Fnad) G,

B
e v
n
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gerückt ift, indem man G, auf die Aren CF und CJ nad) F, und A,
projieirt, und auf der Diagonale A, Fı von derMitte D, die Strede D, Eı

= eanträgt. Man erhält jo den Ort des Punktesals eine Ellipfe

CEE, zum Mittelpunfte C und von den Halbaren

CE=a+teww(0H=a-—e

Die Linie E, E, ift nun offenbar der Drehungshalbmefjer des Punktes

E in den Augenblide, wo G, der Pol ift, und man hat wie oben

G,Eı = Va?2ae.cos2a,
welchem Nadius GC, Z, die Gefchwindigfeit » proportional ift. Die Yinie

G, Eı fteht übrigens nad) denr Friheren normal auf der Bahn des Punktes
E, d. 5. auf der Ellipfe in dem Punkte I), und man fandaher jagen,

daß die Gefchwindigfeit eines beliebigen Punktes Z in jedem Augenblide pro-

portional der Normalen ift, welche man von dem betreffenden Punkte der fejten
Polbahn auf die Bahn des Punktes Z füllen kann. Die Conftruftion der

Normalen auf die Ellipfe ift mit Hilfe des Nec)teds CA, @ı Fı und feiner

Diagonale A, F, nad) Obigem leicht bewirkt.
Nimmt man beifpielsweife den Winkel & glei) O an, fir welden FE in

CF liegt, jo hat man cos2& — 1, daher

ya 8. 2 Be = Ei PER»Va te ae (a e),

aljo proportional der Strede FE. Cbenfo folgt fir & — 90", d. h. wenn

der Pol in 7 liegt, cos2« — — 1, daher

‚= ” 2 2 ‘ — vr D0 Va rerset

proportional der Strede JH.

Die in dem Duadranten NKJH punftixt eingetragenen Normalen der

Ellipfe vepräfentiven daher die verfchiedenen Gefchwindigfeiten des Punktes
E, während derjelbe den elliptifchen Duadranten HN durdjläuft. Set

man in der Formel für v die Größe e — a, nimmt man alfo den betreffen-
den Punkt im Umfange des Nollkreifes, alfo etwa in Fan, fo ift die Bahn

deffelben nach) dem Früheven dev Durchmeffer FK, und die Normalen von
den verfchiedenen Pollagen auf diefe Bahn find die zu FXK fenkrechten Ordi-

naten des SKreifes, die punftivten Normalen in dem Quadranten OKL re

präfentiven daher die Gefchwindigfeiten des Punktes FL Diefe Gefchwindig-
feiten find immer proportional dem Sinus des Wälzungswinfels «, wie aud)

aus dem Ausdrude fin v fid) ergiebt, denn wenn man darin e — u feßt,
fo erhält man:
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b
a. a? + a? — 2aa. cos 20

2a

— Val —De # V2a2.2sin a? —usin a= ;,V2a . 30 : = ;

Die Gefchtwindigfeiten find alfo hier diefelben, wie die dem einfachen Schwin-
gungsgefege entfprechenden; fin & = 0 ift v» = 0 umd fir «a — 900 ift

v— u, d. h. gleid) dev Wechfelgefchwwindigfeit des Pole.
Setst man endlid) e — 0, fo erhält man fir die Gefchwindigfeit, mit

welcher dev Mittelpunkt D dev beweglichen Polbahnn den Kreis DD, durd)-
läuft, den conftanten Werth

=; Var Az

wie beveit8 Früher gefunden. Wenn e > a ift, fo liegt der betreffende

Punkt in 2’ außerhalb des beweglichen Kreifes und befchreibt beim Abwälzen
de8 Teßteven in dem SKreisquadranten FG, J den elliptifchen Duadranten
E'E,'H’, deilen Halbaxen ebenfalls CE —ated CH —=a— e

— — (e — a) find. Man erkennt leicht, daß auch hier die von dem
Kreisquadranten FG, J auf die Bahn 2’ E,'H' gezogenen Normalen wie
FE', GE, und JH’ die Gefchwindigfeiten des bewegten Punktes 2’

vepräfentiven.

Beschleunigung eines Systempunktes. Wenn ein Körper eine

einfache Tranglationsbewegung hat, jo find die Wege aller Punkte in irgend
einen Zeitelemente gleich groß und gleich gerichtet, und daraus folgt zunächft

die Gleichheit dev Gefchwindigfeiten aller Punkte für denfelben Augen-

blit. Aendern fich daher im Verlaufe der Zeit diefe Gefchwindigfeiten der
Größe oder Nichtung nach, fo muß auch die Aenderung für alle Punkte

gleich fein, fo daß daraus einfac, folgt, daß auch die Befchleunigung p

in jedem Augenblide für alle Bunkte des bewegten Körpers von gleichem
Detrage fein muß. Dies gilt fowohl hinfichtlich dev Tangentialbefchleunigung

Pr, duch welche die Größe der Gefchwindigfeit abgeändert wird, wie aud) in
Bezug auf die Normalbefchleunigung pn, welche eine Nichtungsveränderung
bewirkt. Die Beichlemigungen aller Syftempunfte find daher befannt, fo-
bald man diejenige eines einzigen Vunkftes fennt.
Wenn der Körper andererfeits einer einfachen Notation um diefelbe unver-

önderliche Are während einer endlichen Zeit unterworfen ift, fo find die
Gejchroindigkeiten dev verfhhiedenen Punkte ihren normalen Abftänden von
der Drehare proportional, alfo durd) » = r@ ausgedrückt, wenn @ die
Winkelgefchtwindigfeit bedeutet. Zerlegt man die Befchleunigung p jedes
Punftes Hier ebenfalls in die Tangentialbefchleunigung p, und in die Normal-  
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bejchleunigung P„, jo hat man nad) dem Früheren, Theil I $. 46, ganz allge-

mein fir jeden Bunft

00
aei;

„2

mn=—=re:

und daher

 
En 20\2

»—- WFR=r\V/ (@) + 0.

E8 ift daher bei einer einfachen Notationsbewegung die totale Bejchleuni-

gung fowohl wie deren tangentiale und normale Componente für jeden Punkt
dem normalen Abftande deffelben von der Drehare proportional. Wie fchon

angegeben, veducirt fid, in dem Falle, wo die Drehung mit conftanter Ge-
fchwindigfeit erfolgt, die ganze Bejchleunigung auf die Normalcomponente r @?.

Die allgemeine Bewegung eines ebenen Syftems fann num in jeden

Augenblide als eine Drehung um”den Pol angefehen werden. Da aber
außer diefer Drehung um den jedesmaligen Pol der Lettere felbft mit einer

gewiffen Wechjelgefchtwindigfeit wu feine Lage auf der feften Polbahn verändert,

fo ergiebt fi, hieraus für jeden Punkt des bewegten Körpers außer der der

Drehung um den Pol entfprechenden Befchleunigung noc) eine andere Be-

fchleunigung, weldye aus der Wechjelbewegung des Pols folgt. Um diefe

Befchleunigung Fennen zu lernen, fei PP, —= ds, ig. 13, ein Element
Fig. 18. der feften Bolbahn eines bewegten ebenen

Syftems und A ein beliebiger Punft

des legteren. Wenn der Pol in einem
beftimmten Augenblide in P gelegen ift,

fo bejchreibt in dem darauf folgenden

Zeitelemente ©t der Punkt A um den

Pol P einen Kreisbogen AA, vom

Halbmefir AP — r und dem Winkel

@öt, daher von der Yänge

AAı = rot.

Nad) Ablauf des Zeittheilchens 9 2 ift
der Pol von P nad) P, gerüict, indem ev

vermöge feiner Wechfelgefchwindigkeit
den Weg ds — uöt auf der Polbahn zurückgelegt hat. Das Syftem dreht

‚ Td) mm um den neuen Pol P, mit einer Winfelgefchtindigfeit, welche jest
aus @ in @ + 0@ übergegangen ift; es beträgt daher die Drehung während
des neuen Zeitelementes © den Winfelmerth (0 + 9) dt. Nad) 8. 4
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kann man mn jede Drehung um eine Are erjegen duvch eine ebenfo große

Drehung um eine parallele Are und eine entfprechende auf der Arenebene
fenfvechte Berfchiebung von gewiffer Größe, Dengemäß fann man die

Drehung um den Bol P, in Betrage des Winkels (o + 9 @)dt erfegen
duch eine ebenfo große Drehung (@ + 0 @)Ot um den Pol P vermehrt
um eine zu PP, normale Berfchiebung im Betrage von

PP, (» + 00) = wos,

indem die unendlich Heine Größe O@ neben © verfchwindet. Sett man für

O5 feinen Wert) «O1, fo erhält man für dieVerfchiebung den Betrag u @dt.
Es ift fomit gefunden, daß der Weg des Buntes A während des erften Zeit-

theilhens O4 den Werth » @Ot hatte, wogegen der Weg während des zweiten
Zeittheildens durh r(@ + Ow)Ot + uwdt fich darftellt. Dividiren

wir diefe Beträge duch Of, fo erhalten wir die Gefchtwindigfeiten des Punktes
A im erften Zeitelemente zu r ©, im zweiten Zeitelemente gleich der Neful-
tante von r(@ + 00) fenfrecht zu PA und uw normal zu PP. Die
gefammte, dem Punkte A während eines Zeitelementes mitgetheilte Befchlen-
nigung befteht aljo aus zwei Theilen, umd zwar exftens aus derjenigen Be-
Ihleunigung », welche erforderlich ift, um dem mit dev Winkelgefchoindigfeit
© um P votivenden Punkte A eine Rotationsgefchwindigfeit @ + 9@ um
denjelben Bol P zu ertheilen, und zweitens aus der von der Wechjelgefchwin-
digfeit u herrührenden Befchleunigung u ©. Die exfte Dejchleunigung p,
welche auf den Punkt A allein wirken wiirde, wenn der Pol nicht wechjelte,

(äßt fid) nad) dem Früheren in eine Tangentialbefchleunigung 9, — r n

und eine Normalbefchleunigung 2, — r@? zerlegen. Diefe beiden Be-
Ihleunigungscomponenten 9, und p„ find daher für jeden Bunft des bewegten
Körpers dem jedesmaligen Bolabftande proportional, während der aus der
Wechjelgefchtwindigfeit herrührende Theil der Beichleunigung vo für alle
bewegten Punkte von gleicher Größe ift.

Beschleunigungscentrum. Nachdem im vorhergehenden Paragraphen
die Beichleunigung eines beliebigen Punktes eines bewegten ebenen Shftems
gefunden ift, Laffen fi) mehrere intereffante Beziehungen zwifchen den Be-
Ichleunigungen der einzelnen Punkte eines jolhen Syftems entwideln.
Zu dem Zwede wählen wir den Pol P, Fig. 14, eines ebenen Syftems

in einem beftimmten Augenblide als Coordinatenunfprung vechtivinkeliger
Aren PX und PY, von denen PX mit der Tangente und PY mit
der Normale der feften Polbahn PP, im Punkte P zufammenfällt. Auf
irgend einen Punkt A im Bolabftande PA —= r wirken nach dem Borigen
die drei Beichleunigungscomponenten r@? in der Nichtung nad dem Bole  
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hin, r = fenfrecht zum Drehungshalbmeffer PA und u@ parallelder Nor-

malen PY zur Polbahn.

Zerlegen wir jede diefer Befchleunigungen in ihre Komponenten parallel

ven Coordinatenaren und bezeichnen die Summen diefer Komponenten rejp.

Big. 14.

 

mit X und Y, jo hat man, wie leicht erfichtlid), wenn X PA = « gejeßt

wird:

00 .
X=r — sina — ro? 008%

ot
und

00 .
Y=uo—r Dt c08& — 70? sin«

oder, da rsin® — y ımd rcosa — x ift,

Eu oo ©?

RR R
und

00
A er DRuo Were.

Set man nım X — 0, fo erhält man in = y— o!z—=0 die Be

dingung, welcher die Coordinaten derjenigen Punkte entfprechen miffen, die in

der Richtung der Polbahntangente eine Befchleunigung nicht Haben, deren

Beichleunigung alfo nad) der Normalen PY der Polbahn im Pol gerichtet
it. DObige Gleichung
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entfpricht aber offenbar einer duch den Coordinatenumfprung P unter dem
Winkel y gegen die X-Are gerichteten geraden Yinie PB, deren Neigung
y beftimmt ift durch)

2

tang y = A

>

In gleicher Weife erhält man den geometrischen Drt aller derjenigen Punkte,
welche feine Befchleunigung nach der Richtung der Normale PY zur Pol-

bahn, fondern nur eine folche parallel zur Tangente PX haben, durd) die

Gleichung: z
@

Yv-u0 — „rn Dar; =:

Diefe Gleichung entfpricht ebenfalls einer geraden Linie WE, welche die

X-Nre im Abftande PH = 8 und die Y- Are im Abjtande PW — =
2.

fehneidet. Fiden Neigungswinfel Y, diefer Geraden gegen die X-Are

hat man
00

r 0 Pevanga BT ee; cotg y,

woraus folgt, daß die beiden Geraden PB und WE auf einander normal

ftehen.
Der Durchfchnittspunft G diefer beiden Linien hat offenbar gar feine Be-

fchleunigung, denn als Punkt der Geraden PB ift feine Befchleunigung
parallel der X-Are glei) Null, und als Punkt der Geraden WE befitt
er feine Befchleunigung parallel der Y-Are. Diefer Punkt ift, wie die

weitere Entwicelung zeigen wird, von befonderer Bedeutung für die Bewe-

gung des Syftems, man nennt ihn da8 Befchleunigungscentrum aus
fpäter zu entwidelnden Gründen. Daß e8 übrigens in jedem Aurgenblide
der Bewegung mm einen einzigen Punkt geben kann, deffen Befchleumigung
Null ift, geht daraus hervor, daß die beiden Geraden PB und WE, welche
übrigens während dev Bewegung fortwährend ihre Lage ändern, nur einen
Duchichnittspunft haben fünnen.

3 möge ferner die Befchleunigung des Punktes A nod) in einer anderen
Weife in Componenten zerlegt werden, und zwar nach den Richtungen der

Tangente und Normale der Bahn des Punktes A felhft. Die Normale diefer
Bahn in A fällt nach dem Früheren mit dem Polftrahl AP zufammen,
und die durcdiefe Zerlegung fich ergebenden Komponenten der Bechleuni-
gung ftinnmen mit dev fogenannten Tangential- vefp. Normalbefchleunigung
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De und 9, der Frummlinigen Bewegung überein. Durch diefe Zerlegung
erhält man offenbar:

4 uU@ cosne — &Pı “ dt

und -
Pa = uUsina — r @?.,

Set man wieder

en E sin« — 2 udr—a? + y%,

fo folgt:

Berep = r ot r

und

Pa =Zuo 9 _— Mrx sv @?,
r f

Sept man aud) hier wieder p, — 0, fo liefert die Gleichung

0= (a? Hm —un.:

den geometrifchen Drt aller derjenigen Punkte, welche nur Normalbefchleu-
nigung, aber feine Tangentialbejchleunigung haben. Diefe Gleihung ftellt
einen Kreis dar, welcher durd) den Coordinatenanfang P und dur) den

Punkt Z auf der X- Are im Abftande PE — = geht, denn für y—= 0

77

liefert jene Gleichung z = 0 ud x — Er Segt man in gleicher Art

ot
Pa — 0, jo liefert die Gleichung

0=uwa.y— 0? (a? +?)

den geometrifchen Dxt aller Punkte ohne Normalbefchleunigung als einen
Kreis, welder ebenfalls durd) den Coordinatenanfang P geht, und welcher
die Y=Are oder die Normale der Polbahn im Pol in einem Polabjtande

WW = Ichneidet, denn fir 2 — O liefert jene Gleihung y — 0 und
x
N =. Diefe beiden Kreife oder die geometrifchen Dexter der Bunte ohne

Tangential- und ohne Normalbefchleunigung Ichneiden daher die Aren in den-
jelben Punkten W, P und E, durd) welche die beiden Geraden hindurchgehen,

Weisbah-Herrmann, Lehrbud der Medhanif. LIL 1. 3
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welche oben beftimmt wurden ald die geometrifchen Dexter der Punkte, die

in der Richtung der Polbahntangente und Normale feine Bejhleunigung

haben. Der Durchfchnittspunft G jener Geraden, welder weder Beichleuni-
gung nad) dev X-Are nod) nad) der Y-Axe hat, aljo überhaupt ohne Be-
fhleunigung ift, befigt alfo auc) weder Tangential- nod) Normalbefchleunigung,

umd muß daher ebenfalls auf den beiden ermittelten Streifen Liegen. Die
feteven miüffen fie) fonach in demfelben Punkte G fchneiden, in welchen die

Geraden PB und WE fid) treffen, und welchem die Bezeichnung Be-
fchleunigungscentrum gegeben wurde. 8 geht dies Übrigens auch jchon

daraus hewvor, daß die Gerade PB fenfrecht auf WE fteht, und daher der

Scheitel der Nechtwinfel @ fowohl auf dem über PE wie über PW be-
fchriebenen Halbfreife fiegen mp.

Die Coordinaten 2, und Y, des Bejchleunigungscentrums @ folgen aus
der Figur ohne Weiteres zu:

dr =em = PM. MN} == re siny cosYy,

PF=Yy,-=- 2W: sam _ e sin y?.

Um die Befchleunigung des beliebigen Punktes A mit Hilfe des Abftandes
GA — 0 deilelben von dem DBejcleunigungseentrum G auszudrüden, jub-

trahive man von den Befchleunigungen X und Y des Punktes A parallel

den Comdinaten die Ausdritde für diefelben Befcleunigungen X, ud Y,

gleich Null in Bezug auf den Punkt @. Es ift nämlid)

00
X=-— y— o?2DER

und
00

= t Y — @?%,,

daher durd) Subtractton

00
= Dt Gh) Bl =):

und ebenfo:

 Y= 0 — Zu 2u dt x o?y

umd

U 00 2—=uo — Dt % — 0?y,,

daher:
2 00 =
er reen

Nun find aber 2 — 0, = Ewmd y — y, — ndie entfprechenden Coor-



$. 15.] Befchleunigungscentrum. 35

dinaten des Punktes A in einem Coordinatenfyftem, deffen Urfprung im Be-
Ichleunigungscentvum @ gelegen ift und deffen Aren den urfpringlichen PX

und PY parallel find. Mean Hat daher im Bezug auf diefes Syften für
A die Beichleunigungen parallel den Aren:

00
= ae — (5%Sn: Ya w?£

und

Vereinigt man diefe Befchleunigungscomponenten paarweife mit einander
nad) dem Parallelogramm der Befchleunigungen, fo erhält man erftens eine
Beichleunigung

„= - eV? +?=—otg,
welche nad) dem Anfangspunfte @ Hin gerichtet ift, und zweitens eine
Beichleunigung

>
ö - do

„=, VP+r=% 0,

welche auf der erfteren p, normal fteht. Man erfieht daher aus diejen
Sormeln, daß die Befchleunigung des Punktes A übereinftimmt mit derjenigen,
welche ev annehmen würde, wenn das ganze Syftem eine Drehung um den
Punkt @ vollführte, diefer Punkt G@ aber feine Becjjelgefchwindigkeit hätte,
fondern für zwei auf einander folgende Zeittheildhen die Drehare bildete.
Für diefen Fall hätte man nämlich die Normal» und Tangentialbefchleunigung
irgend eines Punktes A im Abftande E von G nad) dem FFrüheren bezw.

 

gleich pP, = 0 @? und p, = E “, alfo ebenfo groß wie die hier bered)-

neten Werthe.

Die totale Befchleunigung irgend eines Bunftes im Abftande
2

o vom Beichleunigungscentrum ift p — @ Vo: + (&) ‚ aljo

proportional dem Abftande 0. Der Winkel @, unter welchem die Be-
Ihleunigung p gegen die Berbindungslinie des Punktes mit dem Beichleuni-
gungscentvum gerichtet ift, beftimmt fi, duch die Gleihung:

0@
öt

alfo ift diefer Winkel für alle Syftempunfte conjtant. Es folgt
hieraus ferner fofort, daß alle Punkte, deren Abftand vom Beichleunigungs-
centrum  denfelben Werth g hat, auch gleiche Befchleunigung haben miffen,

3*

tang & ==
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d. h. alle Bunfte eines zum Bejchleunigungseentrum eoncentrifchen Kreifes

oder alle Punkte eines Cylindermantels, defjen Are im Bejchlemigungs-

centrum normal zue Bewegungsebene des Syftems fteht, haben gleiche Be-

fchleunigung. Aus diefer Beziehung vechtfertigt fi) die Bezeichnung Be-
Ichleunigungscentrumfür den Ducchfchnitt @ der beiden gefundenen Kreife.

Wendekreis. Die Punfte des Sreifes PGE, Fig. 15, für welche

die Tangentialbefchleunigung gleich, Null ift, haben in dem betrachteten Augen-
blide ein Marimum oder

dig. 15: Minimum ihrer  Ge-
fhwindigfeit, weil ihre

ZTangentialbejchleunis-
gung oder die Derivirte der
Gefchwindigfeit in diefen
Angenblide durch) Null

geht und das Zeichen wech-
felt.

Die Punkte des anderen

Sreifes P@ W, für wel-

che die Normalbefchleuni-

gung gleich) Null ift, be-
fchreiben in dem betreffen-

den Augenblide Wende-
punkte ihrer Bahnen, deren

Krimmungspalbmefjer E alfo unendlich groß find, denn mır fir 0 = ©

 

 

„2
kann der Ausdrud 5 der Normalbefchleunigung zu Null werden, da v einen

beftimmten endlichen Werth hat. Man nennt daher den gedachten Kreis
PGW aud) den Wendefreis umd den Durchfchnitt W defjelben mit der

Normale zur Polbahn in P den Wendepol.

Daß übrigens alle Punkte des Syftems, welche gleichzeitig in den Wende-
punkten ihrer Bahnen fi) befinden, in einem Stveife gelegen find, welcher die
fefte Bolbahın in dem augenbliclichen Bol P berührt, erfennt man aud) direct

aus folgender Betrachtung.
Sei PP,, Fig. 16, die fefte Bolbahn eines ebenen Syftems und P in einem

beftinunten Angenblide der Bol, um welchen der bewegte Körper während
de8 Zeitelementes ot mit der Winkelgefchwindigfeit @ fic) dreht. Yrgend
eine durch P gezogene Gerade EZ PB konnt durd) diefe Drehung in die

?age E) PB}, wobei die Punkte A,B,D und E die vefp. Bahnen A Ar,

BB, DD, und BEE, befchreiben. Wenn in derfelben Zeit O4 der Pol P

mit dev Wechjelgefchwindigteit zu fi) auf der feften Polbadır bewegt, fo ge-
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langt er nad) P,, wenn PP, = wödt ift. Berbindet man nun den neuen
Pol P, mit den jegigen Yagen A,, Bı, D, und E, der bewegten Punfte,

fo find die Berbindungslinien Pi Aı, PıBı, PıD, und P, E, offenbar in

. A,,BıD, und E, normal

2. . auf den Bahnen diefer

Punkte. Ebenfo ift aber
die Pinie EPB auf den

Bahnen derfelben Puntte
in A,B,D und E normal.

Da nun der Durcchichnitt
der Normalen einer Curve
in zwei umendlicd) nahe an

einander gelegenen Punkten
derfelben der Krümmungs-

mittelpunft der Curve an

diefer Stelle ift, fo erhält

man alfo in B,,D, und

E, die Srümmungsmittel-

punfte der vefp. Bahnen

BB, DD, wd EE.

Der Krümmungsmittel-
punkt dev Bahn AA, hin-

gegen rüct in die Unend-
lichkeit, fobald die beiden Normalen PA und P, A, parallel ausfallen, und

das ift ein Zeichen, daß der Punkt A in diefem Falle einen Wendepunkt

feiner Bahn durchläuft. Damit nun die beiden Normalen PA und P, A,

parallel ausfallen, muß der Winkel APA, oder @Ot gleich dem Winfel

PA,P, = PAP,fein. Denft man mn aber diefen Winfel dt über
dem Elemente PP, in allen möglichen Yagen angetragen, fo erhält man
offenbar als geometrifchen Ort für den Scheitel A einen Kreis PA W,
welcher mit der Polbahn in P das unendlich, Feine Element PP, gemeinfam

hat, d. h., welcher die Bolbayn in P berührt, und deffen Mittelpunkt daher

in der Normale PW der Polbahn gelegen ift. Fir den Durchmeffer PW

diefes Kreifes hat man die Beziehung PW . ot — PP, und da PP,
= udt ift, fo folgt hieraus für den Durdymeffjer PW des Wendetreifes

PW=*
@

 
wie oben. Aus der Figur erkennt man auc) fofort, daß ein Punkt inner-
halb diefes Sreifes, wie D, den Krimmungsmittelpunft feiner Bahn in D,,
alfo auf derjelben Seite der Polbahn Hat, auf welder der Wendefreis
fiegt, während ein Punkt außerhalb des Wendefreifes, wie B oder , den
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Krümmungsmittelpunkt feiner Bahn in By veip. Ey, hat, d. h. auf der dem

Wendefreife entgegengefegten Seite der Polbahn. Die Bahnen fämmt-

licher innerhalb des Wendekveifes gelegenen Punkte fehren daher dem
Bol ihre convere Seite, die Bahnen dev außerhalb des Wendefreifes

gelegenen Punkte hingegen ihre concave Seite zu, die Pırufte auf dem Um-

fange des Wendefreifes befchreiben Bahnen, deren Kriimmungshalbmeffer in
dem betreffenden Augenblide entfprechend dem Zeichenmvechjel der Krümmung
unendlic) groß werden.

Krümmung der Punktbahnen. Da die Kenntniß des Krümmungs-

halbmeffers der Bahn eines Punktes von Wichtigkeit ift, infofern fowohl die
Tangential- wie die Normalbefchleunigung des Punktes von dem Srümmungs-

vadius abhängt, jo mögen im "Folgenden nod) die hauptfächlichften Be-

ziehungen erörtert werden, welche fir die Krümmungsverhältniffe der Punft-
bahnen eines bewegten ebenen Syftems gelten.

Es fei wieder P, Fig. 17, der Bol in einem beftinmten Augenblide, P W
die Normale zur Polbahn in P und W der Wendepol, alfo PW, W der

gig. 17. Wendefveis, ferner fei A ein
beliebiger Punft des bewegten

Körpers, deflen Bolabftand
AP=—aden Winfel y mit

der Normale WP bildet, und

welcher bei der Drehung um
P den Eleinen Kreisbogen AA,
zuriictegt. Nach dem Bor-

ftehenden liegt der Strümmungs-
mittelpunft des Bahnelementes

AA, in dem Diucchfchnitte
Ay der beiden Polftrahlen AP

und A, P,, wobei vorausgefegt
it, daß der Pol während des

betrachteten Zeitelementes Ot
von P nad) P, auf der Pol:

bahn fic) verfeßt. Bezeichnet
man num dev Kürze wegen den unendlich Heinen Rotationgwinfel ArPpA;,
oder @0E mit ©, den Contingenzwinfel PA,P, mit » und den ebenfalls
fleinen Winfel PA, P, mit ß, fo hat man für & als Außenwinfel die Be-
siehung - — v + PB. Un diefe Winkel durch die Pängen auszudriden,
beftimmt fizunächft zufolge der Eigenfchaft des Wendefreifes der Winkel
@ als Peripheriewinfel iiber dem Elemente PP,, (j. $. 16) durd)
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PP,=

Projieirt man fernev P auf A,A, nad) Pu, fe it PP, = PP, cosy

und man erjieht aus der Figur, daß

HP.=EAP!P

if. Nad) Einfegung der hieraus folgenden Werthe von

un —=- Wr oma

  

  

   

PP, PP,
en. copy = —— 0087

on Fu PP,
Baus Ar er = cos y

in obige Gleichung « = v + B uhält man

PP: PR PR
De we 5 1 cosy + ; ! cosy

oder 1 y
_ +—

WP.cosycpa7 dy

St num W, die Projection des Wendepols W jr den Bolftrahl AP, jo
it WP.cosy = W,P = ec, fo daß man obige Gleichung aud) jchreiben
kann:

1 1 ı

c ey dy dt

oder na=ac + ac.

Addirt man hierzu die daraus folgende Gleichung

Aya — Me — ac,
fo erhält man:

2 (2a — c) = c(2a + a)

oder o:c=2at mw:2a — c.

Diefe Proportion befagt aber, daß zu den drei Punkten A,, P und W, ein

vierter harmonifcher, dem Pol P zugeordneter Punkt A’ in einem Abftande

AA'—a gleid, der Poldiftanz AP gelegen ift, denn mad)t man AA’— a,

jo ft ,A’—=2a + a, und? W, A’ = 2a — c, jene Proportion fchreibt

fid) daher: i
EWR:

Der Krümmungsmittelpunft A, des Bahnelementes eines

Punktes A und die Projection W, des Wendepols auf den Bol:

ftrahl AP theilen daher diejenige Strede PA’ harmonifd, deren

einer Endpunkt dev Bol P und deren Mitte der Punkt A ift.

Diefe wichtige Beziehung fann in vielen Fällen zur Auffuchung des Krim-
mungsmittelpunftes A, und damit des Krlimmungshalbmeflers A, A der
Bahn eines Syftempunktes benugt werden,
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Krümmung der Enveloppen. Bevor aus dem oben entwidelten

Lehrfage weitere Folgerungen abgeleitet werden, möge der Fall näher ins
Auge gefaßt werden, daß mit dem bewegten Shitem eine beliebige Curve ver-

bunden ift, welche an der Bewegung Theil nimmt. Die Lage diefer Curve
in irgend welchen Augenblide ift natürlich befannt, wenn man nur die jedes-

malige Lage zweier beliebigen Syitempunfte, deren Stellung zu der Curve
im Syftem gegeben ift, kennt, weil hierdurch ja nach dem Friheren die Be-

wegung des ganzen Syftenis unzweifelhaft beftimmt ift. Denft man fich

alle möglichen Lagen, welche diefe Curve nad) und nad) einnimmt, fo fann
man fi) eine gewiffe Linie vorftellen, welche von allen diefen Pagen der
Curve berührt wird, oder mit anderen Worten, eine Linie, welche von der

bewegten Curve im Laufe der Bewegung umhüllt wird. Man nennt diefe
Linie die Enveloppe der bewegten Curve, und fan fi) von diefer Enve-

loppe eine Anfchauung daduccd verichaffen, daß man die bewegte Curve

materiell, etwa in Form eines Drahtes ausgeführt denft, dev mit dem Shften
verbunden tft und bei der Bewegung feine Spur auf einer mit Sand be-

freuten Fläche hinterläßt, die dev Ebene parallel ift, in der das Syftem fic)
bewegt. Es ift für die Praxis oft von Intereffe, die Natur diefer Enveloppe

näher fennen zu lernen.

&8 jet P, ig. 18, zu einer gewiffen Zeit & der Pol eines ebenen Syftems,
mit welchem legteren eine gewifje Curve K verbunden ift. Im dem Zeitele-

Fig. 18. mente O4 vüce der Bol auf der Bol-

bahı nach) P, und es fommte dabei
EEE = die Cinve K in die Lage Kı. Da-
el a bei berührt diefe Cimve X ftets eine

xAM ni gewiffe Yinie Z, welche oben als En-
I — veloppe bezeichnet wurde. Verbindet

1 man den Pol P mit dem Beriihrungs-

punkte A diefer Enveloppe und der
Cınve X, fo muß diefer Polftahl

normal auf der gemeinfchaftlichen
Tangente von K und E ftehen. Dies

geht davans hevvor, daß der Polftrahl
auf den Bahnen aller feiner Punkte

- jenfvecht fteht, alfo aud) auf der-
jenigen des Beriifrungspunftes A, und daß der Berührungspunft der Curve
K wit E offenbar eine Bewegung hat, deren Nichtung mit der Tangente der
Enveloppe zufanmenfällt. Der Strahl PA fällt daher in die gemeinfchaft-
fiche Normale der Curve K umd der Enveloppe und geht daher auch durch
die Krimmumgsmittelpunfte der beiden. Daffelbe gilt num aucd) von dem
Polftrahl Pi A,, welcher von der unendlich nahen Yage des Pols P, nad)

    

x

Q

M  
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dem nummehrigen Berührungspunkte A, der Curve X, mit der Enveloppe
gezogen wird. Hieraus folgt daher, daß der Schnittpunft M diefer beiden

Polftrahlen der Kriimmungsmittelpunft der Enveloppe Z fiir das Element
AA, ift. Bei der gedachten Fleinen Bewegung des Syftems hat fi) das

Element QQ, der beweglichen Polbahn“ auf der feften Polbahn abgewälzt,
fo daß der Punkt Q, nad) P, gelangt ift. Die von Q, auf die Cinve K

durd) A’ gezogene Normale geht nun ebenfalls dur) den Krümmmmgsmittel-

punft dev legteren, welcher in dem Durcjfchnitte O von QA und Q, A’ zu

fuchen ift. Nac) gefchehener Drehung, welche Q, nad) P, bringt, muß die
Normale Q, A’ in die Normale P, A, hineinfallen, und der Krümmungs-

mittelpunft O viüct dabei nad) O,. Da nun alfo die Polftrahlen PA und

P, A,, welche auf der Enveloppe normal ftehen, and; normal find zu der

Bahn jedes ihrer Punkte, alfo aud) Normalen zu OO, find, fo folgt hieraus,
daß ihr Durhfchnitt M der Krümmungsmittelpunft nicht nur

der Enveloppe E für das Element A A,, fondern aud) der Kriüm-

mungsmittelpunft des Bahnelementes OO, ift, weldes von dem
Krümmungsmittelpunft der bewegten Curve befchrieben wird.

Der Krimmungsmittelpunft der Enveloppe einer beliebigen bewegten Curve

ift daher befannt, fobald man den Krimmumgsnittelpunft derjenigen Bahn

beftimmen fan, welche von dem Krimmungsmittelpunkte dev bewegten Curve
befcjrieben wird. Die Beftimmung des legteren ift aber mit Hülfe des im
vorhergehenden $. 17 entwidelten Sages leicht zu bewirken.

Da die bewegliche Polbahnn in jeder ihrer Yagen die fefte Polbahn berührt, fo
fann fegtere and) als die Enveloppe der beweglichen Polbahn angefehen werden,
und e8 ergiebt fid) daher aus demfocben bewiejenen Sate, daß der Kriimmmngs-
mittelpunft der feften Bolbahn in jedem Augenblide mit den Krimmungs-
mittelpunkte desjenigen Bahnelementes übereinftimmt, welches der Krimmungs-
mittelpunkt dev beweglichen Polbahn (für den VBerührungspunft) zuriiclegt.

Bestimmung des Krümmungsmittelpunktes. Wemt in einem $.
bewegten ebenen Syftem für einen gewillen Augenblit das Momentancentrum
und der Wendepol bekannt find, fo ift e8 jederzeit leicht, nad) dem Vorigen
den Krimmungsmittelpunft der Bahn eines beliebigen Punktes fir diefen

 Augenblid zu ermitteln.
Es fei P, Fig. 19 (a.f.©.), der Pol, und W der Wendepol eines ebenen

Syftens in einem gewiffen Augenblide, Ferner fer A irgend ein Punkt
des bewegten Körpers, für defien Bahnelement der Krümmmungsmittelpunkt
beftimmmt werden foll. Zieht man den Polftrahl PA und madt AA’ —
PA,fo ift dev gefuchte Krümmungsmittelpunft gefunden, wenn man zum
Pol P, dem Punkte A’ umd der Projection W, des MWendepols den vierten,
W; zugeordneten harmonischen Punkt A, fucht, Diefe Conftruction ift

19.
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immer leicht in befannter Weife auszuführen. Man fanfie hier noch) be-
fonders vereinfachen, wenn man den Punkt A aud, mit dem Wendepol W

Fig. 19.

 
 
 

verbindet, dann A’W’ pa-

vallel zu A W zieht umd

bi8 zum Ducchjchnitt B

mit dem Projectionsftrahle

W, W verlängert. Die.

drei Bınıfte P, W und W’,

von denen Win der Witte

zwifchen P und W’ Liegt,

bilden niit dem im der Uns

endlichfeit liegenden Sdriim=
mungsmittelpunfte der

Bahn von W vier harmo-

nische Bunte. Daher füllt

der den drei Strahlen BW,
BP und B Wzugeordnete

vierte Harmonische Strahl

B A, parallel der Norma=

len WP zur Polbahn aus.

Diefelben vier Strahlen

teilen nun aber aud) die
- Gerade AP in den Bunf-

ten A’, P, W, und A, har-

monisch, folglich ift A, der
Krümmungsmittelpunft des

von A in dem Augenblide

befchriebenen Bahnelemen-
tes, in welchem der Bol in

P liegt. Die Conftruc-

tionsregel zur Auffindung
von A, aus P,W und A

erhellt hieraus von felbft.
Denft man in den Punkten A,,A und A’ die Lothe A, D,, AD um

A'D! errichtet, jo ergiebt fid) ohne Weiteres, daß auch die vier Punkte D), W,
P und D! Harnonifche find, da fänmtliche Abfchnitte auf D,D’ in dem

edit, 1 j %
Berhäftniffe nr größer find, als die entfprechenden Abfchnitte auf Ay A’.

E8 ift folglich, da D in der Mitte zwifchen P und D’ liegt, D, der Krim:
mungsmittelpunkt des von D befchriebenen Bahnelementes. Legt man mun

durch PAD einen Sveis und einen anderen durd) 2A, Dy, welche beiden
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Kreife ihre Mittelpunkte wegen der rechten Winkel bei A und A, auf der

Polbahnnormale D,D’ haben müfjen, jo erkennt man leicht, daß die oben
in Hinficht auf A angeftellte Betradytung für jeden Punkt des Kreifes PAD

gilt. ft alfo Z ein beliebiger Punkt diefes Kreifes, jo Liefert dev Polftrahl

EPE, auf dem durch PA,D, gelegten Kreife in Z, den Krümmungs-
mittelpunft des von Z bejchriebenen Bahnelementes.

Daraus folgt die Bezichung, daß die Punkte eines die Polbahn im
Pol berührenden Kreifes Bahnelemente befchreiben, deren

Krümmungsmittelpunfte auf einem zweiten, die Bolbahn eben-
falls im Pol berührenden Kreife liegen.
Umdie gegenfeitige Yage und das Größenverhältniß diefer Kreife zu er-

mitteln, nehme man zunächft an, der Kreis dund) A nähere fid) mehr und
mehr dem Wendekreife, bi8 er mit ihm zufammenfält. Damit ift der zus
gehörige Kreis für den Krümmumgsmittelpunft A, größer und größer und
in dem Augenblie unendlich groß geworden, in weldem A in den Wende-
freis tritt. Dies folgt daraus, daß jegt die Projection W, des Wendepols
in die Mitte zwifchen P und A’ füllt, daher der vierte harmonische Punkt
in der Umendlichfeit liegt. Dies entfpricht aud) der Icon früher enhwidelten
Eigenfchaft des MWendekreifes, wonad) alle Punkte defjelben Bahnelemente
von unendlic, großem Halbmeffer befchreiben.

Denkt man fid) umgekehrt den Bunft A weiter und weiter vom Pol P fid)
entfernend, fo wird der Kreis für die Krimmungsmittelpunfte A, Kleiner
und fleiner, und erreicht in der Grenze, wenn 4 unendlich weit fortritdt,
eine Größe gleich, dem Wendefreife, welchen ev dann auf der anderen Seite
der Polbahntangente Äymmetrifch gegenüberliegt. Dies geht daraus hervor,
daß der Punkt A und alfo A’ in der Unendlichkeit Liegt, wonach der dem
Punkte A’ harmonifc, zugeordnete Pol P die Entfernung A, W, halbiren
muß.
Wenn der bejchreibende Punkt A von dem Wendefreife aus nad) dem

Pole P hin rückt, fo liegt der Krümmmungsmittelpunft nach $. 16 mit dem
Wendefreife auf derjelben Seite der Polbahntangente und zwar nähert fi)
der Kreis, auf welchem er liegt, mehr und mehr dem Wendefreife, je mehr A
Ti) dem Pole nähert. Gelangt dabei der Punkt A in einen die Polbahn
in P berührenden Kreis, weldyer halb fo großen Durchmeffer hat wie der
Wendekreis, fo liegt der zugehörige Krimmmungsmittelpunft auf dem Wende:
freife, denn da von den betreffenden vier harmonifchen Bunften P,4',W,
und A, die beiden A’ und W, auf dem Wendekreife in einen zufammen-
fallen, fo fällt audy A, in diefen Doppelpunft. Nüähert fi) A nod, mehr
dem Pole, fo ift dies auc) mit A, der Fall, bis Ihließlich A und A, gleid)-
zeitig den Pol P erreichen.
Nimmt man an, dafs der bewegte Punkt A dc) den Pol hindurch auf
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die dent Wendefreife abgewendete Seite dev Polbahntangente tritt, jo Liegt

der Krimmumgsmittelpunft der Punktbahn auf einem Kreife, welcher die

Poldahn auf derfelben Seite beriihrt, auf welcher A liegt, und welcher Kreis

Heiner ift, als der durch) den Punkt A und den Pol gelegte Berührungstkreis

der Polbahn. Ye mehr fc) der Kreis, auf welchen A liegt, erweitert, defto

guöfer wird auch derjenige Kreis, auf welchem dev Krimmungsmittelpunkt

A, liegt, und erreicht diefer lesteve Kreis eine Größe gleid) den Wendefreife

(auf der dent legteven entgegengefegten Seite der Polbahn), jobald dev be-

jchreibende Punkt in die Unendlichkeit rückt, wie fchon oben bemerkt worden.

Bestimmung des Wendepols. Die obigen Unterfuchungen jesen

die Kenninif des Wendepols eines bewegten ebenen Syftems voraus. Diefer

Punkt ergiebt fi im Allgemeinen aus den Bedingungen, duch) welche die

betreffende Bewegung charakterifirt ift. Sind z. DB. die beiden Polbahnen

gegeben, alfo aud) deren Krümmmngshalbmefler 0, und @, fiir irgend wel-

chen Punkt befannt, fo erhält man den Wendepol W, wenn man auf der

gemeinfchaftlihen Normale dev Bolbahnen von Pol aus ein Stiid gleich den

Durchmeffer Fr des Wendekreifes abträgt, und zwar ergiebt fich diefe Größe

nach $. 12 durch) die Gleichung

| 1

Uni Or

If die Bewegung des Körpers durch die Bahnen zweier Punkte A und B

gegeben, fo fann man nad dem Früheren ($. 7) jederzeit den Pol P als
den Durchfchnitt dev Normalen diefer Even in A vefp. B bejlimmen.
Trägt man mm auf diefen Polftrahlen PA md PB, auf welchen aud)

die Primmungsmittelpunfte A, und B, der befannten Bahnen von A und

B liegen, die Polabftände PA und PB bezw. glei AA’ und BB’ au,
fo erhält man in der vierten harmonifchen den Krümmumgsmittelpunkten
zugeordneten Punkten zur 2,4’, A, und P,B',B, die beiden Projectionen

W, de8 Wendepols auf die’ beiden Polftrahlen PA und PB. Man findet
daher den Wendepol felbft in dem Durchfchnittspunfte W der beiden Nor-
malen, welche man in den beiden Bunften W, auf PA und PB errichtet.

In gewiffen in der Praxis häufigen Fällen fann man fir die Yage des
Wendepols ohne Weiteres beftimmmte Negeln angeben, von denen hiev nur
die Hauptfächlichften angeführt werden mögen. Wenn ein Punkt A des be

wegten Körpers eine geradlinige Bahn befchreibt, fo Liegt deren Krinmmungs-
mittelpunft A, in der Umendlichfeit und daher muß deffen Harmonifcher

Gegenpinft, d. h. die Projection W, des Wendepol? W in der Mitte
zwifchen dem Pol P und dem Punkte 4Aliegen, d. h. mit dem gleichfalls  
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in der Mitte von PA’ liegenden Punkte A zufanmenfallen. Da aljo der

Wendepol W in der in A auf dem Polftrahle PA errichteten Normale,
d. h. in der Bahnrichtung des Punktes A liegt, jo folgt daraus, daß, wenn
ein Bunft eine Gerade befchreibt, diefe durd) den Wendepol gehen

muß. ;

Dei den Bewegungsmedanisinen kommt häufig der Fall vor, daß der be-
wegte Körper mit einer gewilfen Cinve X auf einer anderen feften Curve Z,
dig. 18, fo entlang bewegt wird, daß die feite Curve Z fortwährend von

der beweglichen Curve K berührt wird. Im diefem Falle it E die Enve-

loppe von K und da nad) $. 18 der Sriimmumgsmittelpunft M der Enve-
loppe mit demjenigen der Bahn OO, übereinftinmt, welche der Krimmungs-

mittelpunft O der bewegten Curve K zurüdlegt, jo müfjen aud) die vier
Punkte, der Bol P, der Punkt O’, welder auf der Verlängerung von PO

in dem Abftande O0’ — PO liegt, der Kriimmungsmittelpunft M der feten

Cuwve E und die Projection W, des Wendepunfts auf den Strahl MO vier
harmonifche fein. Wird in diefem Falle die bewegte Curve KX zu einer Geraden,

welche eine fefte Curve Z fortwährend berührt, fo liegt von den gedachten

vier harmonischen Punkten 0’ ebenfo wie O in der Unendlichkeit, folglic)
liegt der Pol P in der Mitte zwifchen dem Krümmungsmittelpunfte

M der feften Curve E und der Projection W, des Wendepols
auf den Polftrahl.

Wenn hierbei die fefte Curve E in einen feften Punkt zufanmenfchrunpft,

durch welchen die bewegte Curve K fortwährend hindurchgezogen wird, fo

fällt von den vier Punkten der Krümmumngsmittelpunft M der feften Curve
in den feften Punkt Z felbft hinein, und die Projection W, des Wendepols
ift zu dem fejten Punkte Z, dem Pol P und dem Punkte O’ im Abftande
00' = PO ber vierte harmonifche Punkt und zwar der dem feiten Punkte
E zugeordnete. Wird in diefem Falle aus der bewegten Curve fpeciell eine
Gerade, jo fällt O’ ins Umendliche, daher Liegt der Bol in der Mitte
zwiichen dem feften Bunfte E und dev Projection W, des Wende-
pols auf den nad) dem feften Bunfte gerichteten Polftrapt.

Wird endlic) die fefte Curve 7 zu einer Geraden, welche von der bewegten
Curve K fortwährend berührt wird, fo liegt der Kriimmungsmittelpunft M
An der Unendlichkeit, weswegen die zugeordnete Projection W, des Wende-
pols in der Mitte zwifchen dem Bol und dem Punkte O’ liegt, d. h. in den
Krümmungsmittelpunft O der bewegten Curve K hineinfältt.
Wenn auch) hier die Curve K in einen Punft zufammenfchrumpft, welder
aljo die gerade Bahn befchreibt, fo füllt der Krümmungsmittelpunft O und
alfo nad) dem Dbigen aud) die Projection W, in die Gerade Z hinein,
woraus die früher fdhon angegebene Eigenjdaft fc) ergiebt, daß die Gerade
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E, in welcher der Körperpunft K geführt wird, durch den Wendepol hin-

ducchgeht.

Was fchlieglich no) die Gefchtindigfeit des Wendepols anbetrifft, jo ift

diefelbe nad) dem Früheren gleich PW . @, wenn @ die Winfelgefchwindig-

feit de8 ganzen Syftems umdas Momentencentrum P und wenn P W den

Abftand des Wendepols von P bezeichnet. Yegtgedachter Abftand ift nun

aber der Durchmeffer des Wendefreifes, welder in $. 15 Mn gefunden

worden ift. Demzufolge ergiebt fid) die Gefchwindigfeit des Wendepols W

zu Z © — u, d. h. gleich dev Wechfelgefchroindigfeit des Miomentancentrums

oder Pols. Die Gefhwindigfeit, welche irgend ein Punkt des Wendefreifes
W,, Fig. 19, hat, defen Polftvaht PW, den Winkel Y_ mit dev Normale

P Wzw PBolbahn bildet, beftiumt fc demgemäß zu

u
v=PM.0=7 087 «0 = weosy.

Bestimmung des Beschleunigungscentrums. Sn $.15 lernten

wir das Befchleunigungscentrum al einen Punkt ohne Beichleunigung fernen,
deffen Page durd) den Schnittpunkt der zwei zu einander fenfrechten Geraden

gegeben ift, welche eine Befchleunigung nad) der Polbahntangente und be-
zieyungsweife nad) der Polbahnnormale im Pol nicht haben. Die Kenntniß
diefes Punktes, welcher Übrigens auch in den Schnittpunkt des Wendefreifes
mit dent Kreife für die Punkte ohne Tangentialbefchleunigung hineinfällt, ift
für die Unterfuchung dev Bewegung der Mechanismen von befonderer Wichtig-

Sr feit, und foll daher nod) die Be-

ER ftimmung diefes Befchleunigungs-
centrums erörtert werden.
Das Beichleunigungscentrum @,

Fig. 20, hat nad) $. 15 die Eigen-

Ichaft, daß die Befchleunigung irgend
eines bewegten Syftempunftes A pro-

portional dem Abftande @ A defjel-

ben vom Beicjleunigungsceentrum G@
ift, und daß der Winkel, welchen die
Beichleunigung p, von A mit dem

Strahl EA bildet, fir alle Punkte

de8 Syftems derfelbe, nämlich dur)

0@

 
Men 4 :

tang «a — 2 beftimmt ift.
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Kennt man daher von zwei beliebigen Punkten A umd B die Beichleuni-
gungen 2. und ps, jo muß das Befchleunigungscentrum @ offenbar jo gelegen

fein, daß A: GB —= 9a : 9 ift. Denft man jid) alfo die Strede AB

in C und D nad) dem Grundverhältniffe 2 : 9, harmonifd) getheilt, jo daf
CA: CB=DA:DB= pa:ft, fo muß das Befchleunigungs-
centrum auf dem über DC als Durdmeffer befchriebenen Kreife liegen.

Diefer Kreis ift nämlic) der geometrische Ort aller Bunkte, deren Abftände

von A und B in dem Grundverhältniffe Pu : 2% ftehen. Denn verbindet
man ivgend welchen Punkt G@ mit A, B, C, D, fo halbiven von den vier

harmonischen Strahlen die auf einander jenkrechten Strahlen GD und GO

befanntlich die Winkel des anderen Strahlenpaares, AGB, und man hat
dafr uh GA:GB= (A: CB = Pu: m.

Sind num die Befchleumigungen p, und 9, der Punkte A und B ihren
Richtungen nad) befannt, und man trägt fie in A und B an, jo geben diefe
Richtungen, bis zum Ducchfhnitt Z verlängert, in dem Wintel AEB aud)
denjenigen Winkel an, welchen die Strahlen von A und B nad) dem Be-
Ichleunigungspol bilden. Dies geht einfach daraus hewvor, daß die Be-
Idjleunigung jedes Spftenpunktes einen conftanten Winkel mit dem von diefem
Punkte nad) dem Bejchleunigungspol gezogenen Strahle bildet, zwei diefer leg-
teren Strahlen daher einen Winkel mit einander einfchliefen, welcher gleich
demjenigen Winkel ift, unter weldem die Beichleunigungen der zugehörigen
Spftenpunkte gegeneinander geneigt find. Befchreibt man daher aud) um
die drei Punkte A,B und E einen Kreis, fo hat jeder Punkt defjelben die
Eigenfchaft, daß die von ihm nad) A und B gezogenen Strahlen einen Wintel
gleih AEB einfhlicken. Das Beichleunigungscentrum muß alfo aud)
auf diefem Kreife gelegen fein, fan alfo nur in einem der Dindhfcnitts-
punkte @ der beiden Kreife liegen. Welcher der beiden Durdfchnitte diefer
Kreife als Bejchleunigungscentrum anzufehen ift, ergiebt fic, hierbei Leicht,
wenn man jede der beiden Befchleunigungen p. und 2, in zwei Componenten
zerlegt denkt, von denen die eine in den Strahl von A oder B nach dem
Veichleunigungscentrum, die andere in die dazu fenfrechte Richtung fällt.
Die erfte diefer Componenten muß dann von dem betreffenden Punkte A
der B nad) dem Befchleunigungscentrum hin gerichtet fein. Der
zweite Schnittpunkt F' kann daher im vorliegenden Falle nicht in Betracht
fommen, da die erwähnten Componenten die Richtungen von F weg nad)
A umd B haben würden, was der gefundenen Eigenfchaft des Beichleuni-
gungscentrums nicht entfprecdhen würde.

Kennt man num noch die Befchleunigung eines Punktes A ihrer wirklichen
Größe nad) als p,, fo faun man leicht die Beichleunigung jedes beliebigen

PaSyftempunftes C finden, denn diefelbe muß p. — 4° @C fein. Hat 
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man z.B. den Pol P dadırd) gefunden, daß man die Normalen in A und

B auf den befannten Gefchwindigfeitsrichtungen zeichnet, jo erhält man in

Eyn . @P die Befchleunigung des Pols. Diefer hat aber nad) $. 14 eine

Belchleunigung u@ in der Richtung der Polbadnnormale. Set man daher

 

Pa
—— ,‚GP=GA G uo,

fo erhält man den Werth fir die Wechfelgefehwindigfeit wu, wenn die Winfel-

gefhtwindigfeit © befannt ift. Bildet endlich die Beichleunigung Pu mit dem

Strahl EA den Winfel ©, jo dat man die jenfrecht auf dem Strahle GA

ftehende Componente der Befchleunigung von A gleich, pa sin «, und da die-

jelbe den Werth @A . en haben muß, jo findet man:

Bo
Fr, Es CR sın &

Ka

Parallelogramm der Drehungen. Bet den bisherigen Ermittelungen

winde immer vorausgefegt, daß das bewegte Syftem ein folches jet, bei

welchem die Bahnen fänmtlicher Punkte in einer Schaar parallelev Ebenen

gelegen find, und daß alfo jeder einzelne Punkt fortwährend in der ihm zu-
gehörigen Ebene verbleibe, weshalb auch jehlechtweg von der Bewegung eines

ebenen Syftems gefprochen wide. Bei diefer Bewegung, bei welcher die

vorfommenden Dreharen unter fi) parallel, nämlich jenkvecht zu den paral-

(efen Ebenen find, genügte die Unterfuchung der Bewegung in einer einzigen
diefer Parallelebenen zur Beftimmung der Bewegung des ganzen Syftems.

Wenn num auch die weitaus überwiegende Mehrzahl der Mafchinengetriebe,
denen man in der Praxis begegnet, auf diefen einfachen Fall der Bewegung
in einer Ebene zurücgeführt werden kann, fo fommen doc) auch zuweilen

Mechanismen vor, bei welchen die Bewegungen der einzelnen Punkte einen

allgemeineren und weniger einfachen Charakter haben. Susbejondere find
die Axen, um welde Notationen des Körpers eintreten, nicht immer parallel.

Der allgemeinfte Fall dev Bewegung ift derjenige, in welchem das Sytem
irgend welchen Translationen und Notationen unterliegt, die nad) beliebig im
Nauıme zerftreuten Nichtungen, xefp. um beliebig fic Freuzende Aren ftatt-
finden. Bevor diefer allgemeinfte Fall befprocden wird, fei der jpecielle
näher unterfucht, daß das Syften zweien Notationen um zwei fich [chneidende

Uren unterworfen ift.
68 fein OA und OB, Fig. 21, zwei in O fic) fehneidende Geraden in

einem bewegten Körper, welcher nad) einander um diefe Aren zwet Drehungen
empfangenjoll, und zwar tn den Winfelbetrage « um OA und P um OB.
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In analoger Art wie in $. 5 für ein ebenes Spftem gejchehen, ift aud) hier
leicht nachzuweifen, daß derjelbe Erfolg durd) eine einzige Drehung um eine

s gewiffe Are OC erreicht werden fan.

dig. 21. Zu dem Zwede denfe man fich um

.O als Mittelpunkt feft im abfoluten
Raume eine KHugelfläche von dem
Halbmefjer gleid) der Einheit gelegt,

welche von den Aren OA ımd OB
in A vejp. B getroffen werde. Em:

pfängt num der Körper eine Drehung
um die Are OA im Betrage « =
B(OA)B', jo gelangt dadurd) die
Gerade OB des Körpers, welche als
nachherige Drehare fungiven foll,
in die Yage OB’, welde als ihre
Endlage anzufehen ift, da fie bei

der folgenden Drehung des Körpers um fie felbft ihre Yage OB’ unver-
ändert beibehält. Findet mum diefe Drehung um OB’ in dem Winfelbetrage
A(OB')A' =

Pß

ftatt, jo wird dadurd) die Are OA in ihre Endlage OA’
übergeführt. Zumächft ift erfichtlich, dag der Schnittpunkt O der beiden
Aren, vermöge eben feiner Eigenfcaft als folder, feinen Ort im Naume
nicht geändert hat, und da aufer ihm die neuen Pagen der Punkte A und B
in A’ und B’ durd) die Winkel & und 8 gegeben find, fo ift durch die drei
nicht in gerader Yinie liegenden Punkte O,A’ und B’ aud) überhaupt die
Lage des ganzen Syftems beftinmt.
Wenn man fid nun durch; OA eine Ebene O AD gelegt dentt, welche

den Drehungswinfel B(O A)B’ — « halbirt, fo daß alfo D(O A)B' —

5 üft, fo wird diefe Ebene OAD durd; die erfte Drehung um OA in die

 
Lage OAD!gelangen, vorausgefegt, daß B’(0A)D’— ,alfo D(0A)D!9 9 z
= aift. Ebenjo denfe man ic) nad) Vollführung der zweiten Drehung
um OB’ eine Ebene OB’ E" mit dem Spftem verbunden, welche durd)
die zweite Drehare in ihrer definitiven Yage OB’ fo gelegt ift, dafs fie den

Bintel A(OB)A — B Halbirt, fo daß alfo A(OP)E" — 2 ift
Man erkennt dann leicht, daß diefe Ebene vor Ausführung der zweiten
Drehung die Yage OB’ E’ haben mußte, vorausgefegt nämlid), daß der

Bintel E’(O B') A ebenfalls gleich £ gemacht ift. Dieje Ebene O.B' E'

fchneidet fd, mit dev Ebene OAD! in dem Kugelradius O C', und e8 er
Weisbah-Herrmann, Lehrbuch der Mehanif. II. 1. 4
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giebt fich ohne Weiteres aus der Conftruction, daß diefe Schnittlinie OO’

duch die zweite Drehung um OB’ in die Lage O C übergeführt wird, fo

daß fie mit der Durchfchnittslinie zufammenfällt, in welcher die beiden winfel-

halbivenden Ebenen OAD und OB'E" fid) treffen. Dies folgt aus der

Symmetrie dev beiden fphärif—hen Dreiede AB’ C und AB’C’, welche eine
Seite AB’ gemeinfchaftlic und die anliegenden Winfel glei) haben. Die

Gerade O C ift daher eine folche, welche durch) die erfte Drehung & um OA
nad) OC’ gelangt und durch) die zweite Drehung B um OB’ nad) O C zu-
vücgeführt worden ift. Daraus folgt, daß man das efultat der beiden

Drehungen auch erreichen muß durch eine einzige Drehung um die Are O0.
Die Page der refultirenden Are OO ergiebt fi) aus der angeführten Con-

ftruetion ganz von felbft analog der in $. 5 für ein ebenes Syjtem ange-
gebenen Kegel, wonach man behufs diefer Beftinimung num nöthig hat, die
beiden an OA und OB’ entfprechend angetragenen Winkel « und PB zu

halbiven. Auch der Betrag y der refultivenden Drehung um OC folgt aus
der Figur mit Nirficht darauf, daß durd) diefe Drehung die Are OA nad)

OA’ und OB nad) OB! übergeführt werden muß. Es ift daher offenbar

der Außenwinfel D(O O)B! — E"(OC)A des fphärifchen Dreieds AB'C

gleich dent halben Drehungstwinkel um die refultivende Are O C.

Diefer halbe Drehungswinfel Z beftimmmt fich durch die befannte trigono-

metrifche Beziehung fphärifcher Dreiede:

cos. A(OC) B' — cos (180° — 2) = — un gm &
2 2 2

2 Re ‚4 sin 7 sin = cosAOB

oder

ee ;008 5 — 608 5aM ging cos AO B'.

Ehenfo gilt fir die Lage der vefultivenden Are die Beziehung:

snAOC __smB0C _shAOR'
eeee

sin 5 sin sin 5

Daß bei verjchiedenen Drehungsrichtungen die Winkel & und B in ent-
fprechendent Sinne angetragen werden müffen, ift am fi) deutlich. Es ift
auch Hier, gerade wie beim ebenen Syftem und zwar aus ganz analogen
Gründen wie in $.5 umd 6 angegeben worden, eine Veränderung in der Auf-
einanderfolge der Dredungen nur dann zuläffig, wenn die Drehungswinfel
und P umd daher auch ?y unendlich Kleine Größen find. Wenn dies der
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Fall ift, fo liegt die Are OC der vefultirenden Drehung in der Ebene AOB’
der beiden Aren, und man hat, da

VR 9
ren

gefegt werden muß,

snA0OC  sinB'0C snA0oB

ee y
Diefer Gleihung wird offenbar Genüge geleiftet durd) die Seiten eines
Dreieds und deren gegenüberliegende Winkel, und cs ergiebt fic) daher in
diefem Falle zur Beftimmung der vefulticenden Drehung Y die folgende
Sonftruction: Man trägt auf den Richtungen der Aren OA und IB,

B ee
2 3und sn — — _

2

 

Fig. m. Fig. 22 von O aus die Stüde OA pro-
portional @ und OB’ proportional

A auf, die Diagonale OC des aus OA
und OB’ conftruirten Parallelogramms

> giebt dandie Richtung der Are der re-
„ fultivenden Drehung an, und die Pänge

es OC ift dem Drehungswinfel Y_ der
B tefultivenden Drehung nad) demfelben

Verhältniffe proportional, nad) welchen
OA und OB’ mit @ und beziehungs-

weife ß verhältniggleid, angenommen find. Die Nichtigkeit dev Conftruction
folgt ohne Weiteres daraus, daß in dem PBarallelogramıme die Steichung
erfitlit ift:

sinA0OC _sinBOC _smAOB'

ß a Y
welche für die vefultivende Drehung gilt. ;

Dashierin enthaltene Gefeg, welches man als das vom Barallelogramm
der Rotationen bezeichnet, läßt fi) demnach, dahin aussprechen. Die
Refultante zweier umendlid Heinen Drohungen um zwei fid)
Ihneidende Aren ift eine Drehung um eine durd) den Schnitt-
punkt der erften beiden Aren gehende und in deren Ebene liegende
dritte Are, und zwar beftimmt die Diagonale desjenigen Paral-
lelogramms, defjen Seiten den Aren parallel und den zugehörigen
Drehungswinfeln proportional find, durd ihre Rihtung die
Lage der refultivenden Are und durd) ihre Yänge die Größe der
tefultivenden Drehung. .

Durd) wiederholte Anwendung diefes Sages ift die Zufammenfegung be
fiebig vieler unendlid, Heinen Drohungen um Aren, die fic, fänmtlich in

4*

 

e
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einem Punkte fehneiden, möglich gemacht, und man fann entjprechend den

friiher angeführten Sägen vom Parallelogrammı der (gerablinigen) Bewe-

gungen, der Gefehtwindigfeiten zc. von einem Polygon und einem Paral-

Lelepipedum der Dredungen fprechen, je nachdem die in einem Punkte

fi, fehneidenden Aren von mehreren unendlich Kleinen Drehungen in der-

felben oder in verfchiedenen Ebenen liegen.

Shenfo geftattet der vorftehende Sag jederzeit die Zerlegung einer unend-

lich, Heinen Drehung in zivei oder mehrere andere m Üren vor fic) gehende,

welche mit der Are der Hauptdrehung in demfelben Punkte fich fchneiden.

Für die Zerlegung gelten ähnliche Regeln, wie diejenigen find, welche bei

den analogen Säßen des Parallelogranmms der Bewegungen, Gefchwindig-

feiten 2c. früher an verfchiedenen Stellen angeführt worden find.

Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt. (8 ift

bereitS im vorigen Paragraphen bemerkt worden, daß bei der Ausführung

der beiden Drehungen, welchen dev Körper um zwei fid) fchneidende Aren

unterworfen wird, der Schnittpunkt O der legteren feine Yage im Naume

nicht ändern fan. Daffelbe ift natürlich aucd) dann noc) der Fall, wenn

die Anzahl der Drehungen eine beliebig größere ift, vorausgefegt nur, daß

fünnntliche Dreharen durch denfelben Punft O Hinducchgehen. Wenn daher
der in der Praris häufigere Fall vorliegt, daß ein Körper mit einem feiner

Punkte im abfoluten Name feftgehalten wird, jo fanın man umgekehrt be
haupten, daß fänumtliche Bewegungen, deren der Körper nod) fähig ift, fic)

auf Drehimgen um Aren bejchränfen miffen, welche Teßteren durch den feften
Punkt Hndurchgehen. Dem es ift ebenfowohl jede Translation als auc)

jede Drehung um eine andere nicht durd) den feften Punkt O gehende Are

als unverträglich mit. der umveränderlichen Lage des feften Punktes O aus-
gefchloffen. Bei diefer Bewegungsart wird irgend ein Pımft A des be-
wegten Körpers, welcher von dem feften Punkte O den Abftand OA —= r

hat, offenbar ftets auf einer zu O concentrifchen Kıurgelfläche vom Halbmeffer
r verbleiben müfjen, d. h. die Bahnen fünmmtlicher Punkte des Körpers find

Iphärifche. Nach dem vorigen Paragraphen ann man nun ftet8 zwei be-
fiebig große, um zwei fich fchneidende Aren exfolgende Drehungen erfegen

durd) eine Drehung um eine gewiffe, duch denfelben Schnittpunkt mit jenen
Hindurchgehende Are. Da diefe Drehung fich weiter mit jeder dritten und
vierten Drehung um Aren, die durch denfelben Punkt Hindunchgehen, ver-
einigen L[äßt, fo geht daraus hervor, daß man jede Dewegung eines um
einen Punkt votivenden Körpers, aus wie viel verfchiedenen Drehungen fie
auch beftehen möge, immer erfegen fan durch eine einzige Drehung um
eine gewiffe Are, welche dich den feften Mittelpunkt hinducchgeht. E8 fei
num ein Körper voransgefegt, von welchem ein Punkt O fejtgehalten werde,
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umd denfe man fich um diefen Punkt als Mittelpunkt eine fefte Kugelfläche

etwa vom Halbmefjer gleich der Einheit gelegt. Die Yage des Körpers ift

dann immer vollfommen beftimmmt, wenn der. Ort von zwei Punkten A und

B des Körpers auf diefer KHugeloberfläche gegeben ift, da durd) drei Punkte
0, A und B die Lage eines Körpers .ganz allgemein beftimmt ift. Man
denke fi) nun, daß nad, Verlauf einer beftimmten Zeit der Körper aus
feiner urfprünglichen Lage, die durch A und B beftinmmt wird, in eine andere

Lage gelangt fei, für welche jene Punkte nad) A, beziehungsweife B, gefom-
men find, welche Yage alfo etwa furz durdy A, B, bezeichnet fein möge.
Dann ift nad) dem Vorigen Har, daß der Körper aus feiner anfänglichen
Page AB in feine neue Yage A, B, durd) eine Drehung um eine gewille

Are übergeführt werden fann, welche Are in der im Borftehenden angegebenen
Weile zu beftimmen if. Es möge mit P, derjenige Punkt auf der gedachten

Kugelfläche bezeichnet fein, in welcher die legtere von diefer Are getroffen
wird. Denkt man fic) hierauf den Körper nad) einer gewiffen Zeit in eine
dritte Page As B, gekommen, fo läßt fid) wiederum eine Are OP, von

folder Beichaffenheit angeben, daß eine Drehung des Körpers um fie den
erfteren aus der Yage A, B, in diejenige As B, überführt. Set man

die hier angedeutete Conftruction fir eine beliebige Anzahl von aufeinander:

folgenden Lagen des Körpers fort, fo erhält man eine gleiche Anzahl von
Aren OP,, OP,, OP; .. ., die fänmtlich durd) den feften Punkt O hin»
durchgehen und die Kugeloberfläche in den Punkten P,, Ps, P; . . . fchneiden.

Alle diefe Aren bilden die Kanten einer gewiffen Pyramide, welche die Kugel-
fläche in dem fphärifchen Polygon PA P,P;,... treffen, und jede von

ihnen, OP,, ift als eine Drehare aufzufaflen, um welche zu der betreffenden

Zeit der Körper gedreht werden muß, um aus einer Yage Ay—ı Ba—ı in die

darauf folgende A, B, tbergeführt zu werden. Nimmt man mın die auf-

einander folgenden Lagen des Körpers näher und näher aneinander liegend,

bis ihre Abftände unendlic, Flein werden, fo macht die fprungweife Yagen-

veränderung des Körpers einer ftetigen Aufeinanderfolge Plat, wie fie bei
der effectiven Bewegung wirklich ftattfindet. Die befagte Pyramide geht hier-

. bei in eine Kegelfläche über, deren Spige in dem feften Punkte liegt, und

welche die um diefen Punkt concentrifche Kugelfläche in einer gewifjen Curve
P,P,P;... fchneidet, in welche das vorgedachte fphärifche Polygoen in

der Grenze übergegangen ift. Die einzelnen Seiten OP oder Erzeugungs-
Linien find als die Dreharen aufzufaffen, um welche mac) und nad, dem
Körper unendlich Feine Drehungen erteilt werden mitffen, wenn die wirt

liche Bewegung des Körpers hervorgebracht werden fol.
Diejenige Erzeugungslinie diefer Kegelfläche, um welche in einen be-

ftimmten Augenblide der Körper zu drehen ift, heißt die augenblidliche
Drehare oder die Momentanare fiir das betreffende Zeitelement, und
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entfpricht diefelbe offenbar den Pol oder Momentancentrum des ebenen Sy-
ftens, unter welchem ja auch ftveng genommen eine Axe zu verftehen ift, welche
im Pol zu dem Syftem der parallelen Ebenen jenfvecht fteht. Die gedachte
fefte Kegelfläche, deren Mittelpunkt in O Liegt, entfpricht in derfelben Art

der feften Polbahn beim ebenen Syftem, welche gleichfalls ftreng genommen

nicht als eine Curve, jondern al8 eine feite Cylinderfläche anzufehen ift, deren
Erzeugungslinie die Momentanare ift. Ebenfo wie die Momentanare beim
ebenen Syftem auf diefer Chlinderfläche oder Polbahn entlang wandert, fo
wird in dem vorliegendem Falle die Momentanare auf der Kegelfläche
OP, P,P; ... herumgeführt. Cs erhellt hieraus, daß die Bewegung des
ebenen Syftens nur ein fpeciellev Fall des um einen feften Punkt votivenden
Spftems ift, zu welchen man gelangt, wenn man den feften Bunft O ing
Unendliche fortrücen läßt.

Wie man num bei dem ebenen Syften neben der feften noch eine zweite,
mit dem bewegten Körper verbundene, daher felbft bewegliche Bolbahn an=
geben Fann, welche auf der feften abgerollt wird, ebenfo giebt «8 aud) in dem
vorliegenden Falle eine zweite Kegelfläche, welche mit dem bewegten Körper
verbunden ift und an deffen Bewegung Theil nimmt. Der Mittelpunkt der-
jelben fällt in den feften Punkt O oder den Mittelpunkt der feften Kegel-
fläche hinein, auf welcher legteven bei der Spftembewegung ein Abwälzen der
beweglichen Kegelflädhe ftattfindet. Denft man fich nämlich auch mit dem
bewegten Körper eine um O concentrifche Kugelfläche vom Halbmeffer Eins
verbunden, welche alfo mit der fon betrachteten feften Kugelfläche zufanmen-
fällt, jo wird diefe Kugelfläche in einem gewiffen Augenblide, wo OP,
Momentanare ift, in einem Punkte Q, getroffen, welcher mit dem Punkte
Pı auf der feften Kugelfläche zufammenfällt. Im nächften Augenblide wird
die Momentanare durd) die unendliche nahe gelegene Erzeugungslinie OP;
der fejten Kegelfläche gegeben fein. Der bewegte Körper tritt num aber nicht
mehr mit der Geraden O Q, in die neue Momentanare OP,, fondern mit
einer anderen Geraden OQ,, welche die bewegte Kugelflähe in Qz trifft.
Ehenfo wird der Körper mit den aufeinanderfolgenden Momentanaren OP;,
OP; .. . der feften Kegelfläche nad) und nach mit ebenfo vielen auf ein-
ander folgenden Geraden O.Q,, 0Q, in Berührung fommen. Alle diefe
durch O gehenden Geraden bilden num wieder eine mit dem bewegten Körper
verbundene Kegelfläche, welche, der beweglichen Bolbahın des ebenen Syftens
analog, auf der feften Kegelflähe OP, P,P, ... fi) abwälzt. Diefe
Kegelfläche trifft die bervegliche Kugel in einer fphärifchen Eimve Q:05 - ..,
welde die andere Cuvve PP,P,... in einem Punfte (P,) berührt und
auf diefer bei dem Abwälzen des Kegeld OQ auf dem Kegel OP entlang
vollt. Die Analogie mit der beweglichen Bolbahn des ebenen Syftems ift
auc hiev unverkennbar.
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Nach dem Vorftehenden fan daher jede beliebige Bewegung eines um

einen feften Punkt rotirenden Körpers erzeugt werden durch Abrollen eines

mit dem Körper verbundenen SKegelmantels, defjen Spige in den feften Puntt

fält, auf einem feften Kegelmantel mit derfelben Spige, und ift die Be-

tührungslinie diefer beiden Kegelflächen die jedesmalige augenblicliche Dreh:

are des Körpers. Es ift aljo die Bewegung des Körpers für jeden Augen-

bliet gegeben, fobald man die beiden Kegelfläden oder, was auf daflelbe hin-

ausläuft, fobald man die beiden fphärifchen Curven Pı PP... und

Qı Q Qs . . . kennt. Es laffen fic hinfichtlich der Bewegungen der ein-

zelnen Punkte des Körpers ähnliche Folgerungen ziehen, wie in $. 9 für

das ebene Syftem aus dem analogen Charakter der Polbahnen gejchehen ift.

Beispiel. Der in $. 22 gefundene Sag vom Parallelogramm der S.

Rotationen, welcher für unendlid, Heine Drehungen gilt, hat aud) für die

Notationsgefchwindigfeiten feine Geltung, da man diefe Gefchwindigkeiten als

die unendlich Heinen Winfel betrachten muß, um welche in dem Zeitelemente

© der Körper um die betreffenden Aren gedreht wird. Bezeichnet man

daher mit @,, @,, @; die Winkelgefchtwindigfeiten des bewegten Körpers in

einem beftimmten Augenblide um die entfprechenden Axen OA,OB,OC...,

fo läßt fi) die Are der refultivenden Drehung, d. h. alfo die augenblidliche

Drehare fowie die refultivende Drehungsgeihtwindigfeit @ um diefe Are ganz

ebenfo nad) dem Barallelepipedum der Notationsgejchwindigfeiten beftimmen,

wie man geradlinige Bewegungen oder Gefchwindigfeiten zur Nefultante zu

fammenfegt. Man hat dazu nur auf den Aren vom feften Punkte O aus

Stüde abzutragen, welche den Drehungsgefchhwindigkeiten @1, @, @y .. .

nad) einem gewifjen Maßftabe proportional find, dann liefert die Diagonale

des betreffenden Parallelepipedums in ihrer Nichtung die Yage der Diomentans
are und in ihrer Yänge nad) dem zu Grunde gelegten Mafftabe die Größe

der refultivenden Winfelgefhwindigfeit ©. Ferner ift die Gefchwindigfeit ©

irgend eines Punktes A des Körpers, welcher von der Momentanare den
fenfvechten Abftand r hat, wie früher durd) v = r@ gegeben. Daher ift

aud) hier die vefultirende Winfelgefchwindigfeit des Körpers @ — = für jeden

Augenblid bekannt, fiir welchen man die Gefchwindigfeit o eines Punktes A

und den Abftand 7 deffelben von der jedesmaligen Momentanare fennt.

Die Beltimmung der legteren gefchieht aber aus den bekannten fphärifchen
Bahnen zweier Punkte in analoger Weife, wie beim ebenen Syitem, indem
zwei dur) den feften Punkt O umd je einen dev Punkte A,B,C... gelegte,

zu den Bahnen diefer Punkte jenfrechte Ebenen in ihrem Durchfchnitte offen-

bar die Momentanare liefern müffen. Insbefondere läßt fid) aud) durch)

ähnliche Betrachtungen wie fie in $. 12 für das ebene Syftem angeftellt
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wirvden, fin die Wechfelgefchtwindigfeit u dev Momentanare wie dort die Be-
ziehung finden: s

‚dr
01 08

Hierin hat man umter @, md 0, die SKrimmungshalbneffer derjenigen
Schnittenven in ihrem Berihrungspunfte zu verftehen, die man erhält, wenn
man die beiden mehrgedachten Kegelflächen durd) eine Ebene, Ichneidet, welche
auf dev Derüihrungslinie diefer Kegel oder der Momentanare im Abftande
Eins vom feften Punkte fenfrecht fteht.
As ein Beifpiel für die Notation eines Körpers um einen feften Punft

fei die in $. 8 und 13 betrachtete Bewegungsform, in entfprechender Weife
verallgemeinert, hier näher geprüft. Dort wurden zwei Punfte A und 2,
dig. 23, einer Geraden auf zwei führenden Geraden CD und CE zu der=
bleiben gezwungen, oder eigentlich waren e8 zwei in A und B auf dem
Spftent der parallelen Bewegungsebenen fenfrechte Geraden, welche in zwei
Ebenen verbleiben mußten, die in OD und CE ebenfalls fenfvecht zu dem
Spftem der Bewegungsebenen zur denfen find. Man fann fich vorftellen, die
drei Ebenen, die führenden CD und CE und die geführte AB fehnitten fich
beftändig in einem Punkte in der Unendlichkeit, umd bei diefer Vorftellung
ergiebt fich fogleich, daß diefe Bewegungsart nur einen fpeciellen Fall einer
anderen vorftellt, two der Durchfchnitt der drei Ebenen ein fefter Bunt O
in endlicher Entfernung ift. In Folge der Teßteren Annahme fehneiden
die in $. 8 parallel angenommenen Geraden dur) A und B fic) nunmehr
in O und fei angenommen, der Schnitt gefchehe unter vechten Winkeln, um

s
|
8
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in dem Beifpiele an den Mechanismus des fogenannten Univerfalgelenfes
(j. unten) anzufchließen. Die zu betrachtende Bewwegungsart läßt fich daherfolgendermaßen fennzeichnen: Ein Körper wird einer jolchen Bewegung aus-gefest, daß zwei in ihm vorhandene fic) vechtwinklig fchneidende Geraden OA
und OB, Sig. 24, gezwungen find, in zwei fich fchneidenden feften Ebenen
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OXZ beziehungsweife OYZ zu verbleiben, und der Durchfchnitt O der

Geraden ftets in denfelben Punkt der Ducchfchnittslinie OZ der beiden Ebenen

hineinfällt. (Wie aus dem Späteren folgen wird, ift bei dem Univerfal-
gelenfe die Ebene der beiden rechtwinfeligen Geraden durc das fogenannte
Kreuz vepräfentirt, während die beiden Führungsebenen die auf den fuppeln-
den Wellen jenkrechten durch die Gabelzinfen gelegten Ebenen find.)

Denkt man fic) durd) den feften Punkt O eine Kugel von Halbmeffer

0A = OB — Eins gelegt, jo wird diefelbe von den beiden Führungs-

ebenen OXZ und OYZ in den größten Kreifen ZAX und ZYB ge-
fhnitten, während der Durchichnitt der bewegten Ebene AOB mit der

Kugelfläche durch den größten Kreis ABA’ B’ dargeftellt ift. Wenn die

Gerade OA bei der vorausgefegten Bewegung in den Durdjichnitt OZ der

beiden Führungsebenen hineinfällt, jo muß wegen des rechten Winfels AOB

die Gerade OB mit dem zu OZfenkrechten Durchmeffer O Y zufanmen-
fallen. Nimmt man diefe zugehörigen Yagen OZ und OY als Anfangs-

lagen von OA und OB an, von denen die Drehungswinfel ZOA — «

und YOB— P gezählt werden, um welche die geführten Geraden in ihren

Ebenen gedreht find, fo hat man für das fphärifche Dreiet OABZ, wenn
der Winfel A(OZ)B zwifchen den feften Ebenen mit e bezeichnet wird:

cos AOB=c0sAOZ.cosBOZ+ sinA OZ.sinBOZ.cos A(OZ)B

oder

05 90° = 0 —= cosa c0s(90° + PB) + sin« sin(90° + PB) cose.

Hierfür fann man fchreiben:

0 = — cosa sind + sin cosß cosc

oder nad) Divifion mit cos& cosß

tangß
tanga&

Die Drehungswinfel der beiden Geraden von den angenommenen Anfangs:
fagen au gerechnet, find alfo fo befchaffen, daß ihre Tangenten in dem
conftanten Verhältniß cosc zu einander ftehen.

Um auc, das Berhältnig der Winfelgefchrwindigfeiten. ©, der Geraden
OA und @, der Geraden OB zu finden, fege man :

c0SCt —

na = GA
wir und @, Be

folglich ift:

0 _du
mn

Diefen Ausdrud zu beftimmen differentiire man

eosc tange — tangß,
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fo erhält man:

 

woraus folgt:

Da nun

Biss suZn

oo 1 + tang? a’

jo kann man für diefen Ausdrud auc) fchreiben:

2 1 1 2nu 1 + tang?«a + tang?ı BR

9 1 + tang?ß 1 + tang?« . cos?c

1 + tang?o c05 C

1 + tang?a (1 — sin?e) 1 — sin?a . sin?e’

welcher Ausdrud fic findet, wenn man im Nenner einmal

tang?a —= sin?« (1 + tang?«)
fest.

Allgemeine Bewegung eines Körpers. Nacjden in dem Voran-
gehenden die Bewegung eines Körpers fiir fpecielle Fälle unterfucht worden,
fei nunmehr die Bewegung ganz beliebig vorausgejegt und in ihrer allge-
meinften Form ins Auge gefaßt. Diefe allgemeinfte Bewegungsform ift
offenbar dadurch gekennzeichnet, daß feiner der Bımfte des Körpers feftgehalten
oder durch einen äußeren Zwang veranlagt ift, in einer beftimmten Linie
oder Fläche zu verbleiben, daß vielmehr der Körper vollfommen frei beweg-
lid und einer beliebigen Anzahl ganz willtirlicher Drehungen und Ber-
fchiebungen unterworfen ift. Wie nun auch diefe Legteren Bewegungen be-
Ihaffen fein mögen, fo ift doch unter allen Umftänden eine Bereinigung der-
jelben zu einer vefultirenden Verfchiebung möglich, wie fi) aus folgender
Betrachtung Leicht ergiebt.

Seien die Verschiebungen, welchen der Körper während einer gewiffen
Zeit ausgefegt ift, durd) die Streden sı, 5,8%... ihrer Richtung und
Größe nad) dargeftellt, fo fann man zunächft vermöge des Barallelepipedums
dev Bewegungen alle diefe Verfchiebungen zu einer refultirenden Trans-
lation vereinigen, welche mit s bezeichnet fein mag.
Um auch) die einzelnen Drehmgen um die Axen Ay, Ay, Az. . ., welche

beliebig im Naume zerftreut anzumehmen find, mit einander zu vereinigen,
fan man nad) $. 4 die Aren fänmtlich parallel ihren Richtungen nad)
einem beliebigen Bunkte O verlegen, wenn man nur bei jeder Verlegung
einer Are dem Körper nod) eine Verfchiebung 6 ertheilt, deren Größe durch)  
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3
unter & den zugehörigen Drehungswinfel verftanden. VBermöge diefer Con-
ftruetion hat man die Drehungen des Körpers um eine Anzahl im Naume
fi) Freuzender Aren erjegt durd) eine gleiche Anzahl von gleich großen
Drehungen &,, &, &% .. . um Aren, die jenen parallel find und fünmtlic

durd) einen Punkt O hindurchgehen, und eine ebenfo große Anzahl von Ber-
fchiebungen 61, 65, 6... Num können alle diefe Drehungen nad) $. 22
zu einer einzigen vereinigt werden, deren Are OA ebenfalls durch den Punkt

O geht, und ebenfo Lafjen ji) die Berfchiebungen G,, 65, 6, . . . nad) den

Parallelepiped der Bewegungen zu einer Berjchiebung 6 zufammenfegen,
welche wieder mit der früher gedachten Refultante s vereinigt werden kann

zu einer Gefammtrefultante S. Hierdurd) ift die Summe aller Bewegungen

zurücgeführt auf eine Drehung im Betrage & um die Are OA md auf
eine Berfchiebung, welche durch) S der Richtung und Größe nad) angegeben

ft. Die Richtung von S und diejenige der Are OA werden im Allgemeinen
fid) Freuzen, und e8 möge Y den Winkel bezeichnen, welchen diefelben mit ein-

ander bilden. Man fann alsdann die vefultivende Berfchiebung S in zwei

Componenten Scosy und Ssiny zerlegen, von welchen die exftere Scos y
parallel zur Are OA der refultivenden Drehung gerichtet ift, während die

andere Ssiny auf diefer Are fenkrecht fteht. Diefe legtere Berfchiebung

Ssiny zufammen mit der Drehung @ um die Are OA läßt fid) nun aber
nad) $. 4 erjegen durd) eine einzige Drehung von demfelben Betrage « um

6— 2dsin ausgedrüdt ift, unter d die Größe der Arenverlegung und

eine zu OA in dem Abftande d = zer mit ihr parallele Are, und es

2sin 2

bleibt daher neben diefer Drehung nur nod) die der Drehare parallele Ver-

fchiebung Scosy übrig. Aus vorftehenden Betrachtungen folgt, daß 8
inmmer möglid, ift, die Ortsveränderung, welche ein ganz frei beweglicher

Körper in Folge beliebiger Drehungen und VBerfchiebungen erleidet, durd) eine
einzige Drehung um eine Are OA, Fig. 25, im Winfelbetrage KOK, — «,

Fig. 3. verbunden mit einer VBerichiebung KL K, = $
parallel zu jener Are zu erfegen.

s A Die Bewegung eines Punktes, vermöge welcher

derjelbe um eine gewifje Are in einem beftimmten

Gerade gedreht und gleichfalls parallel diefer Are
um ein gewiljes Stüc verfchoben wird, nennt man

eine [hraubenförmige, und mit Nüdficht hier:

o auf fann man den obigen Sa aud) dahin aus-
fprechen, daß jede Ortsveränderung, die ein

K - frei beweglicher Körper erleidet, aud) her-
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vorgebradht werden fann durch eine beftimmte Schraubenbewe-
gung um eine gewiffe Are. Baßt man bei einem bewegten Körper die
unmittelbar aufeinander folgenden Lagen deffelben ins Auge, nimmt aljo eine

Anfeinanderfolge von unendlich Kleinen Drtsveränderungen an, fo werden
natürlich auch die diefen entfprechenden Schraubenbewegungen unendlich Hein,

und e8 folgt weiter, daß man die ganze Bewegung eines freien Körpers im

Laufe einer gewiffen Zeit erfegen Fan durch eine continuirliche Aufein-

anderfolge von Schraubenbewegungen.

I dem VBorhergehenden ergab fid) aus einer geeigneten Vereinigung der

befiebigen Berfchiebungen und Drehungen die Schraubenbewegung, e8 ift

daher ohne Weiteres Far, daß der umgefehrte Weg zu einer Zerlegung der
Schraubenbewegung in beliebige Berfchiebungen und Drehungen führen muß.
E38 kann hier insbefondere noch, bemerkt werden, daß jede Schraubenbe-
wegung fid ftets in unendlih mannichfadher Weife durch zwei
Drehungen um zwei fi freuzende Aren erfegen läßt und um-
gefehrt.

Denkt man fi nämlic einen Körper, welcher zweien Drehungen um
zwei zu einander windfchiefe Aren A und B ausgefegt ift, fo Täßt fich die
eine Drehare A parallel mit fich felbft unter Zuhitlfenahme einer entfprechen-
den Translation (f. $. 4) fo weit verfchieben, bis fie die andere Are B in
einem Punkte trifft, worauf die beiden Drehungen fich nad) $. 22 zu einer
einzigen um eine vefultivende Are C zufanmenfegen Laffen. Gegen diefe
Are O muß die aus der Verlegung von A herrührende Berfchiebung fhräg
geneigt fein, weil diefelbe fenfrecht zu A fteht, C aber als vefultivende Are
von A und B eine andere Richtung hat als A. Wenn man daher diefe
Verjchiebung in zwei Componenten parallel mit C und fenfvecht zu CO zer=
legt, jo läßt fich die fenfrechte Componente zufammen mit der Drehung um
O erjegen durch eine Drehung um eine zu C parallele Are Ci, welche als
die Are einer Schraubenbewegung angefehen werden Fan, deren Translations-
bewegung durch die zweite zu C parallele Componente der erwähnten Ber-
Ihiebung gegeben ift. Natürlich) fann man au) umgefehrt jede Schrauben-
bewegung in zwei Drehungen um zwei fich Freuzende Aren zerlegen, wovon
die eine beliebig angenommen werden fann. Ye zwei foldhe zu einander
windfchiefe Aren, deven Drehungen zufammen einer gewiffen Schrauben-
bewegung gleichwerthig find, heißen conjugixte Aren. Wie fon in $.22
ausgeführt, ift die Aufeinanderfolge der Notationen auch hiev nur dann
gleichgüttig, wenn die Drehungen unendlich, Hein find.

Der Sat, wonad) die beliebige Bewegung eines Spitems immer auf eine
Scraubenbewegung zuricgeführt werden kann, ift von Chasles*) gefunden

*) Bulletin des sciences math6m. von Berufac. 1831. Schell, Theorie
der Bewegung und der Kräfte 1870. Thl. II, Cap. V.
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worden, und wird die Are der Schraubenbewegung wohl aud) die Centrals-
are der Bewegung genannt.

Axoide. Wenn ein frei beweglicher Körper K nad) einander in ver-

fchiedene Yagen K,, Kz, Kz .. . gelangt, jo kann man nad) dem Vorftehen-
den immer gewiffe fchraubenförmige Bewegungen &ıSı, &gS2, 48...

um beftimmte Aren A,, As, Az . .. angeben, welche dafjelbe Refultat der

Ueberführung des Körpers K in die Yagen Kı, Ka, Kz . . . herbeiführen.

Der Körper nimmt alfo in Folge diefer Schraubenbewegungen diefelben

Enöftellungen Kı, Ka, K, ... . ein, wie vermöge feiner wirklichen DBe-

wegung, ohne daß indefjen die Bewegungen auc) in den Zwilcdenftellungen
zwifchen X, und X, K, und K, .... üibereinftimmten, jo lange e8 fi) um
Bewegungen von endlicher Größe handelt. Nur wenn die Ortsveränderungen

zwifchen den verjchiedenen’ Lagen Kı, Ka, Kz .. . unendlic, Elein find, wird
die continuirliche Folge der entfprechenden unendlic) Kleinen Schrauben-

bewegungen für jeden Augenblid mit der wirklichen Bewegung des Körpers

identifch fein. Die in umendlid, Heinen Zeitintervallen auf einander folgen

den Schraubenbewegungen gefchehen im Allgemeinen um verfchiedene feite

Aren im Raume, und es ift leicht zu erfennen, daß diefe Aren, deren gegen»

feitige Abftände ebenfalls unendlid Hein fein müffen, in ihrer Gefanmtheit

- eine gewifje fefte Fläche im Naume beftimmen.

Sind A,, Ay, Az... diefe Aren oder die auf einanderfolgenden Er-

zeugungslinien diefer feften Fläche A, fo giebt es, ähnlid) wie in den

früheren Fällen bei dem ebenen und dem um einen Punkt votirenden

Syfteme, aud) hier eine mit dem Körper verbundene zweite Fläche, welche

mit jener exjten während der Bewegung ftetS in Berührung bleibt. Sei
3. B. zu der gewilfen Zeit 2 die augenblicliche Scraubenare in A, ge

geben, jo fällt eine gewifje Gerade B, des bewegten Körpers mit A, zu-

fammen, um welche die Drehung «, ftattfindet, während gleichzeitig zufolge
der Schraubenbewegung der Körper mit der Geraden B, auf der feften Are

A, fid) um die Größe sı verfchiebt. Nad) Vollführung diefer unendlic)

Heinen Schraubung um die Are A, folgt eine zweite um die benachbarte
Erzeuguugslinie Az der feften Fläche, mit welder num aud) eine andere Ge-

rade B, des Körpers zufammenfällt. Der Körper dreht ic) jegt nicht nur

um diefe zweite Are A, im Betrage &,, fondern er verfchiebt fid) mit der

Geraden B, auf der feften Are A, um die Größe s,, worauf eine dritte

Gerade B, des Körpers in die darauf folgende Schraubenare Az hinein-

fällt u. f. w. Alle die gedachten Geraden Bj, Ba, By . . ., weldhe in un-

endlich Heinen Abftänden auf einander folgen, bilden daher eine gewiffe, mit
dem Körper verbundene geradlinige Fläde B. Man kann daher die be-

liebige Bewegung eines Körpers ftets jo auffaflen, als wenn eine gewiffe

8. %.
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mit dem Körper verbundene und mit ihm bewegliche gevadlinige Fläche B
auf einer anderen geradlinigen feiten Fläche A gleichzeitig vollt und gleitet.

Die Ergebniffe der bisherigen Unterfuchung Laffen fich nunmehr folgender-
maßen in eine allgemeine eberficht zufammenfaffen. Die relative Demwegung
ivgend eines ftarven Körpers, welcher Art fie auch fein möge, gegen einen
anderen ebenfalls ftarren Körper läßt fi) immer fo auffaffen, als feien mit
diefen Körpern zwei geradlinige Flächen A und B feft verbunden, welche
auf einander vollen, indem fie fich fortwährend in der jede8-
maligen Momentanare berühren und gleichzeitig neben dem
Rollen einer Berfchiebung gegeneinander längs diefer Be-
rihrungslinie ausgefegt find. Es möge fir diefe die Momentanaren
enthaltenden Flächen, welche man fic) etwa al Hyperboloide vorftellen fann,
der von Neilenuz gewählte Name Aroide gebraucht werden.

Es ift natürlich, daß diefe der allgemeinften Bewegungsform entjprechenden
Aroide auc) diejenigen fir gewiffe fpecielfe Bewegungen enthalten mifjen,
alfo z.B. die Axoide für die Bewegung eines ebenen Syftems und eines um
einen Punkt votivenden Körpers, von welchen Bewegungen oben Ipecteller ge-
handelt wurde. Cs fan 3. DB. die betreffende Bewegung der Körper derart
fein, daß fie durch) bloßes Rollen der Aroide auf einander ohne Sleitung längs .
der Berüihrungslinien hervorgebracht werden fan. Die beiden Axroide müffen
dann der geometrifchen Bedingung der Abwidelbarfeit*) entjprechen, wie
e8 etwa bet einem auf einer Schraubenfläche fich abrollenden Umdrehungshhper-
boloid der Fall ift. Ein fpecieller Fall Hiervonift derjenige, io die beiden Körper
einen Punkt O mit einander gemein haben, deffen relative Bewegung alfo Nırl
ift. Durch) diefe Bedingung ift nicht num jede relative Verfchiebung der
Körper gegen einander von vornherein unmöglicd, gemacht, fondern es müffen
auc jänmtliche Momentanaren auf beiden Aroiden durch diefen Punkt Hin-
durchgehen, d. h. die beiden Axoide gehen in zwei Kegelflächen iiber, deren
gemeinfchaftlicher Mittelpunkt in dem Punkte O Liegt. Diefer Fall entfpricht
offenbar dem um einen Punkt votirenden Körper (8. 23).
Wenn ferner der Mittelpunkt O diefer Kegelflächen ing Unendliche rückt,

jo gehen die Aroide in gerade Sylinderflächen über und ihre Schnitte mit
irgend einer zur Arenrichtung jenkrechten Ebene find die fiir das ebene
Spftem charakteriftifchen Polbahnen.

Es muß hierbei bemerkt nerden, daß die Aroide A und B zweier ivgend-
wie bewegten Körper durch ihr Rollen und Seiten auf einander die relative
Bewegung diefer Körper gegen einander beftimmen. Will man
daher die abfolute Bewegung eines der Körper im Naume, 3. B. desjenigen
mit dem Aroide B beftimmen, fo ift e8 nöthig, den anderen Körper, deffen

*) ©. Reuleaur, Klinematit ©. 84,  
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Aroid A ift, feftzuhalten. Dies fann man immer dadurd) erreichen, daß
man beiden Körpern eine und diefelbe zufägliche Bewegung erteilt denkt,
wodurd) an der relativen Bewegung nic)ts geändert wird. Seßt man näm-
fi) voraus, daß diefe zufägliche Bewegung, die dem ganzen Syftem ertheilt

wird, in jedem Augenblide der Bewegumg des Körpers A gleic, und ent-
gegengefest ift, jo kommt der legtere dadurd) abjolut in Ruhe und die Be-

wegung des Körpers B ift nunmehr feine abfolute Bewegung im Raume,
In den vorftehenden Entwidelungen ift diefer Fall immer vorausgefegt

worden, indem der eine Körper mit dem Aroid A als feftgehalten ange-
nommen und die abfolute Bewegung des anderen Körpers im feften Naume

unterfucht wurde. Demgemäß war immer von einer feften und einer be-

weglicdyen Polbahn oder Momentanarenfläche die Rede. Es ift aud jchon
im $. 10 angegeben worden, daß man die fefte Polbahn zur beweglichen
und die bewegliche zur feften machen könne, ohne den Charakter der Bewegung

zu ändern, und fommt diefe Eigenfchaft der Vertaufchbarkeit natiirlic, nicht

bloß den Polbahnen oder cylindrifchen Aroiden eines ebenen Syftems, fondern

überhaupt den Momentanarenflächen der allgemeinen Bewegung zu.
Da die Arxoide, wie bemerkt, die relative Bewegung zweier Körper gegen

einander feftftellen, jo wird die Bewegung des einen Körpers dur) fie aud)

vollftändig beftimmt fein, welde Bewegung man aud) immer dem anderen

Körper beigelegt denkt. Dies ift für die Theorie der Mafchinengetriebe von

großer Wichtigkeit, denn wenn auch bei den Mafchinen ftets gewiffe Theile

in abfoluter Ruhe verharren, fo find doc) ebenfo häufig zwei folde Organe

mit einander zu vergleichen, von welchen jedes feine befondere Bewegung hat.
Ein Beifpiel, welches jehr häufig im der Praris vorkommt, möge hier zur
Erläuterung angeführt fein.

Beispiel. Zwei parallele Aren oder Wellen, A und B, Fig. 26 (a. f. $. 27.

©.), jollen mit einander fo in Berbindung gebracht werden (etwa durch zwei
‚Zahnräder oder Frictionsfcheiben), daß fie fic beide mit unveränderlicher
Winkelgefchrindigfeit — « und beziehungsweife + B in entgegengefegtem

Sinne drehen, etwa wie die Pfeile bei & und ß anzeigen. Um die vorläufig

noch) unbekannte Momentanare oder den Pol fir einen beliebigen Augenblic
‚zu beftimmen, fei beiden Wellen zumächft eine zufägliche Bewegung + & er-

 theilt, d. h. eine Drehung um die Are A von der Größe «, welche diefe

Welle bereitö hat, aber von entgegengefegter Richtung, wodurd) offenbar an
der velativen Bewegung der beiden Wellen nichts geändert wird. Dadurd)
toird jede dev Wellen zweien Dredungen ausgefegt, und zwar die Welle A einer
Drehung — @ und einer folchen + « um die eigene Are, in Folge deren die
Welle A zur Ruhe fomımt. Die Welle B erhält ebenfalls eine Drehung + &
um die Are A und eine Drehung + B um die Are B. Diefe unendlich)
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Heinen Drehungen geben nad) $. 5 vereinigt, eine vefultivende Drehung
% + B um eine Are C, welche auf dev Verbindungslinie AB in folden

dig. 26.

 

 

Apftänden a und db von A und B fenfrecht fteht, daß

ad — bp er a0 = m.:KG

ft. Da die Bewegung eine conftante fein foll, fo exfennt man ohne Weiteres,
daß die beiden Aroide in dem vorliegenden Falle zwei um A und B mit
AC veip. BO bejchriebene normale Cylinderflähen fein müffen. Diefe
Aroide finden, wenn die beiden Wellen durch Frietionsräder in Verbindung
gebracht werden, ihre materielle Verwirklichung in den angewandten colindri-
Ichen Srietionsfcheiben felbft, und entprechen beim Zahnvadbetrieb den fo-
genannten Theilrißflächen der Zahnräder. Der gemachten VBorausfegung,
welcher zufolge die Welle A vollfommen ohne Bewegung ift, entfpricht
eine freifelnde Bewegung der Are B, vermöge deren diefelbe unter gleic)-
zeitiger Drehung um fich felbft, planetenartig um die Are A in dem Kreife
BB, herumgeführt wird, wie jolhe Bewegungen in der That in der Praris
3. D. bei den Drehvorrichtungen von Krahnen vorkommen. Die gefammte
VBerdrehung dev Are B beträgt natürlich für jedes Zeitelement die Größe + B.
Dies zu erkennen, denke man fid) eine im abfoluten Raume fefte Gerade MN,
welche mit der Berbindungslinie AB fire den betrachteten Anfangszuftand der
Bewegung übereinftimmt, und ftelle manfi) ferner vor, e8 fei mit B ein in
die Richtung BA fallender Arm oder Zeiger BC feft verbunden. Wenn dann
die Are B den unendlich Heinen Winfll BAB, — & duechlaufen hat,
der Pol alfo von C nad) C, gelangt ift, fo ift der Zeiger in die Lage BC,
gekommen, welche von der Richtung B, Ch um den Wintel CB, % — B
abweicht. Diefer Zeiger bildet daher mit feiner urjprünglichen Lage, d. 5.
mit der feften Richtung im Naume MN einen Winkel gleich a + PP. .
Venn man nunmehr dem ganzen Syfteme, alfo jowohl der Welle A wie  
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derjenigen B eine zufägliche Drehung — « um A extheilt, jo verbleibt der

Welle B nur nod) die Drehung B umdie eigene Are, und man hat daher
den urfprünglich zu Grunde gelegten Fall, wonad) beide Aren fic) nad) ent-

gegengefegten Richtungen um — « vefp. + P drehen follen, wie ex in der
Praxis bei feft gelagerten Wellen fo häufig vorfommt. Da die relative Be-
wegung fi) als Differenz ausdrüden läßt, jo folgt für die Welle B eine

relative Bewegung gegen A, die durdd B— (— ) = B + « ausgedrüdt
ift, während die Welle A gegen B eine relative Drehung von

-a-49=-(@w+ß
hat. Die relative Drehung der einen Welle gegen die andere ift aljo auc)
in diefem wie überhaupt in jedem Falle gleich « + PB.

Wenn man nun nod) dem ganzen Syfteme eine Drehung — BP um B

ertheilt, fo fomımt die Welle B ganz in Nuhe und die Welle A wird in
einem dur, A gezeichneten, zu B concentrifchen Kreife um den Winkel —

herumgeführt, während fie fic gleichzeitig um den Winkel — & um die
eigene Are herumidreht. Die ganze Verdrehung der Welle A beträgt jest
ebenfalls & + PB, aber diefe Berdrehung ift derjenigen entgegengejegt ge-

richtet, welche der Welle B ertheilt wurde, ald A in Ruhe war.

Im BVorftehenden haben fid) drei verfchiedene Bewegungsformen für den

vorliegenden Fall gefunden, welche in der Praris aud) vorfommen. Kine

matifch ftimmen diefe Bewegungen vollfommen mit einander überein, denn
e8 entjpricht ihnen dafjelbe Polbahnen- oder Aroidenpaar. Der ganze Unter-
fchied der einzelnen Fälle befteht nur darin, daß entweder nur der einen

oder nur der. anderen, oder beiden Polbahnen eine Bewegung ertheilt wird.

Die relative Bewegung hat, wie gezeigt wurde, immer denjelben durch @ + P

ausgedrüdten Betrag.

Es leuchtet aber fofort ein, daß die Mannigfaltigkeit der verfchiedenen

Bewegungsformen, defjen das betrachtete Getriebe fähig ift, eine unendlich
große fein fan. Denn denkt man fic) 3.B., daß in jedem Zeittheilchen ot,
in welchem der Welle B eine Drehung + B um fi) felbft extheilt wird, der

Welle A zwar eine Drehung, aber nicht im Werthe — @, fondern in einem
anderen Betrage — &, geftattet wird, fo ift es far, daß für die Welle B eine

Bewegung PB, refultiven muß von folder Beichaffenheit, daß die relative

Bewegung von B gegen A den conftanten Werth & + B hat. Es beftimmt
fi) daher B, aus der Gleihung

ph -- W)=eu+tßuh =atß— a
wofir man Bı = a + B + ©, zu fegen hätte, wenn der Welle A eine

Drehung im Betrage + ı, alfo rechts herum, erteilt würde.
Hieraus ergiebt fi, daß man wegen der ganz willfürlichen Annahme von
MWeisbah-Herrmann, Lehrbud der Medhanif, ILL 1, 5
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&, bei dem betrachteten einfachen Mechanismus die Bewegung in unend-

Lich verschiedener Art modificiven faun, daß aber alle diefe verschiedenen Be-
wegungsfornen infofern mit einander übereinftimmen, als ihnen daffelbe
Aroidenpaar entfpricht. Auch die zuleßt betrachteten Abänderungen der Be-
wegung kommen in der Praxis fehr häufig bei den fogenannten Differen-

tialgetrieben vor, welche weiter unten fpecieller behandelt werden follen.
E8 dürfte aber wohl aus dem Vorhergehenden fehon fich ergeben, daß die

Prüfung der Bewegung mit Hülfe der zugehörigen Aroide den betreffenden
Problemen eine große Durchfichtigfeit und Klarheit verleiht.

Elementenpaare. Die in dem Vorhergehenden entwicelten Gefeße
gelten ganz allgemein von der Bewegung ftarrer Körper. Da wir e8 hier
aber nn mit den Mafchinengetrieben zu tyun Haben, fo werden wir jene Güte
auch num in Bezug auf diefe legteren zur Anwendung bringen. Gfeid) im Ein-
gange diefer Einleitung wurde auf den Unterfchied aufmerkfam_ gemacht, weld)er
zwifchen einem frei bewegten Körper, 3. B. einem geworfenen Steine, und
einem Mafchinenorgane hinfichtlich der Bewegung befteht. Während die Bahn
des freien Körpers lediglich ein Ergebniß der auf ihn von außen hoirfenden
Kräfte ift (beim Steine der erfte Anftoß, die Schwerkraft, der Luftwider-
ftand), jo ift die Bahn eines Mafchinentheils hiervon unabhängig. Hier find
es nicht fowohl äußere, fondern gewifjermaßen innere Kräfte, welche den Körper
dadurch zu einer beftimmten Bewegung zwingen, daß fie ihn an jeder anderen
Bewegung hindern, die ev etwa in Folge einer äußeren Kraft anzunehmen
beftrebt ift. Diefe inneren Kräfte beruhen in der Widerftandsfähigkeit der-
jenigen Materialien, wonit man den betreffenden Körper umgiebt. Diefe
Widerftandsträfte werden nur durch die Cimwirfung äußerer Kräfte hervor-
gerufen und verfcheinden mit diefen. Man hat fie daher auch pafjend als
latente Kräfte im Gegenfas zu den äußeren oder fenfibeln Kräften be-
zeichnet. :

Der geworfene Stein 3. B. bewegt fi in einer gewiffen näherungsweife
parabofifchen Bahn unter Einfluß der auf ihn wirkenden Kräfte, und jede
zufällige, neu hinzutvetende äußere Kraft, wie ein feitlicher Windftoß, lenkt
ihn von der Bahn ab, welche ex ohne diefe Kraft befehrieben haben wiirde.
Ein Mafchinentheil hingegen, 3 D. eine Welle, wird duch das fie feft um-
greifende Lager gehindert, außer einer Drehung um ihre eigene Are irgend
welche andere Bewegung anzunehmen, Eine äußere Kraft, welche beifpiels-
weile eine Berfhhiebung der Welle nach einer beliebigen Nichtung anftrebt,
wird wohl einen Drud der Welle gegen das Lager, aber feine wirkliche Ver-
fhiebung hervorrufen fünnen, da das Lager fofort mit einer jenem Drude
gleichen und entgegengefegten Widerftandskraft reagirt. Es geht hieraus
hervor, daß die Mafchinenorgane ftets paarw eife auftreten müffen, wie in
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dem angezogenen Falle der Zapfen und fein Lager ein foldes Paar dar-
ftellen. Die Art dev Bewegung, weldhe dem einen oder anderen Theile eines
folhen Paars geftattet ift, fanı Lediglic) eine Folge der Form diefer Theile
fein, von welcher Form ja die Natur der möglichen Widerftandsfräfte ab-
hängig ift. Wenn 3. B. der Zapfen, wie hier vorausgefegt ift, die Geftalt

eines an beiden Enden mit vorftehenden Nändertt verfehenen Cylinders hat,
fo wird ihm eine Drehung um feine Are geftattet fein, und er wird eine

folhe in Folge einer entprechenden äußeren Kraft annehmen, weil gegen
eine drehende Bewegung das pafjend gearbeitete Lager feine (von der Reibung
abgefehen) Widerftandsfraft zu äußern vermag. Wäre dagegen der Zapfen
prismatifc gebildet, jo würde er eine Berfchiebung in feiner Axenrichtung
annehmen fünnen, während das pafjend gearbeitete ebenfalls prismatijche

Lager fic einer Drehung des Zapfens entgegenfegen witrde.
Mit Rücficht hierauf definivt Neuleaur eine Mafchine als eine VBer-

bindung widerjtandsfähiger Körper, welde fo eingerichtet ift,

daß mittelft ihrer ‚mehanifche Naturfräfte genöthigt werden
fünnen, unter beftimmten Bewegungen zu wirken,

Die Lehre von der Anordnung der Mafchinengetriebe wird demnad) darauf

hinausfommen, die Formenzu beftinmen, welche man den einzelnen Mafchinen-

theilen zu geben hat, um beftimmt vorgefchriebene Bewegungen zu erzielen.

Es ift num im Obigen näher erläutert, wie alle Bewegungen, fo verwidelt
fie aud) fein mögen, fic ftets auf gewifie elementare Bewegungen zuritcd-

führen lafjen, nämlicd, auf Drehungen und Berfchiebungen, oder wenn man

toill, auf eine fchraubenförmige Bewegung ($. 25), welde als die allgemeinfte
Bewegungsform angefehen werden muß, aus der man die einfache Drehung

und die einfache Berfchiebung erhält, je nadydem man die Translation be-
ziehungsweife die Notation dev Schraubenbewegung verfhwinden läßt.

Diefen drei elementaren Bewegungen, aus denen alle anderen zufammen-

gefegt werden fünnen, entjprechen nun ebenfo viele Grundfornen fiir die be-

treffenden Mafcjinentheile oder vielmehr Mafchinentheilpaare, und e8 möge

die von Neuleaur*) gewählte Bezeichnung Elementenpaare fs die ent-
fprechenden Organe gebraucht werden.

Diefe Elementenpaare find:

1. Das Drehförperpaar, Fig. 27 (a. f. ©.), beftehend aus einem maffiven

° Umbdrehungsförper A umd feiner entjprechenden Umfchlußform B, bei denen
die Meridianlinie fo geformt ift, daß eine Verfchiebung in der Arenrichtung
CD nicht möglic) ift.

 

*) Bei der hier gegebenen furzen Erläuterung der Grundlehren der Kinematif
und bei den jpäteren Anwendungen ift die von Neuleaur, dem Schöpfer der
eigentlichen Mafchinengetriebelehre, eingejchlagene Methode befolgt.

5*
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Die relative Bewegung diefer beiden Theile gegen einander befchränft fic)

hierbei auf eine Drehung um die geometrische Are OD. Will man diefe
Bewegung nad) dem BVorftehenden dic) die zugehörigen Momentanaren-
flächen oder Aroide Fennzeichnen, jo findet fich jofort, daß beide Axoide hier
in eine Gerade, nämlich die geometrifche Are OD zufammenfchrumpfen, da
jede Ebene, welche man in irgend einem Elemente der Bahn eines be-

liebigen Bunftes zu diefer Bahn fenfrecht errichtet, durch diefe Are OD hin-

ducchgeht. Diefes Elementenpaar findet im Meafchinenbau als Zapfen

dig. 28,

 

und Lager eine ausgedehnte Anwendung. Dabei ift die Grundform des

Zapfens am häufigften eine cplindrifche, feltener conifche, doch find aud
andere Umdrehungsformen nicht ausgefchloffen, insbefondere Font bei
Spinzapfen vielfach, eine ebene Fläche vor, die als Umdrehungsfläche, erzeugt
ducc eine zum Are jenkrechte Gerade, angefehen werden fann.

2. Das Prismenpaar, beftehend aus einem maffiven geraden
Prisma A, Fig. 28, und einem dafjelbe umfchließenden Hohlprisma B, bei
denen ald merjchnittsforn jede beliebige ebene Figur gewählt werden
fann, mit alleiniger Ausnahme de3 Kreifes, welcher Iegtere eine Drehung
nicht ausfchliegen wide. Wenn teogdem in der Praxis die Kreisform
wegen ber bequemen Ausführbarkeit genauer Cylinder fehr allgemein auch)
für Prismenpaare gewählt wird, 3. B. bei Kolbenftangen und Stopf-
büchjen, fo ift dabei doc, immer durd, andere Mittel die Drehbarkeit ver-
hindert, Die relative Beweglichkeit der beiden Theile diefes Paares befteht
in einer Berfchiebbarfeit in der Nichtung der Prismenare OD. Will man
eine foldhe Verfchiebung als eine Drehung um eine in der Unendlichkeit ge=
legene Are auffaffen, fo fan man die unendlich entfernte Gerade in einer
Duerjchnittsebene als ftetige Momentanaxe bezeichnen, in welche die beiden
Aroide hier ausarten,

H

|
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3. Das Schraubenpaar, beftcehend aus einer cylindrifchen Schraube oder

Spindel A mit ihrer Mutter B, ig.29. Die Größe der Steigung s diejer

Fig. 9. Schraube ift ebenfo wie diejenige dev Halb»
meffer ihres Onerfchnitts gleichgültig, nur
ift wegen der Möglichkeit der Bewegung

bei vollfonmenem Umfchluß der Bedingung
zu genügen, daß die Schraubenfläde von
jedem zur Schraubenare concentrifchen

Kreischlinder in einer geometrifchen Schrau-
benlinie von gleichmäßiger Steigung ge-
jchnitten werde, und daß alle jo erhaltenen

Schraubenlinien diefelbe Steigung s haben.
Bezeichnet daher r den Halbmefjer eines
folhen Eylinders, jo hat man fiir den
Neigungswinfel @ der in ihm liegenden
Schraubenlinie die Gleichung:

 

 t =ang =zn

woraus folgt, daß bei derjelben Schraube der Neigungswinfel & um jo
Heiner wird, je größer der Abftand » gewählt wird.

Die relative Bewegung der beiden Theile gegen einander befteht in einer
Drehung um die geometrifche Are OD und einer gleichzeitigen Berfchhiebung in
der Richtung derfelben von folchem Betrage, daß das Berhältnig des Drehungs-
winfel8 zur Schtebung ftetS conftant bleibt. Die Aroidenflächen find hier
ebenfalls beide in diefelbe gerade Linie, nämlich in die Schraubenare CD

zufammengefchrumpft, und man fanfich vorstellen, diefe Gerade wälze fic
auf ic felbft, indem fie fich gleichzeitig ihrer Yänge nach) verchiebt.

Bei allen diefen Elementenpaaren ift e8 gleichgültig, welcher der beiden
Theile die Bewegung erhält, und es fanın nad) dem in $. 27 Gefagten aud)

jeder der Theile eine Bewegung madjen, insbefondere kann bei dem Schrauben-
paare die Spindel die drehende und die Mutter die fchiebende Bewegung er

halten oder umgekehrt. Diefe letsteren Fälle fommen in der Praxis faft
noc) häufiger vor, als diejenigen, wo der eine Theil ganz in Nuhe ift und

die gefammmte Bewegung von dem anderen Theile vollführt wird.

Höhere Elementenpaare. Die im vorftehenden Paragraphen be- 8. 29.

trachteten Elementenpaare haben die Eigenthüimlichkeit, daß immer das eine
Element von dem zugehörigen vollftändig umfchloffen wird, indem beide
Elemente diefelbe Form haben, jo zwar, daß das eine den Hohlfürper, das

andere den Vollförper vorftellt. Man nennt daher diefe Paare Umjcluß-

paare. 
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Im Gegenfaß hierzu finden fich in dem Mafchinenbau nocd) vielfach andere

Efementenpaare vor, bei denen ein folcher Umfchluß oder eine Berührung in
fünmtlichen Punkten der Oberfläche nicht vorfommt, fondern wo die Ber

vührung immer num in einzelnen Punkten ftattfindet. Diefe Körperpaare
mitffen aber doch als wirfliche Elementenpaare betrachtet werden, weil fie
dev hierfür geltenden Bedingung genligen, daß jedem dev beiden Körper durch
die MWiderftandsfähigkeit und Form des anderen mr ganz beftimmte Be-
wegungen geftattet find, indem alle übrigen Bewegungen ausgefchloffen
werden.

Seien z.B. CO, 0, O3... ., Big. 30, verjchiedene Stellungen, in welche

ein normaler Sreiscylinder bei einer beftimmten ihm zu ertheilenden Be-

wegung nach und nach ge-
langen joll, wobei Drehun-

gen um die eigene Are nicht

ausgejchloffen fein mögen.

Es läßt fi danıı etwa
ein canal- oder vinnenförs

uiges Stüd K von fol-
cher Bejchaffenheit angeben,
daß daffelbe dem Cylinder

On diefe vorausgefeßten

Bewegungen geftattet, jede

andere Bewegung z.B. in

dev Richtung C, C’ oder
in der Aremvichtung des
Eylinders jedoch verbietet,

Diefe beiden Stüde CO umd
K bilden dann nad der obigen Definition ein Elementenpaar, bei welchem
K die Umhüllungsform fiir die Bewegung des Cylinders C erhalten hat.
Legtere Eigenfchaft ift Übrigens eine gegenfeitige, und man Ffann aud) fagen,
der Cylinder C bilde die Umhilhmgsform des Canalftüds X, wie man
fi) durch folgende Betrachtung leicht überzeugt. Denkt man den Cylinder
© in Stillftand verfegt, indem man in jeden Augenblicke dem ganzen Syfteme,
d. h. dem Eylinder C fowohl wie dem Canale K eine Bewegung extheilt,
welche derjenigen gleich und entgegengefegt ift, die der Cylinder Hat, fo wird
an der velativen Bewegung der beiden Elemente gegen einander. nichts ge-
ändert. Der Canal nimmt bei diefer Borausfegung eine gewiffe Bewegung
gegen den num vuhenden Cylinder C an, und wenn man den Canal in allen
aufeinanderfolgenden Stellungen in diefer Bewegung verzeichnet, fo wird
man finden, daß alle diefe verfchiedenen Lagen der Canalcırve den Kreis C

dig. 30.
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in der feften Stellung berühren, mit anderen Worten, daß der Kreis C

auc) die Umhillungsform des Canals K ift.

Hieraus geht hervor, daß c8 in der Praris außer jenen im vorigen Para-

graphen befprochenen drei einfachen Elementenpaaren, die fic) als Umfchluß-

förper darakterifiren laffen, nod) eine große Anzahl von Paaren geben

müffe, deren Elemente gegenfeitig Umhillungsformen zu einander find. Da

die in folcher Art zu erreichenden Bewegungen eine viel größere Mannig-

faltigfeit darbieten, als die den Umfchlugpaaren entiprechenden einfachen Be-

wegungen, fo wählt Reuleaux den Namen „höhere Elementenpaare“

für die hier betrachteten Mörper, welche gegenfeitige Umhillungsformen an

fich tragen, im Gegenfag zu welchen die Umfchlußpaare als „niedere Baare*

bezeichnet werden.

Wie fehon angedeutet, ift die Anzahl und Berfchiedenheit der höheren

Baare fehr groß, eine Aufzählung aller devfelben wiirde ebenfo unmöglich

wie unnöthig fein, die in der Praris hauptfächlic vorkommenden Kepräfen

tanten werden fid) im Laufe der folgenden Unterfuchungen von jelbjt dar-

ftellen.

®
Kinematische Ketten, Aus den in $$. 29 und En bejprochenen

Elementenpaaren fegen fih alle Dafcinengetriebe zufammen, fo verrwicelt
die Bewegungen aud) fein mögen, welche ducd) fie erzielt oder vermittelt werden.
Die Art und Weife der Zufammenfegung ift immer eine fehr einfache, und
befteht Lediglich darin, dagıman das eine Element A, eines Paares A mit
dem einen Elemente B, eines anderen Paares B zu einem ftarren Körper

vereinigt, das zweite Element By diefes Paares B cbenfo mit dem einen
Elemente C) eines dritten Paares C verbindet u. f. f. Diefe Art der Ber-

einigung verfchiedener Elemente und damit die Bildung dev Mafchinengetriebe
läßt fic am beten an einem Beifpiele veranfchaulichen. ALS foldhes fei das

für die Praxis fo wichtige Kurbelgetriebe, Fig. 31 (a.f.S.), gewählt, welches aus
einer Bereinigung von drei Drehförperpaaren oder Eylinderpaaren A, B, C

und einem Prismenpaare D befteht. Es fein mit A,, Bj, Oı die Voll
körper oder chlindrifchen Zapfen und mit As, Ba, C, die Hohlförper oder
zugehörigen Lager bezeichnet, und ebenjo joll D, das mafjive Prisma uud
D, die prismatifche Führungshilfe bedeuten. Man fann diefe vier Ele-

mentenpaare in verfchiedener Weife fo mit einander verbinden, daß immer

ein Element eines Paares mit einem Clemente eines anderen" Paares zu
einem ftarren Körper vereinigt wird, und möge die bei dem Surbelgetriebe
gewöhnliche DVerbindungsart hier vorausgefegt werden. Demzufolge ver-
einigt man die Are oder Welle A, mit dem Zapfen B, durch) einen Körper,
welcder die Kurbel genannt wird, und der durch A, B, bezeichnet werde.
Ebenfo fol das Zapfenlager Bz mit demjenigen Oz zu einer fteifen Scdub-

u
n

* S0.
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oder Zenferftange B, CO, verbunden gedacht werden. Der Zapfen CO, des
dritten Cylinderpaaves bilde ferner mit der hohlen Bücfe D, ein Stiid

Big. 31.

 

    

 

 

Cı Ds, fite welches der Name Krenztopf gebräuchlich ift, umd endlich fei
das maffive Prisma D, mit dem Lager A, der Welle durch einen ftarren
Sundamentrahmen oder die Sohlplatte A, D, verbunden. Auf diefe
Weife find die einzelnen Elemente in ähnlicher Art mit einander vereinigt,
wie e8 die Glieder einer in fich zuriicflaufenden Kette find, daher Reuleaux
einer derartigen Verbindung von Elementenpaaren ac den Namen einer
finematifchen Kette und jedem der erhaltenen Körper, die duch Ver-
bindung zweier Elemente entftanden find, den Namen eines Gliedes der
Einematifchen Slette beilegt. Man hat e8 hier mit den vier Gliedern, Kurbel,
Schubftange, Kreuzkopf und Sohlplatte zu tun, und es leuchtet ein,
daß man durch die erwähnte Verbindungsart ebenfo viele Glieder erlangt
hat, al Paare zur Verbindung gefommen find. Diefe Iettere Eigenfchaft
ift übrigens nicht der Ausfluß eines allgemein giftigen Gefetes, vielmehr
find vecht wohl finematifche Ketten denkbar, und wie in der Folge fic) zeigen
wird, häufig angewandt, bei denen ein Glied mehr als zwei Elemente ver-
Ichiedenev Paare mit einander verknüpft. Daß die Verbindung der hier
vorliegenden vier Baare aud) in anderer Art gefchehen fan, davon überzeugt
man fich jehr leicht, denn e8 hätte 3. B. aud) die Are A, mit dem Lager
B, verbunden werden können, und der Zapfen B, mit dem Lager O, fo-
wohl twie mit dem Zapfen C, u. f. f., wie denn derartige Anwendungen in .
der Praxis vorkommen, wenn auch weniger häufig, als die oben borausge-
feßte.

Wie num aber auch die Verbindung gefchehe, fo verbleibt den einzelnen
Paaren in jedem Falle der allgemeine Charafter der Nelativbewegung,
welcher den Elementen des Paares eigenthümlich ift, da ja niemals zwei
Elemente deffelben Paares mit einander farr verbunden werden. Der Zapfen
eines Cylinderpaaves behält and) ac) der Verbindung die Möglichkeit einer
telativen Berdrehung gegen fein Lager und einer prismatifchen Führungs-  
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Hiiffe verbleibt nad) wie vor die Eigenfcaft einer relativen Berfchiebbarteit

gegen das zugehörige Prisma in deffen Arenrichtung.
Wenn nun auch) dur) die vollzogene Verbindung in der Natur der den

einzelnen Paaren belaffenen Bewegungen nichts geändert wird, jo wird dod)

der Betrag diefer Bewegungen dadurd) beftimmten Befdränfungen unter-

worfen und die Bewegung in einem Paare von denjenigen der benachbarten

Paare in gewiffem Mae abhängig gemacht. Es ift z.B. ar, daß während

das Cylinderpaar C in vorfiegendem Falle vor der Verbindung eine relative

Berdrehung der beiden Elemente C, und C, im Betrage einer vollen Um:

drehung geftattet, diefe Drehung nad) der Vereinigung der Theile zum Kurbel-

getriebe nur noch um einen beftimmten Winfel ftattfinden fann. Ebenjo

erfieht man, daß die Verfchiebung der Hilfe D, auf dem Prisma D, in
dem Kurbelgetriebe auf ein ganz beftimmtes Maß, nämlid) die doppelte

Kurbellänge A, B, befchränft, während in einem Prismenpaare an jid) die

Berfchiebung innerhalb der Prismenlänge beliebig ift.
Wenn man in einer folchen Verbindung von Elementenpaaren, wie 3. DB.

in Fig. 31, einem fiede, etwa der Kurbel A, B,, eine velative Bewegung

gegen das benachbarte Glied A, D, ertheilt, fo werden im Allgemeinen

aud) die übrigen Glieder zu Berwegungen veranlagt werden. Hierbei find

num zwei Fälle zu unterfcheiden, je nachdem durc, eine gewifje Bewegung

eines Gliedes gegen ein Nacbarglied die fänmtlichen übrigen Glieder zu

ganz beftimmten Bewegungen veranlagt werden, oder nicht. Das
erftere ift bei dem hier betrachteten KHurbelbetriebe offenbar der Fall, denn

giebt man 3. B. der Kurbel irgend welche Bewegung von AB in die

?age AB’, fo ift die zugehörige VBerfchiebung von C nad) C’ vollfommen

beftimmt, da ja zur VBerzeichnung des Dreiets AB’ C’ die Beltimmungs-

Fig. 32. ftüce befannt find. Anders verhält
fi in diefer Hinficht z.B. die in
Fig. 32 fkizzivte Verbindung der fünf

Eylinderpaare ABCDE, denn wenn
man hier dem Öliede AB gegen AE

eine Bewegung ertheilt, etwa von

AB nad) AB’, fo ift dadurd) die

Lage von C und D nod) vollfommen
unbeftimmt, da die zur Feftftellung

des Fünfeds ABODE gegebenen Be-

ftimmungsftüde, die fünf Seiten und ein Winfel ZAB’ nicht ausreichen,
Es kann 3. B. das Paar C ebenfowohl nad) C’ wie nad) C” gelangen,
und D in feiner urfprünglichen Yage D verharren oder nad) D’ geführt
werden. Da e8 bei Ausführung der Mafchinengetriebe darauf ankommt,

ganz beftimmte Bewegungen dev einzelnen Organe zu erzielen, fo ergiebt
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fi, alfo, daß e8 fich dabei nur um folche Einematifche Ketten handeln fan,

bei welchen eine Bewegung eines Gliedes gegen ein benachbartes ganz bez
ftinmte Bewegungen der übrigen Glieder zur Folge hat. Eine folche Kette heißt

eine zwangläufig gefchloffene oder fchlechtweg eine gefchloffene Kette,

Wenn man in einer zwangläufigen Einematifchen Kette, d. h. einer Ber-

bindung von Efententenpaaren wie die oben befprochene, Fig. 31, ein gewifjes
Gtied fefthält, z.B. den Fundamentvahmen Az D;, jo werden aus den vela-

tiven Bewegungen der einzelnen Öfieder, z.B. der Kurbel A, Bi, der Lenker-

ftange 2c. abfolute Bewegungen in dem mit dem feftgehaltenen Gliede ver-

bunden gedachten Naume. ine folche gefchloffene kinematifche Kette, von
welcher ein Glied feftgehalten wird, ift nad) Rewleaur ein Mafchinen-
getriebe oder ein Mechanismus, und e8 wird daraus, der oben gegebenen
Definition entfprechend, eine Mafchine, wenn auf ein Glied deffelben eine

äußere Kraft in jolcher Weife wirkt, daß fie eine Bewegung deffelben Hervorbringt.

Getriebebildung aus der kinematischen Kette. Denft man

fi) das Glied A, D, der finematifchen Kette Fig. 33 feftgeftellt, fo erhält

dig. 33. re
\   

   

\
\
\
\
\

 

    
 

man das befannte und viel verbreitete Kurbelgetricbe. Was dabei die
Bewegungen der einzelnen Glieder anbetrifft, fo ift zunächft Klar, daß

die dem feftgeftellten Gtliede As D, benachbarten Glieder nur folde ab-
folute Bewegungen annehmen können, wie diejenigen Paare fie zulaffen, dur)

welche jene Glieder mit dem feftgehaltenen Gliede zufammenhängen. So
fanır 3. B. die Kurbel A,B, nur eine Drehung um die Are A, annehmen,

und die beiden PBolbahnen, welche die velative Bewegung der Kurbel A, Bi

gegen die Örundplatte A, D; beftimmen, find in diefem Falle zu einem
Punkte, dem Arenpunfte dev Welle A,, zufammengefchrumpft. In gleicher
Art erkennt man, daß die Bewegung des Kreuzfopfes C) D, lediglich’eine gerad-
linige Schtebung fein kann, wie dag Prismenpaar D fie geftattet, in welchen

der Kreuzkopf OD, mit dem feftgehaltenen Gliede As D; zufammenhängt. -
Die Bewegung eines Gliedes, welches wie die Lenkerftange 3, C; nicht direct

mit dent feitgehaltenen Gliede verbunden ift, jondern mit demfelben erft
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durch Zwifchenglieder zufanmmenhängt, ift von einer mehr zufanmengefegten
Beichaffenheit, denn diefe Bewegung des Gliedes B, C; hängt ebenjowohl

von der Natur der Paare B und C ab, durch welche e8 mit den benachbarten
Gliedern verbunden ift, wie aud) von der Bewegung diefer Glieder jelbft,
d. h. alfo von der Art der Paare A und D, welche diefe Zwifchenglieder

mit dem feftgehaltenen verbinden, im vorliegenden Falle alfo von allen vier
Paaren. Will man die abfolute Bewegung eines folden Gfiedes B, Ch,
d. h. alfo feine relative Bewegung gegen das feftgehaltene As D, kennen

lernen, jo hat man nur nöthig, in der in $. 8 angegebenen Weije die Pol:
bahnen fir die Bewegung zu zeichnen. Hierbei erhält man zwei Polbahnen,
eine fefte P,, mit dem Gliede A, D,, und eine bewegliche P,, mit der Lenker:

ftange BC, verbundene, welche legtere auf der erteren vollend zu denken ift.

Wenn num auc), wie Schon bemerkt, die Bewegung der Yenferftange By CO,
von der Natur fänmtlicher Paare A, B, C, D abhängig ift, fo läßt fid)

doc) zeigen, daß man diefe Bewegung immer aus nım zwei Bewegungen zu-

| jammenfegen fann, von denen die eine dem Paare entjpricht, welches die

Stange mit einem Nachbargliede verbindet, während die andere Bewegung
demjenigen Paare eigenthinlich ift, welches diefes befagte Nachbarglicd mit

dem feftgehaltenen verknüpft. Mean kann nämlich die Bewegung der Stange

BC ebenfowohl zufammengefeßt denfen aus einer Drehung um B in Ber:
bindung mit einer gewiffen Drehung um A, wie aud) andererfeits aus einer
Drehung um C in Verbindung mit einer Schiebung entlang dem Prisma D.

Um dies zu erfennen, hat man fi, nur vorzuftellen, daß dem ganzen Sy-

fteme eine zufägliche Bewegung evtheilt werde, welcde der Umdrehungs-

bewegung der Kurbel AB um A gemau gleich und entgegengefegt ift, wo-

dur) an der relativen Bewegung der einzelnen Glieder nichts geändert wird.
Man erhält dadurd) aber offenbar eine veränderte Anordnung des Getricbes,

indem nunmehr die Kurbel AB in Stillftand verjegt wird, während die
vorher feftgehaltene Grundplatte AD die zufägliche Bewegung um A anz

nimmt. Auch die abfolute Bewegung der beiden anderen Glieder BC und
CD ift natürlich) durd) die gedachte zufägliche Bewegung verändert worden,

und zwar hat die Stange BC jest nur nod) eine Notationsbewegung um 2.

Diefe Stange hatte aber im vorher angenommenen Falle, wo AD das
feftgehaltene Glied war, eine Bewegung, wie fie dem Abrollen der Polbahn
Ps auf der feften Polbahn P, entjpricht, und da num diefe legtere Bewegung

durch Zufag einer Drehung um A auf eine Drehung um B veducirt worden
ift, fo geht daraus hewvor, daß die abfolute Bewegung der Stange BC,
wenn AD feftgehalten wird, fid) aus zwei Drehungen um A md B zu-
jammenfegen mußte. Man Fanfi diefes Verhaltenauch Leicht durd) die

Figur veranfhaulicen. Denft man nämlich die Kurbel aus ihrer Yage

BA in eine andere Lage AB’ gebracht, fo gelangt hierdunch C nad) C’,
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alfo die Stange BC in die Lage B’C’. Sa diefelbe Lage wird die Stange
BC aber aucd) übergeflihrt, werman ihr zuerft eine Drehung um A in
demfelben Betrage BAB’ wie der Kurbel extheilt, z.B. indem man die

Stange BC bei B unwandelbav mit der Kurbel verbunden denft, wo-

durch) BC in die Lage B’C, geführt wird, und darauf eine Drehung der

Stange um B aus der Page B’C, in diejenige BC’ folgen läßt.
Wenn man andererfeits dem ganzen Syftene, in welchem zunächft wieder der

Nahmen AD feftgehalten gedacht wird, eine zufägliche Bewegung ertheilt, welche

der Berfchiebung des Kreuzfopfs CD glei) und entgegengefegt ift, jo wird
dadurch dev Kreuzkopf zum Stillftande gebracht, während dev Nahmen AD

die gedachte VBerchiebung annimmt. Die Bewegung der Lenferftange BC
vedurcirt fich jet auf eine Drehung derfelben um C und man kann daraus

in ähnlicher Weife wie vorher fchliegen, daß die Bewegung der Lenferftange
bei feftgehaltenem Rahmen AD aud) aus einer Drehung un C und einer

Berfchiebung entlang dem Prisma D zufammengefegt gedacht werden Fanır.
Auch) diefe Eigenschaft der Bewegung von BC läßt fi) aus der Figur er-
kennen. Dazu denfe man fid) die Kınbel AB in die Yage AB” gebracht,

wobei C nad) C”, alfo BC in die neue Lage B” CO’gelangt. Dann er-
fiegt man, daß die Stange aus BC aud) in diefelbe Yage BO” übergeführt

wird durch eine Verjchiebung im Betrage CC”, wodurd) die Stange nad)
B, €” gelangt, und eine darauf folgende RE um C”, wodurd) Bo

nad) 2” füllt.
& ift daher die oben angegebene Behauptung nachgewiefen, wonach) die

Bewegung ivgend eines Gliedes (BC) id) zufammenfegt aus einer Bewegung,
wie fie eines dev Paare (B oder C) geftattet, die durd) das Glied verbunden

find, und einer zweiten Bewegung, welche diefem Paare felbft vermöge jeiner
Berbindung mit dem feften Gfiede (bei A vefp. D) zugelaffen ift.

Faßt man einen der im BVorftehenden betrachteten Fälle ins Uuge, etwa
denjenigen, wo die Kurbel durd) Einführung einer zufäglichen Drehung des
ganzen Syftems um A in Stilfftand verfegt ift, jo haben in diefem Ge-

teiebe die beiden der Kurbel benachbarten Glieder BC und AD nur einfache
Drehbewegungen um B xefp. A, umd ihre Polbahnen veduciven fi) auf
diefe Aren. Das vierte Glied CD dagegen hat jegt eine zufammengejegte
Bewegung, die man nad) dem obigen Gefege als aus einer Drehung um

© verbunden mit einer folhen um B oder aus einer Schiebung entlang D
verbunden mit einer Drehung um A zufammengefegt anfehen fan. Cs
läßt fid) auch diefe Bewegung wie worden diejenige der Lenferftange mit
Hülfe dev Polbahnen als eine vollende auffaffen. Man erhält hier durd)
die entfprechende in $. 8 angegebene Conftruction zwei weitere Polbahnen,
und zwar eine mit der feftgehaltenen Kurbel verbundene P;, auf welcher die

andere mit dem Sreuzkopfe verbundene P, fi) abwälzt.  
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Wollte man dagegen, von der urfprünglichen Vorausfegung des feftgehaltenen

Rahmens AD ausgehend, durd; eine dem ganzen Syfteme ertheilte zufäß-

fie Schiebung parallel dem Prisma D den Kreuzfopf CD in Stilljtand

verjegen, jo würde man bei der Konftruction dev Polbahnen, welche nunmehr

die Bewegung der Kurbel gegen den feftgehaltenen Sreuztopf beftimmen,

offenbar zu denfelben Curven P,; und P, wie vorhin gelangen, nur daß

jegt die dem Kreuzkopfe zugehörige Polbahn P, als die fefte und P, als die

bewegliche anzufehen ift. Ein ganz analoges Verhalten findet natürlic)

auch) zwifchen den beiden nicht benachbarten Öliedern AD und BC ftatt;

wenn man nämlich, die Penkerftange BC in Stillftand verjegt, fo erhält

man die Bewegung des Rahmens AD gegen die Yenferftange duch eben

diefelben Polbahnen P, und P, dargeftellt, welche jhon oben bei feftgehaltenem

Kahmen AD gefunden wirden, wobei jegt aber die der Yenferftange zu-

gehörige Polbahn P, die feite und P, die beweglicheift.

Aus den vorftehenden Ermittelungen hat fi) ergeben, wie man aus dev

felben finematifchen Kette durch Feftjtellung ihrer verjdhiedenen Glieder zu

ebenfo vielen verfchiedenen Getrieben Veranlafjung geben fan, als die Kette

Glieder hat. So verfchieden oftmals aucd) die Bewegungen diefer einzelnen

Getriebe erfcheinen, jo liegt dod, allen dafjelbe Gefeg der relativen Bewe-

gungen zu Grunde, das durch diefelben Polbahnen ausgedrüdt ift. Diefes

fir die Mafchinenconftruction äußerft wichtige Gefeg der Getriebebildung

durch Feftftellung verschiedener Glieder einer finematifchen Kette

ift zuerft von Neuleaur gefunden worden.
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