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ziren, die erste Gleichung quadriren, auf Null bringen, von der er-
sten abziehen und gehorig ordnen, so ergiebt sich:

MEZ. ML, (0? + ¢ — 20.¢c) — M. M. (02 ¢ — 20,.c)

=2 MLHZ.(1—¢), :
oder, wenn wir mit M7 M* dividiren, und beachten, dafs u? =(v—¢)®
(Gleichung 198) also gleich o? 4+ c* —2v. ¢ ist, so ergiebt sich:
2002) ¢,— v, =u.]/ ¢
Aus dieser Gleichung und aus der Gleichung 1972)
MIC -+ MII,D — Mlcl 4 MII,D‘

folgt nun:
M.lc + MIIU MI
0= G E (v—-c) R 1]
200b) Mie + M5 Jess

o= gy gz + O~ eV

Diese Gleichung lehrt die Geschwindigkeiten finden, welche die
beiden Systeme in dem Augenblicke besitzen, wo die durch den
Stofs bewirkte Verinderung der Form sich wiederher-
gestellt hat. Ist diese Wiederherstellung vollstindig erfolgt, so
ist e — 1 zu setzen, ist sie dagegen gar nicht erfolgt, so ist e=0
zu setzen,

Ist die gestofsene Masse M’ gegen M unendlich grofs, und ist
dieselbe in Ruhe, also ¢ = 0, so ist:

vl

2
200c) v,=—10.]/8 &= T) :

Nach Newton *) ist:
fir Elfenbein . . . . 8= (§)? =079
5 et e i S T S = 0B
. Kork, Stahl, Wolle &= (5)* = 0,309,
wobei vorausgesetzt ist, dafs der eine Korper, nimlich der stofsende,
die Kugelform, der gestofsene die Plattenform hat.
Im Allgemeinen sind die Gesetze des Stofses und die durch
denselben erfolgenden Formverdnderungen noch nicht geniigend auf-

geklirt.

Stofs auf ein festes System, welches um eine fixe Axe rotirt. Maals fir die
Stofswirkung.

§ 112. Denken wir ein festes System, welches um eine fixe
Axe rotirt; die fixe Axe sei die dritte Axe eines Koordinaten-
systems, dessen beide anderen Axen in einer Ebene liegen, welche

) Weisbach, Ingenieur und Maschinen-Mechanik, Theil I § 278.
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normal zur fixen Axe ist. Wir nehmen einen beliehigen Punkt der
fixen Axe als Anfangspunkt der Koordinaten, und es seien XY, Z
die Koordinaten des Schwerpunktes. M? sei die Masse des rotiren-
den Systems, w die Winkelgeschwindigkeit, welche das System be-
sitzt in dem Augenblicke, in welchem ein zweites System, dessen
Masse M* ist, mit der Geschwindigkeit v auf das rotirende System stofst.
Der getroffene Punkt habe die Koordinaten ,,y,,5 und die Rich-
tung der Geschwindigkeit, mit welcher der Stofs erfolgt, mache mit
den drei Axen die Winkel ¢, §, 7.

Der Abstand des getroffenen Punktes von der Dreh-
axe ist:

a) rn=1(*+y?).

Ist J; das Triigheitsmoment des rotirenden Systems in Be-
zug auf die Drehaxe, so ist die auf den Abstand r reduzirte Masse
nach Gleichung 147¢), S. 161:

b) M,’:-_ri’z.
‘

Die Peripheriegeschwindigkeit in dem getroffenen Punkte
ist wr, die Richtung derselben bilde mit den drei Axen die Win-
kel e, 8, 7,, dann ist:

cose, =sin B, = -%-
i
o cos 3, = sin o, = _;,_
{
cosy, = 0; 7, = 90,

Nun denken wir den Stofs in derselben Weise erfolgend, als
ob in dem Augenblick des Stofses die reduzirte Masse M} frei mit der
Masse M¥ zusammenstiefse. Die Komponenten der Geschwindigkei-
ten der gestolsenen Masse M! sind nun fiir die drei Axen:

' =wr,cose; cT=wr.cosf; ¢Z=0
d) L — 2 I —
o =iini),; = wihe)

Die Komponenten der stofsenden Masse M7 sind fiir diesel-
ben Axen:

e) o'=ov.cose; oZ=wv.cosf; v =0.cosy.

Wir behandeln nur den Fall, dafs die beiden Systeme sich
wihrend des Stofses vollkommen gemeinschafilich bewegen miissen,
dals folglich wihrend des Stofses eine Verschiebung der
beiden Systeme nicht moglich sei. Dann ergeben sich nach
Gleichung 197b) die gemeinschaftlichen Geschwindigkei-
ten, welche beide Systeme annehmen miifsten, wenn sie beide
vollkommen frei wiiren:
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i MR g0 oy M 0,008 &

YT e NI+ nz
M.w.z, 4+ M".v.cos
201)-\ o= 1'},[+ i B
p I — w 3
i e Mll_l_ 1’11[

Nun ist aber das gestofsene System im Augenblick des Stofses
nicht wirklich frei, sondern es ist gezvwungen sich um eine Axe zu
drehen, die durch die beiden fixen Punkte geht, es kann also nach
der Richtung der fixen Axe gar nicht ausweichen, und es folgt
daraus, dafs durch die fixen Punkte eine Stofswirkung in der
Richtung der Drehaxe aufgehoben werden muls, welche dem
Stofs der Massen M~ M*™ mit der Geschwindigkeit v entspricht.
Die durch die fixen Punkte in der Richtung der ersten Axe
aufgehobene Stofswirkung ist also:

201a) Wi= (M}+ HN"). pli— M. p . cosy

Die beiden andern Komponenten o und oM wviirden eine re-

sultirende Geschwindigkeit geben, welche sich ausdriickt durch:
vy = 1/ (072 o)
und welche mit den beiden Axen die Winkel bildet: e, und §,;

es ist:
;i

v
— i i .
cos ¢, = -~ = sin Bl
u
1
)
L — ot
cos B, = ot

i

Diese resultirende Geschwindigkeit bilde mit der Peri-
pherie des Kreises, in welchem der getroffene Punki gezyvungen st
sich zu bewegen, den Winkel ¢; es ist nach einem bekannten Ge-
setz der analytischen Geometrie:

Cos & = C0S &, . COS ¢, —+ C08 B, - cos 3, -+ cos 7,. €os 7,
oder durch Einsetzung der oben bestimmten Werthe:
14 11

I

1 v T v
coss::—JL el AP el
v

f) ot
dak, 26 = 6. 3ol z; 0] _y,.v,”)
sine =1/ (1—cose )--(—-——r‘.”” Yoo N
Wenn wir nun die resultirende Geschyindigkeit in zwei Kom-
ponenten p und g zerlegen, von denen die eine p in der Richtung
der wirklich moglichen Bewegung, d. i. in der Richtung der Peri-
pherie liegt, die andere aber normal dazu ist, so erhalten wir die
Werthe:

" rl ,Dll
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P :w,,.coss:—‘;/—"- of 4 —-:i-.v,",
{
die andere Komponente:
H e &,
q_.v,,.sms.._i(—r:—.v,’— %—’ 17,”)
oder wenn wir fiir »7 und v die obigen Werthe setzen, so ergiebt
sich, mit Beriicksichtigung dafs ¢ -y =r? (Gleichung a) ist:
M, wr,+ M7, % (cos .y, ~+cosB.x)
—_— ‘
201b) )P = 4 M=

p44
)
q:tm e -(cosa.x,—cosf.y).
{ i

Nennen wir den Winkel, welchen die Richtung der Stofsge-
schwindigkeit mit der Richtung der Peripherie bildet, in
welcher der getroffene Punkt gezwungen ist, sich zu bewegen 9, so ist

; cos6:cosa.cosa‘+cosﬁ.c0sﬁ,+cosy.cosy,
& Y

X,
=cosa.*“4cosf.L,
rl rl

und daher ist auch:

I 17
2010)17‘-:]”’ -w.r, - M7 .v.cos 8

]’[II_,_MH

Da nun aber das rotirende System auch im Augenblick des
Stofses sich nur nach der Richtung der Peripheriegeschwindigkeit
bewegen kann, da es also keine Komponente normal zu die-
ser Richtung besitzen kann, so mufs durch die Bedingung, dafs
dafs das System eine fixe Axe haben soll die Komponente ¢ durch
die Reaktion dieser fixen Axe aufgehoben werden, und die fixe
Axe muls also einer Stofswirkung, die dieser Komponente ¢ ent-
spricht, das ist einer Stolswirkung

201d) WH == g (M* 4+ M) = = M.~ (cosat.,— cosf.y)

Widerstand leisten. Diese Stofswirkung ist in dem getroffenen Punkte
normal zur Peripherie, also radial zu denken.

Der getroffene Punkt kann also in dem Augenblick des Stofses
nur die Komponente p wirklich annehmen; die derselben entspre-

chende Winkelgeschwindigkeit ist 0= —Tp—, das ist:
)

ME.ow +M”.~;’—.cos6
M,‘+M'l’
v
nE.w < M".F.(cosoc.y,+ cosfB.z)
]’Ill_'_MIl (|

w, =

201e)

—
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Es ist mithin der Zuwachs an Winkelgeschwindiglkeit, welchen
das System erhiilt:

M,’.w+M”.;v—.cos6

S e o i 18
alin & Wi+ M= g
Lt (v 5 >
=— , | —.C080— W |,
]”ll_l_ MII T,

Die Zeitdauer, in welcher diese Aenderung der Winkelgeschwin-
digkeit erfolgt mag sehr klein sein, wir modgen dieselbe mit z
bezeichnen; wir wollen ferner das Aenderungsmaafs der Winkel-
geschwindigkeit fiir diese kurze Zeit als konstant ansehen, und das-
selbe mit f, bezeichnen, dann ist nach Gleichung 28):

0
10’ == [f, A2t .5
T

ey I
202) folglich /= =" =M,ﬁmu- (—:’l—.cosa —w) =
Nun konnen wir uns die Aenderung der Winkelgeschwindig-
keit auch durch einen Druck hervorgebracht denken, der anstatt des
Stofses in dem gestofsenen Punkt withrend der Zeitdauer ¢ nach
der Richtung die Peripherie wirksam gedacht, dieselbe Aenderung
der Winkelgeschwindigkeit bedingen wiirde. Nennen wir diesen
Druck P, so ist sein statisches Moment P.r, und wenn J, das Trig-
heitsmoment des Systems ist, so ist auch nach Gleichung 154)
und 202):
202a) f,::-PT'lri; P:_.—ﬁr;tJ:‘w———rr w.»f—:.
Multipliziren wir den letzten Werth im Zihler und Nenner mit
r, so ergiebt sich:

202b) P="0 2" I, o= (u'r,—wr). I

@ '

Nun ist w'r, — wr, die Geschwindigkeitsinderung, welche der

getroffene Punkt erleidet, -;’—" ist die auf den getroffenen Punkt re-

duzirte Masse (Gleichung b); es ist folglich die Kraft, welche
dieselbe Geschwindigkeitsinderung in dem getroffenen
System bedingen wiirde, welche der Stofs erzeugt, pro-
portional dem Produkt aus der Differenz der Geschwin-
digkeiten vor und nach dem Stofse in die auf den getrof-
fenen Punkt reduzirte Masse. Man nennt dies Produkt
das Maafs fiir die Stofswirkumng.

Nach der obigen Gleichung ist auch das Maafs fiir die Stofs-
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wirkung gleich dem Produkt aus der Kraft, welche dieselbe Ge-
schwindigkeitsinderung in dem gestofsenen System bedingen wiirde
in die Zeitdauer des Stofses. Unter diesen Modifikationen und Be-
dingungen lassen sich die Gesetze, welche fiir Drucke gelten
auch fiir Stoflswirkungen anwenden.

Die Kraft P zerlegen wir nach der Richtung der Axen der X
und der Y in die beiden Komponenten:

h) P.cosu,:P.% und P.cosf :P.%.
i i

Die Momente dieser Komponenten sind fiir die beiden Axen

der X und der Y:
pyioep Te¥e gy polel
7 7

Nun erscheint die Kraft P als eine auf das System ange-
brachte Kraft, und es miissen daher ihre Komponenten fiir die
Axen der X und der Y sowohl, als ihre Momente fiir dieselben
Axen gleich den Kriftesummen und Momenten der in dem System
thitigen Kriifte sein.

Die in dem System thitigen Krifte sind zuniichst die in je-
dem Massenelement wvirksam zu denkenden Drucke, wvelche ein
Aenderungsmaals der Geschwindigkeit des betrachteten Massenele-
mentes in der Richtung des bei der Drehung darchlaufenen Weg-
elementes bedingen. Dieses Aenderungsmaals ist gleich f,.r, wenn
f, das Aenderungsmaals der gemeinschaftlichen Winkelgeschwindig-
keit, und r den kiirzesten Abstand des Massenelementes von der
Drehaxe bezeichnet, und folglich sind diese Drucke dm.f,.r. Nen-
nen wir die Koordinaten der betrachteten Massenelemente z, y, %
und die Winkel, welche die Richtung der von denselben durch-
laufenen Bogenelemente mit den Axen der X und der Y bilden
o und @, so ist offenbar wvie in Gleichung c):

k) cosu’:sinﬁ’:%’—; cosﬁ’:sina’:—”:—
und es sind folglich die Drucksummen der in den einzelnen Mas-
senelementen thitigen Krifte fiir die Richtung der beiden Axen, mit
Beriicksichtigung der Gleichung 144), S. 153:

Z(dm.f,.r.—;‘/—)zf,.Z(dm.y):f}.M. Y, und
Z(dm./j.r.%):/‘,.Z(dm.a:):f;.M.X,

und die Momente fiir diese beiden Axen:
fi.Z(@m.c.z) und f,. Z(dm .y .5).
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Nun sieht man, dafs sowohl die Drucksummen als die Momente
der in den einzelnen Massenelementen thiitigen Krifte hier nur ab-
hiingig sind von der Gruppirung der Massenelemente, wiih-
rend die Komponenten der auf das System angebrachten Kraft P
und deren Momente nur abhiingig sind von P und von den Koor-
dinaten des gestofsenen Punktes. Es ist also nicht nothwendiger
Weise Gleichheit zwischen diesen Werthen vorhanden, und es miis-
sen daher in dem System noch gewisse andere Krifte als thé-
tige Krifte vorhanden sein, welche mit den in den einzelnen Mas-
senelementen thitigen Krifte jene Gleichheit herstellen. Diese Krifte
erscheinen als Wirkungen des Stofses auf die Drehaxe.

Wir wollen die Drucksumme dieser Stofswirkung nach der
Richtung der ersten Axe mit Q, und nach der Richtung der zwei-
ten Axe mit Q, bezeichnen, wihrend wir die Momente der Krifte-
paare dieser Wirkungen fir Drehung in einer Ebene, die normal
zur ersten Axe ist mit (K@) und fir die Drehung in ciner Ebene,
die normal zur zweiten Axe ist, mit (Ka)" bezeichnen. Nun haben
wir zufolge der Bedingung, dafs die auf das feste System ange-
prachten Kriifte mit den in dem System thitigen Kriften im Gleich-
gewicht sein miisssn (§§ 66. und 86.) folgende Gleichgewichisbe-
dingungen:

P Y =f.M.Y+Q,

L
P.i:‘—:f,.M-X+Qu
QOBp D't
P = . Z(dm.z.5) + (Ka)
P $(am.y.5) (0.

Setzen wir fiir f, den Werth der Gleichung 202a), so las-
sen sich die Werthe von Q,, Q,, (Ka)' und (Ka)" entwickeln,
niimlich:

M.Y
o L S Yo ==
o= rur(H—15
45 M.X
Sl i Ea
a
st e S(dm.x.%)
(Ka) __P.r,.(—rlz & oo )
T Ak S(dm.y .%)
(o) =2 . #F maoliaeed, me )

Seizen wir in diese Gleichungen den Werth von P aus Glei-
chung 202a) und multipliziren wir auf beiden Seiten mit z, so er-
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geben sich links die Maalse fiir die Stolswirkungen auf die
Axe, nimlich:

; i M D
0. 7=(w —w).J,. % o
0. 7= —mw).J,. %“M—JX
203h) , !
(la) e = (o — w). g (P — Zl2:2)

(Ka)'.7 = (0 — w).J,. (Yft — 2Oy D),

2
7

Bedingungen, unter welchen die Stofswirkungen auf die Axe gleich Null
sind, — Mittelpunkt des Stolses.

§ 113. Nach dem vorigen Paragraphen hat die fixe Axe ei-
nes rotirenden Systems, auf welches ein anderes in einer gegebenen
Richtung stéfst, zvveierlei Stofswirkungen zu erleiden. Die eine
Gruppe dieser Stolswirkungen riithrt davon her, dafs bestimmte
Komponenten der Geschwindigkeit des stofsenden Sy-
stems durch das rotirende System, welches gezwungen ist, nur um
die gegebene Axe sich zu drehen, aufgehoben werden; die andere
Gruppe von Stofswirkungen ist dadurch bedingt, dafs die Massen-
elemente des rotirenden Systems ihre Geschwindigkeit plétzlich in-
dern, dals dieser. Geschwindigkeitsinderung die Massenwiderstinde
der einzelnen Elemente entgegenwirken, und dafs diese Massenwi-
derstinde im Allgemeinen nicht im Stande sind, die durch den Stofs
auf das rotirende System angebrachten Krifte vollstéindig zu con-
sumiren.

Die erste Gruppe enthilt folgende beiden Stofswirkungen:

1) Eine Stofswirkung in der Richtung der Axe, welche sich
ausdriickt nach Gleichung 201a) durch:
Wi= MZ.v.cosy;
2) Eine Stofswirkung in einer Richtung, die in dem getroffenen

Punkt radial ist, und welche sich ausdriickt nach Gleichung

201d) durch:

sl v
w __iM".z—.(cosu.w,~cos5.y,).

Die erstgenannte Wirkung ist auf Verschieben der Axe ge-
richtet, die zweite wirkt auf Durchbiegen der Axe in einer Rich-
tung, die in dem getroffenen Punkte radial ist.

Die andere Gruppe der auf die Axe erfolgenden Stofswirkun-
gen ist durch die Gleichungen 203b) zu bestimmen.



