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gen die Ebene YZ, oder der Neigungswinkel der resultirenden Paar-
Axe gegen die Axe der X nach No. 12:

141 ¢) tang ¢, = cotgn, = 7
u. s. w.

Die Gleichungen, welche entstehen, indem man anstatt der Koor-
dinaten die Hebelsarme der Kriifte (nach Gleichung 135a) S. 128)
einfiihrt, sind dieselben, welche wir unter 138 und 138a) S. 131
auf anderem Wege entwickelt haben, uud es gelten fiir Kriftepaare,
deren Paar-Axen normal zu einander sind und die nicht in derselben
Ebene liegen, die auf S. 131 bei Gelegenheit der Entwickelung die-
ser Gleichungen aufgestellten Regeln.

Festes System mit fixen (festgehaltenen) Punkten.

§ 79. Die bisherigen Untersuchungen iiber die Gesetze, welche
fir Kriifte gelten, die auf ein festes System wirken, setzten iiberall
voraus, dafs jeder Punkt des Systems diejenige Bewegung machen
konne, welche durch die Einwirkung jener Krifte bedingt wurde;
wir nennen ein System, fiir welches diese Voraussetzung zutrifft ein
freies System. Es kommen jedoch sehr hiufig auch solche An-
ordnungen vor, bei denen jene Voraussetzungen nicht gelten; es
kann vielmehr die Bedingung gestellt sein, dafs gewisse Punkte des
festen Systems sich nicht bewegen diirfen, wie auch die Krifte
des Systems beschaflen sein mogen; solche Punkte nennen wir
fixe Punkte, oder festgehaltene Punkte des Systems, und
das System selbst im Gegensatz zu dem freien System, nennen wir
ein festes System mit fixen Punkten. Die Fille, welche hier
von besonderem Interesse sind, sind folgende:

a) ein festes System mit einem fixen Punkte,
b) ein festes System mit zwei fixen Punkten,
¢) ein festes System mit drei fixen Punkten.

Nach den vorstehenden Andeutungen haben wvir unter einem
fixen Punkt eines Systems itberhaupt einen solchen zu verstehen,
welcher weder eine fortschreitende Bewegung noch eine roti-
rende Bewegung um irgend eine Axe annchmen kann. Hier-
aus folgt zunichst:

1) dafs das System iiberhaupt keine fortschreitende Bewe-
gung haben konne, denn eine solche wiirde allen Punkten
des Systems gemeinschaftlich (§ 65. S. 88), folglich auch den
fixen Punkten eigen sein, und dies widerspricht der Voraus-
setzung, und
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2) dafls die Drehaxe des Systems immer durch die fixen Punkie
gehen miisse; denn nur die Punkte, welche in der Drehaxe
liegen, haben keine rotirende Bewegung.

Diese beiden Bedingungen erheischen, dafs in den fixen Punk-
ten Krifte wirksam sein miissen, deren Komponenten, in Bezug auf
drei normale Axen, gleich und enigegengesetzt den Komponenten
aller iibrigen Kriifte in Bezug auf dieselben Axen sind § 71. S.99),
und deren Momente in Bezug auf irgend eine Axe, welche nicht
durch die fixen Punkte geht, zusammen gleich und entgegengesetzt
der Summe der Momente aller iibrigen anf das System wirkenden
Krifte sein miissen; denn, denken wir solche Krifte in das System
eingefiihrt, so wird das System iiberhaupt im Gleichgewicht gegen
fortschreitende Bewegung sein (erste Bedingung), und es wird
auch im Gleichgewicht gegen drehende Bewegung sein in Bezug
auf jede Axe, welche nicht durch die fixen Punkte des Systems
geht (zweite Bedingung).

Die Krifte, welche dieser Darstellung nach in den fixen Punk-
ten wirksam sein miissen, um diese Punkte eben als fixe zu kon-
stituiren, nennen wir die Reaktionen des Systems gegen die
fixen Punkte, und die ihnen gleichen aber entgegengesetzten
Krifte, deren Komponenten nach den drei Axen also in demsel-
ben Sinne wirken, wie die Komponenten der Resultirenden der
fortschreitenden Bewegung des Systems nach denselben Axen, nen-
nen wir die Drucke des Systems gegen die fixen Punkte.

1) Festes System mit einem fixen Punkt. Der Druck
Q des Systems gegen den fixen Punkt und die Richtung dieses
Druckes ist hier ohne Weiteres zu bestimmen durch die Gleichun-
gen 110 und 111) S. 98; denn da nur ein fixer Punkt vorhanden
ist, so mufs die Reaktion gegen denselben gleich der Gegenkraft
des Systems (— () gegen fortschreitende Bewegung sein. Denken
wir drei normale Koordinaten-Axen, auf welche wir das System
beziehen, und denken wir in dem fixen Punkt, dessen Koordinaten
X, Y und Z sein mogen, die Kraft — Q wirkend, welche mit den
Axen die Winkel 4, B, I' macht, so haben wir nunmehr in Be-
zug auf diese drei Axen drei Kriftepaare, und es ist das Moment
des Kriftepaars, welches auf Drehung um die erste Axe vwyirkt:

'Z(K.cosﬂ.z)+2(1(.cos7.y)—Q.cosB.Z—Q.cosF. Y),
nun ist aber (111. S. 98):
Q.cos B=2(K.cosf); Q.cosI'=3I(K.cosy);
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folglich driickt sich das Moment des Kriiftepaares in Bezug auf die
erste Axe aus, durch:

Z(K.cosB.[z—Z])+ Z(K.cosy. [y — Y]).

In dhnlicher Weise lassen sich die Momente der Kriftepaare
in Bezug auf die beiden andern Axen darstellen. Nun sieht man
aber leicht, dafs (z—2Z) ... (y—Y) ... (z—X) nichts anders
bezeichnet, als die Koordinaten der Angriffspunkte der Kriifte in
Bezug auf ein Koordinaten-System, dessen Anfangspunkt in dem er-
sten Koordinaten-System die Koordinaten X, ¥, Z hat, mit anderen
Worten, dessen Anfangspunkt der fixe Punkt ist. Verlegt man also
den Anfangspunkt der Koordinaten in den fixen Punkt und nennt
man die neuen Koordinaten z,, y, z, so ist das Moment des Kriifte-
paares in Bezug auf die erste Axe

2(K.cosf.z)+ Z(K.cosy.y,) u.s. w.

Es folgt sodann leicht folgendes Gesetz:

Rotirt ein festes System um efimem fixen Punkt,
so erhilt man die Lage der Drehaxe und das Mo-
ment des resultirenden Kriftepaares, indem man
durch den fixen Punkt dreibeliebige zu einander
normale Koordinatenaxen annimmt, die Kriifte-
paare des Systems fiir diese drei Axen durch Bil-
dung der entsprechenden Momentensummen be-
stimmt, und diese drei Kréiftepaare nach den Glei-
chungen 141a) (resp. 138) zusammensetzt.

Fiir den Fall, dals man die Koordinatenaxen durch den fixen
Punkt legt, sind die Momente der Reaktion gegen den fixen Punkt
in Bezug aufl alle drei Axen Null; legt man dagegen die Koordina-
tenaxen nicht durch den fixen Punkt, so hat man die Momente
der in dem fixen Punkte wirkenden Reaktion mit in Betracht zu
ziehen.

2) Festes System mit zwei fixen Punkten. Hat ein
festes System zwei fixe Punkte, so miissen beide in der Drel-
axe liegen, und es folgt daher, dafs die Drehaxe des festen Systems
durch die gerade Linie gegeben ist, welche durch die beiden fixen
Punkte geht; es erfolgt daher die Drehung simmilicher Punkte des
Systems in Ebenen, welche zu der Verbindungslinie der beiden fixen
Punkte normal sind. Das Kriftepaar in Bezug auf diese Verbin-

II. 10
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dungslinie als Drehaxe mufs das resultirende Kriftepaar des Systems
sein, und es miissen folglich die Kriftepaare in Bezug auf zwei
Axen, die unter sich und zu der Verbindungslinie der fixen Punkte
normal sind, einzelne gleich Null sein; denn vvire dies nicht der
Fall, und man briichte das System auf drei Kriftepaare fiir diese
drei Axen, so wiirde das resultirende Kriiftepaar eine andere Paar-
Axe haben, als die Verbindungslinie der beiden fixen Punkte. Neh-
men wir nun ein rechtwinkliges Koordinaten-System an, dessen eine
Axe (Axe der Z) mit der Verbindungslinie der beiden fixen Punkte
der Richtung nach zusammentfillt, so liegen die beiden andern Axen
in einer Ebene, welche normal zu der Verbindungslinie ist, und es
sind die Koordinaten der fixen Punkte in Bezug auf diese beiden
Axen gleich Null, wihrend sie in Bezug auf die Axe der Z mit
Z; und Z;; bezeichnet werden mogen.

Bezeichnet nun Q/ den Druck des Systems gegen den ersten
fixen Punkt, parallel mit der Axe der X, @/ und Q;" die Drucke
in demselben Punkt, welche parallel mit der zweiten und dritten
Axe sind, und bezeichnen wir analog mit Q,/, Qu’, Qr" die Drucke
des Systems in dem zweiten fixen Punkt; ihre Reaktionen also mit
entgegengesetztem Vorzeichen, so miissen folgende Gleichungen er-
fiillt werden:

1) Z(K.cos @) — Q) — Qu' =0.
2) Z(K.cos f) — Qf — Qu"=0.
3) Z(K.cos y) — Q" — Qu"=0.
4) I(K.cosB.z)+Z(K.cosy.y)— Qf . Z;— Qu' . Zu=20.
5) S(K.cosa.z)+2(K.cosy.a)— Q. Zi— Qu - Zu=0.

Die drei ersten Gleichungen stellen die Bedingungen des Gleich-
gewichts gegen fortschreitende Bewegung dar, die beiden letzten die
Bedingungen des Gleichgewichts gegen Drehung um die Axen X und
Y. Die Gleichungen 1), 2), 4) und 5) geniigen zur Bestimmung
der Drucke Q/ O/ und Q4 Qu', wogegen zur Bestimmung der
Drucke Q/” und Q", niimlich derjenigen, welche in den fixen
Punkten auf Verschieben des Systems in der Richtung der
Verbindungslinie wirken, nur die eine Gleichung 3) vorhan-
den ist; es bleibt daher einer von diesen beiden Drucken ent-
weder willkiirlich anzunehmen oder durch andere Bedingungen zu
bestimmen.

Entwickelt man aus 1) und 5) die Drucke Q/ und Q./ so fin-
det man:
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_ 2(K.cosa.[5— Zi)) + Z(K.cos y . )

Qi Zy — Zn
s S(K.cose.[z—Zil) + Z (K.cosy.x)
: Zir — Zy
: w__ 2 (H.cosf.(5—Zi))+ 3 (K.cosy.y)
142) ( Q" = o
i S(K.cosf.(x—Zr)) + Z(K.cosy.y)
ZII e Z]
\ wihrend zwischen Q" und Q" nur die Beziehung bleibt
: 01" 4+ Qi = 3 (K. cos 7).

Man bemerkt leicht, dafs der Nenner in den obigen Gleichun-
gen iiberall die Entfernung der beiden fixen Punkte ausdriickt, und
dafls der Zihler die Momentensummen in Bezug auf Drehung um eine
Axe bezeichnet, die durch den andern fixen Punkt geht, und nor-
mal sowohl zu der Richtung der Verbindungslinie der fixen Punkte,
als zu der Richung ist, fiir weleche man den Druck des Systems
bestimmen will (135a). Hieraus ergiebt sich, dafs die Gleichungen
142) folgendes Gesetz darstellen: ¢

Wenn in einem festen System, auf welches belie-
bige Krifte einwirken zwei fixe Punkte vorhan-
den sind, so rotirt dasselbe um eine Axe, welche
durch die beiden fixen Punkte geht (fixe Axe);
man findet den Druck des Systems auf einen der
fixen Punkte nach einer Richtung, die normal zu
dieser Drehaxe ist, wenn man die Summe der
Momente der simmtlicheniibrigen auf das System
angebrachten Krifte in Bezug auf eine Axe, die
durch den andern fixen Punkt geht, und normal
sowohl zur Drehaxe, als zu der betrachteten Rich-
tung ist, dividirt durch den Abstand der beiden
fixen Punkte.

Das Moment des auf Drehung um die fixe Axe wirken-
den Kriftepaares driickt sich aus durch:

S(K.cosa.y) +2(K.cosf.x)
142a) { oder auch durch
2 (K.siny.R,) (Gleichung 135a)
wenn R, den kiirzesten Abstand jeder Kraftrichtung von der fixen
Axe, und y den Winkel bezeichnet, den die Kraftrichtung mit der
fixen Axe bildet.

Licgen die simmtlichen Drucke in Ebenen, welche normal

zu der fixen Axe sind, so ist fir aile Drucke y = 90° folglich
10 *
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cos y = 0, und es folgt, dafs der Druck, welcher auf Verschieben
in der Richtung der Axe wirki, Null ist; bezeichnen wir den Ab-
stand der beiden fixen Punkte mit L, die Koordinaten der
Drucke K... in Bezug auf eine Ebene, welche durch den ersten
fixen Punkt geht und normal zur fixen Axe ist mit z,.... so folgt:
Zir —Zr =L . s=8,+ Zr =5yp+Zir— L
Zy —Zn=—1L; s—Zu==5,—L; z—1Z=x,.
Es gehen also diec Gleichungen 142) fiir diesen Fall iiber in
folgende:
, _ S(K.cosa.[L—z,]) n_ 2(K.cosf.[L—z,])
Y L AT L .

) 2l 2h(Kiscos aviny) sutadi (I 5608iBing)

Qu = “"I:ﬁ*‘”; Qn = ‘—*—L—’—i

d. h. wenn ein festes System um eine Axe rotirt, welche
durch zwei fixe Punkte geht, und es liegen simmtliche
Kriifte, die auf das System wirken, in Ebenen die zu der
Axe normal sind, so findet man den Druck auf jeden der
fixen Punkte nach irgend einer Richtung, wenn man die
mit dieser Richtung parallelen Komponenten jeder Kraft
mit dem Abstand ihres Angriffspunkts von einer Ebene,
welche in dem andern fixen Punkt normal zur Drehaxe
ist, multiplizirt, und die Summe der Produkte durch den
Abstand der beiden fixen Punkte dividirt.

3) Festes System mit drei fixen Punkten. Hat ein fe-
stes System drei fixe Punkte, so konnen dieselben entweder in
gerader Linie liegen, oder nicht.

Liegen die der fixen Punkte in gerader Linie, so ist
der Fall zum Theil aof den vorigen zuriickzufiihren; die Drehaxe
mufs mit jener geraden Linie zusammenfallen, allein indem man die
Bedingungsgleichung 1 bis 5 (S. 146) bildet, und die Drucke auf
den dritten fixen Punkt Qrt'y Qrrs”’y Qrrs” mit den Koordinaten X;r,
Yur und Zpi; einfiihet, so ergiebt sich bald, dafs nun die Zahl der
Unbekannten grofser ist, als die Zahl der Gleichungen; es lassen
sich also nun die Drucke uuf die fixen Punkte nicht anders bestim-
men, als indem man entweder neue Bedingungen giebt, oder indem
man gewisse Drucke annimmt. Diese Bemerkung gilt natiirlich nur
unter der Voraussetzung, dafs das System ein absosut festes (§ 64.
S. 84) sei, dals wir also keine Formverinderung desselben vor-
aussetzen diirfen. In manchen Fillen ist die Voraussetzung zulis-
sig, dafs das System durch eine Ebene, die normal zu der Verbin-
dungslinie der drei fixen Punkte ist, und durch den mitlern fixen

142 b)
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Punkt geht, sich in zwei feste Systeme jedes mit zwei fixen Punk-
ten zerlegen lasse, und dann sind die Drucke auf die fixen Punkte
nach Anleitung der Gleichungen 142) zu bestimmen, indem man
die Krifte, deren Angriffspunkte auf der einen Seite der Ebene lie-
gen als zu dem einen System, diejenigen auf der anderen Seite der
Ebene als zu dem andern System gehorig ansieht.

Hat ein festes System drei fixe Punkte, welche micht
in gerader Linie liegen, so ist das System in vollkomme-
nem Gleichgewicht, denn es kann zufolge des fiir die fixen Punkte
im Anfange dieses Paragraphen entwickelten Satzes No. 1 (S. 143)
keine fortschreitende Bewegung haben, und es kann auch keine
drehende Bewegung um irgend eine Axe annehmen, denn eine
soleche Drehaxe miifste alle drei fixen Punkte aufnehmen, und das
wiirde der Voraussetzung widersprechen, dafs die drei fixen Punkie.
nicht in ein und derselben geraden Linie liegen.

Reduktion der Krifte in einem System mit zwei fixen Punkten.

§ 80. Hat ein festes System zwei fixe Punkie, und ist es da-
her gezwungen um eine Axe zu rotiren, welche durch diese beiden
Punkte geht, so nennt man diese Axe die fixe Axe des Systems.

I. Denken wir ein festes System mit zwei fixen Punkten, und es
mogen die Kraftrichtungen simmtlich in Ebenen liegen, die normal
zur fixen Axe sind. Wir kénnen nun den Druck bestimmen, den
jede einzelne Kraft parallel mit ihrer Richtung in jedem der
beiden fixen Punkte erzeugt, indem wir nimlich einstweilen alle
ithrigen Krifte fortdenken, und die Gleichung 142b) oder das Ge-
setz derselben (S. 148) fiir diese Kraft allein anwenden. Wir sa-
gen dann, die Kraft werde auf die fixen Punkte reduzirt.
Wenn wir simmtliche Krifte einzeln auf die fixen Punkte reduzi-
ren, so erhalten wir in jedem der fixen Punkte eine Reihe von
Drucken, deren Richtungen simmtlich in einer Ebene liegen, die in
dem fixen Punkt normal zur Drehaxe ist, und indem wir diese
Drucke nach bekannten Regeln zusammensetzen, oder auch nach
zwei rechtwinklig angenommenen Axen zerlegen, erhalten wir wie-
der die Drucke simmtlicher Kriifte auf den fixen Pankt.

Die Richtigkeit dieses Gesetzes leuchtet ein, wenn wir beriick-
sichtigen, dafs die mit den Kriften vorgenommenen Operationen le-
diglich die Berechnung der Gleichungen 142h) darstellen, mit dem

Unterschiede, dafs wir fiir jede Kraft zuerst die Werthe EEL:E—Q



