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Bezeichnen wir den Abstand der beiden Kraftrichtungen mit o,
die Koordinaten des Angriffspunktes der einen von beiden Gegen-
kriften (4+-P) mit X, Y, Z, so sind, wvie sich leicht iibersehen lifst,
die Koordinaten des Angriffspunkts der andern Gegenkraft (—P):

123¢) 2’ =Z+a.sing; Y = Y+ a.cosg.cosy;
X'=X+a.cosqg.siny.

Fiir den Fall, dafs simmtliche Kraftrichtungen parallel

sind, folgt aus 123), 123a) und 123b):
tang ¥ = tang o
1- (K=
e =

und das Moment des Kriftepaars:
124) L[S0+ [3(KR,)]*]

in welchen Gleichungen %z die Abstinde der Angriffspunkte der ein-
zelnen parallelen Krifte von einer beliebigen mit ihrer Richtung
parallelen Ebene und RB,, die Hebelsarme in Bezug auf eine belie-
bige, und zu dieser Ebene normale, Axe bezeichnen.

In dem Falle endlich, wo simmtliche Krifte in ein und der-
selben Ebene liegen, folgt:

— 8- 2(K.sina) __ 0
125) g P 2.2(K.cose) -~ 0
tang ¢ = 0,

und das Moment des Kriftepaares:
125a) =3 (K.R,),

d. h. in diesem Fall bleibt die Neigung des Kriftepaares (Winkel W)
gegen die Axe XZ unbestimmt und kann beliebig genommen wer-
den, das Kriftepaar, welches fiir die Wirkung der Krifte substi-
tuirt werden kann, liegt in derselben Ebene, in welcher die Krifte
liegen, (¢ =0) und es ist das Moment des Kriftepaares gleich der
Summe der Momente simmtlicher auf Drehung wirkenden Kriifte
in Bezug auf eine beliebige zur Ebene der Krifte normale Axe.

Bestimmung der Resultivenden und ihres Angriffspunktes fiir Krifte, welche
auf ein festes System wirken, und deren Richtungslinien eine beliebige Lage
haben.

§ 76. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinsten Fall, nimlich
zu dem, dafls auf ein festes System beliebige Krifte in
ganz beliebigen Richtungen wirken, und dafs es darauf an-
kommt, ihre Resultirende der Grofse und Richtung nach
zu bestimmen.
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Wenn zunichst:

A. die Krifte weder in Bezug auf drehende noch in
Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleichge-
wicht sind:

so koénnen wir, indem wir drei beliebige Koordinatenebenen anneh-
men, die Resultirende der fortschreitenden Bewegung Q der Grofse
und Richtung nach bestimmen nach § 71 und mittelst der Gleichun-
gen 110) und 111).

Um nun aber den Angriffspunkt der Resultirenden zu
finden, denken wir uns simmtliche Krifte in den einzelnen Angriffs-
punkten nach drei zu einander normalen Richtungen zerlegt, die
Komponenten parallel mit den drei Axen sind dann:

I, Cos R SERCR cos L . o VITSBes s

Nun haben wir drei Gruppen paralleler Krifte, fir die
wir nach § 74 und Gleichung 117a) drei Resultirende einfithren
konnen. Es seien Q, die Resultirende aller parallelen Krifte If.cose...
und X, Y, Z die Koordinaten ihres Angriffspunktes; in dhulicher
Weise bezeichnen @, und Q,, die Resultirenden der parallelen
Krifte K.cosfB.... und K.cosy... und X,, Y,, Z, beziehlich

X, Y., Z, die Koordinaten ihrer Angriffspunkte. ~Wir haben
dann:
O =2l coslayy 0 = (i Scosp), 'O =3 (l)cos y)
X __ 3(K.cosa.x) be __3(K.cosp.x) X __2(K.cosy.x)
S SIC cova) b Yo sKeosg). 2 Bl S GK cosy)
126) Y __ 3(K.cosa.y) y __Z(K.cosB.y) __2(K.cosy.y)

R ST JER0 ) el o ST B TGy - e S(K.cosy)
7 ___Z'(K.cosoc.z) 7 e Z(Kicos.3) 7 _ 2(K.cosy.z)
S SR sl & & S (K cosBR)ii bl Z(K.cosy) :

Diese Gleichungen zeigen folgendes Gesetz:
I. Wenn auf ein festes System beliebig viele Kriifte
einwirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-
tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im
Gleichgewicht sind, so lidlst sich ihre Wirkung
immer auf drei einzelne Krifte zuriickfiihren,
deren Richtungen einzeln parallel sind mit drei
beliebig angenommenen zu einander normalen
Axen, und deren Angriffspunkte vollstindig
durch die Gleichung 126) bestimmt sind.
Da nun die Richtung der Resultienden der fortschreitenden
Bewegung @ durch die Gleichungen 110) und 111) vollkommen
bestimmt ist, so konnen wir jede dieser drei Krifte, auf welche
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wir so eben das System zuriickgefiihrt haben, zerlegen nach zwei
Richtungen, von welchen eine parallel mit der Richtung von (,
die andere aber normal dazu ist, wir erhalten dann zwei Gruppen
von Kriften, niimlich eine Gruppe, bestehend aus drej Kriiften, die
unter sich und mit der Richtung von Q parallel sind, und eine an-
dere Gruppe von drei Kriften, welche in Ebenen liegen, die nor-
mal zu der Richtung von Q sind, welche folglich in parallelen Ebe-
nen liegen. Da die Resultivende mit den Axen die Winkel 4, B, I
bildet, so bildet sie dieselben Winkel der Reihe nach auch mit den
drei Kriften Q,, Q.» Q. welche der Reihe nach mit diesen Axen
parallel sind. Hiernach haben wir die beiden Gruppen:

parallel mit Q: normal zu (:
Q, .cos 4= Q. cos 42, Q,.sind=Q.cosA.sin 4,
Q,,.cosB:Q.cosB’, Q”.sinB:Q.cosB.sinB,
Qu-cos I'=Q . cosI™, Qu-sinI'=Q.cosI.sinT"

Die Krifte der ersten Gruppe lassen sich durch die Gleichun-
gen 110) und 111) vereinigen. Es ist ihre Resultante (Gleichung
110), 111) und 112):

Q,.cos A+ Q, . cos B+ Qi scos I' =
[Z(I(.cosa)]” [Z(K.cosLﬂi [S(K-cos y)]?
8, Tevawm .t Q

127) Q:1/§[2(1r.cosu)]z+[.>:(K.cosp’)]z+[z(1r.cosy)]=§.

Der Angriffspunkt dieser Resultante ergiebt sich nach 117a),
wenn wir die Koordinaten mit X, Y, Z bezeichnen:

5 Qi.cos 4. X,4+Q,.cos B. )(L+_(Q!£sr.x,,,

—— T o e

Q.cos A4 Q,,. cos B4 Q, .cosI'
128) ( Y= ﬁQ,f_c"ﬁ{l_*Yfi¥Qﬂj’s£ Y, + Q. cos r.Y,

Q.cos A+ Q,, . cos B Q.- cos I
g uQﬂl_;cosA. Z, 4+ Q,cos B. Z, +&’L' cosI'. Z,,

Q/.cos A+ Q, . cos B4+ Q. .cos I’

Setzen wir in diese Gleichungeu die Werthe der Gleichungen
126) fir Q,, Q,, Q. X, X, X, ete., so ergiebt sich mit Beriick-
sichtigung, dafs nach Gleichung 111)

éos A== E\( Kgom) Se eOsrh =t 2—\-( Kéwsﬁ) CoR]— ——-E(K'-CEQ

ist:



¢. Wirkung mehrer mech. Kriifte auf ein festes System von Massenelem. 121

128a)
i Z(K.cosa.z) . S(K.cosa)+Z(K . cos f.2). 3(K .cos f)+Z(K .cosy.z). 3(K. cosy)
[2(K.cosa)]*+[Z(K.cosg)]>+Z(K.cosy)]?

_ 3(K.cosa.y) .Z(K.cosoc)-l-Z(K.cosﬂ.y)(Z(K.cnsﬁ')-f—E(K.cosy.y).E(K.cos;*)
Y [Z(K.cosa) |2 +[Z(K.cosp)]* +[Z(K.cosy)]?

e Z’(K.costx.z).E(K.cosa)—!—Z(K.cosﬂ.Z).Z'(K.cosﬁ’)+2‘(K.cosy,z).Z'(K.cosy)
[Z(K.cosa)|?+[Z(K.cos 8)|>+[Z(K.cosy)]?

Es ist iibrigens leicht zu iibersehen, dafs der hier bestimmte
Angriffspunkt der Resultirenden dieser drei parallelen Krifte in der
Ebene liegen mufs, welche durch die Angriffspunkte der drei
Krifte gelegt wverden kann, denn lédge er aufserhalb dieser Ebene
und zerlegte man die simmtlichen Kriifte in zwei andere, parallel
und normal zu der Ebene, so wiirde diejenige Komponente der Mit-
telkraft, welche parallel mit der Ebene ist, und deren Angriffspunkt
aufserhalb der Ebene lige, cinen Hebelsarm in Bezug auf eine in
der Ebene liegende, und die Richtungen der Komponenten der drei
Krifte, deren Angriffspunkte in der Ebene liegen, schneidende Axe
haben, wihrend diese Komponenten ecinen Hebelsarm in Bezug auf
diese Axe nicht hiiten; es wiirde also durch die Mittelkraft Gleich-
gewicht gegen drehende Bewegung nicht hergestellt werden.

Betrachten wir jetzt die zweite Gruppe der Komponenten,
deren Richtungen in Ebenen liegen, welche zur Richtung der Re-
sultirenden der fortschreitenden Bewegung normal sind, so kénnen
diese Krifte keine fortschreitende Bewegung bedingen, wohl aber
ist eine drehende Béwegung denkbar. Wir haben es also mit
Kriften zu thun, die dem im vorigen Paragraphen unter C. behan-
delten Fall entsprechen, und fiir welche ein Kriftepaar substi-
tuirt werden kann. Um die Verhiltnisse dieses Kriftepaares zu be-
stimmen, denken wvir uns irgend eine Ebene, welche normal zu der
Richtung von @ ist, nennen den normalen Abstand des Angriffs-
punktes Q, von dieser Ebene Z,°, den normalen Abstand der An-
griffspunkte @, und @, von derselben Ebene Z,°, Z,°, denken
ferner in der Ebene eine beliebige Axe, und bezeichnen die Win-
kel, welchen die Richtungslinien von (,.sin A mit dieser Axe bil-
det mit °, ebenso die Winkel, welche die Richtungslinien der
Krifte Q,.sinB und Q,,.sinI" mit derselben Axe bilden mit e,°, &,,°,
so ergiebt sich der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kriftepaars mit jener Axe vy nach 123:
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tangy —

Z°Q,.sind .sina,® +Z,°Q, .sin B . sin ' +2,°Q,  .sinl.sn «,°
iz Q,.sin 4. cos 0+ Z,°Q,.sinB.cosa,’ 4 Zii 2 Q j-sin T 2cos.ou;,®
und in #hnlicher Weise lifst sich der Neigungswinkel ¢ der Ebene
des Kriftepaares gegen die Richtung von @ nach 123a), sowie das
Moment des Kriifiepaares nach 123b) finden. Wollte man die in
diesen Gleichungen vorkommenden Werthe analytisch ausdriicken,
so kompliciren sich die Ausdriicke so sehr, dals sie ihren Werth
als Formeln fiir den Gebrauch verlieren, und es hesser ist in jedem
einzelnen Falle die Rechnung besonders durchzufihren. Um diese
Rechnung zu erleichtern, diirfte folgender Weg zu empfehlen
sein.

Wir verlegen den Anfangspunkt des urspriinglichen
Koordinatensystems in den Angriffspunkt von Q. Es sind
sodann die Koordinaten der drei Angriffspunkte Q,, Q,, Q,, durch
die Gleichungen zu finden:

X/(Q):X/—X7 Y/(Q):Ytﬁy’? ZI(Q):ZI_Z7

]29) ‘Xll(g):Xﬂ_X7 Y//(Q):Yu_ Y, Zu(Q):Zu—Z!
‘Xm(Q)=1Ym—X7 Ym(Q):Y/u_ Y, Zm(Q):Zm"“' Z.

Legen wir nun durch den Angriffspunkt von Q, also durch
den Anfangspunkt des neuen Koordinatensystems eine Ebene nor-
mal zur Richtung von Q (vierte Ebene), so bildet diese Ebene mit
den Ebenen, in welcheu die Axen X und Y liegen (dritte Ebene),
den Winkel I” mit der Ebene, in welcher die Axen X und Z (zvveite
Ebene) liegen, den Winkel B, und mit der Ebene, in welcher die
Axen Y und Z (erste Ebene) liegen, den Winkel A; denn der Win-
kel, welchen zvwei Ebenen bilden, wird gemessen durch den Winkel,
welchen zwei Linien einschliefsen, die in einem Punkte der Durch-
schnittslinie einzeln normal auf den Ebenen sind. Der Angriffspunkt
von () ist aber ein Punkt der Durchschnittslinien der vier Ebenen,
die Richtung @ ist normal auf der vierten Ebene, die Axe der Z
ist normal auf der Ebene, in welcher die Axen der X und der ¥
liegen, folglich macht diese Ebene mit der vierten Ebene den Win-
kel, welcher die Richtung von Q mit der Axe der Z bildet, d. i.
den Winkel I" ete.

Projiciren wir die Richtung von Q auf die Ebene, in welcher
die Axen der X und der ¥ liegen, und bezeichnen wir den Winkel,
welcher die Projektion Qp' mit der Axe X bildet, mit &, ziehen von
p, die Normale p'v auf die Axe X und verbinden pv, so ist auch
po normal zu QX, und daher:



¢. Wirkung mechrer mech, Krifte auf ein festes System von Massenelem. 123

/
|‘a° ok ~\\~~_‘~\ /ll’l
Q=
Y3
130) cunceize Qv _ Qp.cosd cos' At 3 " cos A
& e !

Qp' — Op.sn(Qpp’) — sin(pQZ) sl "
Ebenso findet man:

cos (p' QY) :_/%];? =sin's;

d. h. der Kosinus des Winkels, welchen-die Projektion
einer Linie auf eine Ebene mit einer in dieser Ebene
liegenden Axe macht, ist gleich dem Quotienten aus dem
Kosinus des Winkels, welchen die Linie selbst mit dersel-
ben Axe macht, durch den Sinus des Winkels, welchen
die Linie mit einer zu der Ebene normalen Axe macht;
dhnlich lilst sich eine Regel fiir den Sinus ableiten.

Die Durchschnittslinie #N, zwischen der vierten Ebene
und der dritten Ebene, ist normal zu der Projektion Qp’, denn, da
sie in der vierten Ebene liegt, so ist sie normal auf pQ, und da
sie auch in der dritten Ebene liegt, so ist sie normal zu QZ, sie
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ist folglich normal zu der Ebene QZp im Punkte Q, folglich zu
jeder anderen Linie, die in dieser Ebene liegt und durch den Punkt Q
geht, und eine solche Linie ist 0.

Sind z und y die Koordinaten eines in der dritten Ebene lie-
genden Punktes a, so ist die Entfernung dieses Punktes von der
Durchschnittslinie #N einer Ebene, welche mit der gegebenen Ebene
den Winkel I, mit den beiden andern Projektionsebenen die Win-
kel 4 und B bildet, und durch den Anfangspunkt der Koordina-
ten geht:

ab=ab’. cos bab’=ab’. cos ¢ = (ab" + b"b') cos ¢
=(ab"+5"Q. tang ¢) . cos &
=&.cos &~ ysin &,
und indem man fiir cose und sin ¢ dje obigen Werthe setzt:
cos 4 cos B

ab =gz, 5
sin I" Y sin I"

Ist a’a =1z der Abstand eines Punk-
tes von einer Ebene, und ab der Abstand
seiner Projektion von der Durchschnitts-
linie dieser Ebene mit einer andern Ebene,
welche mit derselben den Winkel I” bil-
det, so ist seine Entfernung a’¢ von die-
ser Ebene:

a'c=(aa'+ aa") cos I'=(z <+ ab tang I") cos I"
—=z.cosl'+absinT.
Setzen wir fiir ab den vorhin bestimmten Werth, und bezeich -
nen wir den Abstand a’c mit 5%, so ist:
131) %% ==%.cos I'+ x cos A+ y cos B,

d. h. der Abstand eines Punktes, dessen Koordinaten Doey
und z sind von einer Ebene, die im Anfangspunkt des Ko-
ordinatensystems normal steht auf einer durch den Anfangs-
punkt des Koordinaten gehenden, und mit den drei Koor-
dinatenaxen die Winkel 4, B, I' bildenden Linie, ist gleich
der Summe der Produkte, welche gebildet werden, wenn
man jede der drei Koordinaten einzeln mit dem Kosinus
des Winkels multiplizirt, welcher die Richtung jener Linie
mit derjenigen Axe bildet, mit welcher die betreffende
Koordinate parallel ist.

Hiernach hat man die Abstinde der Angriffspunkte der Kriifte

Q. Q,und Q, von der Ebene, welche im Angriffspunkt von
normal zu der Richtung der Mittelkraft Q gedacht ist:
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Z,"= X0 -cos A+ Y,g).c0s B+ Z,gy.cos I
13la) { Z,°= X, (o). ¢08 A+ Y, (g). cos B+ Z, (o). cos I"
A :AXM(Q) .cos A+ Ym(Q)' cos B -+ Z”/(Q). cos I

Denken wir in der vierten Ebene zwei Axen, die normal
auf einander sind, und von denen die eine mit M N*) zusammenfillt;
legen wir durch diese Axen und durch die Richtung von Q Ebe-
nen, so sind diese Ebenen und die vierte Ebene drei neue Koordi-
natenebenen, die Abstinde der Angriffspunkte von der vierten Ebene
Z° %, Z,° haben wir so eben bestimmt; die Abstinde von der
Ebene durch MN und Qp wollen wir X,°, X% X,° und die-
jenigen von der Ebene, welche durch QUp geht und normal zu M N
ist, mit Y°, ¥,°, Y, ° bezeichnen. Nun ist offenbar die letztge-
nannte Ebene in dem Punkte Q normal zu der Linie MN; die Li-
nie MN bildet aber mit der Axe QY den Winkel & mit der Axe
QX, den Winkel 90° + ¢ und mit der Axe QZ den Winkel 90,
folglich findet man den Abstand y° irgend eines Punktes von dieser
Ebene dunrch die oben entwickelte Regel (Gleichung 131), nimlich.

Y° =5.c08 90° 4y .cos e+ . cos (90° + ¢),
oder wenn man fiir cos¢ den oben bestimmten WWerth (130) und
fiir cos (90° + &) den Werth — sin ¢ setzt:

132) o=y .cosA_:vcosB

sin I" sin I"°
Es folgt hieraus:
cos A cos B
Y=Y, SRR T X0 - sin I"
- cos 4 cos B
1829) 4 Y, =Y. 577 — Xuo - sin I"
cos A cos B

Ymo: uil@) s srnyn ‘Xm((’) e T

Die Linie Qp’ erscheint offenbar als die Projektion derjenigen
Axe, welche in der vierten Ebene liegt und in Q zu MN normal
ist, auf die dritte Ebene. Bezeichnen wir den Winkel, welchen die
genannte Axe mit der Axe QZ macht mit o, den Winkel mit QY
mit 4 und den Winkel mit QX mit 9, so ist nach der frither ent-
wickelten Regel (130):

cos & . cos 7
coss———, sin'g SRl
sin ¢ sin ¢
daraus folgt:
€os 9 == cos ¢.sin g, cos 7 = sin & . sin 0.

*) Siehe die Figur auf S. 123.
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Nun ist aber der Winkel ¢ offenbar gleich 90° 4+ I'" und da-
her sin 6 =cos I, und indem wir fiir cose und sin ¢ die oben ge-
fundenen Werthe setzen, ergiebt sich:

o e cos 4. cos I’ e wlacos Biicas.T”
7P sin I" 2 L= sin I' :

Die Ebene, welche durch MN*) und Qp gelegt wird, ist aber
normal auf der ebenerwihnten Axe, und da diese Axe mit den
drei ersten Axen die Winkel 6, y und 9 macht, so folgt der Abstand
eines beliebigen Punktes von dieser Ebene (131):

Ty =%.€0s0—+y.cosy—+5.cos?,
und wenn man fiir cosc setzt cos(90° S+ I)—&in I’ und fir
cos & und cosy die eben bestimmten Werthe, so folgt:
cos B . cosI” cos 4. cosT'
sin I" e sin I' ?
oder durch eine leichte Umformung:
_R.cos I"Hy.cosB.cosT'4 2 .cos A .cos ['—g T %jicoslitn

Ty = —zxsinl +y.

Tove= sl e sin I
Hiernach ist also:
133)
Y X, (0).cos 4.cos '+ Y,(gy.cos B.cos I" - Z,(0).cosI'* — Z (o)
(i sin I"
% e X ,(0)- cos A.cos '+ Y“(Q).cosB.cosI’—I—-Z,,(Q).cosl“2 -—Zl,('gl
R R sin I"
e X.(0).cos A.cos '+ Y, (0).cos B. cos '+ Z,,0)-cos I — Z,,(0)
il o sin I” :
oder:
0 SN 0 iy
1332) X0 = _Z_/;C%l_&_)_, X, = ZH'#;:}_ZJ!LQ) :
X, = Z,"° . cos F_ZM(Q)__ ;

sin I

Es kommt nur noch darauf an die Winkel «,°, «,°, o0 7u
bestimmen, welche die drei Kraftrichtungen Q,.sin 4, Q,.sinB,
Q,,-sinI" mit einer von den neuen, in der vierten Ebene liegenden
Axen bilden. Wir wihlen die Axe, welche normal zu MN ist, als
diejenige, mit welcher die genannten zu bestimmenden Winkel ge-
bildet werden, und nennen diese Axe die Axe der X°. Jene
drei Kraftrichtungen sind entstanden, indem man die Drucke @
Q.» Q. mach der Richtung Q und normal dazu zerlegte, sie er-
scheinen also als die Projektionen der Kraftrichtungen Q,, Q,,, ;.
auf die zu @ normale vierte Ebene, oder da diese letztgenannten
Kraftrichtungen parallel mit den drei ersten Axen sind, als die Pro-

*) Siehe die Figur auf S. 123.
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jektionen dieser drei Axen auf die vierte Ebene. Nun macht die
Axe () X*) mit der angenommenen neuen Axe der X° den Winkel 9;
mit der zu der Ebene, in welcher diese neue Axe liegt, normalen
Axe Qp (Axe der Z°) den Winkel 4 und mit der Axe M N (oder
der Axe der Y°) den Winkel 90° 4.

Wir haben also nach dem Gesetz (130) auf S. 123 fiir den
Winkel, welchen die Projektion von QX auf die vierte Ebene mit
der Axe der X° macht, oder, was dasselbe ist, fiir den Winkel,
welcher die Kraftrichtung Q,.sin4 mit der Axe der X° macht:
cos & __ cos 4 .cosI’
sin 4~ sind.sinI’
cos (90° 4-¢)  —sine_  —cos B

sin 4 SRS ARG R i

Ebenso findet man den Winkel, welchen die Projektion der
Axe QY oder die Kraftrichtung Q,.sin B mit der Axe der X°
macht, durch die Betrachtung, dafs die Axe QY mit der Axe der
X° den Winkel 7 mit der Axe der Y° den Winkel ¢ und mit der
Axe der Z° den Winkel B bildet:

cos 7 cos B.cos I

cosa’ =

= cotg 4 . cotg I"
134)

s oti=

Qi
cos ,° =

1343) sine  sinB.sinI' =COth'COtgF

cos g sl cos 4

Y smB. 7 sin B sin F 2
und endlich ergiebt sich der dritte Winkel, da die Axe QZ mit
der Axe der X°, den Winkel 6 =90°+ I'; mit der Axe der Y°
einen Rechten, und mit der Axe der Z° den Winkel I" hildet:
cos(90°+I") __ £

Costay, U= = == = =]
sin I"
134b -
) . B §:008,902
Sin'elr == g 0,

d. h. die Richtung @, .sin I' macht mit der Richtung der Axe der
X° einen Winkel von 180 Grad, ist der Richtung der Axe X° also
entgegengesetzt.

Endlich lassen sich auch noch die Hebelsarme der Kriifte
Q'.sind, Q,.sinB und Q,,.sin I in
Bezug auf die Axe p Q leicht bestim-
men. Sind nimlich z und y die Ko-
ordinaten eines Punktes parallel mit
der Ebene gemessen, auf welcher die
dritte Axe normal steht, so ist der
kiirzeste Abstand der Richtungslinie
der Kraft, welche durch diesen Punkt

*) Siche die Figur auf S. 123.
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geht, und deren Projektion mit der Axe der X den Winkel 2 bil-
det, von der dritten Axe offenbar:
135) { Of= Qg.cosl:(y+lzg)cosl:(y+xtangl)cosl
=y .cos A+ zsin A.
Macht die Kraftrichtung selbst mit der Axe der X den Win-
kel &, mit der Axe der Y den Winkel g und mit der Axe der Z
den Winkel 7, so hat man nach dem Friihern (130) fiir den Win-
kel, welcher ihre Projektion mit der Axe der X bildet:

cos B
siny ’

COos

cos i = 5 sin 4 —

sin y
folglich die kiirzeste Entfernung der Kraftrichtung von der Axe der
Z oder den Hebelsarm der Kraft in Bezug auf die Axe der Z:

_s. & Jeas B . COS o

1352) Of=R, =204 3?

Man findet also den Hebelsarm einer Kraft, deren Rich-
tung durch einen gegebenen Punkt geht und mit den drei
Axen gegebene Winkel bildet, in Bezug auf eine Axe,
wenn man jede einzelne der beiden Koordinaten, welche
nicht mit dieser Axe parallel sind, maltiplizirt mit dem
Kosinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung
mit derjenigen Axe macht, die der andern von beiden pa-
rallel ist, und die Summe der Produkte dividirt durch den
Sinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung mit

derjenigen Axe. macht, fiir welche man den Hebelsarm be- -

stimmen will, oder wenn man jede der beiden Koordina-
ten mit dem Sinus des Neigungswinkels multiplizirt, wel-
chen die Projektion der Kraftrichtung auf eine Ebene, die
normal zu der Axe ist, fiir welche man den Hebelsarm
bestimmen will, bildet mit derjenigen Axe, mit welcher die
betreffende Koordinate parallel ist; und die Summe nimmt.
Nennen wir die Hebelsarme der drei Krifte Q,.sin4, Q sinB,
Q,-sinI" in Bezug auf die mit der Richtung Q zusammenfallende
Axe der Reihe nach ¢,°, ¢,°, 0,°, so findet man diese Hebels-
arme nach der obigen Regel (135):
0°=X/".sine, + Y. cosa,
134) §0,° =X,°.sine,~+ Y,°. cos 155
(’m“ = Af/“o 5 Sin “m -~ Yulo - Cos lxmo"_——'—_ Ymo'
Hierdurch sind nun alle Elemente bestimmt, deren man bedarf,
um nach § 75. (S. 117, Gleichung 123), 123a) und 123b) die Lage
und das Moment des Kriftepaares zu bestimmen.
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Man hat néimlich zu setzen in jenen Gleichungen:
Z(K.sina.z)::0,.sinA.sinal".Z,°+0”.sinB.siua,,".Z/,°+
Qu-sinl.sine,°.Z,°
137) (2(K.cosa.z) = Q,.sin4.cose,° Z4,°+0Q,.sinB.cose,® . Z,°4-
Q,-sinl.cosa,. Z,°
2(K.R,)=Q,.sind.9°+0,. sinB.g,° + Q,,.sinI.g,°.
Es ergiebt sich sodann aus Gleichung 123) der Winkel v, wel-
chen die Durchschnittslinie der Ebene des Kriftepaars und der
vierten Ebene mit der Axe der X° macht; aus Gleichung 123a) der
Winkel, welchen die Ebene des Kriftepaars mit der vierten
Ebene, oder iiberhaupt mit einer Ebene macht, die normal ist zur
Richtung der Resultirenden der fortschreitenden Bewegung, und
endlich aus Gleichung 123b) das Moment des resultirenden Kiriifte-
paares ¥).
Ueberhaupt folgt aus der eben durchgefiihrten Rechnung:
IL.. Wenn auf ein festes System beliebige Krifte ein-
wirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-
tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im
Gleichgewicht sind, so lilst sich ihre Wirkung
immer zuriickfiithren auf eine Kraft, welche der
Richtung und Gréfse nach (Gleichung 127, 128,
128a), und auf ein Kriftepaar, dessen Moment
der Grofse nach, und dessen Ebene der Lage nach
(Gleichung 123 und 136) zu bestimmen sind.
Ziehen wir nunmehr den zweiten Fall in Betracht:

B. Wenn auf ein festes System Krifte in beliebigen
Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
drehende Bewegung, nicht aber in Bezug auf fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sind, so
lifst sich immer eine Resultante durch die Glej-
chungen 127), 128) und 128a) der Gréfse und Rich-
tung nach bestimmen.

Dieser Fall ist nimlich ohne Weiteres auf die analogen Fille
auf S. 104 und 115 zuriickzufithren.
Was nun endlich den dritten Fall anbetrifft, néimlich:

C. Wenn auf cin festes System Krifte in beliebigen
Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
fortschreitende Bewegung, aber nicht in Bezug auf
drehende Bewegung im Gleichgewicht sind, so

*) Eine kiirzere Entwickelung dieses Falles findet man auf S. 142,

IL. 9
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lifst sich die Wirkung derselben immer nur auf
ein resultirendes Kriftepaar zuriickfiihren.

Um dies nachzuweisen, verfahren wir ganz #hnlich wie auf
S. 116 C.

Zunichst ist einleuchtend, dafs eine Gegenkraft, welche wir
in das System einfiithren mochten, das Gleichgewicht gegen fort-
schreitende Bewegung storen wiirde; es sind also wenigstens zwei
gleich grofse, parallele, aber der Richiung nach entgegengesetzte
Krifte +P' und — P’ einzufithren, wvelche mit den drei Axen die
Winkel 4, B und I" bilden mégen.

Legen vwvir durch die parallelen Richtungen der Kriifte P’
und — P’ eine Ebene, und verbinden nun ihre Angriffspunkte, so
liegt auch diese Verbindungslinie in derselben Ebene. In jedem
Falle lassen sich aber die beiden Krifte in dieser Ebene zerlegen in
je zwei andere, von denen die einen parallel sind mit einer der
Koordinaten-Ebenen, z. B. mit der Ebene XY, und die andern in
die Richtung der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte fallen. Die
Komponenten, parallel mit der Grundebene XY, sind unter sich pa-
rallel, gleich grofs, aber entgegengesetzt, und mogen mit -+ P und
— P bezeichnet werden, diec Komponenten nach der Richtung der
Verbindungslinie sind ebenfalls gleich grofs, entgegengesetzt und fal-
len in dieselbe gerade Linie, siec mogen mit 4P” und —P” be-
zeichnet werden. Diese beiden Komponenten halten einander das
Gleichgewicht, sie nehmen nur die innern Krifte des Systems in
Ansprach, und kénnen auf das System weder auf Drehung noch
auf Fortschreiten wvirken; sie fallen also aus der Betrachtung, und
man sieht, dals, wie man auch die Lage und Richtung der beiden
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Krifte + P’ und —P' gewihlt haben mag, sich fiir dieselben im-
mer zwei andere 4-P und — P substituiren lassen, die in denselben
Angriffspunkten wvirken, deren Richtungen parallel mit einer der
Koordinatenebenen sind, und aufserdem in derselben Ebene liegen,
welche durch die Krifte 4P’ und — P’ gelegt werden konnte.

Behalten wir die Bezeichnungen auf S. 116 bei, so folgt, dafs,
wenn die beiden Krifte 4P und —P Gleichgewicht gegen dre-
hende Bewegung herstellen sollen, sein miisse:

a) 2(K.sine.R)=P.siny(Z—2")
b) Z(K.sinf.R)=P.cosy(Z—2")
C) Z(KSIH Y'Rm) =P. ((}m'—@’m}

Durch dieselben Betrachtungen, welche bereits auf S. 117 an-
gestellt worden, und in Erwigung, dafs wir diese Betrachtungen,
welche fiir die Ebene XY gelten, hier auch fiir die Ebene XZ und
ZY anstellen konnen, folgt allgemein:

Der Neigungswinkel der Ebene des Kriiftepaars gegen die
Ebene XY

188 Jutaniae :Vg[Z'(K.sin "‘R.)]2+[2(K.sinﬁ.R,,)]2z

S(K.smy.R,) 2

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels der Ebene,
in welcher das resultirende Kriftepaar liegt, gegen eine
der Koordinatenebenen gleich dem Quotienten aus der Qua-
dratwurzel aus der Summe der Quadrate der Momenten-
summen  der einzelnen Krifte in Bezug auf die beiden
Axen, die in dieser Ebene liegen, durch die Momentensumme
der einzelnen Krifte in Bezug auf die Axe, welche normal
zu dieser Ebene ist.

Es folgt ferner:

Der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kriiftepaars mit eciner der Koordinatenebenen gegen eine der
Axen, welche in dieser Ebene liegen:

(K .sina.R)

2(K.sinp.R,)’

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels, welchen die
Durchschnittslinie der Ebene des Kriifiepaars mit einer der
Koordinatenebenen gegen eine in dieser letztgenannten Ebene
liegende Axe macht, gleich dem Quotienten aus der Mo-
mentensumme der einzelnen Krifte in Bezug auf diese Axe
durch die Momentensumme in Bezug auf die andere in der-
sclben Ebene liegende Axe.

1382a) tangy —

9 *®
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138b) Das Moment des Kriftepaars
1/{[2(K.sintx.}l,)]2+[2(K.sinﬂ.Ru)]”—l-[Z(K.siny.R,H)]’g,

d. h. das Moment des resultirenden Kriftepaars ist gleich der
Quadratyvurzel aus der Summe der Quadrate der Momen-
tensummen der einzelnen Kriifte in Bezug auf die drei
Axen.

Vorschlag zur Annahme eines allgemein giltigen Modus die VVinkel zu zihlen,
welche Kraftrichtungen mit rechtwinkligen Koordinaten-Axen bilden.

§ 77. Bei den vorhergehenden statischen Untersuchungen hat
man mit Kriflen zu thun, deren Richtungslinien nicht in ein
und derselben Ebene liegen; man bestimmt sodann die Lage die-
ser Richtungslinien durch die Winkel, welche sie mit drei ange-
nommenen Koordinaten-Axen machen; es ist sehr wichtig die Vor-
zeichen der Winkelfunktionen richtig in die Rechnung einzufiihren,
und um in dieser Bezichung keinen Irrthum zu begehen, mufs man
die Winkel, welche die Richtungslinien mit den einzelnen Axen ma-
chen, von jeder Axe aus stets in demselben Sinne rechnen (vergl.
§59). Es erscheint wiinschenswerth, dals man sich allgemein iiber
einen Modus einige, nach welchem bei dergleichen Untersuchungen
die Kraftrichtungen zu bestimmen sind, und zu dem Zwecke scheint
folgendes Verfahren empfehlenswerth:

1) Man sehe siimmtliche Krifte so an, als ob sie in ihrem An-
griflspunkt ziehend wirken, und nehme ihre Werthe dann ab-
solut.

Um dies zu verstehen, diene folgende

ey > by Erliuterung: Strebt eine Kraft ein Mas-

* senelement von @ nach b zu bewegen,

so konnen wir entweder die Kraft in

einem Punkte wirkend denken, der auf derselben Seite von a
liegt, auf welcher auch & liegt, und so als ob sie das Massenelement
anzieche, oder wir konnen die Kraft auch in einem Punkte wirk-
sam denken, der auf der entgegengesetzten Seite von a liegt, und
so, als ob die Kraft das Bestreben habe, das Massenclement abzu-
stolsen (§55. S.67). Im ersten Falle bezeichnen wir die Wir-
kung, indem wir sagen, die Kraft wirke ziehend, im andern Fall,
indem wir sagen, die Kraft wirke schiebend auf das Massenele-
ment. Es ist gleichgiltig, ob wir simmtliche Krifte in ihren An-
griffspunkien ziehend, oder ob wir simmtliche Kriifte schiebend
wirkend denken. Um eine Uebereinstimmung herbeizufiithren, mé.




