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Bezeichnen wir den Abstand der beiden Kraftrichtungen mit a,
die Koordinaten des Angriffspunktes der einen von beiden Gegen-
kräften (+P) mit X, Y, Z, so sind, wie sich leicht übersehen läfst,
die Koordinaten des Angriffspunkts der andern Gegenkraft (—P):

1230) Z=Z-+a.sng; Y= Y-+a.cosp.cosy;
X=X-a.c089.sinw.

Für den Fall, dafs sämmtliche Kraftrichtungen parallel
sind, folgt aus 123), 123a) und 1235):

’ tangy = tang «
1: Z(Kzea

und das Moment des Kräftepaars:

1244) VILZCKP + [znPe};
in welchen Gleichungen z die Abstände der Angriffspunkte der ein-
zelnen parallelen Kräfte von einer beliebigen mit ihrer Richtung
parallelen Ebene und R,, die Hebelsarme in Bezug auf eine belie-
bige, und zu dieser Ebene normale, Axe bezeichnen.

In dem Falle endlich, wo sämmtliche Kräfte in ein und der-
selben Ebeneliegen, folgt:

— 2:2(K.sino) _ 0
125) arBer eiao

tang 9 =,
und das Moment des Kräftepaares:

125a) =Z(K.R,),
d.h. in diesem Fall bleibt die Neigung des Kräftepaares (Winkel %)
gegen die Axe XZ unbestimmt und kann beliebig genommen wer-
den, das Kräftepaar, welches für die Wirkung der Kräfte substi-
tuirt werden kann, liegt in derselben Ebene, in welcher die Kräfte
liegen, (P=0) und es ist das Moment des Kräftepaares gleich der
Summe der Momente sämmtlicher auf Drehung wirkenden Kräftein Bezug auf eine beliebige zur Ebene der Kräfte normale Axe.

Bestimmung der Resultirenden und ihres Angriffspunktes für Kräfte, welche
auf ein festes System wirken, und deren Richtungslinien eine beliebige Lage

haben.

$ 76. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinsten Fall, nämlich
zu dem, dafs auf ein festes System beliebige Kräfte in
ganz beliebigen Richtungen wirken, und dafs es darauf an-
kommt, ihre Resultirende der Gröfse und Richtung nach
zu bestimmen.
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Wenn zunächst:
A. die Kräfte weder in Bezug auf drehende noch in

Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleichge-

wicht sind:

so können wir, indem wir drei beliebige Koordinatenebenen anneh-
men, die Resultirende der fortschreitenden Bewegung Q der Grölse
und Richtung nach bestimmen nach $ 71 und mittelst der Gleichun-

gen 110) und 111).

Um nun aber den Angriffspunkt der Resultirenden zu

finden, denken wir uns sämmtliche Kräfte in den einzelnen Angriffs-

punkten nach drei zu einander normalen Richtungen zerlegt, die

Komponenten parallel mit den drei Axen sind dann:
IR. 00, 0 ISM NR .CcoSß,... .; YIORBOSP. *4

Nun haben wir drei Gruppen paralleler Kräfte, für die

wir nach $ 74 und Gleichung 117a) drei Resultirende einführen

können. Es seien ©, die Resultirende aller parallelen Kräfte K.cos«...

und X, Y, Z die Koordinaten ihres Angriffspunktes; in ähnlicher

Weise bezeichnen Q, und Q,, die Resultirenden der parallelen

Kräfte K.cosß.... und K.cosy... und X,, Y., Z, beziehlichu

 

 

X Yur Zu die Koordinaten ihrer Angriffspunktee Wir haben

dann:

QG,=6k.co8) 0, —=2(0K 8005), Qi= 2.(ki.cosy)
X _ Z(K.cosa.x) x _. Z(K.cosß.x) X SU K.6057.x)

Dr DR: 60800): Ya ilWRercosß): 2 27T SCK.cosy)

126) Y I Z(K.cosa.y) Y __3(K.cosß.y) Y __ Z(K.cosy.y)

u Sakeeoso),. u DICK:0088)..." SC.cosy)

__ Z(K.cosa.z) Z(K.cosß.z) _. Z(K.cosy.z)
Z

4
Z

4
 

2, = Er ageZ(K.cosa) ’ Z(K.cosß) ? Z(K.cosy) °

Diese Gleichungen zeigen folgendes Gesetz:

.I. Wenn auf ein festes System beliebig viele Kräfte

einwirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-

tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im

Gleichgewicht sind, so lälst sich ihre Wirkung

immer auf drei einzelne Kräfte zurückführen,

deren Richtungen einzeln parallel sind mit drei

beliebig angenommenen zu einander normalen

Axen, und deren Angriffspunkte vollständig

durch die Gleichung 126) bestimmt sind.

Da nun die Richtung der Resultirenden der fortschreitenden

Bewegung Q durch die Gleichungen 110) und 111) vollkommen

bestimmt ist, so können wir jede dieser drei Kräfte, auf welche
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wir so eben das System zurückgeführt haben, zerlegen nach zweiRichtungen, von welchen eine parallel mit der Richtung von Q,die andere aber normal dazu ist, wir erhalten dann zwei Gruppenvon Kräften, nämlich eine Gruppe, bestehend aus drei Kräften, dieunter sich und mit der Richtung von Q parallel sind, und eine an-dere Gruppe von drei Kräften, welche in Ebenen liegen, die nor-mal zu der Richtung von @ sind, welche folglich in parallelen Ebe-nen liegen. Da die Resultirende mit den Axen die Winkel A, B, I’bildet, so bildet sie dieselben Winkel der Reihe nach auch mit dendrei Kräften Q,, Q,> Qu» welche der Reihe nach mit diesen Axenparallel sind. Hiernach haben wir die beiden Gruppen:

parallel mit Q: normal zu Q:
Q,.00s A=Q.cos A?, Q,-sinA=0Q.cosA.sin A,Q,.c0sB=(.cosB:, Q,-sinB=Q.cosB.sin B,Qu, Q.cosT®, Qu sul=0.cosl'.sin!.

Die Kräfte der ersten Gruppe lassen sich durch die Gleichun-gen 110) und 111) vereinigen. Es ist ihre Resultante (Gleichung110), 111) und 112):

0,.008 A+0Q,.cosB+ QO), 200 2—
[£(K. cos «)]? [Z(K. cos8)]? L&(K- cos y)]?eu. + Q

127) O=VÜLEUH.osa)]° + [2UH.C0oß)P +-[2CK.cosI}.

Der Angviffspunkt dieser Resultante ergiebt sich nach 117a),wenn wir die Koordinaten mit X, Y, Z bezeichnen:
xEEEERIRNTN
Fa Q,.c0os A+ Qu.cos BF Q,.cosr

128)

(

Y—_Q0054.Y+Q,:cosB. YtQu.est.Y,TUQ,.c0s AH-Q,.cosB+ Q,u- cos I'
2. Ara 4Z, + QucosB.Z,+Q,.:corT. Zi

Q,.cos A+-Q,.cosoB Qu: cos I‘

Setzen wir in diese Gleichungen die Werthe der Gleichungen126) für Q,,Q,, is, eie,,.n0 ergiebt sich mit Berück-sichtigung, dafs nach Gleichung 111)

cs 4=Km), cos B=re, csl— Z(K.cosy)

ist:
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128a)
Z(K.cosa.®).Z(K.cosa)+E(K. c0sß.2).Z(K.cosß)+Z(K.cosy.x). E(K. cosy)AM

[Z(&.cosa)|? +[(&.cosß)+Z(K.cosy)]?
 

iReos) .Z(K.coso)FZ(K. c0sß.y)Z(K.cosß)+Z(K.cosy.y). E(K.cosz)
rn [2(&.cosa)|’ +[F(K.cosß)]? +]3(K.cosy)]?
 

va, Z(K.cosa.2).Z(K.cosa)+E(K.cosß.2). E(K.cosß)-+Z(K.cosy.2).Z(K.cosy)

= [Z(&.cos®)P+[E(K.cosß)]’ +[&(K.cosy)]?
 

Es ist übrigens leicht zu übersehen, dafs der hier bestimmte

Angriffspunkt der Resultirenden dieser drei parallelen Kräfte in der
Ebene liegen mufs, welche durch die Angriffspunkte der drei
Kräfte gelegt werden kann, denn läge er aulserhalb dieser Ebene

und zerlegte man die sämmtlichen Kräfte in zwei andere, parallel

und normal zu der Ebene, so würde diejenige Komponente der Mit-

telkraft, welche parallel mit der Ebene ist, und deren Angriffspunkt

aufserhalb der Ebene läge, einen Hebelsarm in Bezug auf eine in

der Ebene liegende, und die Richtungen der Komponenten der drei

Kräfte, deren Angriffspunkte in der Ebene liegen, schneidende Axe

haben, während diese Komponenten einen Hebelsarm in Bezug auf

diese Axe nicht hätten; es würde also durch die Mittelkraft Gleich-

gewicht gegen drehende Bewegung nicht hergestellt werden.

Betrachten wir jetzt die zweite Gruppe der Komponenten,

deren Richtungen in Ebenen liegen, welche zur Richtung der Re-

sultirenden der fortschreitenden Bewegung normal sind, so können

diese Kräfte keine fortschreitende Bewegung bedingen, wohlaber

ist eine drehende Bewegung denkbar. Wir haben es also mit

Kräften zu thun, die dem im vorigen Paragraphen unter C. behan-

delten Fall entsprechen, und für welche ein Kräftepaar substi-

tuirt werden kann. Um die Verhältnisse dieses Kräftepaares zu be-

stimmen, denken wir uns irgend eine Ebene, welche normal zu der

Richtung von Q ist, nennen den normalen Abstand des Angriffs-

punktes Q, von dieser Ebene Z,°, den normalen Abstand der An-
griffspunkte Q, und Q,, von derselben Ebene Z,°, Z,°, denken

ferner in der Ebene eine beliebige Axe, und bezeichnen die Win-

kel, welchen die Richtungslinien von Q,.sin A mit dieser Axe bil-
det mit @°, ebenso die Winkel, welche die Richtungslinien der

Kräfte Q,.sinB und Q „.sinZ' mit derselben Axe bilden mit «,°, &,°.
so ergiebt sich der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kräftepaars mit jener Axe w nach 123:
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tan=

Z’Q,.sind .sina’ + Z,’Q,.sinB. sin or + Zu Qu. sin DT’: sin a,
ZU Q,.sin A.cosa’ + Z,'Q,.sinB. cos+Zu Quı- sin T'.cos a,’

und in ähnlicher Weise läfst sich der Neigungswinkel @ der Ebene
des Kräftepaares gegen die Richtung von Q nach 123a), sowie das
Moment des Kräftepaares nach 123b) finden. Wollte man die in
diesen Gleichungen vorkommenden Werthe analytisch ausdrücken,
so komplieiren sich die Ausdrücke so sehr, dafs sie ihren Werth
als Formeln für den Gebrauch verlieren, und es besser ist in jedem
einzelnen Falle die Rechnung besonders durchzuführen. Um diese
Rechnung zu erleichtern, dürfte folgender Weg zu empfehlen
sein.

Wir verlegen den Anfangspunkt des ursprünglichen
Koordinatensystems in den Angriffspunkt von Q. Es sind
sodann die Koordinaten der drei Angriffspunkte Q,, Q,, Q,, durch
die Gleichungen zu finden:

Ao=X,—X, Yo=YV-—Y, Zoo =2,—Z,
129) AuA,— X; Y,.o9=Yu— Y, Zu= Zu— 2;

Xu) A YuYu— Y, Zu= Zu— 2.

 

4

Legen wir nun durch den Angriffspunkt von Q, also durch
den Anfangspunkt des neuen Koordinatensystems eine Ebene nor-
mal zur Richtung von Q (vierte Ebene), so bildet diese Ebene mit
den Ebenen, in welcheu die Axen X und Y liegen (dritte Ebene),
den Winkel 7’ mit der Ebene, in welcher die Axen X und Z (zweite
Ebene) liegen, den Winkel B, und mit der Ebene, in welcher die
Axen Y und Z (erste Ebene) liegen, den Winkel A; denn der Win-
kel, welchen zwei Ebenenbilden, wird gemessen durch den Winkel,
welchen zwei Linien einschliefsen, die in einem Punkte der Durch-
sehnittslinie einzeln normal auf den Ebenen sind. Der Angrifispunkt
von Q ist äber ein Punkt der Durchschnittslinien der vier Ebenen,
die Richtung @ ist normal auf der vierten Ebene, die Axe der Z
ist normal auf der Ebene, in welcher die Axen der X und der Y
liegen, folglich macht diese Ebene mit der vierten Ebene den Win-
kel, welcher die Richtung von Q mit der Axe der Z bildet, d.i.
den Winkel T ete.

Projieiren wir die Richtung von Q auf die Ebene, in welcher
die Axen der X und der Y liegen, und bezeichnen wir den Winkel,
welcher die Projektion Q@p’ mit der Axe X bildet, mit &, ziehen von
p , die Normale p’o auf die Axe X und verbinden pv, so ist auch
pv normal zu OX, und daher:
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        | /
ehmn3Gh = Ya

ı 00. 2. QD.coodt  2,,..085 Au 0084

10) ra Op:sin(Qpp)  sin(pQZ) ur’
Ebenso findet man:

cos (p'QOY)erh sine,

  

d.h. der Kosinus des Winkels, welchen -die Projektion

einer Linie auf eine Ebene mit einer in dieser Ebene

liegenden Axe macht, ist gleich dem Quotienten aus dem
Kosinus des Winkels, welchen die Linie selbst mit dersel-

ben Axe macht, durch den Sinus des Winkels, welchen

die Linie mit einer zu der Ebene normalen Axe macht;

ähnlich läfst sich eine Regel für den Sinus ableiten.

Die Durchschnittslinie MN, zwischen der vierten Ebene

und der dritten Ebene, ist normal zu der Projektion Qp’, denn, da
sie in der vierten Ebene liegt, so ist sie normal auf pQ, und da

sie auch in der dritten Ebene liegt, so ist sie normal zu OZ, sie
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ist folglich normal zu der Ebene QZp im Punkte Q, folglich zujeder anderen Linie, die in dieser Ebene liegt und durch den Punkt Qgeht, und eine solche Linie ist p'Q.
Sind x und y die Koordinaten eines in der dritten Ebenelie-genden Punktes a, so ist die Entfernung dieses Punktes von derDurchschnittslinie HN einer Ebene, welche mit der gegebenen Ebeneden Winkel 7, mit den beiden andern Projektionsebenen die Win-kel A und 2 bildet, und durch den Anfangspunkt der Koordina-ten geht:
ab=ab’.cos bab'—=ab'.cose = (ab” + 5”b') cos &
=(ab"+5"Q.tange) .. cose
—=7.008E-+-ysine,

und indem man für cose und sine die obigen Werthe setzt:

 

A cos A cos B
En eaeTn sin.ZE

Ist a’a=x der Abstand eines Punk-
tes von einer Ebene, und ab der Abstand
seiner Projektion von der Durchschnitts-
linie dieser Ebene mit einer andern Ebene,
welche mit derselben den Winkel F bil-
det, so ist seine Entfernung a’c von die-
ser Ebene:

 

ec=(aa’+.aa”) cos I —=(2-+abtang!') cos’
=2.cosI’+absin I.

Setzen wir für ad den vorhin bestimmten Werth, und bezeich:nen wir den Abstand @’c mit 3°,.s0 ist:
131) »°=32.c08sI’+2c00s A+ycosB,

d.h. der Abstand eines Punktes, dessen Koordinaten 2,.Y%
und z sind von einer Ebene, die im Anfangspunkt des Ko-
ordinatensystems normal steht auf einer durch den Anfangs-
punkt des Koordinaten gehenden, und mit den drei Koor-
dinatenaxen die Winkel A, B, T' bildenden Linie, ist gleich
der Summe der Produkte, welche gebildet werden, wenn
man jede der drei Koordinaten einzeln mit dem Kosinus
des Winkels multiplizirt, welcher die Richtung jener Linie
mit derjenigen Axe bildet, mit welcher die betreffende
Koordinate parallel ist.

Hiernach hat man die Abstände der Angriffspunkte der Kräfte
0, @, und Q,, von der Ebene, welche im Angriffspunkt von Onormal zu der Richtung der Mittelkraft Q gedacht ist:
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2° = X,(0) : 608 A++ Y,coy cos B-+ Z(0). cos’
13la)

?

Z,°= X,co:. 608 A-+ Y,co- 608 B-+ Z,c0y. cos’
Zu" =X,,c0y. cos A+ Yo). cos B+ Zug): cos I”.

Denken wir in der vierten Ebene zwei Axen, die normal
auf einander sind, und von denen dieeine mit MN*) zusammenfällt;
legen wir durch diese Axen und durch die Richtung von Q Ebe-
nen, so sind diese Ebenen und die vierte Ebene drei neue Koordi-
natenebenen, die Abstände der Angriflspunkte von der vierten Ebene
Z,°, 2° Z,,° haben wir so eben bestimmt; die Abstände vonder
Ebene durch MN und Qp wollen wir X,°, X, X,° und die-
jenigen von der Ebene, welche durch Qp geht und normal zu HN
ist, mit Y,°, Y,°, Y,,° bezeichnen. Nun ist offenbar die letztge-
nannte Ebene in dem Punkte Q normal zu der Linie MN; die Li-
nie MN bildet aber mit der Axe QY den Winkel & mit der Axe
QX, den Winkel 90°-+e und mit der Axe OZ den Winkel 90°,
folglich findet man den Abstand y° irgend eines Punktes von dieser
Ebene durch die oben entwickelte Regel (Gleichung 131), nämlich.

y° =2.c0s 90° +y.cose-+-2.cos (90° + e),
oder wenn man für cose den oben bestimmten Werth (130) und
für cos (90° +8) den Werth — sin g setzt:

132) yP=y ‚cos4d — cosB 

 

sin I' sin.T';

Es folgt hieraus:

cos Ä cosB
= Y,co)ae 303

6 cosA cosB
132a) Y'=Y,eeX, nF

cosA cos B
Y '= inte) = sr en Aue: Saale

 

Die Linie @p’ erscheint offenbar als die Projektion derjenigen
Axe, welche in der vierten Ebene liegt und in Q zu MN normal
ist, auf die dritte Ebene. Bezeichnen wir den Winkel, welchen die
genannte Axe mit der Axe QZ macht mit o, den Winkel mit OY
mit 7 und den Winkel mit QX mit 9, so ist nach der früher ent-
wickelten Regel (130):

 cos 4 . cos
CSEe= ——, singe,

sıno sın ©

daraus folgt:

COS cos e.sin oo, cos 7 = sine.sin o.

*) Siehe die Figur auf S. 123.
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Nun ist aber der Winkel o offenbar gleich 90°-H- IT’ und da-
her sino=cos/, und indem wir für coss und sin & die oben ge-
fundenen Werthe setzen, ergiebt sich:

Re cos A. cos I' eb 008 B::ic0s.T"
Er sin I‘ 2 Er sin I' i

Die Ebene, welche durch HN*) und Op gelegt wird, ist aber
normal auf der ebenerwähnten Axe, und da diese Axe mit den
drei ersten Axen die Winkel 6,7 und 9 macht, so folgt der Abstand
eines beliebigen Punktes von dieser Ebene (131):

0, =%.0080+%.0057--%.c0os0,
und wenn man für cos co setzt cos (90° I),sin! und für
cos 9 und cosy die eben bestimmten Werthe, so folgt:

cos B.cosT' cos A. cosI‘

sin I' Be sin I‘
oder durch eine leichte Umformung;:

_—_ %.cos I’®+y.cosB.cosT’+x.c0sd.cos T—x 2220.00%

2, =—3sinl+y. ’

 

 

 

 

GN HT Be sın T'
Hiernach ist also:

133)
X ,c0).cos A.cosT’+ Y,(0).cosB.cos+ Z.,c0).c0s I? — Z co)ERS (0) C

SE: sin I‘
Xco). cos A.cos+ Y, (9) .cos B.cosT+Z, 0).cosI” — Z,(0)E10) u C 2)

Use sin I'
zus X(0).c0os A.cos I’+ Yo). cos B. cos T’+Z,(0).c0os I? — 2.100)
ie

sin I‘ :oder:
Z,°..cos T’—Z,(e) Z,° .cos I’—Z,(e)Opa eererNN Os

NE

eeBENNE133.) 10 = # sind 2 A sın I' 5
Z u° . cos I—Z,,(e)A u Aue)

Au sin I'

Es kommt nur noch darauf an die Winkel @°, «,, %, 5%. zu
bestimmen, welche die drei Kraftrichtungen Q..sin A, Qsin,
Q„.sin]' mit einer von den neuen, in der vierten Ebene liegenden
Axen bilden. Wir wählen die Axe, welche normal zu HN ist, als
diejenige, mit welcher die genannten zu bestimmenden Winkel ge-
bildet werden, und nennen diese Axe die Axe der X°®, Jene
drei Kraftrichtungen sind entstanden, indem man die Drucke 0%
Q,.» @., mach der Richtung Q und normal dazu zerlegte, sie er-
scheinen also als die Projektionen der Kraftrichtungen 97050;
auf die zu Q normale vierte Ebene, oder da diese letztgenannten
Kraftrichtungen parallel mit den drei ersten Axen sind, als die Pro-

*) Siehe die Figur aufS. 123.
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jektionen dieser drei Axen auf die vierte Ebene. Nun macht die
Axe QX*) mit der angenommenen neuen Axe der X° den Winkel 9;

mit der zu der Ebene, in welcher diese neue Axe liegt, normalen

Axe Qp (Axe der Z’°) den Winkel A und mit der Axe HN (oder

der Axe der Y°) den Winkel 90°-+e.

Wir haben also nach dem Gesetz(130) auf S. 123 für den

Winkel, welchen die Projektion von QX auf die vierte Ebene mit
der Axe der X° macht, oder, was dasselbe ist, für den Winkel,

welcher die Kraftrichtung Q,.sinA mit der Axe der X° macht:

c089 _ cos A.cosI'

sin A” sin A .sin I‘

cos (909° +:) _—sme__ —cosB

sin A Te

Ebenso findet man den Winkel, welchen die Projektion der

Axe QY oder die Kraftrichtung Q,.sinB mit der Axe der X°
macht, durch die Betrachtung, dafs die Axe QY mit der Axe der
X° den Winkel 7 mit der Axe der Y° den Winkel e und mit der

Axe der Z’ den Winkel B bildet:
con __ cosB.cos!"

cosa’ =  = cotg A.cotg I'
134)
 ein.

cos a, = = cotgB.cotg IT

 

134 a) sine “ sinB.sn7'

cosq cos A
einon — — eu

sin B sin B.sın I‘

und endlich ergiebt sich der dritte Winkel, da die Axe QZ mit
der Axe der X°, den Winkel 6=90°+-T'; mit der Axe der Y°

einen Rechten, und mit der Axe der Z° den Winkel I’ bildet:
cos(90’+-T) ze

Ne.of
sin I‘134 sın

= h RE BETAN 0
ee

d.h. die Richtung Q,,.sin Z’ macht mit der Richtung der Axe der

X° einen Winkel von 180 Grad, ist der Richtung der Axe X° also
entgegengesetzt.

Endlich lassen sich auch noch die Hebelsarme der Kräfte

O0'.sinA, Q,.sinB und Q,„.sinI'in
Bezug auf die Axe pQ leicht bestim-

men. Sind nämlich z und y die Ko-
ordinaten eines Punktes parallel mit

der Ebene gemessen, auf welcher die

dritte Axe normal steht, so ist der

kürzeste Abstand der Richtungslinie
der Kraft, welehe durch diesen Punkt

) Sichmie Figur auf S. 123.
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geht, und deren Projektion mit der Axe der X den Winkel 2 bil-
det, von der dritten Axe offenbar:

135) | of= 09.0052 = (y+hg) cos =(y-+ wtangA) cos}
=y.cos!-+zsind.

Macht die Kraftrichtung selbst mit der Axe der X den Win-
kel «, mit der Axe der Y den Winkel ß und mit der Axe der Z
den Winkel y, so hat man nach dem Frühern (130) für den Win-
kel, welcher ihre Projektion mit der Axe der X bildet:

cos & cos
cosA—- ee.sinA—=——-,

sın y
“ 2

sın y

folglich die kürzeste Entfernung der Kraftrichtung von der Axe der
Z oder den Hebelsarm der Kraft in Bezug auf die Axe der Z:

£ 3608 ß . C0S &135.)en--

jur

Hg,

Man findet also den Hebelsarm einer Kraft, deren Rich-
tung durch einen gegebenen Punkt geht und mit den drei
Axen gegebene Winkel bildet, in Bezug auf eine Axe,
wenn man jede einzelne der beiden Koordinaten, welche
nicht mit dieser Axe parallel sind, multiplizirt mit dem
Kosinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung
mit derjenigen Axe macht, die der andern von beiden pa-
rallel ist, und die Summe der Produkte dividirt durch den
Sinus des Neigungswinkels, welchen die Kraftrichtung mit
derjenigen Axe. macht, für welche man den Hebelsarm be- -
stimmen will, oder wenn man jede der beiden Koordina-
ten mit dem Sinus des Neigungswinkels multiplizirt, wel-
chen die Projektion der Kraftrichtung auf eine Ebene, die
normal zu der Axe ist, für welche man den Hebelsarm
bestimmen will, bildet mit derjenigen Axe, mit welcher die
betreffende Koordinate parallel ist; und die Summe nimmt.

Nennen wir die Hebelsarme der drei Kräfte Q,.sinA, Q,sinB,
Q,.sinT' in Bezug auf die mit der Richtung Q@ zusammenfallende
Axe der Reihe nach o,°, 0,°, 0°,so findet man diese Hebels-
arme nach der obigen Regel (135):

0 =X?.sina,+Y?.cosa
134) 0, =X,°.sina, + Y,°. cos D

au Anz . sin 7 = Ya . 6084,=— Er
Hierdurch sind nun .alle Elemente bestimmt, deren man bedarf,

um nach $ 75. (S. 117, Gleichung 123), 1234) und 123b) die Lage
und das Moment des Kräftepaares zu bestimmen.
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Man hat nämlich zu setzen in jenen Gleichungen:
=(K.sin a.) = (,. sin A.sina®.Z°+Q,.sinB.sina,® .Z, +

Q..sinT'.sina,°.Z,?
137) Z(K.cosa.z) = Q,.sin A.cosa,°.2,°+-0,.sinB.cosa,? .Z,°+

Q,.sinT'.cos@,°.Z,?
Z(K.R,)= Q,.sin 4.0’ +0,. sin B.g,° + Q,.sinT.o,°.

Es ergiebt sich sodann aus Gleichung 123) der Winkel w, wel-
chen die Durchschnittslinie der Ebene des Kräftepaars und der
vierten Ebene mit der Axe der X macht; aus Gleichung 123a) der
Winkel, welchen die Ebene des Kräftepaars mit der vierten
Ebene, oder überhaupt mit einer Ebene macht, die normalist zur
Richtung der Resultirenden der fortschreitenden Bewegung, und
endlich aus Gleichung 123b) das Moment des resultirenden Kräfte-
paares*).

Ueberhaupt folgt aus der eben durchgeführten Rechnung:
Il. Wenn auf ein festes System beliebige Kräfte ein-

wirken, welche weder in Bezug auf fortschrei-
tende noch in Bezug auf drehende Bewegung im
Gleichgewicht sind, so läfst sich ihre Wirkung
immer zurückführen auf eine Kraft, welche der
Richtung und Gröfse nach (Gleichung 127, 128,
128a), und auf ein Kräftepaar, dessen Moment
der Gröfse nach, und dessen Ebene der Lage nach
(Gleichung 123 und 136) zu bestimmen sind.

Ziehen wir nunmehr den zweiten Fall in Betracht:
B. Wenn auf ein festes System Kräfte in beliebigen

Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
drehende Bewegung, nicht aber in Bezug auf fort-
schreitende Bewegung im Gleichgewicht sind, so
läfst sich immer eine Resultante durch die Glei-
chungen 127), 128) und 128a) der Gröfse und Rich-
tung nach bestimmen.

Dieser Fall ist nämlich ohne Weiteres auf die analogen Fälle
auf S. 104 und 115 zurückzuführen.

Was nun endlich den dritten Fall anbetrifft, nämlich:
C. Wenn auf ein festes System Kräfte in beliebigen

Richtungen wirken, welche zwar in Bezug auf
fortschreitende Bewegung, aber nicht in Bezug auf
drehende Bewegung im Gleichgewicht sind, so

*

*) Eine kürzere Entwickelung dieses Falles findet man auf S. 142,
1. 9



130  Grundlehren der Mechanik. B. Von den mechanischen Kräften.

läfst sich die Wirkung derselben immer nur auf

ein resultirendes Kräftepaar zurückführen.
Um dies nachzuweisen, verfahren wir ganz ähnlich wie auf

S. 116 C.

Zunächst ist einleuchtend, dafs eine Gegenkraft, welche wir

in das System einführen möchten, das Gleichgewicht gegen fort-

schreitende Bewegung stören würde; es sind also wenigstens zwei

gleich grofse, parallele, aber der Richtung nach entgegengesetzte

Kräfte +P’ und —P’ einzuführen, welche mit den drei Axen die

Winkel A, B und 7’ bilden mögen.

Legen wir durch die parallelen Richtungen der Kräfte -+P’

und —P’ eine Ebene, und verbinden nun ihre Angriflspunkte, so

liegt auch diese Verbindungslinie in derselben Ebene. In jedem
Falle lassen sich aber die beiden Kräfte in dieser Ebene zerlegen in

je zwei andere, von denen die einen parallel sind mit einer der

Koordinaten-Ebenen, z. B. mit der Ebene XY, und die andern in

die Richtung der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte fallen. Die

Komponenten, parallel mit der Grundebene XY, sind unter sich pa-
rallel, gleich grols, aber entgegengesetzt, und mögen mit +P und

—P bezeichnet werden, die Komponenten nach der Richtung der

Verbindungslinie sind ebenfalls gleich grols, entgegengesetzt undfal-

len in dieselbe gerade Linie, sie mögen mit +P” und —P” be-

zeichnet werden. Diese beiden Komponenten halten einander das

Gleichgewicht, sie nehmen nur die innern Kräfte des Systems in

Anspruch, und können auf das System weder auf Drehung noch

auf Fortschreiten wirken; sie fallen also aus der Betrachtung, und

man sieht, dafs, wie man auch die Lage und Richtung der beiden
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Kräfte +P’ und —P' gewählt haben mag, sich für dieselben im-
mer zwei andere +P und —P substituiren lassen, die in denselben
Angrifispunkten wirken, deren Richtungen parallel mit einer der
Koordinatenebenen sind, und aufserdem in derselben Ebene liegen,
welche durch die Kräfte +P’ und —P’ gelegt werden konnte.

Behalten wir die Bezeichnungen auf S. 116 bei, so folgt, dafs,
wenn die beiden Kräfte +P und —P Gleichgewicht gegen dre-
hende Bewegung herstellen sollen, sein müsse:

a) Z(K.sine.R)=P.sin w(Z=Z")
b) Z(K.sin8.R,)= P.cosw(Z—Z’)

ce) Z(K. sin Y:Ru) =P. (u—u)

Durch dieselben Betrachtungen, welche bereits auf S. 117 an-
gestellt worden, und in Erwägung, dafs wir diese Betrachtungen,
welche für die Ebene XY gelten, hier auch für die Ebene XZ und
ZY anstellen können, folgt allgemein:

Der Neigungswinkel der Ebene des Kräftepaars gegen die
Ebene XY

138) tang p _VIEZCK. sina.R)P+[ECK.sinß.R,)] |
2

Z(K.siny.R,,) 2

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels der Ebene,
in welcher das resultirende Kräftepaar liegt, gegen eine
der Koordinatenebenen gleich dem Quotienien aus der Qua-
dratwurzel aus der Summe der Quadrate der Momenten-
summen. der einzelnen Kräfte in Bezug auf die beiden
Axen, die in dieser Ebene liegen, durch die Momentensumme
der einzelnen Kräfte in Bezug auf die Axe, welche normal
zu dieser Ebeneist.

 

Es folgt ferner:

Der Neigungswinkel der Durchschnittslinie der Ebene
des Kräftepaars mit einer der Koordinatenebenen gegen eine der
Axen, welche in dieser Ebene liegen:

Z(K.sina.R,)

Z(K.snß.R,)?

d. h. man findet die Tangente des Neigungswinkels, welchen die
Durchsehnittslinie der Ebene des Kräftepaars mit einer der
Koordinatenebenen gegen eine in dieser letztgenannten Ebene
liegende Axe macht, gleich dem Quotienten aus der Mo-
mentensumme der einzelnen Kräfte in Bezug auf diese Axe
durch die Momentensumme in Bezug auf die anderein der-
selben Ebene liegende Axe.

138) tang w =  

9%
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138b) Das Moment des Kräftepaars

VILSCK. sin a.R,)]+[2(K. sin ß.R,)+ LER. siny.R,)P},
d. h. das Moment des resultirenden Kräftepaars ist gleich der

Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der Momen-

tensummen der einzelnen Kräfte in Bezug auf die drei

Axen.

Vorschlag zur Annahme eines allgemein giligen Modus die VVinkel zu zählen,

welche Kraftrichtungen mit rechtwinkligen Koordinaten-Axen bilden.

$ 77. Bei den vorhergehenden statischen Untersuchungen hat
man mit Kräften zu thun, deren Richtungslinien nicht in ein
und derselben Ebene liegen; man bestimmt sodann die Lage die-
ser Richtungslinien durch die Winkel, welche sie mit drei ange-

nommenen Koordinaten-Axen machen; es ist sehr wichtig die Vor-
zeichen der Winkelfunktionen richtig in die Rechnung einzuführen,
und um in dieser Beziehung keinen Irrthum zu begehen, muls man

die Winkel, welche die Richtungslinien mit den einzelnen Axen ma-

chen, von jeder Axe aus stets in demselben Sinne rechnen (vergl.

$59). Es erscheint wünschenswerth, dafs man sich allgemein über

einen Modus einige, nach welchem bei dergleichen Untersuchungen
die Kraftrichtungen zu bestimmen sind, und zu dem Zweckescheint
folgendes Verfahren empfehlenswerth:

1) Man sehe sämmtliche Kräfte so an, als ob sie in ihrem An-
griflspunkt ziehend wirken, und nehme ihre Werthe dann ab-
solut.

Um dies zu verstehen, diene folgende
ee+ Erläuterung: Sirebt eine Kraft ‘ein Mas-

& senelement von a nach 5b zu bewegen,

so können wir entweder die Kraft in

einem Punkte wirkend denken, der auf derselben Seite von a

liegt, auf welcher auch d liegt, und so als ob sie das Massenelement
anziehe, oder wir können die Kraft auch in einem Punkte wirk-

sam denken, der auf der entgegengesetzten Seite von a liegt, und
so, als ob die Kraft das Bestreben habe, das Massenelement abzu-

stolsen ($ 55. S.67). Im ersten Falle bezeichnen wir die Wir-

kung, indem wir sagen, die Kraft wirke ziehend, im andern Fall,

indem wir sagen, die Kraft wirke schiebend auf das Massenele-
ment. Es ist gleichgiltig, ob wir sämmtliche Kräfte in ihren An-
griffspunkten ziehend, oder ob wir sämmtliche Kräfte schiebend

wirkend denken. Um eine Uebereinstimmung herbeizuführen, mö-

 
 


