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welches in einer mit den Krafirichtungen parallelen Ebene liegt,
dessen Kriifte beliebig grofs angenommen werden kénnen, und des-
sen Angriffspunkte eine bestimmte relative Lage gegen einander ha-
ben, die man konstruiren kann, sobald man die Grofse der Krifte
des Kriftepaars gegeben hat.

Die Entfernung der Angriffspunkte des Kriftepaars driickt sich
wie leicht zu iibersehen ist, aus durch:

V(=X + (Y= vy - (2—2)7),
und wenn y der Winkel ist, welchen die Verbindungslinie der An-
griffspunkte mit der Richtung der Krifte macht, so ist die kiirzeste

Entfernung der Richtungslinien der Krifte, wie ebenfalls durch eine
einfache Betrachtung zu iibersehen ist:

sinp . Vg(x—x')Z +(Y—Y)* + (2—2')}
und folglich das Moment des Kriftepaares:
118a) P.siny ]/ {(X—X)2 (Y= V)2 +(Z—2')*} =

= siny. 1/{ [S(Kx)]? +[Z(Ky)]2 + [2(1(74)]2} (Gl 118)
in welchem Ausdruck v den Winkel bezeichnet, welchen die Rich-

tungen der parallelen Kriifte mit der Verbindungslinie der Angriffs-
punkte des Kriftepaares bilden.

Bestimmung der Resultanten und ihrer Angriffspunkte fir Krifte, die
auf ein festes System wirken, und welche zwar in parallelen Ebenen lie-
gen, aber nicht unter einander parallel sind.

§ 75. Untersuchen wir nun den Fall, dafs Krifte, die zwar
nicht parallel sind, deren Richtungslinien aber in parallelen Ebe-
nen liegen, auf ein festes System wirken.

Wir setzen zuerst den allgemeinsten Fall voraus, niimlich:

A. dafs die Krifte weder in Bezug auf fortschreitende
noch in Bezug auf drehende Bewegung im Gleich-
gewicht seien.

Denken wir drei Koordinaten-Ebenen, von denen eine (die
dritte) parallel ist mit den Ebenen der Krifte, die beiden andern
also (die erste und zweite) normal zu den Ebenen der Krifte sind;
es liegt dann die erste und zweite Axe in einer Ebene parallel mit
den Ebenen der Krifte, und die dritte Axe ist normal zu den Ebe-
nen der Kriifte.
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Da die Kompouenten simmtlicher Krifte, welche parallel mit
der dritten Axe sind, unter der gemachten Annahme nothwendiger
Weise gleich Null sein miissen, in sofern der Neigungswinkel 7 ge-
gen diese Axe fiir alle Krifte gleich einem Rechten, also cos 7 gleich
Null ist, so folgt, dafs die Resultirende der fortschreitenden Be-
wegung fiir diese Richtung ebenfalls Null ist, und dafs also die Re-
sultirende der fortschreitenden Bewegung iiberhaupt in einer Ebene
liegen mufs, welche mit den Ebenen der Krifte parallel ist. Die
allgemeinen Gleichungen 110 und 111) fir die Resultirende der fort-
schreitenden Bewegung gehen dann iiber in die Form:

Q=1/{[Z(K . cos &)]* + [E(K.sin )]}

(K. cos &)

119) cos A— Q = gin B
sin 4 = Z(LQS"]“)- —cosB,

insofern niimlich in diesem Falle die Neigungswinkel « und B, wel-
che die einzelnen Krifte mit der ersten und zweiten Axe machen,
immer zusammen einen Rechten betragen.

Durch diese Gleichungen ist die Resultante der fortschrei-
tenden Bewegung der Krifte in parallelen Ebenen der Grofse und
Richtung nach gegeben. Fiihrt man eine Gegenkraft gleich —0Q
ein, so erlangt das System Gleichgewicht gegen forischreitende
Bewegung, gleichviel in welchem Angriffspunkt diese Gegenkraft
angebracht wird. Soll aber die Gegenkraft auch Gleichgewicht ge-
gen drehende Bewegung herstellen, so mufs sie die allgemeinen
Bedingungs-Gleichungen 108) erfiillen, nimlich es mufs sein:

2(K.sine.R) — Q.sin 4.9, =0
2(K.sinf.R,)— Q.sinB.g, =0
2(K.siny.R,)— Q.sinI.0,=0,

worin ¢, 0,, 0, die kiirzesten Abstinde der Kraftrichtung Q von
den drei Axen, oder die Abstinde der Projektionen ihrer Richtung
auf die zu den betreffenden Axen normalen Projektionsebenen von
dem Durchschnittspunkt der Axen (§ 73. S.100) bezeichnet. Be-
achtet man, dafs siny.... sin I'=1 ist, dals sin B = cos a; sin B
=cos 4 ete. ist, so folgt:

2(K.sine.R)— Q.sind.o, =0
2(L.cosa.B)— (Q.cosd.o,=0
Z(KRIH) sl Q'Qm =0

119a)

119h)
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X

a.sinA.

+ (.e0sA

Es sei die Ebene des Papiers die dritte Projektionsebene, also
parallel mit den Ebenen, in welchen die Krifte liegen, die Axe Z
normal zur Ebene des Papiers, dann liegen die Axen X und Y in
der Ebene des Papiers, nun ist g, der Abstand der Projektion der
Resultirenden auf die Ebene XY und durch die dritte Gleichung zu
bestimmen, néimlich:

iy 2( KRHI)
Qm et Q %

Zugleich bemerkt man, dafs die Abstinde R, ... und Biis o
nimlich die kiirzesten Entfernungen der Krifte K, K'. ... von den
Axen X und Y, nichts anderes darstellen, als die Entfernungen der
Parallelebenen, in welchen die Kraftrichtungen liegen, von der Pro-
jektionsebene XY, oder mit andern Worten die Abstiinde %, z,, 5. ..
der Angriffspunkte der Krifte von der dritten Projektionsebene. Es
ist also B, =R, ==z etc. und die beiden ersten Gleichungen liefern
daher fiir den Abstand des Angriffspunktes der Resultirenden von der
Ebene XY die beiden Werthe:

Y Z'(K.sina.ﬁz)A

i Q.sinA_
(K. cosa.)
und o, = gt

Diese beiden Werthe sind nicht nothwendiger Weise einander
gleich, und man sieht daher, dafs es in diesem Falle nicht immer
moglich ist nur eine Resultirende fiir das System zu finden. Um
nun aber das System im vollkommenen Gleichgewicht zu
halten, stellen wir uns vor, es wirke eine Kraft =— (.sin 4 in dem
Punkte ¢, dessen Koordinaten X, Y und Z seien, parallel mit der
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Axe Y und eine zweite Kraft — — Q.cos 4 in dem Punkte ¢'*),
dessen Koordinaten X, Y und Z’ sein sollen parallel mit der Axe X.
Nimmt man:

A

X:QmsinA:i(%.sin

AT,

) e P R s4d

E(I{.sinoz.‘zl

£ Sbide Qs
yie AT SR Cos o .. %)
=0 — Q.cosd °

so werden diese beiden genannten Kriifte offenbar das System in
vollkommenem Gleichgewicht erhalten; denn es ist nach 119):
120) Q.sin A=Z3(K.sin a); Q.cos A= (K. cos a),
folglich in Bezug auf fortschreitende Bewegung:
2(K.sine)—(Q.sinA)=0
2(K.cosa) — (Q.cosd)=0,
welche Gleichungen zeigen, dafs durch die beiden Krifte Gleichge-
wicht gegen fortschreitende Bewegung hergestellt ist, und da in Be-
zug auf drehende Bewegung um die Axe Z die Hebelsarme der
Krifte — (.sin4 und — Q.cosA beziehlich X und Y sind, so
hat man:
2(KR,)— Q.sin4d.X — 0 icosd. Y. —
2(KR,) — (sin 42 4+ cos 42) . (KR, )=:0,

(indem man nimlich fir X und Y die oben bestimmten Werthe
setzt) welche Gleichung zeigt, dals keine Drehung um die Axe Z
statt findet. Man hat aber in Bezug auf Drehung um die Axe Y,
da die Kraft — Q.sinA4 keine Drehung um diese Axe bewirkt, inso-
fern sie mit derselben parallel ist:

2(K.cose.z)—Q.cos 4.2’ =0
(wenn man fiir Z’ den oben angenommenen Werth setzt), und
ebenso findet man in Bezug auf Drehung um dic Axe X:

S(K.sine.z) — Q.sind.Z—=0.

Man sieht also:

I. wenn Krifte in parallelen Ebenen wirken, ohne selbst
parallel zu sein, und wenn die Krifte weder in Bezug
auf fortschreitende Bewegung noch in Bezug auf dre-
hende Bewegung im Gleichgewicht sind: so ist die Wir-

*) Der Punkt ¢’ ist in der Figur normal iiber oder unter dem Punkt ¢
liegend zu denken; er deckt sich also mit dem Punkte ¢ und konnte daher
nicht besonders bezeichnet werden.
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kung der Kriifte im Allgemeinen nur auf zwei Resulti-
rende zuriickzufithren, deren eine parallel mit der Axe
der X ist, und der Grolse nach durch den Werth Q.cos 4
=2(K.cosa) gegeben ist, wobei ihr Angriffspunkt die
Koordinaten

3(KR,,) [3(KR,)] [Z(K .sina)]

L : Q : e [S(K.cosa)]? +[ Z(K.sina)]?
_ 2(KR, _ [=(KR,)] [Z(K.cosa)]
g Q .COSA__[Z'(I(.cosu)]z+[2’([{.sina)]2

Z,:Z(K . COS o0, %) b S(K.cosa.g)
Q.cos 4 (K . cos o)
hat, wihrend die andere parallel mit der Axe der Y ist,
sich durch Q.sin A=X(K.sin«) ausdriickt, und ihr An-
griffspunkt durch die Koordinaten Xund Y, welche die-
selben wie die der ersten Kraft sind, und durch die Or-
dinate

. 2(K.sina.z) _ Z(K.sinw.s)
120b) g Q.sin4 T (K .sina)
gegeben ist.

Beachtet man, dafs die Axen X und ¥ ganz beliebig angenom-
men sind, nur durch die Bedingung bestimmt, dafs sie zu einander
normal, und dafs sie in einer mit den Ebenen der Kriifte parallelen
Ebene liegen sollen, so ergiebt sich, dafs die Wirkung simmtlicher
Krifte in dem bebandelten Falle sich immer auf zwei Resulti--
rende zuriickfiihren lifst, die in zwei mit den Kriften
parallelen Ebenen liegen, zu einander normal sind, in
den Ebenen aber gegen die Richtungen der gegebenen
Krifte eine ganz beliebige Lage haben konnen. Nimmt
man diese Lage an, so sind die Axen beziehlich parallel mit den
angenommenen Richtungen der beiden Resultirenden zu legen, und
nun sind die Resultirenden und ihre Angriffspunkte durch die Glei-
chungen 120, 120a und 120b) zu bestimmen.

Wenn sich der Fall auf eine einzige Resultirende zuriick-
fithren lassen soll, so muls sein:

Zie=iZ;
oder nach 120a) und 120b):
S(K.cosa.2)  3(K.cosa)
S(K.sine . g)0 T S(K sinu);
dies ist im Allgemeinen nur méglich, wenn entweder:
1) der Werth % siimmtlichen Summanden ein gemeinschaltlicher Fak-
tor ist, der sich dann links fortheben Lilst, d. h. wenn die Krifte simmt-
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lich in ein und derselben Ebene liegen, und vwyeder in Bezug auf
fortschreitende noch in Bezug auf drehende Bewegung im Gleich-
gewicht sind, oder:

2) wemn die Kriifte simmtlich parallel sind, wobei sie in
verschiedenen Ebenen liegen konnen, aber dabei nicht von Hause
aus in Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleichgewicht sein
diirfen (vergl. § 74. S. 105), denn in diesem Falle ist cos ¢ und sin &
rechts und links in der Gleichung ein gemeinschaftlicher Faktor fiir
alle Summanden, und die Gleichung wird vollkommen erfillt. WVi.
ren aber die Krifte in Bezug auf fortschreitende Bewegung im Gleich-

- X . . . abstan oA e 0
gewicht, so ginge die rechte Seite der Gleichung in die Form Iy

iiber, woraus sich micht der Schlufs ziehen lilst, dafs nun auch
Z =17' sein miisse.

Uebrigens lifst sich der in diesem Paragraphen behandelte all-
gemeine Fall auch zuriickfiihren auf eine Resultirende und auf ein
Kriftepaar. Denn (vgl. die Figur auf S. 109) bringen wir z. B.
in dem Punkte ¢/, der durch die Koordinaten X, v, 7’ (Gleichung
120a) gegeben ist, und in welchem die Resultirende Q.cos 4=
2(K.cos ) wirksam ist, zwei gleich grofse, der Richtung nach
aber entgegengesetzte Kriifte an, welche parallel mit der Richtnng
der Kraft Q.sin 4, folglich normal zu der Richtung der in dem
Punkte ¢’ wirkenden Kraft Q.cos 4 sind, und deren eine gleich
=+ Q.sin4, die andere gleich — Q.sinA ist, so wird in dem System
in Bezug auf Gleichgewicht nichts gedndert; nun aber lifst sich die
Kraft +Q.sin4 und +(J.cosA vereinigen zu der Resultirenden Q
und es bleibt in dem Punkt q' somit wirksam die Kraft Q und
die Kraft — ().sin4, welche mit der Kraft Q.sind in dem Punkt ¢
der durch die Koordinaten X, Y, Z (Gleichung 120b) gegeben ist,
parallel ist, folglich in einer Ebene liegt, und auch der Gréfse nach
gleich, aber entgegengesetzt ist. Diese beiden Krifte bilden also
ein Kriftepaar. In ganz gleicher Weise kann man das System
zuriickfithren  anf die Kraft Q, welche in dem Punkte q angreift,
und auf ein Kriftepaar +Q.cos4 und —Q.cos4, von dem die
Kraft —Q.cos4 in dem Punkte g wirksam zu denken ist. Da
nun die Richtung der Axen X und ¥ in der dritten Projektions-
ebene beliebig zu nehmen ist (vergl. oben), so ist auch die Lage
der Ebene, in welcher das Kriftepaar wirksam zu denken ist, ge-
gen die Richtung von Q beliebig zu nehmen, nur mufs sie nop-
mal sein zu den Parallelebenen, in welchen die Krifte liegen. Es
ist also der behandelte Fall immer zuriickzufiihren:



¢. Wirkung mehrer mech. Krifte auf ein festes System von Massenelem. 113

I. auf eine der Grofse und Richtung nach (Gleichung
119) bestimmte Kraft Q, deren Angriffspunkt durch die
Koordinaten-G]eichung 120a) zu bestimmen ist, und auf
ein Kriftepaar, welches in einer zu den Ebenen der
Kriifte normalen Ebene liegt, die mit der Richtung von Q
einen beliebig angenommenen Winkel A bildet. Die
Krifte dieses Kriiftepaares sind +Q.cos4 und — Q. cos 4,
und es ist die Kraft — (). cos A in demselben Angriffspunkt wirk-
sam zu denken, in welchem die Kraft Q wirkt, wihrend die Kraft
=+ (Q.cos 4 in einem normalen Abstande von diesem Angriffspunkt
wirksam zu denken ist, der gleich:

7 _2(K.cosov.%) S(K.sine.3
B dend= —(zm“oy 2 3’(7&7;;&7)’)*

ist; wobei unter «.... die Winkel zu verstehen sind, welche die
Richtungen der Kriifte K... mit der Ebene machen, in welcher das
Kriftepaar liegt; da nimlich diese Ebene parallel mit derselben Axe
angenommen worden, mit welcher die Kriifte die Winkel ... .
bilden. Das Moment dieses Kriftepaares ist offenbar:

121a) Q.cosAd.(Z'—Z)=3(K.cos . %)—2(K.sine.z). cotg A

(K. cos )

(K. sin o) 2

welches mit Benutzung der Gleichungen 121) und 119) folgt, und
worin «.... die Winkel bezeichnen, welche die einzelnen Krifte
mit der Ebene machen, in welche das Kriftepaar liegt.

Sind die Krifte parallel, so folgt, wie leicht ersichtlich, das
Moment des Kriftepaars gleich Null, und man kann das System auf
eine Resultirende znriickfithren.

Da nun der Winkel, welchen das Kriftepaar mit der Richtung
von () macht, ein beliebiger sein kann, so kann man ihn auch
gleich einem Rechten nehmen, d. h. man kann auch die eine der
beiden Axen mit der Resultirenden parallel, die andere nor-
mal zu derselben nehmen. Allein fiir diesen Fall reichen die Glei-
chungen 120), 120a) und 120b) nicht aus, um die Lage der An-
griffspunkie zu bestimmen, da dieselben fiir A=—90 Grad cos A4=0,
folglich die Ordinate Z' = @ liefern wiirden. Man sieht leicht, wie
in diesem Fall zu verfahren ist. Nehmen wir die erste Axe normal
zur Resultirenden der fortschreitenden Bewegung und folglich die
zweite Axe parallel mit dieser Richtung, so folgt (Gleichung 119):

Q@=2(K.sina)
S(K.cosa) =0,
II. 8

:Z(K.cosoc.z)——Z(I(.sinoe.z)
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worin «.... die Winkel bezeichnen, welche die Krifte mit der er-
sten Axe machen. Fiithrt man lieber die Winkel 8.... ein, welche
die Krifte mit der zweiten Axe, oder was dasselbe ist, mit der
Richtung von () machen, so hat man:

: =2 (K.cosp)

12%) g(K. sin ) = 0.

Soll nun die Kraft () so liegen, dafs sie auch Gleichgewicht
gegen drehende Bewegung herstellt *), so hat man in Bezug auf
Drehung um die Axe Z:

122a) 2 (KR,)— Q.X=0,

X
= s @
NeA
:K= i //
?” /'Km ﬁT}KCOS/J
z iy 2 4
l S

Ks ing

in Bezug auf Drehung um die Axe XZ:
122b) Z(K.cosf.z) — Q.Z=0.
Allein in Bezug auf Drehung um die Axe Z Y kann die Kraft
Q unter keinen Umstinden das Gleichgewicht herstellen, da sie pa-
rallel mit dieser Axe ist; man muls also, um dieses Gleichgewicht
herzustellen, und dabei andrerseits nicht das Gleichgewicht in Be-
zug auf fortschreitende Bewegung zu storen, zwei neue Krifte P
und — P einfithren, welche in einer Ebene liegen, die normal zu
der Axe ZY ist, und welche die Bedingungs-Gleichung erfiillen:
1220) 2(K. s'inﬂ ) =P Z' — P. 71—,
2(K.sinf.z)—P(Z2"—Z') =0.

HI. Man kann also den Fall, dafls die Krifte, welche
auf ein festes System wirken, zwar in parallelen Ebe-
nen liegen, aber nicht selbst parallel sind, wihrend un.
ter ihnen weder in Bezug auf fortschreitende noch in
Bezug auf drehende Bewegung Gleichgewicht statt fin-

*) Vergl. S. 90.
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det, immer auf eine Kraft ¢, welche der Richtung und
Grolse nach durch die Gleichungen 119) gegeben ist, und
auf ein Kriiftepaar, welches in einer zu der Richtung
normalen Ebene liegt, zuriickfiihren.

Hat man @ der Richtung und Gréfse nach bestimmt, so findet
man die Koordinaten des Angriffspunktes, nimlich

1) den Abstand X von einer mit der Richtung von Q paralle-
len und zu den Parallelebenen der Krifte normalen Ebene (ZY)
aus 122a):

—2(KR,) _ =(KR,)

B} 95 Qe Z'([(.cosﬁ‘)-7

worin R, die kiirzesten Abstinde der Kraftrichtungen ... von ei-
ner in dieser Ebene liegenden, zu den Parallelebenen der Kriifte
normalen Axe bezeichnet,

2) den Abstand der Ebene, in welcher Q liegt, und welche mit
den Ebenen der Kraftrichtungen parallel ist, von irgend einer mit
dieser Ebene parallelen Ebene (Grundebene): 122b):

g H(Eiocosp.s) | Z(K.cosp.x)
T Q G S Kacosp)i
worin f.... den Winkel bezeichnet, welchen die Kraftrichtungen
mit der Richtung von Q machen, z.... aber die Abstéinde der An-
griffspunkte der Krifte von der Grundebene sind.

3) Die Koordinate Y, welche die Lage des Angriffspunktes von
Q in der Richtung der Kraft () angeben wiirde, bleibt unbestimmt,
und man kann folglich jeden Punkt der Kraftrichtung Q, als
Angriffspunkt betrachten.

4) Fir die Bestimmung des Kriftepaars hat man die Bedin-
gung, dafs dasselbe in ciner Ebene liegen miisse, welche zu der
Richtung der Kraft ) normal ist, und die Gleichung 122¢), aus
weleher folgt fiir das Moment des Kriftepaars:

P(Z"—Z') =3(K.sinf.z),
so dals man von den beiden Werthen P und (Z”—Z') einen be-
liebig annehmen kann. Dieser Ausdruck folgt auch aus der allge-
meinen Gleichung 121a), indem man beachtet, dafs S(K. cos )
=0 ist.
Betrachten wvir nun den Fall:

B. dafs die Krifte zwar in Bezug auf drehende Bewe-
gung, nicht aber in Bezug auf fortschreitende Be-
wegung im Gleichgewicht sind.

Die Resultirende gegen fortschreitende Bewegung ist der
Lage und Richtung nach auch in diesem Falle durch die Gleichun-
] *

X
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gen 119) zu bestimmen, da aber zufolge der Bedingung, dals die
Krifte gegen drehende Bewegung im Gleichgewicht sein sollen, ihre
Momente fiir drei Axen gleich Null sind, so folgt nach Gleichung
119a) auch ¢, =0, ¢, =0, ¢, =0, d. h. der Angriffspunkt der Re-
sultirenden mufs im Anfangspunkte des Koordinatensystems liegen,
oder so dafs er den Bedingungen entspricht, welche in Folge der
Gleichungen 117) fiir den analogen Fall paralleler Krifte aufgestellt
worden sind (S. 104). In diesem Fall ist also eine Resultirende
denkbar.

C. Wenn endlich auf ein festes System Krifte wirken,
deren Richtungslinien zwar in parallelen Ebenen
liegen, aber nicht unter einander parallel sind,
und wenn die Kriifte zwar in Bezug auf fortschrei-
tende Bewegung im Gleichgewicht sind, aber nicht
in Bezug auf drehende Bewegung, so liilst sich die
Wirkung der Krifte immer nur auf ein Kriftepaar
zuriickfithren. ~

Die Gleichungen 119) nehmen fiir den gegebenen Fall die
Form an:

2(K.sina)=0; I(K.cosa)=0,

und die Gleichungen in Bezug auf Drehung haben die Form:

2(K.sine.z)=A, 3(K.cosa.z)=B, D KesB )= 0
wenn wir die fritheren Bezeichnungen, und die zu Anfange dieses
Paragraphen angenommene Lage der Koordinatenebenen gelten las-
sen. Man sieht leicht, dafs das Gleichgewicht gegen drehende
Bewegung nur durch ein Kriftepaar 4P und — P herzustel-
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len ist, dessen Krifte in Ebenen liegen, die mit den Parallelebenen
der Krifte parallel sind, denn wollte man nur eine einzige Kraft
einfiihren, so wiirde durch dieselbe das Gleichgewicht gegen fort-
schreitende Bewegung gestort werden. Bezeichnen wir den Ab-
stand des Angriffspunkts von -+P von der Grundebene mit Z, den-
jenigen von — P mit Z’, den Winkel, welcher die Richtung von P
mit der ersten Axe macht, mit y; ferner den Hebelsarm in Bezug
auf die Axe Z von 4P mit g,, denjenigen von — P mit ¢/,,, so
folgt, wenn die Kriiffte 4P und —P die Resultirenden der dre-
henden Bewegung sein sollen:

a) J(K.sina.z)="P.siny(Z—2Z2'),

b) S(K.cosew.z)=P.cosy(Z—2'),

c) Z(KRIII) == P(Qm— Q,m)‘

Aus den Gleichungen a) ‘und b) folgt:
(K .sina.%)
(K .cosa.3)”’
durch welche Gleichung die Lage der Durchschnittslinie der
Ebene, welche man durch die Kraftrichtungen des Kriftepaars legen
kann, mit der Grundebene (ersten Projektionsebene) gegen die
Axen XZ und YZ vollkommen bestimmt ist. Nennen wir nun den
Neigungswinkel der Ebene, in welcher das Kriltepaar liegt, mit
der Grundebene ¢, so ist, wie leicht ersichtlich:
s (Vs el )N B e

ke (Qm_ﬁ',m) = 2(KR,) i
(vermdge Gleichung c). Indem wvir aber die Gleichungen a) und b)
quadriren, addiren, und Z—Z' entwickeln, folgt:

(Z——Z’)zf;;- : Vi[Z(K.sin .z)]® + [Z(K.cosa.z)]’}

]/2[2'( K.sma.x)]24[3(K. cos a.z)]%
=(KR,) '
Durch die Gleichungen 123 und 123a) ist die Lage der Ebene,
in welcher das Kriftepaar wirksam zu denken ist, der Richtung
nach vollkommen bestimmt. Der kiirzeste Abstand der beiden Kraft-
richtungen —+P und —P ist aber, wie die Figur leicht iibersehen
lafst, gleich

123) tang y =

123a) tang ¢ —=

V{(Z—Z‘)z et (gm—()’m)z§ 4
und indem wir die Werthe fiir (Z—Z')* und (o, —0¢’,)* einset-

zen und mit P multipliziren, folgt das Moment des Kréftepaars:
123h) 1[5 (K.sin @.5)]? +[S(K. cos « .5)]? + [S(KR,)]*] .
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Bezeichnen wir den Abstand der beiden Kraftrichtungen mit o,
die Koordinaten des Angriffspunktes der einen von beiden Gegen-
kriften (4+-P) mit X, Y, Z, so sind, wvie sich leicht iibersehen lifst,
die Koordinaten des Angriffspunkts der andern Gegenkraft (—P):

123¢) 2’ =Z+a.sing; Y = Y+ a.cosg.cosy;
X'=X+a.cosqg.siny.

Fiir den Fall, dafs simmtliche Kraftrichtungen parallel

sind, folgt aus 123), 123a) und 123b):
tang ¥ = tang o
1- (K=
e =

und das Moment des Kriftepaars:
124) L[S0+ [3(KR,)]*]

in welchen Gleichungen %z die Abstinde der Angriffspunkte der ein-
zelnen parallelen Krifte von einer beliebigen mit ihrer Richtung
parallelen Ebene und RB,, die Hebelsarme in Bezug auf eine belie-
bige, und zu dieser Ebene normale, Axe bezeichnen.

In dem Falle endlich, wo simmtliche Krifte in ein und der-
selben Ebene liegen, folgt:

— 8- 2(K.sina) __ 0
125) g P 2.2(K.cose) -~ 0
tang ¢ = 0,

und das Moment des Kriftepaares:
125a) =3 (K.R,),

d. h. in diesem Fall bleibt die Neigung des Kriftepaares (Winkel W)
gegen die Axe XZ unbestimmt und kann beliebig genommen wer-
den, das Kriftepaar, welches fiir die Wirkung der Krifte substi-
tuirt werden kann, liegt in derselben Ebene, in welcher die Krifte
liegen, (¢ =0) und es ist das Moment des Kriftepaares gleich der
Summe der Momente simmtlicher auf Drehung wirkenden Kriifte
in Bezug auf eine beliebige zur Ebene der Krifte normale Axe.

Bestimmung der Resultivenden und ihres Angriffspunktes fiir Krifte, welche
auf ein festes System wirken, und deren Richtungslinien eine beliebige Lage
haben.

§ 76. Wir wenden uns nun zu dem allgemeinsten Fall, nimlich
zu dem, dafls auf ein festes System beliebige Krifte in
ganz beliebigen Richtungen wirken, und dafs es darauf an-
kommt, ihre Resultirende der Grofse und Richtung nach
zu bestimmen.



