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CALCULS RELATIFS A LA DETERMINATION DU MINIMUM DE METAL
i DANS UN PONT

Dans les publications techniques américaines on rencontre souvent des calculs
relatifs & la détermination du minimum de métal. Mais nous ne pouvons les rap-
porter ici, car ils different trop et par les hypothéses et par les résultats, et ils
sont souvent longs et diffus.

Nous en donnons néanmoins quelques exemples d’aprés M. Merrill, afin de
faire voir la marche que I'on peut suivre. On remarquera que toute la charge est
supposée statique. '

On consultera avec intérét, a ce sujet, le journal Franklin Institute et le
bulletin de la Société des Ingénieurs civils de New-York.

Angle économique pour une paire de tiges.

Déterminer langle dinclinaison pour une paire de tiges en fer, qui transmettent un
effort donné aux points d’ appui avec le minimum de métal nécessaire.

Supposons que D B, fig. (141), soit une poutre de longueur a renforcée par le
montant A C et les tiges CD et C B, et chargée d'un poids W en A. Le poids est
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d’abord transmis-a C par A C, puisa D et B par les tiges C D et C B. On veut
que P'angle de C B avec la verticale soit tel, que C B trausmette la moitié de
W en B, avec la quantité minimum de métal.
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Fig. (141).

W en C est représenté par C £ qui se décompose suivant C-e et C /. Dans les
triangles semblables A B C et C e g, nous avons :

Cg_Ce
AC CB
ER Ce
ou -
h VL ad+ R
&od gpars "(/-f;ajﬂw'

Mais C e est I'effort sur C B. Supposons que I'effort moyen de rupture du fer
soit 60,000 livres par pouce carré, si nous divisons C e par 60,000, nous obtien-
drons évidemment le nombre de pouces carrés nécessaires dans C B, pour rompre
exactement sous I'effort C e.

. _Ce Wviad+Fh
done section de C B = 50.000 = 190.000 K
Multiplions ce résultat par la longueur C B, nous aurons :
Wihaetrh) . W Ta+ K
120.000 4 120.000 %

Si nous trouvons maintenant la valeur de %, pour laquelle cette expression sera
minimum, nous aurons résolu le probléme.

volume de C B =

26
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Le premier facteur étant constant peut ¢tre négligé, le volume sera minimum,
@ +
h

Différenciant, nous aurons :

2
5 (3 o b
quand —— Sera minimuam.

hX2h dh—(a+0)d
I

Supposant la différentielle premiere nulle, nous avons :
2R — @ — =0,

La différentielle seconde sera :

qui est positive pour 2 = - a.

Done, cette valeur de /4 rendra la fonetion primitive minimum.

Par conséquent, dans le triangle isocele D B C, C B fera un angle de 45° avec
la verticale, et les deux tiges seront a angle droit 'une sur I'autre.

Si /i ¢tait moindre que - «, la longueur de C B serait diminuée, mais I'effort
sur cette tige serait accru et, par conséquent aussi, sa section transversale et son
volume.

Si /i était plus grand que + @, la tension sur C B serait diminuée, mais sa lon-
gueur serait augmentée, et son volume serait plus grand que quand 4 = 4 a.

La loi des efforts de toute autre matiére soumise a I'extension étant la méme que
pour le fer, c’est-i-dire que les efforts varient en raison directe de la section,
nous pouvons conclure que le méme angle économique sera satisfaisant pour elle
dans les mémes circonstances.

Angle économique pour une série de tiges.

Déterminer Pangle convenable d'inclinaison pour les tiges dune travée devant trans-
mettre un effort donné auz points d appui, en employant le minimum de métal.

Supposons une travée de la forme ci-dessus, fig. (142), de portée a et de hau-
teur /i, avec un poids W suspendu au point milieu I de la corde inférieure, poids
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qui est transmis aux appuis. I' B, G C, H D, I E sont les tiges qui transmetiront
la moitié du poids & la culée de droite. La projection 4 de chaque tige est

A B C D i1
\\ h d/. e
L b b b b
7 o e i Ml
-V\\\? it -
Fig. (142).

inconnue, mais doit étre telle que la somme de leurs volumes doit étre minima.
L’angle des montants est insignifiant, car ils ne doivent servir qu'a maintenir le
parallélisme des tiges, et ne doivent pas produire d’efforts sur chaque tige; car il
est le méme pour chacune d’elles, et indépendant de linclinaison des mon-
tants.

Les triangles B F G et B @ ¢ sont semblables. Dans le dernier, B ¢ = - W, ef
sl I8 106, 1B (G = M eill I8 =12 (R Z5 /50
Bed . Be
Nous avons B bez
Bd + W
ou == 5
Vo R h
d’ou B — \V_ ? )l),i__/_l
270
Mais la section de B I en pouces carrés est évidemment égale & Ieffort qu'elle
supporte, divisé par 60.000 ou g4 X B d. Sa longueur est B F= v §* /4

et, si on représente son volume par V,
WV EFR s WL R
‘/' = l/ 2 = e
120.000% <"+ % =Ta0.000 4
L’effort et la longueur étant les mémes pour chaque tige, leurs volumes doivent
étre les mémes. Le nombre de tiges entre le milieu et la culée est évidemment

égal & ¢ a divisé par 6. Multipliant le volume d’une tige par le nombre de tiges,
nous aurons la somme entiére que nous cherchons :

W (& + ) it a W' b -n
120.000 A 25 240.000% * &

Nous désirons trouver une valeur de & telle que cette fonction soit minimum.

25 W=
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Le premier facteur est constant, et la fonction sera minimum, en méme temps
que le second facteur. Différenciant, en nous rappelant que 4 est constant, nous
trouvons :
bX2b.db— (04 ) db.
b
Posons la premiére dérivée = O, nous aurons

28— (b B) =0

d’ot =i
=
La seconde dérivée est :
250
6&

qui est positive pour & = /. Donc cette valeur de & rend la fonction primitive
minimum.

Nous trouvons done que I'angle économique, dans le cas d'une suite de tiges,
est le méme que celui trouvé pour une paire de tiges, et est 45°.

Angle économique pour une paire de bras.

Déterminer Fangle convenable d’inclinaison pour une paire de bras en fonte tra-
vaillant a la compression, de facon a transmettre un effort donné auz points & appud,
avec une quantité de métal minimum.

Supposons la figure (143). A B et B D sont des bras en fonte, B C est une tige

verticale et A D estla corde. Le poids est en C. Le poids W est d’abord transmis

“en B o il est B e, et ses composantes sont B @ et B d. La hauteur B C est / et
la portée de la travée est A D = a.
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DansBe det B C D, nous avons :

Dho B

BREE B C

BYd i+ W
VL sy b

Mais B d est effort sur B D, et sa longueur est :
B D= oot g,

Substituons ces valeurs dans la formule donnant le volume d’une piéce en fonte
travaillant & la compression. '

1.79 *

V=AX Wis X lrs . (1)
dans laquelle A est un coefficient numérique variable, selon que la section est

pleine ou creuse, et faisons i = m et g5 = 7, nous trouverons:

=S < (Wlﬁ)m X (Vm)n
v=[a+ ()] x VEEER [y x (] (/:%ﬁ

Dans cette valeur de V, le premier facteur est constant et peut étre négligé dans
la recherche du minimum.

Différenciant, nous aurons :
G N . L=

xR g L) T X2 hdh— (B +4a)
V2 NG P 5 /]:! m = i

m + n
T SK el

\

Annulons la premiére dérivée :

Rttt (m 4 ) (B + ReEtr—m b B+ AR = 0

4

ou en divisant par /2—1! (B + ta)2t2—1,

2

* NOTA BENE. Nous donnons ce calcul et le suivant pour le cas de bras en fonte, et la formule (1) qui
donne le volume a été déduite, comme nous avons vu, de la formule (A); d’une facon analogue, on déduirait le
yolume de la formule (B), 'il s’agissait de bras en fer, et la détermination de I'angle économique, dans le cas
présent comme dans le suivant, se ferait d’une maniére identique.

Dailleurs, comme nous avons eu déja loccasion de le dire, le cas de bras en fonte n’est plus actuellement
celui qui se présente généralement, lemploi du fer, méme pour les pidces en compression, ayant remplacé celui
de la fonte. De plus, ce dernier calcul n’a plus qu’un intérét réirospectif, puisque l'on en est arrivé a employer
presque partout les piéces en compression verticales.
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/1) (7)7, -+ ’/t) —m (/li i ':T (lg) 5

ou Wl —
y_m
5 0 Al
%
iy 2 \/72
2 - 0,27933
LU
i 0,528
donc h=0528 X 5 = 0,264 X a
ou @ = 3 188Vk:

Cette valeur de /, substitude dans la deuxiéme dérivée, la rend positive ; donc
la fonction primitive est minimum pour cette valeur de 4. Nous voyons donc que
la hauteur du triangle sera un peu plus grande que le quart de la portée.

Le nombre 0,528 est la tangente natarelle de I'angle du bras avec I'horizontale
cet angle est lui-méme de 27°51". L’angle avec la verticale est le complément de
celui-la, soit 62°9".

On pensera avec nous cependant que, quoique angle déterming soit exactement
le meilleur pour I'économie dans les bras eux-mémes, un angle moindre pour
Iinclinaison sur la verticale diminuerait la tension sur la corde qui relie les
extrémités inférieures de ces bras, et diminuerait un peu la quantité de métal dans
Iensemble du systéme.

Supposant donc que A D et B C sont en fer forgé, cherchons & déterminer
quand la somme de leurs volumes sera minimum.

Dans B e d et B C D, nous avons :

a’e_;Bie
e R
de _+W
e AR B
s ﬁaW
d’on de_4/z

Leffort sur C D est égal  d ¢ et sa longueur est + . Donc son volume est :



CALCULS RELATIFS A LA DETERMINATION DU MINIMUM DE METAL DANS UN pont. 199

a W ;
T e b
: B0 40,000 /4
Leffort sur B C est W, et sa longueur est /.
Donc son volume est :
W A
5,000
Doublant le volume de C D pour la somme de A C et C D, et ajoutant le
volume de B C, nous avons :
B I W 4
20,000 2 5,000
comme fonetion d’une variable /, dont nous cherchons la valeur minimum.
La fonction peut s’écrire :

l,“], (i AL /l)
5,000 \4 4 :
Le premier facteur est constant et peut étre négligé. Différenciant le second
facteur, nous aurons:
‘—;(l2 > 4: (l. /l
G /i
Faisons = 0, la 1™ dérivée, nous avons :
—4a
i )
16 * =4«

h=+a,

RIS

Comme cette valeur de / rend la seconde dérivée positive, elle rendra minimum
la fonction primitive. La valeur de / précédemment trouvée, quand le métal
emplayé pour les bras est minimum, était 0,26 X a ou prés de —+ a.

Donc, une hauteur comprise entre le - et la moitié de la portée donnera la plus
grande économie dans la quantité de métal de I'ensemble.

Détermination trigonométrique

Soit B I'angle C B D, quand
Bd=+1W séc. B,
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\ IBADi—v/sec. B

Remplacant W par B ¢ et B D par /, dans la formule donnant le volume d’un
bras, nous aurons :

V =A (4 Wsée. B) (h sée. B)

ou VE— AN WU R e
mais htg. B=+a,
e h

Remplagant / par cette valeur, nous aurons :

: : 1
V: 1 Xoym o 20 s oAn e " m+n.>
EWETR Bl 37 R (tg. B X (séc. B)
Négligeant le facteur entre crochets qui est constant, nous pourrons écrire le
second facteur :

1 m -4 n
(cos,-ﬁ) AR R &2 (cos. B - 1
(ﬂl.‘B)" Y eos. Bt {dinl BE T (eos. B (e B
cos. B,

Différenciant, nous aurons :
_ (sin B)* X m (cos. B)" ~ ! (—sin. B @ B) 4- (cos. B)" X n (sin. B)* ~ ! (cos. BdB)
(cos B)® ™ (sin. B)?*®
-Négligeant le dénominateur, et posant la 1™ dérivée = 0, nous avons :
(sim. BJ* +1 3 m (cos, B)*~T —wcos. B2 +1 X n (sin =il

mSIint S BE—Vcos AN

tg. B = 1,892
1B = (G20}
Cette valeur de B rend la seconde dérivée positive. et la fonction primitive
maximunmn.

Elle est parfaitement conforme a la valeur trouvée précédemment pour I'angle
d’inclinaison sur la verticale.



CALCULS RELATIFS A LA DETERMINATION DU MINIMUM DE METAL DANS UN ponT. 201

Angle économique pour une série de bras.

Déterminer Pangle convenable pour linclinaison des bras dans une travée, afin qi’ils
transmetient un effort donné aux points d'appui avec le mininum de métal.

Soit A B CD, fig. (144), une travée dont la hauteur est / et la portée a. Suppo-
sons que le poids W soit en H et qu’il se transmetire en C et D par le systéme de

A E B
g " le\d
A7
H| Z G
‘E‘QG /?///”f/',
w 7
Fig. (144)

bras inclinés et de tiges. Tous les bras sont comprimés également, ceite com-
pression dépendant de leur inclinaison et nullement de l'angle des tiges qui les
relient. Nous cherchons quelle doit étre la valeur de &, la projection des bras,
pour que la somme de leurs volumes soit minimum.

Dans le cas d’une paire de bras, il fallait déterminer la valeur de 7 ; dans ce cas,
h est fixe et b est variable.

Le poids W se transmet d’abord en E ot sa moitié E ¢ se transmet égale a
Edsur E G. '

Dans Ec¢ d et E H G, nous avons:

el g

18 @l = 19 (6

LW h
Ed b o e e
5o B
e Ed_‘Q—h—'

E d est Deffort sur le bras E G, et E G = V/ §* 4 /* est sa longueur.

Remplagant ces valeurs dans la formule pour le volume d’un bras de fonte,

remplagant le coefficient numérique par A et les exposants fractionnaires par m
et n, nous aurons :

27
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W Vv + R
O

Vel r+vﬁI?

pour le volume de E G.

Le nombre entier de bras entre H et C est dvidemment égal & - a divisé par &

ou 5 e Les volumes des bras étant égaux, nous aurons évidemment la somme

de leurs volumes en multipliant cette expression par % 3

N -
a Vl/b—|—/l) X(Vbz—{—/lz)"

sl

Cest la quantité dont nous cherchons le minimum. La seule variable est 4.

On peut écrire :

5 a_ s GRS
2V =g XA (gy) X @ +rEE
g 2V =[x A (s /l)]x(’””’)%

Comme la quantité enire crochets est constante, on peut la négliger dans la
recherche du minimum.
Différenciant I'autre facteur, il vient :

b (" ;”) (o + /z!)'f’j‘n“ X2bdb— (5 + /f)‘n']’Fx d. b
RO SR e e — e
IFaisant la dérivée premiére — O, nous avons :
L (m + n A g\w—i* = m+a
2o (1) (kT (o
d’on 20 (m ; 72) =0+ 2
Pm4+n—1)=4nr-.
h
= S0 b
V'm-+n—1

En donnant & 7 et n leurs valeurs numériques, nous avons :
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1
R s (08336
Vim—+n—1
d’ott ) = 10 > 0S8R10)
En donnant a 4 cette valeur dans la dérivée seconde, elle larend positive ; donc
elle correspond au maximum de la fonction primitive.
Le nombre 0,8336 est la tangente naturelle de I'angle 39°49". Nous conclurons
donc que l'angle le plus économique pour une suite de bras paralléles est de
39°49 avee la verticale ou 50°11" avec 'horizontale.

Détermination trigonométrique.

Soit E I'angle H E G que nous cherchons,
Ed=+ Wsée. E
106 — /il 1)

Remplacant E d, I'effort sur E G, par W et E G par /, dans la formule donnant
le volume d’un bras, et introduisant le coefficient numérique A et les exposants
m et n, nous aurons :

e
U (;) séc. F) X (h séc. E)

Multipliant par 2 y le nombre de bras, nous aurons :

5V206XA< L> (e sée. E)
Remplagant 4 par sa valeur Z tg. E.
e l W
> = m +
UV_Qh o < > S (ee 1B))
3 SOANE s e B
s 2V =" B =

7

Le premier facteur est constant et peut étre négligé. Différencions la seconde
fraction, nous aurons :
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tg. Ed. (séc. E» +» — (sée. E»+*dtg. E

tg. = I
ou
tg. E (m + n) (gée. EP +2=* X M - SRS Secli R B T d.E
3 v finog Ty &1 ol oA ConE ol analiuliey aiion §  SRCHISE N
tg.? B

Posant la premitre différentielle =0,
tg. E (m -+ n) (sée. E" *2— ' X sin. E— (e B e == 10)

tg. E (m 4- n) sin. E =séc. E

sin.* E (m 4+ n) =1

1

m—+n

log. (sin.® E) = 1,6132924
log. sin. E = 9,8066462
E =39 50'35"

ce qui concorde avec nos calculs précédents. Cette valeur de E rend la deuxi¢me

sin: =

dérivée positive, comme il convient.
Iangle le plus économique pour un simple poids au milieu de la portée sera

évidemment le meilleur pour le cas général de poids en des points quelconques du

pont.

o
)



