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Kurzfassung

Die Rekonstruktion dreidimensionaler Geometrieinformationen aus deren perspektivi-
scher Projektion, z.B. aus einem Kamerabild, ist ein Problem, das in den Bereichen
Bildverarbeitung und Robotik héufig auftritt. Lasst sich die Bewegung des betrachteten
Objekts durch ein lineares zeitinvariantes System beschreiben, so ist fiir die Rekonstruk-
tionsaufgabe die Systemeigenschaft “perspektivische Beobachtbarkeit” von Bedeutung.
Vorliegende Arbeit befasst sich mit Methoden zur Uberpriifung und Bewertung dieser
Eigenschaft. Zunachst werden Kriterien zu deren struktureller Beurteilung untersucht
und zum Teil erweitert. Weiterhin wird gezeigt, dass nicht perspektivisch beobachtbare
Systeme in eine — zur Kalman-Zerlegung nicht beobachtbarer Systeme @hnliche — kanoni-
sche Form transformiert werden konnen. Zur quantitativen Bewertung wird das Distanz-
mak der Beobachtbarkeit auf den perspektivischen Fall erweitert. Dabei ergibt sich das
Mafs als Losung eines quadratischen Programms mit quadratischen Gleichungsnebenbe-
dingungen. Verschiedene Modifikationen des Mafles werden diskutiert, welche mitunter
fiir seine praktische Verwendung von Vorteil sind. Zu dessen Ermittlung werden zwei
numerische Verfahren vorgeschlagen und deren Anwendbarkeit anhand von Beispielen
demonstriert. Abschlieffend wird eine alternative Mdoglichkeit zur quantitativen Bewer-
tung aufgezeigt. Im Vergleich zum Distanzmafs erlaubt diese zwar keine Aussage iiber
die Robustheit der Eigenschaft gegeniiber Storungen der Systemparameter; stattdessen
kann sie jedoch mit geringerem Aufwand angewendet werden.

Abstract

The reconstruction of three-dimensional geometries from their perspective projection,
such as a camera image, is a recurring problem in the fields of image processing and
robotics. If the object movement can be described by a linear time-invariant system, the
property “perspective observability” of the system is relevant for the success of the recon-
struction. This thesis studies techniques for testing and assessing this property. First,
existing structural criteria are reviewed and partly extended. It is further shown that
non perspectively observable systems can be transformed to a canonical form similar to
the Kalman decomposition of non-observable systems. For quantitative assessment, the
distance measure for observability is extended to the perspective case. This measure
is shown to be given by the solution of a quadratic program with quadratic equality
constraints. Several modifications of the measure, that are relevant for its practical ap-
plication, are discussed. For its computation two numerical algorithms are proposed,
and their applicability is demonstrated in the course of examples. Finally, an alter-
native technique for the quantitative assessment of perspective observability is shown.
Compared to the distance measure, this technique does not allow a statement about the
robustness of the property with respect to perturbations of the system parameters; it
can, however, be applied more easily.
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Einfihrung






Kapitel 1.

Einleitung

Diese Arbeit befasst sich mit linearen zeitinvarianten Zustandsraummodellen der Form

dx
A
a
y = Cx

mit dem Zustandsvektor x, der Systemmatrix A, der Ausgangsmatrix C und dem Aus-
gangsvektor y. Eine wichtige Eigenschaft solcher Systeme stellt die sogenannte Beob-
achtbarkeit dar. Sie gibt an, ob aus der Kenntnis des Verlaufs der Messgrofe y in einem
endlichen Zeitintervall eindeutig der Systemzustand x rekonstruiert werden kann.

In Anwendungen der Robotik, konkret bei der in diesem Zusammenhang héufigen
kameragestiitzten Umgebungserfassung, ist die Messgrofe mitunter in Form einer per-
spektivischen Projektion eines Punktes auf eine Bildebene gegeben. Diese Messung, d.h.
die Kenntnis der Projektion, kann man so interpretieren, dass von dem Punkt nur die
Richtung des Ortsvektors, nicht aber dessen Lénge (d.h. der Abstand des Punktes vom
Brennpunkt der Kamera) bekannt ist. Stellt die Ausgangsgrofe y des obigen Systems
diesen Ortsvektor dar, so fiithrt dies zum perspektivischen Beobachtbarkeitsproblem: Die-
ses wurde in [4] eingefiihrt und stellt die Frage, ob aus der Kenntnis der Richtung des
Ausgangsvektors y eindeutig die Richtung des Zustandsvektors x rekonstruiert werden
kann.

Fiir die klassische Beobachtbarkeit existieren Kriterien und Mafe zu deren Uberprii-
fung und quantitativen Bewertung [20]. In der vorliegenden Arbeit werden entsprechende
Methoden zur strukturellen und quantitativen Beurteilung der perspektivischen Beob-
achtbarkeit untersucht.

Die Arbeit ist in drei Teile gegliedert: Teil [[] umfasst neben dieser Einleitung noch
Kapitel 2] und veranschaulicht grundlegende Zusammenhénge; Teil [T, bestehend aus den
Kapiteln 3| und {4] befasst sich mit der strukturellen Beurteilung der perspektivischen
Beobachtbarkeit; Teil [[T]] schlieklich diskutiert im Rahmen der Kapitel [5] bis [§] deren
quantitative Bewertung.

In Kapitel 2] wird zunéchst die genaue Definition des Begriffs der perspektivischen
Beobachtbarkeit angegeben. Abhéngig davon, ob der Systemzustand komplexe Werte
annehmen kann oder auf reelle Werte beschrankt ist, wird zwischen perspektivischer
Beobachtbarkeit iiber den komplexen und iiber den reellen Zahlen unterschieden. Veran-
schaulicht wird die Definition anhand einiger Beispiele; auf die dabei gezeigten Systeme
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wird im weiteren Verlauf der Arbeit immer wieder zur Demonstration von Zusammen-
héngen zuriickgegriffen. Besonders hervorgehoben sei dabei Beispiel [3] welches die Be-
deutung des Konzepts bei einer kamerabasierten Positionserfassung demonstriert.

Hinsichtlich der in Kapitel |3| behandelten Kriterien fiir die perspektivische Beobacht-
barkeit kann auf eine Reihe von Vorarbeiten zuriickgegriffen werden [4, [12] [5 25]. Zu-
nachst wird ein notwendiges und hinreichendes Kriterium iiber den komplexen Zahlen
angegeben und dessen Bedeutung veranschaulicht. Uber den reellen Zahlen ist kein ver-
gleichbares, d.h. notwendiges und hinreichendes Kriterium bekannt. Existierende Krite-
rien fiir diesen Fall werden daher untersucht und erweitert.

In Kapitel 4] wird eine kanonische Form fiir nicht perspektivisch beobachtbare Systeme
entwickelt. Diese ist dhnlich zur Kalman-Zerlegung nicht beobachtbarer Systeme; ein
nicht perspektivisch beobachtbares System in dieser kanonischen Form ist unmittelbar
anhand der Struktur der System- und Ausgangsmatrix als solches erkennbar.

In Kapitel [5] wird das Distanzmafs der perspektivischen Beobachtbarkeit eingefiihrt,
welches der quantitativen Bewertung der Eigenschaft dient. Es stellt die kleinstmégliche
Norm einer additiven Stérung der System- und Ausgangsmatrix dar, welche zu einem
Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit fiihrt. Durch Ubertragung eines in [30]
gezeigten Zusammenhangs zwischen der Kalman-Zerlegung und dem Distanzmafs der
Steuerbarkeit bzw. der Beobachtbarkeit wird fiir dieses ein Optimierungsproblem her-
geleitet. Basierend auf dem Optimierungsproblem werden Schranken des Distanzmafses
angegeben und Moglichkeiten zur Berticksichtigung zusétzlicher Beschrankungen (u.a.
hinsichtlich der Stérung) diskutiert.

Kapitel [6] schldgt einige modifizierte Varianten des Distanzmafes vor: eine Normie-
rung des Distanzmafses und eine Beschrankung der Norm nicht rekonstruierbarer Punk-
te, welche durch Anwendungen im Bereich der kamerabasierten Positionserfassung von
Punkten motiviert sind; mit dem Ziel einer einfacheren Losbarkeit des Optimierungs-
problems wird weiterhin die Lockerung einer Gleichungsnebenbedingung untersucht und
basierend darauf ein relaxiertes Distanzmafl vorgeschlagen.

Mit der Losung des Optimierungsproblems fiir das Distanzmaft befasst sich Kapitel [7]
Dazu werden, zum Teil unter Verwendung des relaxierten Distanzmafes, unterschiedliche
numerische Verfahren vorgeschlagen und anhand von Beispielen demonstriert. In einem
abschlieffenden Beispiel wird das Distanzmaf fiir das System aus Beispiel 3] ermittelt und
die praktische Relevanz der in Kapitel [6] vorgeschlagenen Modifikationen demonstriert.

In Kapitel [§] schlieflich wird, abseits von den verhéltnisméfig komplizierten Zusam-
menhéngen beim Distanzmaf, eine alternative, einfachere Moglichkeit zur quantitativen
Bewertung der perspektivischen Beobachtbarkeit vorgeschlagen. Dazu wird fiir ein exis-
tierendes, nicht konsistentes Beobachtbarkeitsmaf aus [17] zunéchst eine Erweiterung
vorgeschlagen, die konsistent ist und eine obere Schranke fiir das Distanzmafs der Beob-
achtbarkeit darstellt. Dieses Maft wird anschliefend auf die perspektivische Beobacht-
barkeit iibertragen.

Kapitel [9] fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und weist auf sich daraus erge-
bende offene Fragestellungen hin.
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Perspektivische Beobachtbarkeit

In diesem Kapitel wird das Konzept der perspektivischen Beobachtbarkeit fiir lineare
zeitinvariante Systeme erldutert.

Zunéchst wird die urspriingliche Definition aus [4] angegeben und anhand einiger Bei-
spiele veranschaulicht. Anschlieflend wird eine erweiterte Definition aus [10] angefiihrt,
welche das Konzept verallgemeinert.

2.1. Definition anhand von homogenen Koordinaten

Betrachtet wird das lineare zeitinvariante System

dx

— =A 2.1

at - (2.1a)
y =Cx (2.1b)

mit der Systemmatrix A € R™*" der Ausgangsmatrix C € R™*" und dem Zustandsvek-
tor x € R™. Jeder beliebige Anfangszustand x, := x(0) lésst sich genau dann vollstandig
aus dem Verlauf der Ausgangsgrofe y(t) rekonstruieren, wenn das System beobachtbar
ist. Zur Beurteilung dieser Eigenschaft stehen algebraische Kriterien zur Verfiigung.

Wesentlich schwieriger ist es, wenn vom Ausgangsvektor y(¢) z.B. nur die Richtung,
nicht aber die Lédnge bekannt ist. In diesem Fall reduziert sich die Dimension der verfiig-
baren Informationen um eins. Klarerweise kann im besten Fall dann auch xg nur bis auf
eine Dimension (die unbekannte Skalierung) rekonstruiert werden. Ist das moglich, so
nennt man das System perspektivisch beobachtbar. Mit der Einfiihrung des sogenannten
Dimensionsverlustes d entspricht dies dem Fall! d = 1.

Formal wurde dieses Konzept urspriinglich anhand der sogenannten homogenen Ko-
ordinaten [y| der Ausgangsgrofe definiert [4]. Diese sind fiir zwei Vektoren y;,ys # 0
iiber die folgende Aquivalenzrelation definiert:

1] = ly2] &= Ja € C:y1 = ay,, (2.2)

d.h. zwei Vektoren sind in homogenen Koordinaten genau dann dquivalent, wenn sie li-
near abhéngig sind. Von Bedeutung ist also nur die Richtung, nicht aber der Betrag der

IPerspektivische Beobachtbarkeit fiir den Dimensionsverlust d = 0 entspricht damit der klassischen
Beobachtbarkeit.
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betrachteten Vektoren. Perspektivische Beobachtbarkeit (fiir d = 1) bezeichnet die Be-
obachtbarkeit unter Beriicksichtigung dieser Aquivalenzrelation sowohl fiir den Ausgang
als auch fiir den Anfangszustand. Dies fithrt zu folgender

Definition 1 (Perspektivische Beobachtbarkeit fiir d = 1). Das System heiRt
perspektivisch beobachtbar fiir den Dimensionsverlust d = 1, wenn aus Kenntnis der
Ausgangsgrofe in homogenen Koordinaten [y] in einem endlichen Zeitintervall 0 < ¢ < ¢;
(mit ¢; > 0) der Anfangszustand x, € C" in homogenen Koordinaten [xq] eindeutig
ermittelt werden kann.

Wie man spéter sehen wird, ist es von entscheidender Bedeutung, ob der Anfangszu-
stand xy komplexe Werte annehmen kann oder ob er auf reelle Werte beschrinkt ist.
Unter der (die Rekonstruktion erleichternden) Voraussetzung x, € R™ wird von perspek-
tivischer Beobachtbarkeit iiber R gesprochen:

Definition 2 (Perspektivische Beobachtbarkeit iiber R fiir d = 1). Das System ([2.1))
heiftt perspektivisch beobachtbar iiber R fiir den Dimensionsverlust d = 1, wenn sich
unter den Voraussetzungen aus Definition [Ijund der zusdtzlichen Voraussetzung xo € R™
der Anfangszustand in homogenen Koordinaten [x¢] eindeutig ermitteln lasst.

Perspektivische Beobachtbarkeit im Sinne von Definition [I bei welcher xq beliebi-
ge Werte aus C" annehmen kann, wird zum Unterschied davon im Weiteren auch als
perspektivische Beobachtbarkeit tiiber C bezeichnet.

Gleichbedeutend mit Definition [I] bzw. [2] ist die Forderung, dass es keine Anfangszu-

stande X(()l),X(()2) mit der Eigenschaft

[x"] # [x&] (2.3)
gibt, sodass fiir die zugehorigen Verldufe der Ausgangsgrofe des Systems ([2.1])

Y] = [y*®] (2.4)

gilt. Ein nicht perspektivisch beobachtbares System besitzt also zumindest zwei linear
unabhéngige Anfangszustinde so, dass die zugehorigen Ausgangsgrofen fiir alle Zeiten
linear abhéngig sind.

2.2. Einfiihrende Beispiele

Zur Motivation fiir diese Fragestellung werden einige Beispiele betrachtet. Zunachst wer-
den zur Veranschaulichung der Zusammenhénge zwei Beispiele aus [4] diskutiert. In
einem dritten Beispiel wird gezeigt, dass die Rekonstruktion der Richtung des Zustands-
vektors mitunter durchaus niitzlich sein kann. Das vierte Beispiel schlieklich zeigt einen
wesentlichen Unterschied zwischen den Eigenschaften Beobachtbarkeit und perspektivi-
sche Beobachtbarkeit.



2.2. Einfiihrende Beispiele

Beispiel 1 ([4]). Es wird ein Punkt auf einem mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
rotierenden Drehkorper betrachtet. Die Position des Punktes wird dabei mit Hilfe einer
Kamera erfasst.

Zur mathematischen Beschreibung der Zusammenhénge wird ein kartesisches Koordi-
natensystem betrachtet, in dessen Ursprung sich die Kamera befindet. Die Koordinaten
des Punktes in diesem Koordinatensystem werden zu einem Vektor p € R3 zusammen-
gefasst. Dieser erfiillt die Differentialgleichung

dp
— =0 2.5
o =P (2.5)
mit der schiefsymmetrischen Matrix
0 —W] —Ws2
Q= w1 0 —Ws3 | . (26)
W9 w3 0

Darin sind wq, we und w3 konstante Parameter. Der Punkt p beschreibt damit eine
Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit

w = Vw2 + wo? 4 ws?. (2.7)
um die Drehachse in Richtung des Einheitsvektors?

! B (2.8)

q:=— [w:g —Wo W1
w

Die Ausgangsgrofe ist die Position des Punktes, d.h. y = p. Mit dem Zustandsvektor
x := p ist das betrachtete System in der Form ([2.1f) mit

A=Q C=E (2.9)

gegeben.
Abbildung [2.1] zeigt fiir die konkreten Parameterwerte

w1 = 2, Wy = —2, W3 = —1 (210)
eine Trajektorie des Punktes p(¢) ausgehend vom Anfangszustand
po=[-1 2 3]". (2.11)

Ebenso dargestellt ist eine perspektivische Projektion dieser Trajektorie. Als Bildebene
der im Ursprung befindlichen Kamera ist dabei (willkiirlich) die durch y = 1 bestimmte

2Dieser Vektor q ist ein Eigenvektor der Matrix £ zum Eigenwert null.
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Parallele der z-z-Ebene gewéhlt; die Projektion p des Punktes p ist damit durch
p(t) = [24 1 28] (2.12)

gegeben.

Durch die Kamera im Ursprung des Koordinatensystems wird nur die Richtung von y,
d.h. die Ausgangsgrofe in homogenen Koordinaten [y] erfasst, was zur zuvor formulierten
Frage nach der perspektivischen Beobachtbarkeit des Systems (fiir d = 1) fiihrt. Diese
kann hier sofort beantwortet werden: Anhand von Definition [1] ist offensichtlich, dass
das System perspektivisch beobachtbar ist, da die Ausgangsgrofie dem vollstdndigen
Zustandsvektor entspricht?. A

Beispiel 2 ([4]). Es wird ein Punkt auf einem Drehkérper betrachtet, welcher zusétz-
lich zu der im vorigen Beispiel beschriebenen Rotationsbewegung auch eine Translati-
onshewegung ausfithrt. Konkret soll angenommen werden, dass der Punkt p und ein
Geschwindigkeitsvektor v die Differentialgleichungen

d

d—I; =Qp+v (2.13a)
dv

— =0 2.13b
3 = (2.13b)

mit der Matrix © aus Relation ([2.6) erfiillen. Die Bewegung des Punktes und der Verlauf
von Vv ist, mit den Anfangswerten py und vy fiir p und v, durch

p(t) = ™ (po + vot) (2.14a)
v(t) = ety (2.14b)

gegeben. Als Ausgangsgrofe wird wie vorhin die Position p gewahlt. Fithrt man den
Zustandsvektor

X 1= m (2.15)

A%

ein, so liegt das System in der Form ([2.1]) vor, mit den Daten

A= [s(')z g} , C=[E o0]. (2.16)

Es wird nun die Tatsache benutzt, dass die Drehachse q aus Relation (2.8)) ein Eigen-
vektor der Matrix €2 zum Eigenwert null ist und somit fiir alle ¢

etq=q (2.17)

3Wird der Zustand in homogenen Koordinaten [x] gemessen, so ist trivialerweise auch der Anfangszu-
stand in homogenen Koordinaten [xo] bekannt.



2.2. Einfiihrende Beispiele

Rotationsachse q
>— Punkt p(t)
>— Projektion p(t)

Abbildung 2.1.: Trajektorie des Punktes p(¢) aus Beispiel |1| sowie deren perspektivische
Projektion p(t) in die Ebene y = 1

gilt. Damit sind zwei Trajektorien des Systems geméfs (2.14) durch

<0 (1) = m | X (1) [(2“)‘1} (2.18)

q

gegeben. Man erkennt, dass die zugehorigen Anfangszustdnde linear unabhéngig sind.
Fiir die zugehorigen Ausgangsgrofsenverldufe,

y (1) =q, y?(t) = 2 +t)q, (2.19)

gilt jedoch [y(l)] = [y(z)]; das System ist demnach nicht perspektivisch beobachtbar.
Abbildung zeigt diese beiden Trajektorien des Punktes p(t) sowie deren perspek-
tivische Projektion in die Ebene y = 1 fiir die (bereits im vorangegangenen Beispiel
verwendeten) Parameterwerte

w1 = 2, Wy = —2, W3 = —1. (220)

In beiden Fallen liegt der Punkt auf der Rotationsachse q, sodass es zu keiner Ro-
tationsbewegung des Punktes kommt. Damit aber ist die bei der zweiten Trajektorie
auftretende Bewegung in Richtung der Rotationsachse nicht erkennbar, da sich der be-
trachtete Punkt hierbei entlang einer Geraden von der Kamera entfernt. A

Bei den bisherigen Beispielen liegt der Brennpunkt der Kamera im Ursprung des Ko-
ordinatensystems; es wird nun ein Beispiel diskutiert, bei welchem diese einschrankende
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TTTTe— Rotationsachse q
) T —— Trajektorie p™ (t)
Trajektorie p‘® (t)
Projektion p(¢)

\ kel

Abbildung 2.2.: Zwei Trajektorien p™(¢) und p®(¢) des bewegten Drehkorpers aus Bei-
spiel [2| sowie deren perspektivische Projektionen in die Ebene y =1

Annahme nicht getroffen wird.

Beispiel 3. Wie in den vorangegangenen Beispielen wird ein dreidimensionales kartesi-
sches Koordinatensystem betrachtet. Die Bildebene der Kamera umfasst alle Punkte p,
welche die Gleichung

h'p =0 (2.21)

erfiillen; dabei stellt h einen gegebenen Einheitsvektor dar, d.h. es gilt h"h = 1. Ferner
ist der Brennpunkt f der Kamera durch

f=f-h (2.22)

gegeben, wobei f einen konstanten Parameter, die sogenannte Brennweite, darstellt.
Es wird angenommen, dass der Punkt p die Differentialgleichung

dp
— = 2.23
STl R (2.23)
wie in Beispiel [2] erfiillt. Im Gegensatz zu diesem stellt v hier aber einen bekannten,
konstanten Geschwindigkeitsvektor dar.

Diese Zusammenhénge lassen sich durch Einfithren von homogenen Koordinaten mo-
dellieren, siehe z.B. [22]. Dazu wird der Zustandsvektor

x:[%ﬂ (2.24)

10
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eingefiihrt, wobei w eine beliebige, konstante (von null verschiedene) Zahl darstellt.
Damit lassen sich die Koordinaten des Punktes p eindeutig aus Kenntnis von x in
homogenen Koordinaten rekonstruieren! Es gilt namlich

=[x  mit % = %x - m | (2.25)

Die Zustandsgrofsen erfiillen somit das lineare zeitinvariante Differentialgleichungssystem

d
((Iit;p) = Q(wp) + vw (2.26a)
dw
— =0. 2.26b
7 =0 (2.26b)

Die perspektivische Projektion p des Punktes p in die Kameraebene ist durch den
Schnittpunkt der Bildebene mit einer Geraden durch die Punkte p und f gegeben. Dieser
ergibt sich zu*

~ (E — hhT) P
P="" T (2.27)
f
Wahlt man dementsprechend den Ausgangsvektor
w(E—hh")p
Y =1 w ( . hTTp> (2.28)

so kann man den Bildpunkt p als perspektivische Projektion von y auffassen, d.h. es gilt
o [B
yl=1[y] mity= M : (2.29)

Abbildung zeigt beispielhaft eine Trajektorie p(f) und die zugehorige Projektion
p(t) fiir die Parameterwerte

w =2, wy = =2, wy = —1, v=[1 0 0], (2.30a)

wobei als Bildebene die z-z-Ebene verwendet und die Brennweite zu eins gewéhlt wird,

d.h.

h=1[0 -1 0]", f=1 (2.30b)

4Man iiberpriift leicht, dass h”p = 0 gilt. Ferner gilt

th
f—hTp

d.h. die Punkte p, f und p liegen auf einer Geraden.

P—pP=

(p—1),

11
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Zusammengefasst erhilt man ein LZI-System (2.1) mit den Daten®

Q E—hh? 0
A= [OT B’} , C= { e 1] . (2.31)

Entsprechend den vorangegangenen Betrachtungen bedeutet die perspektivische Beob-
achtbarkeit dieses Systems, dass bei Kenntnis der Projektion p(¢) eindeutig die Richtung
des Zustandsvektors x und damit die Koordinaten des Punktes p (und nicht nur dessen
Richtung) rekonstruiert werden koénnen!

Die perspektivische Beobachtbarkeit des Systems wird an dieser Stelle nur fiir die
speziellen Parameterwerte v = h = q, mit der Drehachse q aus Relation , und f =1
untersucht®. In diesem Spezialfall ist das System nicht perspektivisch beobachtbar, denn
fiir die zwei Trajektorien des Systems

<0 (1) = [(1 +1 t)(I} , @ (1) = [(4 +22t)q} (2.32)

mit linear unabhéngigen Anfangszustinden sind die Ausgangsverlaufe

v =9, y0 =2 ) (2.33)

linear abhéngig. Hinsichtlich der betrachteten perspektivischen Projektion bedeutet dies,
dass die zwei Trajektorien der Koordinaten des Punktes

p(t) = (1+t)a, p(t) = (2+)q (2.34)

gemafs auf denselben (in diesem Fall konstanten) Punkt
pM(t) =p@(t) =0 (2.35)
in der Bildebene abgebildet werden. A

Einen wesentlichen Unterschied zwischen der perspektivischen und der klassischen
Beobachtbarkeit zeigt folgendes

Beispiel 4. Man betrachte das System ([2.1) mit den Daten

10 0
A=lo —2 1], C-— B ; 8} (2.36)
0 0 -3

5Es sei angemerkt, dass die Ausgangsmatrix nicht zeilenregulér ist, denn [hT O] Cc=0".
6 Andere Parameterwerte werden in spiteren Beispielen betrachtet.

12
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Rotationsachse q
T o— >— Punkt p(¥)
>— Projektion p(t)

Abbildung 2.3.: Trajektorie des Punktes p(¢) aus Beispiel |3| sowie deren perspektivische
Projektion p(t) in die Ebene y = 0

Abbildung [2.4] zeigt folgende drei ausgewéhlte Zustandstrajektorien dieses Systems:

0 0 et
xWt)y= | e |, xP@)= [4de2 —2e73| | xO(t) = |4e 2 —2e73| . (2.37)
Bt 93t 93t

Die zugehorigen Verldufe der Ausgangsgrofe — geméfs Ausgangsgleichung und Relation
(2.36)) jeweils die Projektion des Zustandsvektors x in die xi-zo-Ebene — sind ebenso
dargestellt und lauten

0 0

y(t) = { _3t] , YR = [46_% -

et
e 26—3t:| ) y(3) (t) - [46—2t _ 26—3t:| . (238>

Man erkennt, dass
y (1) = (4e' = 2)y V(1) (2.39)

gilt, obwohl x(()l) und x(()Q) linear unabhéngig sind. Das System ist somit nicht perspekti-
visch beobachtbar.

Es wird nun am Beispiel des dritten Ausgangsgrofenverlaufs y®) gezeigt, dass der
Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit — im Gegensatz zum Verlust der Beob-
achtbarkeit — nicht bedeutet, dass die Richtung des Anfangszustands keinesfalls rekon-
struierbar ist. Man betrachte dazu zunéchst folgende aus dem Vektor y und dessen erster

13
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Abbildung 2.4.: Ausgewéahlte Trajektorien eines nicht perspektivisch beobachtbaren
Systems

Komponente y; gebildete Zeitfunktion

1
yi(t)
Dieser Ausdruck erfiillt die Beziehung [y] = [y] fiir jeden Vektor y, dessen erste Kompo-

nente nicht verschwindet. D.h. y ist fiir ¢; # 0 eine mogliche Darstellung des Ausgangs
y in homogenen Koordinaten. Die zugehorige Zeitableitung ist durch

y(t) = y(t). (2.40a)

~y_ %y (2.40b)

gegeben. Wertet man diese Ausdriicke an der Stelle ¢ = 0 aus, so erhélt man unter
Verwendung der Systemgleichungen ([2.1)) die Beziehungen

¥li=o = C(rx0), (2.41a)
dy -
d—i = CA(rx0) =7 ¥l - (2.41b)
=0
mit den Abkiirzungen
1 d
Ki=—| vi=K Rl (2.42)
Y1 li=0 dt |,

Aus Kenntnis der Ausgangsgroke y® in homogenen Koordinaten, d.h. anhand der
Zeitfunktion y®(¢), lisst sich nun folgendermafen der zugehorige Anfangszustand Xég)

14
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bis auf eine Skalierung eindeutig bestimmen. Zunéchst berechnet man

= H (2.43)

= m (2.43D)

1
>(3) —
y ‘t:O - |:4e—t _ 26—2t:|
dy®
dt

- —t —2t
=0 —4e " 4 4e

und erhélt daraus geméf (2.41)) folgendes Gleichungssystem:

t=0

1 0 0 1

C 3 0 1 0 3 2
o) (= &g ol = |2 (2.44)

0 -2 1 2y

Dabei stellen v und x an dieser Stelle unbekannte Gréfien dar, da sie sich nicht direkt aus
y®3) berechnen lassen. Fiir die Groke « erhilt man jedoch unmittelbar anhand der ersten
und dritten Zeile des Gleichungssystems den Wert v = —1. Aus den iibrigen Gleichungen
bestimmt man damit fiir den gesuchten Anfangszustand die (bis auf die Skalierung )
eindeutige Losung

rx) =1 2 2", (2.45)

von deren Richtigkeit man sich leicht anhand von (2.37)) iberzeugt. JAN

2.3. Definition fiir allgemeinen Dimensionsverlust

Im vorigen Abschnitt wird die perspektivische Beobachtbarkeit fiir einen Verlust von
einer Dimension betrachtet. Mit dem Dimensionsverlust d lasst sich dieses Konzept auf
den Verlust von d Dimensionen verallgemeinern |12} [10].

Dazu stellt man zunéchst fest, dass die Kenntnis eines Vektors y in homogenen Koor-
dinaten bedeutet, dass y bis auf einen eindimensionalen Untervektorraum — nédmlich die
Gerade in Richtung von y — bekannt ist. Zwei Vektoren y") und y® auf derselben homo-
genen (d.h. durch den Ursprung verlaufenden) Geraden sind somit nicht unterscheidbar.
Auf d Dimensionen lasst sich dies folgendermafen verallgemeinern: Die Kenntnis eines
Vektors y bis auf d Dimensionen bedeutet, dass er bis auf einen d-dimensionalen Unter-
vektorraum bekannt ist, d.h. d + 1 Vektoren auf derselben homogenen d-dimensionalen
Hyperebene sind nicht unterscheidbar.

Eine Verallgemeinerung der Definitionen [1j und [2| fithrt zu den folgenden Definitionen:

Definition 3 (Perspektivische Beobachtbarkeit). Das System heif’t perspektivisch
beobachtbar (iiber C) fiir den Dimensionsverlust d, wenn aus Kenntnis von y(t) bis auf
d Dimensionen in einem endlichen Zeitintervall 0 < ¢ < t; der Anfangszustand xq bis
auf d Dimensionen ermittelt werden kann.

15
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Definition 4 (Perspektivische Beobachtbarkeit iiber R). Das System heifst per-
spektivisch beobachtbar iiber R fiir den Dimensionsverlust d, wenn unter den Voraus-
setzungen aus Definition [l und der zusdtzlichen Voraussetzung xo € R™ die eindeutige
Rekonstruktion des Anfangszustandes x, bis auf d Dimensionen méglich ist.

Anhand der Dimension des Zustandsraums ist offensichtlich, dass diese Definitionen
nur dann sinnvoll sind, wenn d < n — 1 ist; dies wird im Rahmen der gesamten Arbeit
vorausgesetzt.

Fiir d > 1 kann Definition[I]auch folgendermafen interpretiert werden: Es ist der von d
verschiedenen Ausgangstrajektorien y™M(¢), ..., y@(t) aufgespannte Untervektorraum

Y(t), dh”

V()= ([yO@) ... y9©)]), (2.46)

bekannt. Das System ist perspektivisch beobachtbar, wenn daraus der Untervektorraum
Xg der zugehorigen Anfangszusténde, d.h.

Xo = <[x§;> xgd>]>, (2.47)

eindeutig bestimmt werden kann®. Das bedeutet, dass es keine von Anfangszustinden
aufgespannte d-dimensionale Untervektorrdume Xél) und X(gQ) mit

xW £ x? (2.48)

gibt, so dass fiir die Untervektorrdume Y ()(¢) und Y (¢) der zugehorigen Ausgangs-
grofken

YW () = Y3 (1) (2.49)

fiir fast alle? Werte von ¢ aus einem nichttrivialen endlichen Intervall gilt.
In [5] wird dementsprechend folgende alternative Formulierung von Definition 3| ge-
zeigt.

Lemma 5. Das System (2.1)) ist genau dann nicht perspektivisch beobachtbar tiber C

bzw. tber R, wenn es d + 1 linear unabhdingige Anfangszustinde xél), e ,xédH) aus C"
bzw. aus R™ g¢ibt, d.h.

rang [X(()l) x| =d 4, (2.50)

"Fiir eine Matrix M € C"*™ bezeichnet (M) := {Mu | u € C™} den von den Spalten von M aufge-
spannten Untervektorraum des C™.

8Fiir d = 1 sind Y (t) bzw. X, homogene Geraden, deren gegebene bzw. gesuchte Richtungen den
Richtungen von y () (t) bzw. x(()l) entsprechen.

9%“Fast alle” bedeutet dabei alle bis auf endlich viele Ausnahmen.
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sodass die zugehdrigen Ausgangsverliufe yV(t), ...,y (t) fir alle t linear abhingig
sind, d.h.

rang [y (t) ... y“()] <d. (2.51)

Es ist klar, dass ein nicht beobachtbares System niemals perspektivisch beobachtbar
sein kann. Allgemein gilt

Lemma 6. Das System (A, C) sei nicht perspektivisch beobachtbar iber C bzw. iber R
fuir den Dimensionsverlust p. Dann ist es fir jeden Dimensionsverlustd mitp < d < n—1
nicht perspektivisch beobachtbar iiber C bzw. tber R.

(1) (p+1)

Beweis. Fiir die zu den linear unabhéngigen Anfangszustédnden x;’,...,x; = gehorigen
Ausgangstrajektorien gelte

rang [yM(t) ... y®™ ()] <p. (2.52)
Diese Anfangszustinde lassen sich durch geeignet gewéahlte Vektoren x(()p +2), e ,x(()dH)

zu insgesamt d + 1 linear unabhingigen Anfangszustdnden ergénzen. Da sich der Rang
einer um zusétzliche Spalten erweiterten Matrix hochstens um die Anzahl der hinzuge-
fiigten Spalten erhohen kann, gilt fiir die entsprechend erweiterte Matrix der zugehorigen
Ausgangstrajektorien

rang [y)(t) ... y®U(E) yPIE) oy Y] <pt+(p-d) <d (2.53)

Somit ist das System geméf Lemma 5] nicht perspektivisch beobachtbar fiir den Dimen-
sionsverlust d. O

2.4. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde der Begriff der perspektivischen Beobachtbarkeit eingefiihrt.
Das Vorliegen dieser Eigenschaft bedeutet fiir den Dimensionsverlust d = 1 anschaulich,
dass die Richtung des Anfangszustandes eines Systems aus dem Verlauf der Richtung des
Ausgangsvektors rekonstruiert werden kann. Anhand von Beispielen wurde veranschau-
licht, dass diese Eigenschaft unter anderem bei der kameragestiitzten Positionsbestim-
mung relevant ist. Weiterhin wurde ein entscheidender Unterschied zur klassischen Be-
obachtbarkeit gezeigt: Der Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit bedeutet nicht,
dass die Richtung des Anfangszustandes keinesfalls rekonstruierbar ist! Abschliefend
wurde eine Definition fiir allgemeine Dimensionsverluste angegeben. Von wesentlicher
Bedeutung ist dabei, dass der Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit fiir einen
Dimensionsverlust auch den Verlust dieser fiir alle weiteren (d.h. héheren) Dimensions-
verluste impliziert.
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Kapitel 3.

Kriterien fur die perspektivische
Beobachtbarkeit

In diesem Kapitel werden Kriterien fiir die perspektivische Beobachtbarkeit angegeben
und diskutiert. Zunéachst wird auf existierende notwendige und hinreichende Bedingun-
gen fiir die perspektivische Beobachtbarkeit iiber C eingegangen. Anschlieftend wird der
Fall der perspektivischen Beobachtbarkeit iiber R genauer untersucht, da fiir diese (aufer
fir den Fall d = 0) noch keine unter allen Umsténden anwendbaren notwendigen und
hinreichenden Kriterien bekannt sind.

3.1. Kriterium iiber den komplexen Zahlen

In diesem Abschnitt wird ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die perspekti-
vische Beobachtbarkeit iiber C angefiihrt und dessen Anwendung anhand von Beispielen
demonstriert. Zur besseren Einsicht in die Zusammenhénge werden anschliefsend alter-
native Formen des Kriteriums gezeigt.

3.1.1. Verallgemeinertes Popov-Belevich-Hautus Kriterium

In [12] wird das folgende notwendige und hinreichende Kriterium fiir die perspektivische
Beobachtbarkeit iiber C bewiesen:

Satz 7 (Verallgemeinertes Popov-Belevich-Hautus Kriterium, [12]). Das System ([2.1)
st genau dann perspektivisch beobachtbar iiber C fiir den Dimensionsverlust d, wenn fiir
alle Zahlen

Ala"'a)\d-&-leA(A)

aus der Menge A (A) der Eigenwerte der Matrix A die Rangbedingung

rang [Hﬁl (AéE B A)] =n (3.1)

erfillt ist.
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Dieses Kriterium hat die Form einer Verallgemeinerung des wohlbekannten Popov-
Belevich-Hautus Kriteriums fiir die Beobachtbarkeit. Letzteres besagt, dass das System
genau dann beobachtbar ist, wenn fiir alle Zahlen \ aus den Eigenwerten der
Systemmatrix A

AE A] =n (3.2)

rang { C

gilt. Es werden daher das Kriterium aus Satz|7|im Weiteren auch kurz als PBH-Kriterium
und die darin auftretende Matrix als PBH-Matriz bezeichnet.
Die Anwendung des Kriteriums wird anhand zweier Beispiele demonstriert:

Beispiel 5. Es wird der Drehkorper aus Beispiel [1| mit
A=Q, C=E (3.3)

betrachtet. Wie bereits erwahnt ist dieses System fiir den Dimensionsverlust d = 1 tri-
vialerweise perspektivisch beobachtbar. Dies lasst sich auch anhand des PBH-Kriteriums
verifizieren, denn fiir beliebige Zahlen A\, Ay gilt

] =rangE =3 =n. (3.4)

(ME — Q)(\LE — Q)
rang [ E

A

Beispiel 6. Es wird der fiir den Dimensionsverlust d = 1 nicht perspektivisch beobacht-
bare, bewegte Drehkorper aus Beispiel [2| mit

A= Fg g} : C=[E 0] (3.5)

betrachtet. Fiir \; = Ay = 0 erhalt man einen Rangverlust der PBH-Matrix, da mit dem
Eigenvektor q der Matrix €2 zum Eigenwert null aus Relation ([2.8])

M- o = [ | a0
gilt. A

3.1.2. Alternative Formen und Deutung des Kriteriums

Fiir die Beobachtbarkeit existieren neben dem Rangkriterium (i3.1)) noch weitere Krite-
rien. Ein System ist genau dann nicht beobachtbar, wenn es einen Eigenvektor p der
Systemmatrix gibt, d.h.

Ap = ps, (3.7a)

22



3.1. Kriterium tiber den komplexen Zahlen

sodass
Cp=0 (3.7b)

gilt. Aquivalent dazu ist das System genau dann beobachtbar, wenn die Beobachtbar-
keitsmatrix

C
CA
B, = : (3.8a)
CAnfl
vollen Rang hat, d.h. wenn gilt
rang B, = n. (3.8b)

Dieser Abschnitt zeigt Analogien zu diesen Kriterien fiir die perspektivische Beobacht-
barkeit auf und erlaubt dadurch eine Einsicht in das PBH-Kriterium.
Man betrachtet dazu zunéchst folgendes

Beispiel 7. Gegeben sei das System mit den Daten

dx -1 0 0
i Ax=|0 -2 1 |x (3.9a)
0O 0 -3
100
y=Cx= [0 1 O] X, (3.9b)

welches auch in Beispiel 4] betrachtet wird. Da A in Form einer Dreiecksmatrix vorliegt,
kann man ihre, im Weiteren mit s;, s, und s3 bezeichneten Eigenwerte sofort ablesen:

S1 — —]., So = —2, S3 — —3. (310)

Berechnet man aufserdem zugehorige Eigenvektoren pi, ps und ps so erhélt man

1 0 0
p1= (0], p2= |1}, ps=|—1]. (3.11)
0 0 1

Man iiberpriift nun leicht, dass fiir die Matrix aus Relation (3.1))

0
(82E - A) (83E - A) .
c ? =0 (3.12)

gilt und diese somit einen Rangverlust aufweist. Dies bedeutet nach Satz [7], dass das
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System nicht perspektivisch beobachtbar ist, was mit dem Ergebnis aus Beispiel 4] iiber-
einstimmt?.
Man erkennt, dass der dabei in Relation (3.12)) auftretende Vektor eine Linearkombi-

nation von Eigenvektoren zu den Eigenwerten s, und s3 ist:

o

0] = P2 + Ps- (313)
1

Damit besagt Relation (3.12]), dass diese Linearkombination zweier Eigenvektoren
Cp2+p3) =0 (3.14)

erfiillt. Wie dieser Umstand zu einem Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit
fiihrt, kann man anhand der in Abbildung [3.1] gemeinsam mit den Eigenvektoren des
Systems dargestellten Trajektorien aus Beispiel [4] erkennen: Jede Linearkombination der
beiden Eigenbewegungen wird durch die Ausgangsmatrix auf dieselbe homogene Gerade
abgebildet.

A

Man kann demnach, wie auch in [5] gezeigt wird, die perspektivische Beobachtbarkeit
eines Systems bzw. den Verlust dieser Eigenschaft anhand sogenannter A-invarianter
Unterrdume? charakterisieren, welche eine Verallgemeinerung der Eigenvektoren bzw.
Eigenrdume der Matrix A darstellen. Man betrachte dazu bei verletztem PBH-Rangkri-
terium, d.h. fiir ein nicht perspektivisch beobachtbares System, den durch3

d+1
Vi=ker [J(ME - A) (3.15a)

=1

gegebenen A-invarianten Untervektorraum V. Dann gibt es einen Vektor w € V| d.h.
eine Linearkombination von Eigen- bzw. Hauptvektoren zu den Eigenwerten Ay, ..., A\gy1
der Matrix A, sodass

Cw =0 (3.15b)

gilt. Man kann damit folgende alternative Form von Satz [7] zeigen®:

! Aus Satz [7] folgt hier allerdings nur, dass das System nicht perspektivisch beobachtbar {iber C ist,
wihrend dies in Beispiel [4] iiber R gezeigt wurde. (Spater wird man sehen, dass fiir dieses System
das PBH-Kriterium auch iiber R notwendig und hinreichend ist.)

2Der Untervektorraum V heift A-invariant, wenn fiir alle Vektoren v € V auch Av € V gilt. Wird
der Raum V von den Spalten der Matrix V aufgespannt, so gilt AV = VS fiir eine geeignete Matrix
S.

3Der sogenannte Nullraum oder Kern ker M der Matrix M ist der Untervektorraum aller Vektoren v
fir die Mv = 0 gilt.

4Der Satz wird auch in [5] in Form des spéter noch angegebenen Lemmas [17| gezeigt. Der einzige Un-
terschied ist dabei, dass die Aussage hier fiir die Matrix V anstatt fiir den A-invarianten Unterraum
(V) formuliert wird, und die Matrix V spaltenregulér ist.
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> P1, P2, P3

Abbildung 3.1.: Eigenvektoren p1, p2, p3 und ausgewahlte Trajektorien eines nicht per-
spektivisch beobachtbaren Systems

Satz 8 (Alternative Form des verallgemeinerten PBH-Kriteriums). Das System ist genau
dann nicht perspektivisch beobachtbar iber C mit dem Dimensionsverlust d, wenn es eine
spaltenrequlire Matriz V. € C™ @D " eine quadratische Matriz S € CUTD*E+) ynd
einen Vektor u € CT mit

Vu #0 (3.16)

gibt, sodass
AV = VS, (3.17a)
CVu=0 (3.17Db)

gilt. Bezeichnen Ay, ..., \qr1 die Eigenwerte der Matriz S so gilt

rang [Hfif (AéE B A)] <n. (3.18)

Anmerkung. Man erkennt, dass dieser Zusammenhang eine Verallgemeinerung der Re-

lation (3.7) darstellt.

Beweis. Es wird zunéachst die Existenz solcher Matrizen V, S und eines solchen Vektors
u vorausgesetzt. Die Spalten der Matrix V spannen dann aufgrund von (3.17a)) einen
A-invarianten Unterraum auf, dessen Dimension gleich der Anzahl der Spalten von V|,
d.h. d + 1, ist. Fiir die Eigenwerte A{,..., A\qi1 der Matrix S folgt mit dem Satz von
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Cayley-Hamilton

ﬁ(/\iE—A)V:Vﬁ()\,-E—S) —0. (3.19)

i=1 i=1

Zusammen mit Relation (3.17b|) ergibt sich so, mit der Abkiirzung w := Vu,

[H?*f (AéE - A)} w=0. (3.20)

woraus aufgrund von ([3.16|) ein Rangverlust dieser Matrix und damit geméf Satz |7| der
Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit folgt.

Umgekehrt kann man bei Verletzung der Rangbedingung @ immer einen von null
verschiedenen Vektor w angeben, welcher die Relation ([3.20)) erfiillt. Es wird nun das
Minimalpolynom® p(s) dieses Vektors w betrachtet. Dessen Grad wird mit [ < d + 1
bezeichnet. Daraus bildet man das Polynom

q(s) = H (s = M\)p(s) = s + Z as”, (3.21)

wobei die Zahlen S\j so aus den Eigenwerten der Matrix A gewéhlt werden, dass
dimkerq(A) > d+1 (3.22)

gilt. Da der Vektor w die Relation
g Aw =[] (A-NE)pA)w=0. (3.23)

erfiillt, existiert ein Vektor v € ker g(A), sodass mit einem geeigneten Polynom r(s)
w=r(A)v (3.24)

gilt und ¢(s) das Minimalpolynom dieses Vektors ist. Da ¢(s) den Grad d + 1 aufweist,
ist die Matrix

V = [v Av ... Adv} (3.25)

spaltenregulédr und ihre Spalten spannen einen A-invarianten, sogenannten zyklischen

°Ein Polynom p(s) heift Minimalpolynom des Vektors w, wenn es das Polynom niedrigsten Grades
ist, fiir welches p(A)w = 0 gilt.
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Unterraum auf [9]. Konkret ist Relation (3.24) mit der Matrix

0 0 ... 0 —ag
1 0 ... 0 —aq

s—|(0 1 ... 0 —ae (3.26)
_0 0O ... 1 —ad_

erfiillt, wobei a;, die Koeffizienten des Polynoms ¢(s) darstellen. Aufgrund von Relation
(3.24) ist w ferner als Linearkombination der Spalten der Matrix V darstellbar, d.h. es
existiert ein Vektor u, sodass

CVu=Cw=0 (3.27)

gilt. [

Fiir den Dimensionsverlust d = 1 bedeutet Satz [§] dass fiir zwei Eigenvektoren p;, pa
(siche Beispiel , oder aber fiir einen Eigenvektor p; und den zugehorigen Hauptvektor
P2 (siehe Beispiel [2| wie im folgenden Beispiel [§] gezeigt wird) die Vektoren Cp; und
Cp: linear abhéingig sind.

Beispiel 8. Es wird der bewegte Drehkorper aus Beispiel [2] betrachtet. Dieses System,
mit den Daten

A= Fg g} : C=[E 0], (3.28)

ist, wie bereits diskutiert, fiir den Dimensionsverlust d = 1 nicht perspektivisch beob-
achtbar.
Mit dem Vektor q aus Relation (£2.8)) erfiillen dementsprechend

-l ] e

die Relationen ([3.17)

00 0 0
CVu = 0. (3.30b)

AV = {0 q} =V {0 1] = VS, (3.30a)

Anhand von S erkennt man, dass die erste Spalte von V einen Eigenvektor und die
zweite den zugehorigen Hauptvektor der Matrix A zum Eigenwert null darstellen. A

Man kann auch folgende Deutung der perspektivischen Beobachtbarkeit angeben: Man
betrachte ein gegeniiber (2.1)) modifiziertes System mit dem Ausgang

y = OCx. (3.31)
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Dabei gelte fiir den Nullraum der Matrix ©
dimker® =d =1, (3.32)
d.h. es gebe genau eine Richtung v, sodass
Ov=0 (3.33)

ist. Die Matrix © legt also die Richtung v fest, in welcher man keine Informationen iiber
den urspriinglichen Ausgang y erhélt. Dann ist naheliegend, dass das urspriingliche
System nur dann perspektivisch beobachtbar ist, wenn fiir beliebige derartige Matrizen
©® der nicht beobachtbare Unterraum des modifizierten Systems hochstens Dimension
eins hat. Dies lédsst sich allgemein zeigen:

Satz 9. Das System (2.1) ist genau dann perspektivisch beobachtbar tiber C fir den
Dimensionsverlust d, wenn fiir alle Matrizen @ € C™™ mit r > m — d und

dimker ® <d (3.34)

der Rang der Beobachtbarkeitsmatriz fir die Ausgangsgrifie Oy

eC
OCA
Be, := | ©CA? (3.35a)
_@CA”*_
die Ungleichung
rang Bey > n —d (3.35Db)

erfillt.

Anmerkung. Dieser Zusammenhang stellt im Prinzip eine Verallgemeinerung des Beob-
achtbarkeitskriteriums dar. Fiir den Dimensionsverlust d > 1 eignet er sich jedoch
nicht als Kriterium, da hierbei der Rang einer unendlichen Zahl von Beobachtbarkeits-
matrizen untersucht werden miisste.

Beweis. Es wird zunachst angenommen, dass die Ungleichung (3.35h)) fiir alle zulassigen
Matrizen © erfiillt ist, das System aber nicht perspektivisch beobachtbar ist. Dann gibt
es gemif Satz |8 eine (d + 1)-spaltige Matrix V mit

rangV =d + 1, (3.36)

eine quadratische Matrix S und einen Vektor u, sodass die Relationen (3.16)) und (3.17)
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erfiillt sind. Insbesondere folgt fiir den Rang der Matrix CV aus und
rang CV < d. (3.37)
Es gibt somit eine Matrix © mit dimker ® < d, welche
OCV =0 (3.38)
erfiilllt. Damit erhdlt man unter Verwendung von Relation ([3.17al)

eCV eCV

©CAV OCVS
Bo,V = : : — 0. (3.39)
@CA"™ 1V eCvs !

Da die Matrix V aus d 4+ 1 linear unabhéngigen Spalten besteht, folgt fiir den Rang der
Matrix Bey

rangBey, <n—(d+1) <n—d, (3.40)

was einen Widerspruch darstellt.

Umgekehrt sei angenommen, dass das System perspektivisch beobachtbar ist, es aber
d + 1 linear unabhéangige Vektoren vi,..., v und eine Matrix © mit

B@y [Vl Vo ... Vd+1] = 0. (341)

gibt. Man wéhlt nun diese Vektoren als Anfangszusténde x(()i) =v; (firi=1,...,d+1)
des Systems und betrachtet fiir ganzzahlige Werte k > 0 die Zeitableitungen

{Eﬁg[Cxﬂkw - CX“”Nﬂ}}

dtk

— 0 [cAk) . cakxY)]
t=0

— [@CAFv, ... OCA*v,,]. (3.42)

Aufgrund von (3.41]) und der linearen Abhiingigkeit der Matrizen A", A"~ ... A° gilt
fiir jeden ganzzahligen Wert k& > 0

OCA* =0, (3.43)
sodass samtliche betrachtete Zeitableitungen verschwinden. Es muss also
© [CxV(t) ... Cx"D()] =0 (3.44)

gelten, da die Eintrage dieser Matrix analytische Funktionen in ¢ sind, deren samtliche
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Ableitungen an der Stelle t = 0 verschwinden. Damit gilt aber fiir alle ¢
rang [CxW(¢) ... CxU(t)] < dimker® < d. (3.45)

Das steht (geméf Lemma [5) im Widerspruch zur angenommenen perspektivischen Be-
obachtbarkeit des Systems. m

Ausschlieflich fiir den Dimensionsverlust d = 1 folgt aus den bisherigen Betrachtungen
folgendes

Lemma 10. Fir drei Eigenwerte A1, Ay und A3 der Matriz A mit \y # A3 gelte

rang [AQELE‘fX] =n (3.46)

sowie
M%FME_AgME_Aq<n, (3.47a)
M%FME_Ag&E_A)<n, (3.47b)

d.h. der Eigenwert Ay sei beobachtbar und die zwei Eigenwertpaare Ay, Ay und Ao, A3 ver-
letzen die PBH-Rangbedingung. Ferner sei die geometrische Vielfachheit des Figenwertes
Ay gleich eins. Dann gilt auch

(ME—A)(E— A)
rang [ C

Beweis. Es werden mit p; und ps Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; und A3 und
mit po ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay bezeichnet. Gilt A\; = Ay oder Ay = A3 so
ist nichts zu zeigen. Andernfalls sind die Paare Cp;, Cpy und Cps, Cps jeweils linear
abhéangig, wobei aufgrund der Voraussetzungen beziiglich geometrischer Vielfachheit und
Beobachtbarkeit des Eigenwertes A\, der Eigenvektor ps eindeutig und der Vektor Cpy
verschieden von null ist. Damit ist auch das Paar Cp;, Cpjs linear abhingig, woraus mit
A1 # A3 die Behauptung des Lemmas folgt. ]

<n. (3.48)

Sind also bei einem beobachtbaren System mit nichtderogatorischer Systemmatrix®
die Eigenwertpaare (A1, A2), mit Ay # Ao, und (A, A3), mit Ay # A3, nicht perspektivisch
beobachtbar, so gilt dies auch fiir das Eigenwertpaar (A1, A3). Es handelt sich offenbar
um eine Transitivitatseigenschaft der Relation

A1 ~ Ay & Eigenwertpaar (A1, Ag) ist nicht persp. beobachtbar, (3.49)

SEine Matrix heift nichtderogatorisch, wenn ihr charakteristisches Polynom zugleich ihr Minimalpo-
lynom darstellt. Das ist genau dann der Fall, wenn die geometrische Vielfachheit aller Eigenwerte
gleich eins ist.
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fiir diese Klasse von Systemen.

3.2. Kiriterien liber den reellen Zahlen

Ein offenes Problem ist die Uberpriifung der perspektivischen Beobachtbarkeit iiber R.
In [I2] wird zu diesem Fall lediglich folgendes ausgesagt:

Satz 11. Sind die Eigenwerte der Matrixz reell, d.h.
A(A) CR, (3.50)

oder gilt d = 0, so ist die Rangbedingung notwendig und hinreichend fiir die per-
spektivische Beobachtbarkeit iiber R fiir den Dimensionsverlust d.

Ist keine dieser beiden Voraussetzungen erfillt, so ist die Rangbedingung hinreichend
(im Allgemeinen aber nicht notwendig) fiir die perspektivische Beobachtbarkeit iber R.

Dieses Kriterium ist leider bei manchen praktisch interessanten Beispielen nicht an-
wendbar. Dazu zeigt das folgende Beispiel ein iiber C fiir d = 1 nicht perspektivisch
beobachtbares System, zu dessen perspektivischer Beobachtbarkeit iiber R mit Satz
keine Aussage gemacht werden kann.

Beispiel 9. Es wird ein Drehkorper, dhnlich wie in Beispiel [T, betrachtet, dessen Dreh-
achse jedoch anstatt durch den Ursprung durch einen festen Punkt r verlauft. Ein Punkt
p auf dem Korper sowie der Punkt r erfiillen in diesem Fall die Differentialgleichungen

%(p —1r)=Q(p—r), (3.51a)
dr
Fri 0, (3.51b)

wobei die Matrix © in Relation (2.6 angegeben ist.

Eine Moglichkeit dieses System zu modellieren wire es, den Punkt r als Zustandsva-
riable einzufiihren. Dabei ergébe sich allerdings das Problem, dass die Lage von r auf
der Rotationsachse keinen Einfluss auf den Punkt p hat und man somit von vornherein
ein nicht beobachtbares System erhielte.

Um nur die beobachtbaren Teile des Systems zu modellieren werden zunéchst die
Eigenwerte und Eigenvektoren der Rotationsmatrix {2 ndher betrachtet. Ein Eigenvektor
von {2 wird bereits in Beispiel [2| verwendet: der Einheitsvektor q aus Relation ,
mit zugehorigem Eigenwert null. Daneben besitzt die Rotationsmatrix das konjugiert
komplexe Eigenwertpaar 4-jw, wobei w die in angegebene Winkelgeschwindigkeit
bezeichnet. Der zu diesem Eigenwertpaar gehorige 2-invariante Unterraum wird z.B.
von den Spalten der Matrix

1 wi+ws 0

Ri=—r—r | Ww; ww (3.52)

2 2
wy/ Wi + wy —WWs W
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aufgespannt; konkret gilt

0 —w

QR:RL} 0

} —: RW. (3.53)

Der Punkt r lasst sich damit eindeutig in der Form
r=Rz+qu (3.54)
mit einem Vektor z € R? und einem Skalar o € R darstellen. Auferdem gilt

Qr = QRz = RWz. (3.55)

Anhand der obigen Uberlegungen ist klar, dass die skalare Grofe o — als Zustandsvariable
betrachtet — beziiglich der Ausgangsgrofse p nicht beobachtbar ist. Um ein beobachtbares
System zu erhalten wird als Zustandsvektor x daher

X 1= {VSZ] (3.56)

gewahlt. Es ergibt sich damit ein System in der Form ([2.1)) mit

A= [g _OR} : C=I[E 0]. (3.57)

Man betrachtet nun das PBH-Rangkriterium fiir das Eigenwertpaar \; = 0, Ay = jw.
Man erhalt

. Q2 — jwQ (GWE — Q)R
ran —A(wE —A) =7 Oj J 0 )
g C ang
E 0
Q2 — jwQ RJWE - W)
= rang 0 0
E 0

=rangE + rang R(JwE — W) =3+1<5=mn, (3.58)

wobei sich der Rangverlust der zweispaltigen Matrix R(jwE — W) aus der Tatsache
ergibt, dass jw ein Eigenwert der Matrix W ist. Das System ist also fiir den Dimen-
sionsverlust d = 1 nicht perspektivisch beobachtbar iiber C. Zur perspektivischen Be-
obachtbarkeit des Systems iiber R erlaubt Satz wegen des konjugiert komplexen
Eigenwertpaars keine Aussage. A

Andere notwendige und hinreichende Kriterien fiir die perspektivische Beobachtbar-
keit iiber R wurden bisher nur fiir den Dimensionsverlust d = 1 genauer untersucht [5]
25, 21]. Aufgrund der komplizierten Zusammenhénge werden auch die folgenden Be-
trachtungen auf diesen Fall beschrankt.
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3.2.1. Ein Kriterium unter zusatzlichen Voraussetzungen

Fiir den Fall, dass die Matrix A nicht ausschlieflich reelle Eigenwerte hat, wurde eine
notwendige und hinreichende Bedingung unter folgenden zusétzlichen Voraussetzungen
formuliert [5], 25]:

Definition 12 (Starke Regularitét). Eine Matrix A heift stark regulér, wenn sie keine
mehrfachen Eigenwerte besitzt und, abgesehen von konjugiert komplexen Eigenwertpaa-
ren, auch alle Realteile paarweise verschieden sind, d.h. wenn”

Re {s;} # Re{s;} fiir 7 # j und s; # ;. (3.59)

gilt.

Definition 13 (Irrationalitdtsbedingung). Eine Matrix A erfiillt die Irrationalitidtsbe-
dingung, wenn fiir alle komplexen Eigenwertpaare s;, s; von A mit Im{s;} # 0 der
Quotient ihrer Imaginérteile irrational ist, d.h. wenn

Im {Sz}
Im {s;}

ZQ fiir 7 # j und s; # s} (3.60)
gilt®.

Unter der Voraussetzung, dass die Systemmatrix diese beiden Eigenschaften besitzt,
lasst sich eine notwendige und hinreichende Bedingung angeben. In [5] wird folgender
Satz gezeigt:

Satz 14 ([5]). Die Systemmatriz A des Systems (2.1)) sei stark reguldr und erfille die
Irrationalitdtsbedingung. Unter diesen Voraussetzungen ist das System genau dann per-
spektivisch beobachtbar tiber R fiir den Dimensionsverlust d = 1, wenn fir alle reellen
und paarweise konjugiert komplexen Zahlen \i, Ao

(ME—A)(MLE - A)

rang C =n (3.61)

gilt.

Eine Uberpriifung dieses Kriteriums fiir alle reellen und paarweise konjugiert komple-
xen Zahlen ist in der Praxis nicht durchfiihrbar. Ein Rangverlust kann allerdings nur
eintreten, falls \; bzw. Ay Eigenwerte von A sind. In [25 21| wird daher eine Kandida-
tenliste von Paaren (A1, \9) ermittelt, fiir welche obige Rangbedingung tiberpriift werden
muss. Es reicht die Uberpriifung von fiir alle reellen und konjugiert komplexen

"Fiir eine komplexe Zahl z bezeichnet z* die zugehorige komplex konjugierte Zahl.
8Hierbei bezeichnet Q die Menge der rationalen Zahlen.
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Eigenwertpaare von A, d.h. fiir folgende Zahlen aus?:

ALd2 €AA)A (AL A ERV AL =)\ €C). (3.62)

3.2.2. Lockerung einer Voraussetzung des Kriteriums

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das Kriterium auch bei Ersatz der Irrationalitéts-
bedingung durch eine weniger einschrankende Voraussetzung gilt. Dazu wird zunéchst
der Beweis von Satz [14] genauer untersucht.

Untersuchung der Irrationalitdtsbedingung

In [5] wird beim Beweis von Satz|14|die Aquivalenz der perspektivischen Beobachtbarkeit
von (2.1)) tiber!® K mit der Beobachtbarkeit des auf der Grassmann-Mannigfaltigkeit'!
Ga+1(K™) definierten Systems

d (X)
= AX) (3.63a)

Y = C(X) (3.63b)

genutzt. Dabei bezeichnet (X) € Ggy1(K") den von den Spalten von X € K»*(d+D)
aufgespannten Untervektorraum.

Die perspektivische Beobachtbarkeit iiber K (fiir den Dimensionsverlust d = 1) lasst
sich mit Hilfe der sogenannten w-Grenzmenge charakterisieren. Diese entspricht fiir ei-
nen gegebenen Anfangsvektorraum W € Go(K™) der Menge aller Haufungspunkte der
Systemtrajektorie eIV des Systems (3.63)):

W(W) = {hm ATy ‘ b >0, lim t, = oo}. (3.64)

k—o00
Konkret wird Folgendes gezeigt:

Proposition 15 ([5]). Das System (A, C) ist genau dann perspektivisch beobachtbar iber
K fird =1, wenn es zu jedem W € Go(K™) ein Wy, € w(W) gibt, sodass dim CW, = 2

15t.

Uber R lisst sich die w-Grenzmenge des Systems (3.63) bei Vorliegen einer stark

reguliren Systemmatrix folgendermafen charakterisieren'?:

9Der in [25] ebenfalls beriicksichtigte Fall, dass \; ein reeller Eigenwert und s kein Eigenwert ist,
muss nicht separat berticksichtigt werden. Fin Rangverlust in diesem Fall hat auch fiir beliebige
A2 € A (A) einen Rangverlust zur Folge, was mit den Kandidaten aus bereits iiberpriift wird.

108piter wird K = R oder K = C eingesetzt, je nachdem ob die perspektivische Beobachtbarkeit iiber
R oder C untersucht wird.

"Die Grassmann-Mannigfaltigkeit G,,,(K") bezeichnet die Menge aller m-dimensionalen Vektorriume,
d.h. G, (K™?) := {(X) | X € K" rang X = m}.

2F{ir zwei Untervektorriume S; = (vi,...,v,) und Sy = (wq,...,w;) ist ihre Summe

S1+S2=(Vi,...,Vp, W1,...,W])
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Satz 16 ([5]). Es sei A stark reguldr und W € Go(R™). Dann nimmt w(W) eine der
folgenden Formen an:

(a) w(W)={V} mit einem reellen, zweidimensionalen A-invarianten Unterraum V.

(b) w(W) = {V @ (cos(vt)z + sin(vt)w) | t € R} mit einem eindimensionalen reellen
Figenraum V von A und dem komplexen Eigenvektor z + jw zum Eigenwert p+ jv
mit v # 0.

(c) w(W) = cl{{cos(t)z + sin(vit)wy) @ (cos(vat)zs + sin(vet)wa) | t € R} mit den
zwer echt komplexen Figenvektoren z, + jw1, Zo+ jWo 2u den Eigenwerten py + juy,
fo + jva mit vy # 0 # vy und der abgeschlossenen Hiille ¢l M von M in Go(R™).

AuRkerdem wird in [5] folgende Aquivalenz gezeigt, welche iiber die Relation V = (V)
im Wesentlichen der Aussage von Satz 8| entspricht:

Lemma 17 (|5]). Folgende Aussagen sind sowohl fir K = R als auch fir K = C
aquivalent:

1. Fiir alle Zahlen ayg, . ..,aq € K gilt

d+1 d k
rang AT %k:o ax A

=n. (3.65)

2. Fiir alle bis zu (d + 1)-dimensionalen A-invarianten Unterrdume V des K™ gilt

dim CV =dim V. (3.66)

Anmerkung. Fiir K = R und d = 1 entspricht die Bedingung (3.65]) der Forderung, dass
fiir alle reellen und konjugiert komplexen Zahlen \;, Ay

(ME — A) (WE — A)

A —n (3.67)

rang
gilt.

Lockerung der konservativen Irrationalitatsbedingung

Unter Verwendung von Proposition [15] Satz [16] und Lemma [17] wird in [5] die Giiltig-
keit von Satz [14] gezeigt. Im Unterschied zur dortigen Vorgehensweise lésst sich jedoch
die Irrationalitdtsbedingung auch durch die schwéchere Forderung ersetzen, dass alle
komplexen Eigenwerte paarweise unterschiedliche Imaginérteile besitzen! Dies wird im
Folgenden gezeigt.

der von allen Vektoren aus S; und S aufgespannte Untervektorraum. Gilt dimS; NSy = 0, so
handelt es sich um eine direkte Summe, die als S7 @ So geschrieben wird.
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Beim Beweis von Satz [14] wird die Irrationalitdtsbedingung nur fiir den Nachweis der
Suffizienz des Kriteriums im Fall von w-Grenzmengen benutzt, die nach Satz vom
Typ sind. Daher wird hier nur auf diesen Teil des Beweises eingegangen.

Es ist zu zeigen, dass aus der Annahme eines tiber R nicht perspektivisch beobachtba-
ren Systems (A, C) folgender Widerspruch zur Rangbedingung (3.61]) folgt (vergleiche
Lemma [17)): Es gibt einen ein- oder zweidimensionalen A-invarianten Unterraum V' fiir
welchen

dim CV < dimV (3.68)

gilt.

Da (A, C) iiber R nicht perspektivisch beobachtbar ist, gibt es nach Proposition
einen Untervektorraum W C R™ so, dass fiir alle W, € w(W)

dim CW,, < 2 (3.69)

gilt. Dabei kann w(W) eine der drei Formen aus Satz 16| annehmen. Hier wird nur der
Fall betrachtet, dass w(W) vom Typ () ist, der Beweis fiir die zwei anderen Félle kann
unverdndert aus [5] ibernommen werden. Man sieht durch Einsetzen von ¢ = 0, dass

<Z1> () <Z2> < W(W) (370)

gilt. Unter der Voraussetzung, dass die Eigenwerte von A paarweise verschiedene Ima-
ginarteile aufweisen, gilt insbesondere

V1 # Vo (3.71)
und man kann ¢ so wéhlen, dass
cos(vit) =1, sin(vyt) = 0, (3.72a)
cos(at) =: «, sin(vat) =: B8 #0 (3.72Db)
gilt. Somit folgt
(z1) ® (azo + fwa) € w(W). (3.73)

Aus folgt dann, dass die Paare (Cz, Czy) sowie (Czi,aCzsy + fCwy) jeweils li-
near abhéngig sind. Ist Cz; # 0, so folgt daraus aufgrund von g # 0 unmittelbar die
lineare Abhéngigkeit der Vektoren (Czgy, Cwsy). Gilt dagegen Cz; = 0, so sind trivia-
lerweise (Cz;, Cwy) linear abhéngig. Damit gilt fiir den von z; £+ jw; bzw. zo £+ jw,
aufgespannten, reellen A-invarianten Unterraum V'

dimCV <1 <dimV =2, (3.74)

was den Beweis abschliefst.
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Erweitertes Kriterium
Aus den vorangegangenen Uberlegungen ergibt sich folgende Erweiterung von Satz
Satz 18. Die Systemmatriz A des Systems (2.1)) sei stark regulir und es gelte

Im{s;} # Im {s;} (3.75)

fir alle paarweise verschiedenen Eigenwerte s; # s; von A. Das System (2.1) ist genau
dann perspektivisch beobachtbar iiber R fiir den Dimensionsverlust d = 1, wenn fiir alle
reellen und paarweise konjugiert komplexen Eigenwerte Ny, Ao der Matriz A

rang (ME - A)C()\QE —A)| n (3.76)

qilt.
Beweis. Folgt aus den Ausfithrungen in [5] und den obigen Uberlegungen. O

Zum besseren Verstindnis der Zusammenhénge werden zwei Beispiele besprochen.
Mit diesen wird gezeigt, dass die Aussage von Satz [L§| bei Verletzung jeweils einer der
beiden Voraussetzungen nicht gilt: In diesem Fall kann es auch dann zum Verlust der
perspektivischen Beobachtbarkeit kommen, wenn die Rangbedingung fiir alle reellen und
konjugiert komplexen Eigenwerte erfiillt ist.

Im ersten Beispiel wird die Auswirkung von Eigenwerten mit gleichem Imaginéarteil
gezeigt.

Beispiel 10. Man betrachte ein System vierter Ordnung mit den Daten

A_ |71 O | C— [1 0 1 —12] (3.77)

—w =2

und dem reellen Parameter w > 0. Man erkennt aufgrund der Blockdiagonalstruktur von
A die Eigenwerte

A(A) ={+£j, -2+ jw}. (3.78)
Fiir einen beliebigen Anfangszustand x ist die Ausgangsgrofe durch

cos(t) sin(t) e (2sin(wt) + cos(wt)) e (sin(wt) — 2 cos(wt))

y®) = |_ sin(t) cos(t) e % (—sin(wt) + 2cos(wt)) e 2 (2sin(wt) + cos(wt)) %0
(3.79)
gegeben. Damit erhélt man fiir die Anfangswerte
xV=[0 100", xP=[00a 8" (3.80)
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mit beliebigen, reellen Werten a, b die Ausgangsgrofsen

Do |sin(?) 9 _o¢ [ (b4 2a) sin(wt) 4+ (a — 2b) cos(wt)
() = L‘os(t)] ’ yo() =e (2b — a) sin(wt) + (b + 2a) cos(wt) | - (3.81)

Man iiberzeugt sich nun leicht davon, dass das Rangkriterium (Satz [7]) ausschlieflich
fiir die zwei Eigenwertpaare

(A1, A2) € {(J, =2 + jw), (=), =2 — jw)} (3.82)

verletzt ist und das System tiber C daher nicht perspektivisch beobachtbar ist.

Fiir w = 1 ist Satz [18 nicht anwendbar, da dann die Eigenwerte 7 und 2 + j denselben
Imaginarteil aufweisen. Setzt man in obigen Anfangszustdnden a = 2b so gilt

y?(t) = 5be~ 'y (2), (3.83)

sodass das System in diesem Fall nicht perspektivisch beobachtbar {iber R ist. Dies ist
auch anhand von Abbildung[3.2] ersichtlich. Diese stellt die Verldufe der Ausgangsgrofien
y® und y® fiir die Parameterwerte @ = 2b = % und fiir 0 < ¢ < 7 dar. Explizit
hervorgehoben sind die Werte zu den Zeitpunkten

_kn

t
7

fiir k= 0,...,7, (3.84)

anhand derer die lineare Abhéngigkeit von y™") und y® ersichtlich ist.

Fiir w # 1 ist nach Satz die perspektivische Beobachtbarkeit iiber R sehr wohl
gegeben. Somit ist es unméglich reelle Zahlen a, b und Funktion «(t) so zu finden, dass

y2(t) = a(ty V1 (385)

fiir alle Zeiten erfillt ist. A

Im folgenden Beispiel wird ein System betrachtet, dessen Systemmatrix nicht stark
regular ist.

Beispiel 11. Gegeben sei ein System sechster Ordnung mit den Daten

(3.86)

Fiir eine einfache Vorabiiberpriifung erweist sich folgendes Lemma als hilfreich, welches
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Abbildung 3.2.: Zwei Ausgangsgrofenverldufe des Systems aus Beispiel

eine direkte Konsequenz von Lemma [17]ist!3:

Lemma 19. Fir zwei reelle oder konjugiert komplexe Eigenwerte \i, Ay der Matriz A
gelte

(ME — A) (LE — A)
C

rang

(3.87)

Dann ist das System (A, C) nicht perspektivisch beobachtbar tiber R.

Beweis. Da die Eigenwerte A\, Ay entweder reell oder konjugiert komplex sind, besitzt
das Polynom

p(s) = (5 — A1) (s — X)) = s* 4+ ay5 + ag (3.88)

reellwertige Koeffizienten ag und a;. Geméaft Lemma gibt es daher einen hochstens
zweidimensionalen (nichttrivialen) A-invarianten Unterraum V' des R", fiir welchen

dim CV < dimV/ (3.89)

gilt.

Ist die Dimension des Unterraums V' gleich eins, so wird er von einem Rechts-Eigen-
vektor von A aufgespannt und das System ist nicht beobachtbar; geméls Satz und
Lemma [0] ist es dann auch nicht perspektivisch beobachtbar iiber R. Andernfalls kann

man zwei linear unabhéngige, reellwertige Anfangszustinde Xél), x((f) aus V' auswéihlen.

13Dieser Zusammenhang wird unter anderem auch in [I1] bewiesen. Die (dort ebenfalls bewiesene)
Umkehrung dagegen gilt nicht. Sie wird in [5] durch ein Gegenbeispiel widerlegt.
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Aufgrund der A-Invarianz von V gilt dann fiir die gesamten Trajektorien
xD(t)y eV  firi=1,2 (3.90)
Daraus folgt
rang [y()(t) y?(t)] <dimCV <2, (3.91)

d.h. die Ausgangsverlaufe sind zu jedem Zeitpunkt linear abhéngig. Somit ist das System
nicht perspektivisch beobachtbar iiber R. O

Es ist also zunéchst zu tiberpriifen, ob fiir alle reellen und konjugiert komplexen Paare
A1, Ao aus den Eigenwerten

A(A) = {£y, —1+2j,+35} (3.92)
die Rangbedingung

ME — A) (LB — A)] =6 (3.93)

g [V~ )

erfiillt ist. Dabei ist hilfreich, dass die Matrix A in Blockdiagonalform vorliegt und jedem
konjugiert komplexen Eigenwertpaar einer der Blocke entspricht. Es reicht daher aus,
das Rangkriterium separat fiir folgende drei Teilsysteme zu iiberpriifen:

[0 1 1 -3

A1 = -_1 0:| s Cl = -3 1 :| 3 (394&)
-1 2 1 0

A2 = -_2 _1:| 3 CQ = _O 11 ) (394b>
[0 3 1 -2

A3 = -_3 0:| s Cg = -2 1 :| . (3940)

Man verifiziert dessen Giiltigkeit unmittelbar anhand der Regularitit der Matrizen Cy,
CQ und Cg.

Die Matrix A ist jedoch nicht stark reguldr, sodass Satz nicht anwendbar ist.
Aufterdem ist das System tiber C nicht perspektivisch beobachtbar, wie man anhand des
Figenwertpaares

(A1, A2) = (4. 37) (3.95)

mit Satz [7] iiberpriift.
Wihlt man die linear unabhéngigen Anfangszustinde

xV=[0 0010 0", xP=[3 L oo 2 1" (3.96)
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so erhélt man die Ausgangsgrofien

71: . . .
(1) _ € sin(21) @) (4 _ | Sin(31) + sin (¢)
y(®) {e‘t cos (2t)|”’ y () cos (3t) +cos ()|’ (3.97)
welche in Abbildung graphisch dargestellt sind. Man kann iiberpriifen, dass
y@(t) = 2¢ cos(t) - y V() (3.98)
gilt. Somit ist das System nicht perspektivisch beobachtbar tiber R.
Bemerkenswert ist, dass das Rangkriterium unter anderem fiir
A =7, Ao=—-1+2j (3.99)
sowie fiir
A= —1+27, Ao =3j (3.100)

verletzt ist und die Differenz der jeweiligen Imaginarteile gleich ist. Dieser Umstand
erlaubt es hier, den Anfangszustand XE)2) als Linearkombination aus den Eigenrdumen
zu den Eigenwerten +7 und £35 so zu wihlen, dass sich die entsprechende Systemantwort
y®(t) durch Multiplikation mit e’ cos(t) in y™(¢) iiberfithren lisst. A

3.2.3. Ein notwendiges Kriterium

Eine Verallgemeinerung der im vorangegangenen Abschnitt besprochenen Beispiele fiihrt
zu einem notwendigen Kriterium fiir die perspektivische Beobachtbarkeit iiber R. Dieses
wird der Einfachheit halber in negierter Form angegeben, d.h. als hinreichende Bedin-
gung fiir den Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit. Es stellt im Wesentlichen
eine Reihe von Anforderungen an die Eigenwerte dar, welche das PBH-Rangkriterium
verletzen.

Satz 20. Fir drei Figenwerte \i, Ao, A3 der Matriz A gelte

rang {(AIE B A)C()QE B A)} <n, (3.101a)
rang [(AQE B A)C()\?’E B A)} < n. (3.101b)

Ferner sei die geometrische Vielfachheit des Figenwertes Ay gleich eins und es seien die
Bedingung

sowie zumindest eine der folgenden zwei Bedingungen erfillt:

Im{Ao} —Im{A\} =Im{As} — Im {Ao} (3.103a)
oder Im{Xo}+Im{N\} =Im{A3} +Im{A} =Re{A\} —Re{A\} =0. (3.103b)
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Abbildung 3.3.: Zwei Ausgangsgrofenverldufe des Systems aus Beispiel

Dann ist das System (A, C) nicht perspektivisch beobachtbar tiber R fir den Dimensi-
onsverlust d = 1.

Anmerkung. Ist die zweite der obigen Bedingungen (|3.103b|) erfiillt, so gilt A\; = A3 und
das Zahlenpaar (A1, Ag) erfiillt

A= Al (3.104)

Setzt man umgekehrt A\; = A3 voraus, so erkennt man, dass sich die erste Bedingung
(3.103al) zur Relation

Im{\} = Im {A\s} (3.105)

vereinfacht, welche als Spezialfall A1, Ay € R einschliefst. In diesen Féllen wird effektiv nur
die Existenz eines Zahlenpaares (A1, A\y) benotigt, welches oder erfiillt und
die Rangbedingung verletzt. Andernfalls setzt die Anwendbarkeit des Satzes
die Verletzung der Rangbedingung fiir zwei (verschiedene) Eigenwertpaare (A1, A2) und

(A2, A3) voraus, welche die Relationen (3.102) und (3.103a)), d.h.

Re{ A1} = Re{)s}, (3.106a)
Im{A} —Im{N\} =Im{As} — Im { Ao} (3.106b)

erfiillen. Abbildung [3.4] stellt die Anforderungen des Satzes an die Lage der Eigenwerte,
welche die Rangbedingung verletzen, graphisch dar.

Beweis. Es werden zwei Falle unterschieden. Zunéachst sei

)\1 = )\2 =. )\, (3107)
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Im

XAQ == AT

X)\l :AS

(a) Konjugiert komplexes Eigenwertpaar ge-

maf Relation (3.103b)
Im
Re
X X
AL = A3 A2

(c) Komplexes Eigenwertpaar mit gleichem

Imaginérteil geméfs Relation (3.103a)) mit
AM=X¢R

3.2. Kriterien tiber den reellen Zahlen

Im

AL = As A2

Xl
X
=
@

(b) Reelles Eigenwertpaar geméf Relation

" mit Ay = A3 € R

Im

A1 X
X)\Q

/\3><

Re

(d) Komplexes Eigenwerttripel geméf Rela-

tion (3.103a)) mit A; # A3

Abbildung 3.4.: Graphische Darstellung der Anforderungen von Satz an die Lage
des Eigenwertpaares bzw. -tripels, welches die PBH-Rangbedingung(en)

verletzt
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d.h. mit A3 = Ay ist Voraussetzung (|3.103a) erfiillt und es gilt gemaéfs (3.101al)

rang [“Ea Aq <n. (3.108)

Es sei nun p; ein Eigenvektor und p, ein Hauptvektor'* zum Eigenwert ), sodass
Apz = Ap2 + p1 (3.109)

gilt. Damit ist fiir beliebige Zahlen a, 5 € C die Trajektorie des Systems zum Anfangs-
wert

Xo = ap1 + fp2 (3.110)
durch
x(t) = (Bt + a)pre™ + fpye™ (3.111)
gegeben.

Aufgrund des Rangverlustes der Matrix in Relation (3.108|) gibt es zwei Zahlen a,b €
C, sodass

aCp, + bCps = 0 (3.112)

gilt. Wihlt man die linear unabhéngigen, reellwertigen Anfangszustéinde®®
D _ oy b, (3.113a)
X(()2) = (a+b)p1 + bpa + (a” + b")p] + b"ps, (3.113b)

so ergibt sich

@(t) = [(a + b+ bt)Cpy + bCpsy] M + [(a* +b* + b*t)Cp;} + b*Cpj) e
= (b+ bt)Cpre™ + (b* + bt )Cp

= (1 +t)(bCpreM + b*Cpiet)
= (

14+1)-yW(t). (3.114)

Somit ist das System in diesem Fall nicht perspektivisch beobachtbar.

Es wird nun A\; # Ay vorausgesetzt. Geméaft den Voraussetzungen gilt dann ebenso
Ay # A3 und es existieren drei Eigenvektoren pi, ps, p3 zu den Eigenwerten Ai, Ao, As.
Dabei sind jedenfalls die Vektorpaare p, p2 sowie ps, p3 linear unabhéngig. Aufgrund
der vorausgesetzten Verletzungen der Rangbedingung gilt fiir drei Zahlen a,b,c € C

CLCpl + bCpg = O, (3115&)
bCps + cCps = 0. (3.115b)

M Existiert kein Hauptvektor, so ist fiir den Eigenwert A die Beobachtbarkeitsbedingung verletzt und
das System ist trivialerweise nicht perspektivisch beobachtbar.
5 Dabei bezeichnet p* den aus p durch komplexe Konjugation erhaltenen Vektor.
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Dabei wird b # 0 vorausgesetzt (andernfalls ist das System nicht beobachtbar).

Erfiillen die Eigenwerte Relation , so gilt wie bereits angemerkt \; = AJ.
In diesem Fall folgt aus Lemma der Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit.
Andernfalls ist geméf Voraussetzung die Relation (3.103a) erfiillt, d.h.

Im{ Ao} —Im{\} =Im{As} — Im {Ao} =: I1. (3.116a)

Definiert man auflerdem

Re {/\1} — Re {/\2} = Re{)\3} — Re {/\2} = 5R (3116]3)
und damit
so gilt
)\3 = )\2 + 5, (3118&)
AL = Ay + 6% (3.118D)

Man wahlt nun die reellwertigen Anfangszustéinde

(1)

Xy = api +a'pi + cps + ¢'ps, (3.119a)
x{?) = bpy + b*p; (3.119D)

Sind diese linear abhéngig, so gilt (aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Eigenvek-
torpaare p1, p2 und po, p3)

ap1 +cps =0 (3.120)
Mit (3.115)) impliziert dies aber Cps = 0 und damit einen Verlust der Beobachtbarkeit.

Es werden daher Xél) und X(()z) als linear unabhéngig vorausgesetzt. Fiir die Ausgangs-

grofe ergeben sich die Verlaufe

y(t) = aCpeMt + a*Cpiert 4 cCpse™ + ¢*Cpietd!, (3.121a)
y@(t) = bCpye™* + b*Cpjett. (3.121D)

Mit der reellen Zeitfunktion
a(t) = e 4 et = 2e" cos(Oyt) (3.122)
erhalt man

yOt) 4+ a(t) - y?(t) = aCpieMt + a*Cpietit + cCpse! + ¢*Cpiest
+ bCpae™! + b*Cpje’t! + bCpae™' + b*Cplhes!
= (aCp1 + bCpy)e™! + (a*Cpj + b*Cpj)e i’
+ (bCpy + cCp3)e™’ + (b*Cpj + c*Cpj)e’s. (3.123)

45



Kapitel 3. Kriterien fiir die perspektivische Beobachtbarkeit

Unter Beriicksichtigung von Relation (3.115]) erkennt man, dass
yO () +at)y@ ) =0 (3.124)

gilt und das System somit nicht perspektivisch beobachtbar ist. O

3.2.4. Offene Fragestellungen

Offen bleibt die Frage nach einem notwendigen und hinreichenden Kriterium fiir die
perspektivische Beobachtbarkeit iiber R fiir den Dimensionsverlust d = 1. Hierzu kann
an dieser Stelle lediglich vermutet werden, dass zumindest unter Voraussetzung einer
nichtderogatorischen Systemmatrix Satz auch ein hinreichendes Kriterium darstellt
(d.h. dass die dort angegebenen Bedingungen auch notwendig fiir einen Verlust der
perspektivischen Beobachtbarkeit sind). Ein Beweis dieser Vermutung ist bisher leider
nicht gelungen.

3.3. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Kriterien fiir die perspektivische Beobachtbarkeit vorgestellt.
Fiir den Fall der perspektivischen Beobachtbarkeit {iber C sind davon vor allem folgende
zwel (dquivalente) Kriterien von Bedeutung: das PBH-Rangkriterium (Satz 7)) und die
Charakterisierung anhand von A-invarianten Unterrdumen (Satz . Das System ([2.1])
ist demnach genau dann nicht perspektivisch beobachtbar iiber C mit dem Dimensions-
verlust d, wenn es einen nichttrivialen Vektor w gibt, sodass fiir Eigenwerte A1, ..., Agi1
der Matrix A die Relation

rang lHﬂ (AéE B A)] w=0 (3.125)

gilt. Aquivalent dazu ist, dass sich der nichttriviale Vektor w in der Form

w = Vu (3.126)
mit einer (d 4 1)-spaltigen Matrix V und einem Vektor u darstellen lésst, sodass mit
einer Matrix S (mit den Eigenwerten Aq, ..., \s11) die Relationen

AV =VS (3.127)

CVu=0 (3.128)

erfiillt sind.

Im Falle der perspektivischen Beobachtbarkeit iiber R existiert kein allgemein giiltiges
Kriterium, welches notwendig und hinreichend ist. Hier konnten fiir den Dimensionsver-
lust d = 1 die zuséatzlichen Voraussetzungen eines existierenden notwendigen und hinrei-
chenden Kriteriums abgeschwécht werden. Aufserdem wurde eine notwendige Bedingung
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3.3. Zusammenfassung

fiir die perspektivische Beobachtbarkeit angegeben: Ein System ist fiir den Dimensions-
verlust d = 1 jedenfalls dann nicht perspektivisch beobachtbar, wenn das Rangkriterium
fiir zwei Eigenwertpaare A1, Ao und Ay, A3 verletzt ist, welche die Voraussetzungen von
Satz [20] erfiillen, welche also insbesondere in einer der in Abbildung [3.4] dargestellten
Konfigurationen vorliegen.
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Kapitel 4.

Kanonische Form nicht
perspektivisch beobachtbarer
Systeme

In diesem Kapitel wird — in (teilweiser) Analogie zur sogenannten Kalman-Zerlegung
nicht beobachtbarer Systeme — eine kanonische Form fiir nicht perspektivisch beobacht-
bare Systeme entwickelt. Als Motivation dafiir dient der Zusammenhang zwischen dem
Distanzmaf der Steuerbarkeit und der Kalman-Zerlegung, der in [30] gezeigt und auf
welchen im néchsten Kapitel — im Rahmen der Betrachtungen zum Distanzmafs der
perspektivischen Beobachtbarkeit — noch néher eingegangen wird.

4.1. Kalman-Zerlegung nicht beobachtbarer Systeme

Liegt ein nicht beobachtbares System (A, C) vor, so kann der Zustandsraum mittels der
Kalman-Zerlegung in einen beobachtbaren und einen dazu orthogonalen nicht beobacht-
baren Unterraum zerlegt werden. Das heiRt es existiert eine orthogonale! Transformati-
onsmatrix U, sodass das transformierte System die kanonische Form

A 0
ulAU = [T 4.1
{Azl Azj (4.1a)
CU=[C, 0 (4.1b)

hat. Hierbei ist das Paar (AH, Cl) beobachtbar und AH ist eine r X r Matrix wobei r
der Rang der Beobachtbarkeitsmatrix B, aus Relation ist. Abbildung zeigt
ein Strukturbild des transformierten Systems. Man erkennt unmittelbar, dass das darge-
stellte System nicht beobachtbar ist, denn ein Teil des Systemzustands trégt nicht zum
Ausgang bei.

Bei dieser Transformation wird die Tatsache genutzt, dass sich der Zustandsraum
orthogonal in einen beobachtbaren und einen nicht-beobachtbaren Teil zerlegen lasst.

!Eine orthogonale Matrix M erfiillt die Relationen M?M = MM’ = E.
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Partitioniert man die Matrix U geméf
U=[U; U] (4.2)

so spannen die Spalten von Uy den nicht beobachtbaren Unterraum auf; dieser ist A-
invariant, denn es gilt

AU2 - U2A22. (43)

4.2. Zerlegung des Zustandsraums nicht
perspektivisch beobachtbarer Systeme

Anhand der Uberlegungen in Abschnitt lasst sich bei einem nicht perspektivisch
beobachtbaren System ein Analogon zum nicht beobachtbaren Unterraum eines nicht be-
obachtbaren Systems identifizieren: der A-invariante Unterraum V' aus Relation (3.15al).
Es ist naheliegend, auch in diesem Fall eine Zerlegung des Zustandsraums durchzufiih-
ren. Ein nicht perspektivisch beobachtbares System lédsst sich somit ebenfalls in einer
kanonischen Form darstellen:

Satz 21. Es sei (A, C) ein iber R oder C nicht perspektivisch beobachtbares System.
Dann existiert eine unitdre Zustandstransformation U € C™*", sodass das transformierte
System die Form

Ay 0
UZAU = { o ] 4.4a
As Ay ( )
CU=[C, C, (4.4D)
mit AQQ c C(d+1)><(d+1); CQ e Cmx(d+1) ynd
rang Cy < d (4.4c)

Abbildung 4.1.: Strukturbild eines geméaf der Kalman-Zerlegung transformierten, nicht
beobachtbaren Systems

50



4.2. Zerlegung des Zustandsraums nicht perspektivisch beobachtbarer Systeme

hat. Daber gilt fir die Eigenwerte \; der Matrix Ay,

rang {Hfill (AéE - A)] <n. (4.5)

Beweis. Da das System nicht perspektivisch beobachtbar ist, gibt es nach Lemma
einen A-invarianten Unterraum V' der Dimension d + 1, sodass

dimCV < d (4.6)

ist. Mittels der Schur-Zerlegung [9] ldsst sich eine unitédre Matrix Q bestimmen, welche
die Matrix A in Dreiecksgestalt bringt:

H L O
Q7AQ =: |:L21 LZJ ) (4.7a)

Durch geeignete Anordnung der auf der Hauptdiagonale der transformierten System-
matrix stehenden Eigenwerte im Zuge der Schur-Zerlegung kann dabei erreicht werden,
dass V von den d 4 1 Spalten folgender Matrix aufgespannt wird:

o~ Galf)

rang Hy = rang [H; H,] {]?)} = rang CQ {]%} =dim CV < d. (4.9)

Damit gilt

Sind nun A; die d + 1 Eigenwerte der Matrix Los, so gilt nach Cayley-Hamilton

d+1
My, 0 M;; O
ME-QYAQ) = = 4.10
1'11 ( Q7AQ) {Mﬂ [1 (LE - L22)1 |:M12 0 (4.10)
mit geeigneten Matrizen M;; und Mjy;. Damit ergibt sich
M 0
HLOGE — A+l @ _ QH 11
rang |:HZI ()ESE A>:| = rang |:HZ1 ()\Z]EJ Q AQ):| = rang M12 0 <n,
@ H, H
(4.11)

da die letzten d+1 Spalten dieser Matrix aufgrund von (4.9)) linear abhéngig sind. Somit
ist U = Q die gesuchte Transformationsmatrix. n

Anmerkung. Die Transformationsmatrix U ist im Allgemeinen komplexwertig. Man kann
anhand des Beweises erkennen, dass U genau dann reellwertig gewahlt werden kann,
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wenn die PBH-Rangbedingung fiir zwei reelle oder konjugiert komplexe Eigenwerte der
Matrix A verletzt ist. Somit kann einem iiber R nicht perspektivisch beobachtbaren
System mit dem vorliegenden Satz mitunter nur eine echt komplexwertige kanonische
Form zugeordnet werden.

Umgekehrt ist jedes System, welches sich auf diese Weise zerlegen lasst, zumindest
iiber C nicht perspektivisch beobachtbar. Insbesondere konnen sofort linear unabhéngi-
ge Anfangszustinde so angegeben werden, dass die resultierenden Ausgangstrajektorien
fir alle Zeiten linear abhéngig sind; mit Lemma [5] folgt daraus der Verlust der perspek-
tivischen Beobachtbarkeit.

Korollar 22. Fin System (A, C) liege in der Form

Ay, 0
UAAU = { L ] 4.12a
Ay Ay ( )
CU=[C, G, (4.12b)
mit A22 c C(d+1)><(d+1)} C2 e Cmx(d+1l) ynd
rang Cy < d, (4.12¢)

d.h. in zerlegter Form wie in Satz vor. Dann ist (A, C) fir den Dimensionsver-
lust d tber C nicht perspektivisch beobachtbar. Wahit man insbesondere die d + 1 linear
unabhdingigen Anfangszustinde?

0

k
Xé)zU[ek

} firk=1,...,d+1 (4.13)

so sind die zugehirigen Ausgangstrajektorien yV(t), ...,y D (t) linear abhingig, d.h.
es gilt fir alle t
rang [yM(t) ... y“@i)] <d (4.14)

Beweis. Fiir die angegebenen Anfangszustidnde erhélt man unter Verwendung der Tran-
sitionsmatrix

A11t
Al =U [ ¢ 0 ] U’ (4.15)

t A R B R
fo 6A11’T€A22(t T) d,r 6A22t

die Zustandstrajektorien

x®(t) = eAtxék) =U
e

0
Ame;j . (4.16)

2Dabei bezeichnet e den k-ten Standardbasisvektor des R4t1.
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Somit gilt
yO(t) = Crehie, (1.17)

woraus aufgrund von (4.12¢) die behauptete Rangungleichung (4.14) und damit die
lineare Abhéngigkeit der Ausgangstrajektorien folgt. Geméfs Lemma [5] ist das System
somit nicht perspektivisch beobachtbar. O

Zur Veranschaulichung der Struktur des geméf dieses Satzes transformierten Systems
wird der Dimensionsverlust d = 1 betrachtet. In diesem Fall gilt rang C; < 1 und die
Matrix C, kann daher, mit geeigneten Vektoren ¢, und h, in der Form

C, =: &h” (4.18)

dargestellt werden. Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache ist in Abbildung die
Struktur des transformierten Systems zu sehen. Analog zu Abbildung tritt ein Teil-
system auf, dessen Zustand nur auf dem Wege einer skalaren Ausgangsgrofe ¢ zum
Ausgang y des Gesamtsystems beitragt. Ein System mit skalarer Ausgangsgrofe aber
ist niemals perspektivisch beobachtbar. Damit ist auch hier anhand der Struktur erkenn-
bar, dass das System nicht perspektivisch beobachtbar ist.

Die vorgestellten Zusammenhénge werden anhand eines Beispiels demonstriert.

Beispiel 12. Das System mit den Daten

100
A=112 0], C:B § fj (4.19)
1 1 3

ist fiir den Dimensionsverlust d = 1 nicht perspektivisch beobachtbar, die Rangbedin-
gung ist (ausschlieflich) fiir das Eigenwertpaar

(A, X)) = (1,2) (4.20)

2]

Abbildung 4.2.: Strukturbild eines geméf Satz [21] transformierten, fiir den Dimensions-
verlust d = 1 nicht perspektivisch beobachtbaren Systems
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verletzt. Mit der unitaren Transformationsmatrix

1 1 1
oo

U= ?5 762 7 (4.21)
A v

lasst sich das System in die kanonische Form (4.4]) bringen:

[ 3 0 0
UPAU= |-V2 2 0, (4.22a)
V21
L V3 VB
2v3 —¥3 L
CU = & e (4.22b)
N
L V2 V2
Wihlt man die Anfangszustinde anhand von Korollar 22 zu
" 0 1 1 o 0 1 -1
1 2
xg, =U|l|=—41|1], xg, =U|0|=—4]11, (4.23)
0 V6 2 1 V2 0
so erhélt man die Zustandstrajektorien
1 g 1|
W4 — 2t t (2)(+) — t
x\(t) = — |2e* —€"|, x(t)=—71]¢€" |. 4.24
0= 75| =75 (421

Die zugehorigen Ausgangsverlaufe

YO () = _e“r_\/gezt m | v (1) = \6_;2 m (4.25)

sind offensichtlich fiir alle Werte von t linear abhingig. A

Das folgende Beispiel zeigt, dass es mitunter auch nicht perspektivisch beobachtbare
Anfangszustinde gibt, welche sich grundlegend von den Anfangszusténden aus Korol-
lar [22| unterscheiden, d.h., welche nicht als Linearkombinationen der in Relation ({4.13])

angegebenen Anfangszustdnde darstellbar sind.

Beispiel 13. Man betrachte das System vierter Ordnung mit den Daten
(2) ; 0 2 211
A= , C= . (4.26)
0 4 1
0 4

fiir den Dimensionsverlust d = 1. Da die Matrix A in Jordan-Form vorliegt erkennt man,
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4.2. Zerlegung des Zustandsraums nicht perspektivisch beobachtbarer Systeme

dass sie die Eigenwerte s; = 2 und s, = 4, jeweils mit algebraischer Vielfachheit zwei
und geometrischer Vielfachheit eins, besitzt. Die PBH-Rangbedingung ist (ausschlief-
lich) fiir das Eigenwertpaar (2,4) verletzt und das System ist somit geméf Satz|11| nicht
perspektivisch beobachtbar iiber R. Wahlt man als Transformationsmatrix U die Per-
mutationsmatrix

0010
1 000
U= 000 1l° (4.27)
01 00
so liegt das transformierte System in kanonischer Form vor:
2000
" 10400 121 21
UAU—10207 CU—4221. (4.28)
010 4
Gemaf Korollar 22] erhélt man fiir die Anfangszustdnde
x{") = Ues, x{?) = Uey (4.29)
die linear abhéngigen Ausgangsverldufe
e?t 0
0 2e2t 0 et
yo-c|ol =l veo-c|b =[G
0 0
Aber auch die Wahl
x(()S) = Ue,, x(()4) = Ue; (4.31)
fiihrt zu linear abhéngigen Ausgangsverlaufen: man erhélt
te? 0
2 2 at
(3) _ e _ (2t + 2)6 (4) _ 0 _ (t + 1)6
vw-c |y =[oida] voo-c| M =11 e
0 e4t
mit
yO(t) = 2e7 2y W (). (4.33)
A

Der von den letzten d+1 Spalten der Matrix U aufgespannte A-invariante Unterraum
umfasst also mitunter nicht alle nicht perspektivisch beobachtbaren Paare von Anfangs-
werten. Zu einem dhnlichen Problem kommt es im Falle der Beobachtbarkeit: Von einem
nicht beobachtbaren System ist jedenfalls der von denjenigen Eigenvektoren p; aufge-
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spannte Unterraum nicht beobachtbar, fiir welche Cp; = 0 gilt. Mitunter umfasst der
nicht beobachtbare Unterraum jedoch auch Hauptvektoren der Systemmatrix; in die-
sem Fall ist zur Ermittlung des nicht beobachtbaren Unterraums die Bestimmung des
Nullraums der Beobachtbarkeitsmatrix notwendig. Diese Vorgehensweise lasst sich leider
nicht auf die perspektivischen Beobachtbarkeit ibertragen, da ein direktes Analogon zur
Beobachtbarkeitsmatrix fiir Dimensionsverluste d > 1 fehlt?.

Die kanonische Form aus Satz 21l l4sst sich hinsichtlich der Form der transformierten
Ausgangsmatrix noch weiter konkretisieren:

Korollar 23. In Satz[21] kann die Transformationsmatriz U immer so gewdhlt werden,
dass die letzte Spalte der Matriz Cy € C™*9* eine Nullspalte ist, d.h.

C,=[C, 0] (4.34)
mit Cy € Cmxd,
Beweis. Da im Beweis von Satz [21| fiir die (d + 1)-spaltige Matrix Hy

rang Hy < d (4.35)
gilt, lasst sie sich in der Form

H,R = [C, 0] (4.36)

mit unitdrer Matrix R darstellen. Mit

E O
U=Q { 0 R} (4.37)
ergibt sich die gewiinschte Form
H _ | Ln 0
U"AU = {RHLzl RYLo,R (4.38a)
CU = [H, H:R]. (4.38D)
O

Im Hinblick auf das in Abbildung [£.2] dargestellte Strukturbild bzw. Relation (4.18))

bedeutet dies, dass die Transformationsmatrix so gewahlt werden kann, dass
h" =[1 0] (4.39)

gilt.

3Einem solchen Analogon am nichsten kommt Satz [9} Dieser fiihrt fiir den Dimensionsverlust d = 0
zur klassischen Beobachtbarkeitsmatrix. Im Fall d > 1 miissen allerdings eine unendliche Anzahl von
Matrizen untersucht werden.
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4.2. Zerlegung des Zustandsraums nicht perspektivisch beobachtbarer Systeme

Beispiel 13 (Fortsetzung). Wihlt man als unitidre Transformationsmatrix

U V2
YoM
Vi V2 Ve
so erhalt man
3 0 O
UfAU= |- 3 |, (4.41a)
0o ¥ 3
2 2
2v3 —v2 0
CU = . 4.41b
{\/27 -2 0} (4.41b)
fiir die Daten des transformierten Systems. JAN

Die Zusammenhéinge werden abschlieffend in einem weiteren Beispiel auf den nicht
perspektivisch beobachtbaren Drehkorper aus Beispiel [2| angewandt.

Beispiel 14. Es wird das System des bewegten Drehkorpers betrachtet (siehe Beispiele
und [§). Die Systemparameter lauten geméf (2.16)

A= ﬁ: g] : C=[E 0], (4.42)
wobei die Matrix 2 in angegeben ist. Die Transformation dieses nicht perspekti-
visch beobachtbaren Systems auf kanonische Form geméfs Korollar [23]| wird nachfolgend
demonstriert.

Dazu werden die in den Beispielen [2] und [9] ermittelten Eigenrdume der Matrix €2, d.h.
der Eigenvektor q aus und die Matrix R aus (38.52), verwendet. Diese erfiillen die
Beziehungen

Qq=0 (4.43a)
0 —w

QR:RL) 0

} = RW. (4.43Db)

Durch geschickte Wahl von R und q in den vorangegangenen Beispielen sind diese
bereits orthonormal, d.h. es gilt R’R = E und q’q = 1. AuRerdem iiberpriift man
leicht, dass R”q = 0 gilt und die Matrix

IR 0 q O
U := {O R 0 (J (4.44)

somit unitar ist. Fiihrt man damit eine Zustandstransformation durch, so ergibt sich
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unter Beriicksichtigung von (4.43))

w E
viau-= |0 W 01| (4.45a)
0 00
CU=[R 0 q 0]. (4.45D)

Es ist bemerkenswert, dass bei diesem besonderen Beispiel die Systemmatrix nicht nur
die in Korollar behauptete Dreiecksstruktur, sondern sogar Blockdiagonalstruktur
aufweist. Verantwortlich dafiir ist die Matrix €2; da es sich um eine schiefsymmetrische
Matrix handelt, lasst sich diese durch eine orthogonale Transformation auf Blockdiago-
nalform bringen. A

4.3. Nichteindeutigkeit der kanonischen Form

Im Fall der Kalman-Zerlegung spannen die r letzten Spalten der Transformationsmatrix,
d.h. die Spalten der Matrix U, aus Relation ([4.2)), den eindeutigen nicht beobachtbaren
Unterraum des Systems auf; in diesem Sinne ist die entsprechende kanonische Form des
Systems eindeutig, insbesondere auch hinsichtlich der Eigenwerte der in auftreten-
den Matrizen All und Agg.

Die kanonische Form geméf Satz 21| dagegen ist trotz der Ahnlichkeit zur Kalman-
Zerlegung nicht eindeutig! Hierzu betrachte man folgende zwei Beispiele:

Beispiel 15. Gegeben sei das System fiinfter Ordnung mit

30 0 00
1 -1 1 00

A=lo 0 —20 o], c=|2 1o (4.46)
00 1 10 1
00 0 12

Fiir den Dimensionsverlust d = 1 ist das System nicht perspektivisch beobachtbar. Die
entsprechende Rangbedingung ist fiir die Eigenwertpaare

(/\17/\2) € {(172)7<_1a_2)} (447)

verletzt. Wie man anhand der linearen Abhéngigkeit der zwei letzten Spalten von C
erkennt, liegt das System bereits in kanonischer Form vor. Die zugehorige Transforma-
tionsmatrix ist die Einheitsmatrix, d.h. U = E. Spaltet man den nicht perspektivisch
beobachtbaren Teil des Systems, welcher offensichtlich zum Eigenwertpaar (1,2) gehort,
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ab, so verbleibt das System (Aj;, Cy) mit

(4.48)

1
4

3
A11 = 1 —]_ 1 5 C1 == |i_21 _11 1:| .
0 0 -2

Es ldge nahe, von diesem System einen weiteren nicht perspektivisch beobachtbaren
Systemteil abzuspalten, der zum Eigenwertpaar (—1,—2) gehort. Dies ist jedoch nicht
moglich, das System (A, C;) ist perspektivisch beobachtbar?! Das System liisst sich so-
mit als Hintereinanderschaltung eines perspektivisch beobachtbaren Teilsystems dritter
Ordnung und eines nicht perspektivisch beobachtbaren Teilsystems der Ordnung zwei
darstellen.

Fiihrt man eine orthogonale Transformation von (A, C) mit der Transformationsma-
trix

1 0 0 0 0
0 0 0 0 1
U= |0 @ —é —\/411—% 0 (4.49)
o Y4 E Vg
0 7 v vm Y

durch, so erhélt man als kanonische Form des Systems beziiglich des Eigenwertpaares
(_17 _2)

[3 0 0 0 0]
4 223
Vo oay 0
A - - 7 5
A=U"AU= |0 ¥& 3 01, (4.50a)
0 28 ¥  _2 9
Va3 T
1 L 2 12y
L V21 V69 161 |
. - |2 & -& -3Z 1
— _ 2
C=CU=| R N (4.50b)
L 4+/3 2v69 V23

Nach Abspaltung (d.h. Weglassen) des nicht perspektivisch beobachtbaren Teils ver-
bleibt das System dritter Ordnung (A, Cy) mit

w
[aw]

0
V7 5
A 4 2423 A 2 VE ~ o
Ay =10 PG Ci=| Y3 _\@]. (4.51)
0 35 3 43 269

Auch dieses System ist perspektivisch beobachtbar. Seine Systemmatrix unterscheidet

4Eine Verletzung der Rangbedingung fiir das Eigenwertpaar (—1,—2) wiirde sich in einer linearen
Abhéngigkeit der letzten beiden Spalten von C; &ufsern.
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sich jedoch hinsichtlich der Eigenwerte von der Matrix Aq;.
Dementsprechend erkennt man aufierdem, dass die letzten, in U; bzw. Uy zusammen-
gefassten zwei Spalten der Transformationsmatrizen U bzw. U

0 0 0 0
0 0 0 1
U,= |0 0, U= |~ O (4.52)
10 ﬁ 0
0 1 —ﬁ 0

unterschiedliche Unterrdume aufspannen. Eine eindeutige Zerlegung des gegebenen Sys-
tems in einen nicht perspektivisch beobachtbaren und einen perspektivisch beobachtba-
ren Teil ist hier somit nicht maglich. A

Beispiel 16. Gegeben sei das System fiinfter Ordnung mit den Daten

10000
12000 32340
A=|3131 2|, C=1{76470 (4.53)
12041 44380
23005

Das System ist fiir den Dimensionsverlust d = 2 nicht perspektivisch beobachtbar, die
Rangbedingung ist ausschlieflich fiir die zwei Eigenwerttripel

()\1,)\2,)\3) € {(1,2,3),(3,4, 5)} (454)

verletzt. Insbesondere liegt das System beztiglich dem Tripel (3,4, 5) bereits in kanoni-

scher Form vor®.

Mittels einer Eigenvektorberechnung erhélt man fiir die A-invarianten Unterrdume V;
und V5 zu den Eigenwerten (1,2,3) und (3,4, 5)

1 0 0
-1 1 0
Vi=ker(E—A)2E-A)BE—-A)=(V;) mitV;=|-2 3 1|, (4.55a)
1 1
P23y
L 4
[0 0 0
000
Vo =ker(3E— A)AE - A)BE—-A)=(V,) mit Vo= |1 1 1 (4.55b)
01 2
o0 0 ¢

®Natiirlich existiert auch fiir das Tripel (1,2, 3) eine Transformation gem#f Satz die hier jedoch
nicht angegeben wird.
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Die Dimension der Unterrdume V; und V5 reduziert sich bei Multiplikation mit C von
drei auf®

ok
dim CV; = rang CV, =rang [ -1 1T 4| =2 <3, (4.56a)
SR
3.7 %
dim CV; =rang CVy =rang |4 11 2| =2 <3, (4.56D)
311 2

womit nochmals verifiziert ist, dass es sich dabei um zwei nicht perspektivisch beobacht-
bare Unterrdume (im Sinne von Satz [8)) handelt.

Ferner sieht man anhand der Basisvektoren von V; und V5, dass es sich um verschiedene
Unterrdume handelt, fiir deren Durchschnitt (sieche Abbildung

dim V; NV, = rang =1#0 (4.57)

O O = OO

gilt und deren Summe durchaus perspektivisch beobachtbar ist:
dim C (V; + V3) = dim CR® = rang C = 3. (4.58)

Nach Abspaltung von V; oder V5 verbleibt damit jeweils ein anderes perspektivisch
beobachtbares System. JAN

Abbildung 4.3.: Durchschnitt V; N V5 zweier Mengen Vi und V5

5Fiir CV, lisst sich der Rangverlust anhand der linearen Abhéngigkeit der ersten und dritten Zeile
iiberpriifen. Fiir CV5 ergibt er sich aus der Nullspalte der Matrix C.
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4.4. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde eine kanonische Form fiir nicht perspektivisch beobachtbare
Systeme gezeigt, welche man durch unitdre Transformation des Systems erhélt. Sie ist
fiir den Dimensionsverlust d durch folgende Eigenschaften gekennzeichnet: Es liegen zwei
Teilsysteme vor; davon weist das zweite die Dimension d+ 1 auf, ist nicht perspektivisch
beobachtbar und wirkt sich nicht auf die Zustandsgrofen des ersten Teilsystems aus (sie-
he Abbildung . Zur Kalman-Zerlegung weist diese kanonische Form zwei entschei-
dende Unterschiede auf: Sie ist nicht eindeutig, da ein System im Allgemeinen keinen
eindeutigen nicht perspektivisch beobachtbaren Unterraum aufweist. Weiterhin ist auch
bei Vorliegen reellwertiger Systemparameter die Transformationsmatrix im Allgemeinen
nicht notwendigerweise reellwertig.
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Quantitative Beurteilung
perspektivischer Beobachtbarkeit
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Kapitel 5.

Distanzmald fiir die perspektivische
Beobachtbarkeit

Wie im vorigen Abschnitt diskutiert, ist die Uberpriifung eines Systems auf perspekti-
vische Beobachtbarkeit iiber R angesichts der in diesem Fall “unvollstdndigen” Kriterien
im Allgemeinen sehr schwierig. Aber auch die Uberpriifung eines Systems auf perspekti-
vische Beobachtbarkeit iiber C ist mitunter ein nichttriviales Problem. Dieses ergibt sich
daraus, dass die erweiterte PBH-Rangbedingung ein algebraisches Kriterium ist, dessen
zuverlissige numerische Uberpriifung im Allgemeinen eine Herausforderung darstellt. In
[21] wird daher unter anderem eine Mdglichkeit zur Durchfithrung dieser Uberpriifung
vorgeschlagen.

Aber auch abseits von numerischen Schwierigkeiten stellt sich das Problem, dass das
Kriterium lediglich eine bindre Aussage liefert. Man erhélt keine Information dartiber,
wie ,,gut” perspektivisch beobachtbar ein gegebenes System ist. In diesem Kapitel wird
daher ein Maf fiir die perspektivische Beobachtbarkeit, das sogenannte Distanzmafs,
diskutiert.

Es wird dabei zunéchst auf bisherige Arbeiten in diesem Bereich eingegangen. An-
schlieffend wird, nach einer geringfiigigen Modifikation der Mafdefinition, ein Optimie-
rungsproblem hergeleitet, als dessen Losung sich das Distanzmaf ergibt. Die Struktur
dieses Optimierungsproblems und die sich daraus ergebenden Konsequenzen fiir das Dis-
tanzmalfs werden diskutiert.

5.1. Bisherige Arbeiten

EISING schlégt in [§] ein Distanzma# fiir die Steuerbarkeit von linearen zeitinvarianten
Systemen vor. Dieses Maf wird in [25] aufgegriffen und mit

= iy {\/19ATE + 15CI

5A,5C

(A +0A,C + 0C) nicht persp. beobachtbar} (5.1)

an die perspektivische Beobachtbarkeit angepasst!.

'Es bezeichnet || M|, die sogenannte Spektralnorm oder 2-Norm einer Matrix M. Sie entspricht deren
grofstem Singuldrwert.
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Es wird auferdem ausgehend von [8] ein Algorithmus zur Ermittlung dieses Mafses
durch Lésen eines Optimierungsproblems vorgeschlagen. Dieser basiert auf den folgenden
Uberlegungen. Ausgehend von einem Vektor x wird die Stérung

H H
JA = — (E - &) A (5.2)

xHx xHx

vorgegeben. Das ist die Storung kleinster Norm, bei welcher der Vektor x ein Eigenvektor
der gestorten Matrix A + A ist. Anschliefiend wird §C mit minimaler Norm so gewahlt,
dass fiir einen Eigenvektor v von A + JA und eine beliebige Zahl oo € C

(C+6C) (x +av) =0 (5.3)

gilt?. Zur Ermittlung des Mafes wird die Funktion

u(x) =/ IBAR)|2 + [5CX)|1 (5.4)

uber alle Vektoren x € C" minimiert.

Dieser Algorithmus findet jedoch nicht notwendigerweise das gesuchte Minimum, da
der hochstmogliche Rang der Storung 0A geméf (5.2) gleich eins ist! Man betrachte
hierzu folgendes

Beispiel 17. Die Systemdaten seien durch

(1) g i _; 100 0
A= , C=1]010 0 (5.5)
e € 3 0 00 1 1
—c ¢ 0 4
mit dem reellen Parameter ¢ gegeben. Wahlt man die Storung zu
0 01 —1
0 01 1
0A = —¢ L 10 ol 0C =0, (5.6)
-1 10 0
so ergibt sich das nicht perspektivisch beobachtbare gestorte System
1000 1000
A+ A = , C+oC=|01 00 (5.7)
0030 0011
000 4

2Tst & = 0 bzw. sind v und x linear abhingig, so ist das gestdrte System insbesondere nicht beobacht-
bar.
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5.2. Anpassung der Mafsdefinition

Die Storung erfiillt rang 0 A = 4; ihre Norm stellt eine obere Schranke fiir u dar, d.h.
i< [I0A], = V2e. (5.8)

Der Algorithmus aus [25] liefert aufgrund der erwéhnten Einschrédnkung fiir obiges Sys-
tem mit e = 107 aber

1A 0,05373 > V2 ~ 1,4142 - 1077, (5.9)

einen deutlich groferen Wert. A

Diese Uberlegungen legen nahe, dass bei Berechnung eines Distanzmafes fiir die per-
spektivische Beobachtbarkeit, im Gegensatz zur klassischen Beobachtbarkeit, auch Sto-
rungen 0A in Betracht gezogen werden miissen, deren Rang grofser als eins ist! Spéter
wird man sehen, dass fiir die perspektivische Beobachtbarkeit iiber C die Stérungen
minimaler Norm immer rang A < d + 1 und rang 6C < 1 erfiillen.

5.2. Anpassung der Maldefinition

Bei der perspektivischen Beobachtbarkeit gilt fiir die Stormatrix im Allgemeinen
rang 0A > 1. (5.10)

Aufgrund dieser Tatsache ist es zur Vereinfachung der Betrachtungen sinnvoll, die Spek-
tralnorm in der Mafdefinition durch die Frobeniusnorm zu ersetzen®. Letztere kann
namlich fiir eine gegebene Matrix M direkt iiber

M| := v/spur MM = y/spur MM# (5.11)

berechnet werden. Die Spektralnorm ||M]||, dagegen ergibt sich aus dem gréfsten Singu-
larwert von M, fiir den im Allgemeinen kein geschlossener Ausdruck angegeben werden
kann. Ferner gilt, zum Unterschied von der Spektralnorm,

0A
I56]| = Vioati + ot (5.12)

Es muss bei der Definition grundsétzlich unterschieden werden, ob einerseits die per-
spektivische Beobachtbarkeit iiber C oder R betrachtet wird, und ob andererseits die
Storungen komplexwertig sein konnen oder ob diese auf reelle Werte beschrinkt sind.
Die Betrachtungen werden dabei zunéchst auf den Fall der perspektivischen Beobacht-
barkeit iiber C und komplexwertige Storungen beschrinkt. Bezeichnet P, die Menge
der tiiber C fiir den Dimensionsverlust d nicht perspektivisch beobachtbaren Systeme, so

3Fiir eine Matrix M mit rang M = 1 liefern Spektralnorm und Frobeniusnorm denselben Wert, d.h.
M| = |[M]|,. Fiir rang M > 1 ist dies nicht mehr der Fall.
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wird sohin im Weiteren die Grofe

o A
pas= min | sc |

als Distanzmaf der perspektivischen Beobachtbarkeit fiir den Dimensionsverlust d festge-
legt. Diese Mafsdefinition ist auch mit dem Distanzmafl der Beobachtbarkeit konsistent!
Bemerkenswerterweise sind namlich fiir den Dimensionsverlust d = 0 die Mafdefinitio-
nen

‘= min 0A

Ho == 5A.6C oC||lp
= min oA
© 5A,6C oC||l,

~ min {¢||5A||§+ loc?

5A,5C

A € C™" §C € C™" (A +0A,C +6C) € 7_3d} (5.13)

(A +0A,C + 0C) nicht beobachtbar} (5.14a)

(A 4+ 0A,C + 6C) nicht beobachtbar} (5.14b)

(A 4+ 6A,C + 6C) nicht beobachtbar} (5.14c)

fir das (hier konsequenterweise mit po bezeichnete) Distanzmak der Beobachtbarkeit
aquivalent. Der Grund hierfiir liegt darin, dass fiir die resultierende, kleinstmogliche
Storung jeweils

rang [gé] =1 (5.15)

gilt.

5.3. Formulierung eines Optimierungsproblems

In diesem Abschnitt wird ein Optimierungsproblem fiir das Distanzmafs hergeleitet. Da-
zu wird ein Zusammenhang zwischen der Kalman-Zerlegung und dem Distanzmafs der
Beobachtbarkeit auf die perspektivische Beobachtbarkeit {ibertragen.

5.3.1. Grundlegende Uberlegungen

In [30] wird folgender Zusammenhang zwischen dem Distanzmak der Beobachtbarkeit®
und der Kalman-Zerlegung hergestellt. Man betrachtet orthogonale Transformationen
mit der Transformationsmatrix U eines beobachtbaren Systems (A, C). Die Daten des
transformierten Systems lauten also

UTAU — {gi ZJ (5.162)
CU=[C; C,. (5.16b)

4In [30] wird eigentlich das Distanzmaf® der Steuerbarkeit betrachtet. Die Zusammenhinge werden hier
auf die Beobachtbarkeit iibertragen.
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Die kleinstmogliche Storung, welche dieses System in die bei einer Kalman-Zerlegung
resultierende Form (4.1)) bringt und so zum Verlust der Beobachtbarkeit fiihrt, ist durch

T _ |0 A12
UTSAU = {0 o } , (5.17a)
0
SCU = — {CJ (5.17Db)

gegeben, wobei A1, und C, von der Matrix U abhéngen. Das Distanzmaf der Beobacht-
barkeit erhélt man durch Minimierung der Norm dieser Stérung iiber alle orthogonalen
Transformationsmatrizen U.

5.3.2. Herleitung des Optimierungsproblems

Diese Vorgehensweise wird nun auf das Distanzmaf der perspektivischen Beobacht-
barkeit iibertragen: Dazu wird das nicht perspektivisch beobachtbare, gestorte System
(A + 0A,C + 6C) betrachtet. Dieses kann mit einer unitdren Transformationsmatrix
U in die kanonische Form geméfs Korollar 23| gebracht werden. Fiir das transformierte
System gilt

A, 0 0
U (A +0A)U=: |Ay Ay asl, (5.18a)
all  all G
(C+sC)U=:[C; C, 0], (5.18D)

d.h. die letzte Spalte der transformierten Ausgangsmatrix und der rechte obere Block
der Grofe (n —d—1) x (d+1) der transformierten Systemmatrix sind gleich null. Diese
Beziehungen kann man kompakt in Form zweier Gleichungen schreiben: bezeichnet Ej
die Einheitsmatrix der Dimension k so gilt

[En—a—1 0] U"(A +0A)U [Egﬂ =0, (5.19a)
(C +4C)Ue, = 0. (5.19Db)

Soll die Norm der Stérung minimal sein, so miissen die Matrizen JA und §C die
Minimum-Norm Losung dieses Gleichungssystems (5.19) sein®. Schreibt man die Glei-

5Da die transformierten Matrizen U¥ AU und CU im Allgemeinen komplexwertig sind, gelten diese
Betrachtungen nur dann, wenn auch die Stérung (§A,0C) komplexe Werte annehmen kann. Eine
Einschrankung auf reellwertige Stérungen fiihrt zu wesentlich komplizierteren Zusammenhéngen.
Auf diesen Fall wird an spéterer Stelle — in Abschnitt — eingegangen.
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chungen in der Form

[E.—a-1 0] U"6AU {E;ﬂ =—[E.—as1 0]JU”AU {E‘éﬂ} : (5.20a)
0CUe, = —CUe, (5.20b)

an, so erhélt man diese Losung durch Multiplikation mit den Pseudoinversen der jewei-
ligen Matrizen von rechts bzw. bei der ersten Gleichung auch von links. Es ergeben sich
die (von der Matrix U abhéngigen) Ausdriicke

7 |Bna1 O 1om 0 0 H
) - v B Surauf 0 ) 5210
§C(U) = —CUe,e’ U" (5.21b)

fiir die kleinstmdgliche Stérung bei gegebener Transformationsmatrix U. Wertet man
diese aus, so erhélt man mit der Abkiirzung

A Ay oapg

all all  as
CU=:[C, C; &] (5.22b)

in Analogie zu Relation (5.17)) fiir die transformierte Stérung

0 A12 A13
UfsA(U)U=-10 0 0], (5.23a)
0 0 O
JC(U)U=-[0 0 ¢, (5.23b)

d.h. es werden wie erwartet ausschlieflich die letzte Spalte der transformierten Aus-
gangsmatrix und der rechte obere Block der transformierten Systemmatrix kompensiert.

Die Norm dieser Stérung wird dann minimal, wenn U die Transformationsmatrix
gemafs Korollar fiir das néchstgelegene, nicht perspektivisch beobachtbare System
darstellt. Eine Minimierung dieser Norm iiber alle unitdren Matrizen U liefert daher das
Distanzmaf 4.

Bevor dieses Optimierungsproblem konkret angegeben wird, werden die Zusammen-
hénge noch etwas vereinfacht. Dazu partitioniert man die Matrix U gemélfs

U= [U; VQ, (5.24)

wobei U; und V orthonormale Matrizen darstellen und Q eine beliebige unitare Matrix
ist. Letztere soll die Grofe d + 1 haben, d.h. es gilt Q € ClU+tV*d+D) ypd V e Cr*(d+D),
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Man fithrt aukerdem die Abkiirzung

u:=Q%ey,, (5.25)

ein. Durch eine geeignete Wahl der Matrix Q kann fiir u jeder beliebiger Einheitsvektor
vorgegeben werden®.
Unter Verwendung der Identitidten

U, U =E - VvV (5.26)
esr1 = Qu (5.27)

sowie der mit der Matrix U konsistenten Partitionierung”

eq.el = [0 0 } (5.28)

T
" [0 eariegy

erhélt man dann aus Relation (5.21)) die Stérung zu

SA(V) = -UUIAVVH = (E - VVH)AVVH (5.29a)
§C(V) = —CVQey el ,Q"VH = —CVuu” V", (5.29b)

Diese Ausdriicke hingen bemerkenswerterweise nur mehr von der orthonormalen Matrix
V ab, welche sich aus den d + 1 letzten Spalten der Matrix U ergibt. Das Quadrat der
Frobeniusnorm der Storung ist durch

[[5e)
gegeben.

Zusammenfassend erhélt man folgende zentrale Aussagen:

= [|(B = VV1AVI[; + [CVul; (5.30)

2
F

Satz 24 (Optimierungsproblem fiir das DistanzmaR). Es sei u € C4! ein Vektor, wel-
cher uflu = 1 erfiillt. Dann gilt fiir das Distanzmaf$ der perspektivischen Beobachtbarkeit
fiir den Dimensionsverlust d

ta(A,C) = min Jou(V,u), (5.31)
Ve(cnx(d+l)
VHV=E

wobei die Funktion Ju, durch
2
Jou(V,u) = ||[(E = VVH)AV|[, + |[CVul; (5.32)

gegeben ist. Ist die Matrix 'V eine Losung dieses Optimierungsproblems, so lautet die zu

5Die Einfiihrung des Vektors u dient der etwas allgemeineren Formulierung der Zusammenhiinge. Die
Wahl u = e441 (dies entspricht Q = E) ist hier selbstverstiandlich erlaubt.
"D.h. in Relation (5.28) ist e, € R” und ey € R4*!
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[ta gehorige Storung

A = —(E—-VVIHAVVH (5.33a)
6C = —CVuu’Vv¥, (5.33b)
Beweis. Folgt aus den vorangegangenen Uberlegungen. O]

5.3.3. Alternative Zielfunktion

Es wird nun eine zur Funktion (5.32) alternative Zielfunktion gezeigt, welche bei Mini-
mierung iiber alle orthonormalen Matrizen dasselbe Minimum wie das in Satz [24] formu-
lierte Optimierungsproblem aufweist:

Proposition 25. Das Distanzmaj der perspektivischen Beobachtbarkeit erfullt

ta(A,C) = min Joo (V), (5.34)
Vegnx(d+1)
VHV=E
mit der Funktion
Too (V) = || (E = VVH) AV|[ + i (VICHCV) . (5.35)

Wird das Minimum fir die Matrix V angenommen und wird mit u ein zum kleinsten
Singulirwert der Matriz VECHCV gehériger Singulirvektor bezeichnet, so ist die zu g
gehorige kleinstmaogliche Storung durch Relation (5.33)) gegeben.

Beweis. Da die Losung des Optimierungsproblems ((5.31)) fiir beliebige Einheitsvektoren
u gleich py ist und somit nicht von u abhéngt, gilt trivialerweise

pg= min  min ||(E— VVH)AVHIi +||CVulj3. (5.36)
ueCdt! v
ufu=1 VA V=E

Vertauscht man die Reihenfolge der Optimierung, so erhilt man die behauptete Aussage

wy= min |[(E- VVI AV + i, |CVul?

VHEV=E ufu=1
= min |[[(B- VVNAV]; + 0, (VICTCV)] (5.37)
VHEV=E

Die Aussage hinsichtlich der Stérung (6A, 0C) folgt aus Relation (5.33]) und aus der Tat-
sache, dass fiir den Singulirvektor u zum kleinsten Singulidrwert der Matrix VECHCV

ICVu|; = oin (VECHCV) (5.38)

gilt. [l
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Diese Zielfunktion J,, erlaubt es in gewissem Sinne, bei gegebener Matrix V eine
moglichst gute obere Schranke fiir das Distanzmafl zu ermitteln. Konkret gilt fiir jede
unitdre Matrix Q

oo (VQ) = Jpo(V), (5.39)

d.h. der Zielfunktionswert hingt nur von dem Unterraum ab, den die Spalten von V
aufspannen.

5.4. Strukturierung des Optimierungsproblems

In diesem Abschnitt wird eine Zerlegung des Optimierungsproblems in zwei Teilprobleme
gezeigt. Diese erlaubt eine interessante Einsicht in die Struktur des Problems. Aufserdem
wird sich diese Strukturierung des Problems bei der Suche nach Losungsstrategien fiir
das Optimierungsproblem als vorteilhaft erweisen.

5.4.1. Grundlegende Uberlegungen

Es wird zunéchst der Dimensionsverlust d = 0 betrachtet. In diesem Fall ergibt sich das
Distanzmaf fiir die Beobachtbarkeit: Man erhélt die Zielfunktion

To(v) = ||(E = v) Av|[: + | Cv]]2, (5.40)

welche urspriinglich in [§] hergeleitet wurde.

In [30] werden die folgenden Zusammenhénge gezeigt, welche eine bessere Einsicht in
die Struktur obiger Zielfunktion erlauben. Man fiihrt eine komplexe Variable s ein und
untersucht den Ausdruck (A — sE)v. Fiir diesen lésst sich die orthogonale Zerlegung

(A-sE)v=(E—vv")Av
+ (VIAv —s) v (5.41)

angeben. Somit gilt
(A — sE)v|: = | (E —vv") AV”; + [V Av —s]. (5.42)

Es ist offensichtlich, dass das Minimum beziiglich s durch

: H
rsrg(131||(A—sE)v||2 =||(E-vv )AVH2 (5.43)
gegeben ist und fiir
argmin [|[(A — sE) v|, = v’ Av (5.44)
seC
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angenommen wird. Erweitert man daher die Funktion (5.40)) zu
Jos(v,8) = (A = sE) v[j; + [ICV3, (5.45)
so gilt gemak Relation (5.43))

Jp(v) = miél Jps(V, 5) (5.46)
s€

und aufgrund der Vertauschbarkeit der Reihenfolge von Minimierungen erhilt man unter
Verwendung von Relation (5.31) das Distanzmafs der Beobachtbarkeit zu

Lo = r§1€1él \gelﬁlcr’ll \/ Jps(v, 8). (5.47)
viv=l

Beziiglich v lasst sich dieses Optimierungsproblem geschlossen l6sen. Dazu schreibt

man die Zielfunktion ((5.45) in der Form

Jos(v,8) = v [(A — sE)" (A — sE) + CHC] Vi

A — sE 2
- H[ C ] v 2 (548)
an, woraus sich das Minimum zu
. A —sE
g;}cz Tos(V,8) = 0y { C } (5.49)

ergibt. Man erhilt folgendes bekannte Optimierungsproblem fiir das Distanzmaf, fiir
dessen Losung eine Reihe méchtiger Verfahren existieren [20].

Satz 26 (Distanzmal der Beobachtbarkeit, [7]). Das Distanzmaf jo der perspektivischen
Beobachtbarkeit fiir den Dimensionsverlust d = 0, d.h. das Distanzmaf$ der Beobachtbar-
keit erhdlt man als Losung des Optimierungsproblems

A—SE:|

o = riig Omin [ C (5.50)

d.h. durch Minimierung des kleinsten Singuldrwertes der Hautus-Matriz.

5.4.2. Struktur des Optimierungsproblems

Die vorangegangenen Uberlegungen werden nun auf den Fall eines Dimensionsverlustes
d > 0, d.h. auf die perspektivische Beobachtbarkeit iibertragen. In teilweiser Analogie
zu Satz [26| kann man folgende Kernaussage dieses Kapitels zeigen:
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Satz 27 (Strukturiertes Optimierungsproblem fiir das Distanzmaf). Es sei u € C¢*!
ein Vektor, welcher uu = 1 erfiillt. Dann gilt fiir das Distanzmaf$ der perspektivischen
Beobachtbarkeit fiir den Dimensionsverlust d

wa(A,C) = se@(g}ll)ri(dﬂ) Ve((r:{;lir(ld“) \/ Jpsu(V, S, u). (5.51)

VHEV=E
Dabei ist die Funktion Jys, durch
Jpeal V. S,u) = AV = VS| + [ C V) (5.52)
gegeben. Fir jede zuldssige (d.h. orthonormale) Matriz V nimmt Jye, beziiglich S fir
S =VIAV (5.53)
ein Minimum an.

Sind insbesondere die Matrizen V und S eine Losung des Optimierungsproblems, so
lautet die zugehorige Storung

A = —AVVH L vSVH, (5.54a)
6C = —CVuu’Vv¥«, (5.54b)

Beweis. In Analogie zu Relation (5.41)) aus dem vorigen Abschnitt kann man unter der
Voraussetzung

VAV =E (5.55)
fiir beliebige Matrizen S € C@+)*(@+1) die orthogonale Zerlegung

AV —VS = (E-VV7) AV
+V (VFAV - 8) (5.56)

angeben. Damit kann man die Funktion J,g, aus Relation ((5.52)) in der Form
Toau(V,S,u) = ||(E = VVH) AV + |[VIAV — S||. + [[CVul (5.57)
anschreiben und sieht daran unmittelbar, dass

Jou(V,u) = min Josu(V, S, 1) (5.58)

Sec(d+1)><(d+1)

gilt. Man erhélt das behauptete Optimierungsproblem (5.51)) damit aus Satz [24] durch
Vertauschung der Reihenfolge der Minimierungen. Anhand von Relation ((5.57)) erkennt
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man aukerdem, dass das Minimum beziiglich S fiir

argmin = Jyeu(V,S,u) = VIAV (5.59)

Se(c(d+1)><(d+1)

angenommen wird.

Die Behauptung hinsichtlich der Stérung folgt damit aus Relation (5.33); konkret
erhdlt man fiir A den Ausdruck

A = —(E-VVTAvvH
= —AVVH 1 VVZAVVH
= -AVV? L VSVH (5.60)

was den Beweis abschliefit. O

Das zweite (duRere) Optimierungsproblem in hat mit den (d+1)? Eintrégen der
Matrix S eine von der Systemordnung n unabhédngige Anzahl an Optimierungsvariablen.
Allerdings ldsst sich die erste Minimierung (bei gegebener Matrix S) fiir d > 0 leider
nicht mehr auf die Berechnung eines Singulédrwertes zuriickfiihren.

5.4.3. Wertebereich der Optimierungsvariablen

In diesem Abschnitt wird diskutiert, welche Eigenschaften die Matrix S aufweisen muss,
damit sie als Losung des Optimierungsproblems ((5.51)) prinzipiell in Frage kommen kann.

Dazu wird zunéchst der Dimensionsverlust d = 0, d.h das Distanzmaf der Beobacht-
barkeit betrachtet. Fiir dieses ist bekannt, dass bei der Bestimmung des Minimums
nur Werte der Optimierungsvariablen s aus dem sogenannten Wertebereich W der Sys-
temmatrix A

v Av

vy

W(A) = {

vily # O} = {vAv |vv =1} (5.61)

untersucht werden miissen [20]. Auch anhand der Betrachtungen aus Abschnitt
konkret anhand von Relation ([5.44]) ist dies klar: Das Minimum beziiglich s wird fiir

s=vIAv (5.62)

angenommen, wobei viv = 1 gilt.

In Analogie dazu miissen bei der Losung des Optimierungsproblems (5.51)) fiir allge-
meinen Dimensionsverlust d nur Matrizen S aus der Menge

Wa(A) == {V7AV | VIV = E} (5.63)

untersucht werden. Diese Menge W, kann als Verallgemeinerung des Wertebereichs W
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aufgefasst werden; es gilt
W(A) =Wy(A). (5.64)

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften von W und W, diskutiert.
Der Wertebereich W ist konvex [13], d.h. fiir zwei beliebige Werte sy, s2 € W(A) gilt
fiir jede konvexe Kombination dieser Werte

as; + (1 —a)sy € W(A) mit 0 < o < 1. (5.65)
Fir Wy mit d > 1 gilt dies nicht mehr, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 18. Es wird die Matrix

20
A= {0 O} (5.66)

betrachtet. Fiir die zwel orthonormalen Matrizen

1 0 01
v v s
erhalt man die Elemente
20 0 0

S, = VIAV, = [0 o} : Sy = VEAV, = {0 2} (5.68)

der Menge W,. Allerdings gibt es keine orthonormale (und in diesem Fall somit insbe-
sondere unitdre) Matrix V, sodass fiir die durch konvexe Kombination von S; und S,
erhaltene Einheitsmatrix

E— %Sl + %sz (5.69)
die Relation
VHAV = E (5.70)
gilt. Dazu miisste ndmlich aufgrund der Unitaritat der Matrix V
A=VV7=E (5.71)
gelten. A

Fiir beliebige Werte von d ist der Wertebereich jeder Matrix S € W;(A) im Wertebe-
reich von A enthalten, d.h.

Wo(S) C W(A). (5.72)
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Es erfiillt nimlich jeder Vektor u geeigneter Dimension mit u”u = 1 die Bezichung
u”’Su = u?’ V7 AvVu € W(A). (5.73)

Da alle Eigenwerte sowie alle Diagonalelemente einer Matrix in deren Wertebereich ent-
halten sind, liegen somit insbesondere alle Eigenwerte und Diagonalelemente der Matrix
S im Wertebereich von A. Allerdings ist fiir d > 1 nicht jede Matrix S, deren Wertebe-
reich diese Anforderungen erfiillt, ein Element der Menge W;(A):

Beispiel 18 (Fortsetzung). Es gilt
W(E) ={1} C [0;2] = W(A). (5.74)

Dennoch ist wie zuvor gezeigt die Einheitsmatrix kein Element von W5(A). A

5.4.4. Deutung der Optimierungsvariablen

Es wird nun eine Deutung der im Optimierungsproblem auftretenden Matrizen
V und S angegeben. Dazu wird angenommen, dass die Matrizen V und S eine Losung
des Optimierungsproblems fiir das Distanzmal geméfs Satz und (0A,6C) die zu-
gehorige kleinstmogliche Storung sind. Mithilfe von Relation erhdlt man unter
Beriicksichtigung der Orthonormalitéat der Matrix V die Beziehung

(A+5A)V =[AE-VV")+VSVI]V
= VS. (5.75a)

Analog erhélt man unter Verwendung von ([5.54b))
(C+6C)Vu =0. (5.75b)

Anhand von Satz erkennt man, dass die Spalten von V denjenigen (A+JA )-invarianten
Unterraum aufspannen, der fiir den Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit des
gestorten Systems verantwortlich ist. Die zu diesem Unterraum gehorigen Eigenwerte
sind durch die Eigenwerte \; von S gegeben; geméifs Satz [§] gilt somit

T2 (NE — A - 5A)
C+6C

rang

<n, (5.76)

d.h. die Eigenwerte von S bilden ein nicht perspektivisch beobachtbares Eigenwerttupel
des gestorten Systems.

Diese Einsicht in das Optimierungsproblem wird in folgender Proposition zusammen-
gefasst, welche die Bedeutung des inneren Teilproblems aus Relation hervorhebt.

Proposition 28. Es sei S € CUAD*@+D eine beliebige Matriz und u € CH ein Vektor,
welcher uflu = 1 erfillt. Weiterhin sei pqs die kleinstmdégliche Norm einer Stirung
(0A,0C), sodass das System (A + 0A,C + dC) nicht perspektivisch beobachtbar ist und
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dieses zusatzlich die Voraussetzungen von Satz[8, d.h.

(A +6A)V = VS, (5.77a)
(C+6C)Vu =0. (5.77b)

mit einer orthonormalen Matriz 'V, d.h.
VAV = E, (5.77¢c)

erfillt:

-

5A,5C

SA € C™", §C € C™ ", Relation (5.77) gilt} . (5.78)

Dann ist j1g8 Losung des Optimierungsproblems

pas(A,C) = min Jpsu(V, S, u) (5.79)
Vecnx(d+1)
VHV=E

mit der Funktion J,s, aus Relation (5.52)). Bezeichnet die Matriz V eine Lisung des obi-
gen Optimierungsproblems, so ist die zugehorige Storung durch Relation ((5.54) gegeben.

Anmerkung. Die Distanz 4 s(A, C) héngt klarerweise neben den Matrizen A, C und S
auch vom Vektor u ab. Diese Abhéngigkeit wird der Einfachheit halber, zur Vermeidung
einer unnotig komplizierten Notation, nicht explizit angegeben.

Beweis. Die Aussage wird zur besseren Einsicht in die Zusammenhénge nicht unter
Verwendung der bisherigen Ergebnisse, sondern direkt bewiesen. Gemals Relation ([5.77))
erfiillt die Storung die Gleichungen

SAV = —AV + VS, (5.80a)
§CVu = —CVa. (5.80b)

bei minimaler Norm. Sie ist somit Minimum-Norm Losung dieser Gleichungen; man
erhalt

A = —AV(VHEV)'VH L vs(viv)-tvH (5.81a)
6C = —CVu(u?V#vu) tu’v¥ (5.81Db)

Unter Beriicksichtigung der Orthonormalitétseigenschaft (5.77c|) ergibt sich daraus die
Storung geméf Relation (5.54) sowie, als deren quadrierte Frobeniusnorm, die Zielfunk-
tion Jpey. O

An dieser Stelle sei angemerkt, dass man die Zielfunktion Jpg, auch in einer etwas
anderen Form darstellen kann:
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Proposition 29. Fiir beliebige Matrizen V, S und beliebigen Vektor u geeigneter Di-
mensionen gilt

Josa(V, S, 1) = |AV — VS|§ + || CVulf;
2
= [|[AV||; + [|[CVu|; — |[V7AV||,
+||S = VIAV|, — IS|IE + [ VS][3. (5.82)

Erfillt die Matriz 'V insbesondere die Bedingung
VAV = E (5.83)
so vereinfacht sich dieser Ausdruck zu
Joau(V,S,u) = [|AV] + [CVu|? - [VIAV|2 + ||S - VIAV],.. (5.84)
Beweis. Allgemein gilt®
|AV — VS|2 = ||AV|? — spur VAAHVS — spur SEVH AV + || VS]2 (5.85)
sowle
IS — VIAV|% = [IS|2 — spur VI AT VS — spur STVIAV + |[VIAVI[Z . (5.86)
Subtrahiert man die zweite dieser Gleichungen von der ersten, so erhélt man
|AV — VS|; — ||S - VIAV|, = AV — [VZAV|, + IVS[; — [S[3. (5.87)

woraus sich durch Umstellen und Addition von ||CVul|; unmittelbar die erste behauptete

Relation (5.82)) ergibt.
Erfiillen die Matrizen V die Orthonormalitétsbedingung (5.83)), so gilt auferdem

|VS||7 = spur S#VHVS = spur S7S = ||S]|, . (5.88)

Einsetzen dieser Beziehung liefert die zweite Relation ([5.84)). [

Diese Darstellung der Zielfunktion, konkret Relation , hebt nochmals den Zusam-
menhang mit der kanonische Form nicht perspektivisch beobachtbarer Systeme gemaéfs
Korollar hervor, von welchem urspriinglich in Abschnitt ausgegangen wurde.
Dazu betrachtet man das mit Hilfe der unitiren Transformationsmatrix®

U=[U, V] (5.89)

8Es wird folgende fiir beliebige Matrizen M und N passender Dimensionen giiltige Beziehung benutzt:
IM = NI = Mz — spur M”N — spur N*M + N[5

9Das ist die Transformationsmatrix aus Relation (5.24) mit Q = E.
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transformierte System:

UfAU, UHAV
UYAU = {V}, AUi v AV] : (5.90a)
CU = [CU; CV]. (5.90Db)

Mit der Storung ([5.54a)) lauten die Daten des transformierten, gestorten Systems

UfAU; 0

H _ 1 1

U"(A+6A)U = {VH \U, S] : (5.91a)
(C+4C)U = [CU; CV(E —uu)]. (5.91Db)

Man erkennt, dass die Ausdriicke [|AV || bzw. ||V AVHF die Normen der zweiten Spalte
bzw. des rechten unteren Blocks dieser Matrix sind. Die Differenz von deren Quadraten
entspricht somit der quadrierten Norm des rechten oberen Blocks U AV. Der letzte
Term in ergibt sich daraus, dass der rechte untere Block V# AV der transformier-
ten Systemmatrix durch die Matrix S ersetzt wird. Der Ausdruck |[CVul|, schlieklich
entspricht z.B. fiir u = e4,1 der Norm der letzten Spalte der transformierten Ausgangs-
matrix.

5.4.5. Alternative Formen des Optimierungsproblems

Ahnlich wie in Abschnitt kann auch der Vektor u als Optimierungsvariable be-
trachtet und dadurch eine alternative Form des Optimierungsproblems erhalten
werden. Diese Vorgangsweise erlaubt es hier, sich bei der Minimierung beziiglich der
Matrix S auf obere (oder untere) Dreiecksmatrizen zu beschrianken. Dadurch kann man,
wie spater noch diskutiert wird, auf einfache Weise Beschrankungen fiir die Eigenwerte
der Matrix S vorgeben'. Auferdem lisst sich dadurch die Anzahl der Freiheitsgrade des
aufkeren Optimierungsproblems reduzieren.

Proposition 30. Es bezeichne D' C C*! die Menge der komplezwertigen quadratischen
oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrizen der Grifie . Das Distanzmafl der perspektivi-
schen Beobachtbarkeit fiir den Dimensionsverlust d ist Losung des Optimierungsproblems

pa(A, C) = goin min = omin \/ Jpsu(V, S, 1), (5.92)

ufu=1 VHV=E

mit der Funktion Jys, aus Relation (5.52)).

0FEine Beschrankung der Eigenwerte der Matrix S ist z.B. im Hinblick auf jene Klasse von iiber R
nicht perspektivisch beobachtbaren Systemen interessant, welche die Voraussetzungen von Satz
erfiillen.
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Beweis. Gemafs Satz [27]ist das Distanzmafs 4 durch

fg = min pg = min min  min Josu(V, S, 1) (5.93)
ue(cd+l ScC(d+1)x(d+1) ueCdJrl VEC”X(d+1)
uffu=1 ufflu=1 VHAV=E

gegeben. Weiterhin erhalt man, unter Verwendung der Invarianz der Frobeniusnorm
unter Multiplikationen mit unitdren Matrizen, fiir jede unitdre Matrix Q

1(VQ, QSQ, Q"u) = | AVQ — VQQ”sQ|[;. + |cVQQ™ul|;
— |(AV = VS)QI% + |[CVul[?
— |AV — VS|’ + |CVulf}
= Jow(V,S, ). (5.94)

Geméf dem Satz von Schur [9] kann man bei gegebener Matrix S immer eine unitére
Matrix Q und eine Matrix in Dreiecksform S € D! finden, sodass

S =: QSQ (5.95)

gilt. Man verwendet daher anstelle von S die Matrizen S und Q als Optimierungsvaria-
blen und fiihrt ferner die Abkiirzungen

V=VQ (5.96a)
u=:Q"u (5.96b)
ein. Fiir letztere folgt
viv = vIQHEQV = VIV (5.97a)
u?u=a"Q"Qu = uaq, (5.97b)

sodass man das Optimierungsproblem ((5.93)) unter Verwendung von Relation (5.94)) dqui-
valent in der Form

9 . . . ) \/ ~ e -
= min min min min Josu (V S u
Hd = qecuix @) gepist aeCit! egnx (VQ, Q78Q, Q71)
QHQ=E ala=1 VHV=E
= min min _ min Josu(V, S, 01) (5.98)

SeDd+t GeCI+! v x(d+h)
ala=1 VHV=E

anschreiben kann. O

Die Minimierung beziiglich u lésst sich in geschlossener Form durchfiihren, sodass man
die Anzahl der Freiheitsgrade noch weiter reduzieren kann.

Korollar 31. Es bezeichne D' € C™! die Menge der komplezwertigen, quadratischen,

82



5.4. Strukturierung des Optimierungsproblems

oberen (bzw. unteren) Dreiecksmatrizen der Grofe l. Fir das Distanzmaf pq gilt

g = Sgllj)lﬁl Veérnlir(ldﬂ) Jpso (V. S), (5.99)
VHIV=E

wobei die Funktion J,s, durch
Jpso(V,8) = [AV — VS|[z + omnin (VA CHCV) (5.100)

gegeben ist.

Beweis. Die Aussage erhélt man aus Proposition [30] unmittelbar durch Minimierung der
Funktion J, beziiglich u. Es gilt namlich

nin, Josu(V,S,u) = ||AV — V§||& + nin, |CVul;

ufu=1 ufu=1

= |AV — VS|[2 + o (VI CTCV)
= Joso(V,S). (5.101)

]

Anmerkung. Fiir lokale Minima in Form der Matrizen V und S dieser beiden Optimie-
rungsprobleme aus Proposition [30| bzw. Korollar [31] gilt Relation (5.53) im Allgemeinen
nicht, da die Matrix VH AV nicht notwendigerweise eine Dreiecksmatrix ist. Es gilt aber

S =QIVHIAVQ (5.102)

fiir eine geeignete unitire Matrix Q, d.h. S und V¥ AV besitzen insbesondere dieselben
Eigenwerte.

In Proposition [30]ist die Anzahl der Freiheitsgrade der Minimierung beztiglich u durch
d, also durch die Anzahl der Komponenten von u abziiglich der Anzahl der Nebenbe-
dingungen gegeben; beziiglich S stellen die !/2(d+1)(d + 2) Eintréage der Dreiecksmatrix
Freiheitsgrade dar. Insgesamt betréigt ihre Zahl fiir die beiden dufseren Optimierungen
damit

1 1
§d2 + gd +1=(d+1)*— Fd(d=1). (5.103)

Diese Zahl ist fiir Dimensionsverluste d > 2 kleiner als die Anzahl der Eintrage von S
im Optimierungsproblem aus Satz
In Korollar [31] weist das duftere Optimierungsproblem nur die

1 1
§d2 + %d +1=(d+1)* - 5d(d +1) (5.104)

Eintréage der Dreiecksmatrix S als Optimierungsvariablen auf. Hier ergibt sich bereits
ab d > 1 eine Reduktion gegeniiber Satz [27] jedoch um den Preis einer komplizierteren
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Struktur der Zielfunktion'!.

5.5. Schranken des Distanzmalles

Man kann anhand der bisherigen Ergebnisse folgende Schranken fiir das Distanzmaf der
perspektivischen Beobachtbarkeit angeben:

Proposition 32 (Triviale Schranken des Distanzmafes). Fir ein gegebenes System
(A, C) erfillt das Distanzmaf der perspektivischen Beobachtbarkeit die Ungleichungen

Omin(C) rangC =n

IClly > po > 2...2un_1:{ (5.105)

0 sonst.

Beweis. Man betrachtet zundchst den Dimensionsverlust d = n—1. Fiir diesen ist geméafs
Proposition [25| das Quadrat des Distanzmafes durch

{1 = _min (H (E— VV) AV + 0w (VHCHCV)) (5.106)

gegeben. Da die Matrix V in diesem Fall quadratisch und damit unitér ist, gilt VV# = E
und der Ausdruck vereinfacht sich zu

2. (C) rangC=n

12, = o (CPC) = {Umin (5.107)

0 sonst.

Umgekehrt erhilt man fiir den Dimensionsverlust d = 0 fiir einen beliebigen, zur Linge
eins normierten Eigenvektor v der Systemmatrix A anhand des Optimierungsproblems
die Abschétzung

pg < H (E — VVH) AV”;-F ||CV||§
0

<Clz Ivl; = lICll;- (5.108)

Die Giiltigkeit der restlichen Ungleichungen erkennt man anhand der Tatsache, dass

gemék Lemma [0] aus dem Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit fiir den Dimen-

sionsverlust d auch der Verlust dieser Eigenschaft fiir den Dimensionsverlust d + 1 folgt.
D.h. es gilt

Pi C Pat1, (5.109)

womit die Ungleichungen unmittelbar aus der Definition des Distanzmafes in Relation
(5.13) folgen. O

1 Es existiert kein allgemein giiltiger analytischer Ausdruck fiir den kleinsten Singularwert einer Matrix;
dieser lasst sich bei gegebener Matrix in der Regel nur numerisch bestimmen.
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Diese Abschétzungen erlauben es auch unter Beibehaltung eines Wertes der Zielfunk-
tion Jps, aus Satz , der fiir die Matrizen V und S sowie einem Vektor u angenommen
wird, den Dimensionsverlust d zum Dimensionsverlust d 4+ [ zu vergrofern. Diese Be-
trachtung ist unter anderem im Hinblick auf die spéter diskutierte numerische Losung
des Optimierungsproblems und die dabei notwendige Wahl sinnvoller Startwerte von
Bedeutung.

Proposition 33. Es seien fiir einen Dimensionsverlust d eine orthonormale Matriz
V € CUHD) eine Matriz S € CHHDXHD ynd ein Einheitsvektor u € CH1 gegeben,
fiir welche die Zielfunktion (5.52) des Optimierungsproblems aus Satz den Zielfunk-

tionswert
K= Jpsu(V,S,u) > pi3 (5.110)

annimmt. Weiterhin sollen zwei Matrizen W € C™*! und T € C*! die Gleichungen

AW = WT, (5.111a)
WHE -VVHW = E (5.111b)
erfiillen, wobei die Matriz A durch
A=AE-VVH) L vsvH (5.112)
gegeben ist'?. D.h. die Spalten der Matriz W sollen einen A-invarianten Unterraum auf-

spannen, fir dessen Durchschnitt mit dem von der Matriz 'V aufgespannten Unterraum
dim (W) N (V) =0 (5.113)

qiltt3 14,

Dann erfillen fiir den Dimensionsverlust d + | die Matrizen bzw. der Vektor

V=[E-VVHW V], (5.114a)

12Mit der Matrix A aus Relation kann A als A = A + A geschrieben werden.

BWie man leicht {iberpriift, spannen auch die Spalten der Matrix V einen A-invarianten Unterraum
auf; es gilt AV =VS.

14Tst die Bedingung nicht erfiillt, so kann aus einer Matrix W, deren Spalten einen A-
invarianten Unterraum aufspannen, mit Hilfe der Vorschrift

- 1
W=W [WHE-VvVHw] 2
eine Matrix W bestimmt werden, welche diese Bedingung erfiillt. Dazu muss jedoch die Matrix

WH(E — VVH)W reguliir sein. Das ist genau dann der Fall, wenn es keinen nichttrivialen Vektor
aus dem Unterraum (V) gibt, der auch in (W) liegt; diese Bedingung ist dquivalent zu Relation

EI3).
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. T 0

S= [VHWT _SVAIW 8|’ (5.114b)
o

u= [u] (5.114c)

die (Neben-)bedingungen des Optimierungsproblems aus Satz bei gleichbleibendem
Zielfunktionswert

Josu(V,S,0) = k = Jpeu(V, S, U). (5.115)

Beweis. Unter Verwendung von Relation (5.111b)) und der vorausgesetzten Orthonor-
malitdt der Matrix V und des Vektors u erhilt man zunéachst

WHE-VVI)W 0

ViV = 0 viv] =B a’a=u"u=1, (5.116)

d.h. V und u erfiillen die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems. Weiterhin lisst

sich Relation (5.111a)) zu
AE-VVIHW = - VSVAW + WT (5.117)
umformen. Man erhélt daher

AV -VS=[AE-VVHW AV] - [WT - VSVIW VS]
=[0 AV -VS], (5.118a)
CVua = CVu, (5.118b)

woraus die behauptete Beziehung
- TS .
TV, 8, 0) = ||AV - V8 L+ |ova
= |AV = VS|[z + [[CVull; = Jpu(V, S, u) (5.119)

2
2

folgt. [

5.6. Beispiele

Es werden zwei einfache Beispiele gezeigt, fiir welche (ausnahmsweise) eine analytische
Ermittlung des Distanzmafies moglich ist.

Beispiel 19. Man betrachte den Drehkorper aus Beispiel [T}, welcher durch ein System
mit den Parametern geméfs (2.9)

A=Q, C=E, (5.120)
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mit der Matrix € aus Relation . beschrieben wird. Fiir dieses System gilt geméaf
Satz [27] (fiir beliebigen Dimensionsverlust d)

2 ) . B ) )
Ha = g o min o min AV = VS|l + || CVull;
VHV=E
= o in 1QV = VS|% + || Vu|
SecC(d+1)x(d+1) Vecnx(d+1)
VHEV=E
= sccdil 12V — VS| + 1. (5.121)
SeC(d+1)x(d+1) Ve(cnx(dJrl
VHEV=E

Spannen die Spalten der Matrix V einen zweidimensionalen 2-invarianten Unterraum
auf, wahlt man also z.B. V= R und S = W mit den Matrizen R und W aus Relation
, so verschwindet die in obigem Ausdruck verbleibende Norm. Somit betrigt das
Distanzmaft der perspektivischen Beobachtbarkeit fiir dieses System

pa = 1. (5.122)

Hinsichtlich der oberen Schranke aus Relation ([5.105)) ist dies der bestmogliche Wert.

Das Ergebnis dieses Beispiels lasst sich auf beliebige Systeme verallgemeinern, deren
Ausgangsmatrix ein skalares Vielfaches der Einheitsmatrix ist: gilt C = oE so erhélt
man, unabhingig von Systemmatrix A und Dimensionsverlust d,

g = (5.123)

fiir das Distanzmaf. YA

Beispiel 20. Es wird der bewegte Drehkorper aus Beispiel [2| betrachtet. Die System-
daten sind durch

A= [g g] : C=[E 0] (5.124)

gegeben.

Dieses System ist nicht perspektivisch beobachtbar. Man tiberzeugt sich leicht davon,
dass die in Beispiel [§) fiir dieses System ermittelten Matrizen

vV {g ?J | . m | S — [g (1)] , (5.125)

mit q aus Relation (2.8)) die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems aus Satz
erfiillen, und dass fiir diese geméf Relation (3.30) das Minimum

ftg =0 (5.126)

angenommen wird. A
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5.7. Beriicksichtigung zusatzlicher Beschrankungen

Bisher wurde, wie zu Beginn dieses Kapitels erwahnt, nur das Distanzmafl der per-
spektivischen Beobachtbarkeit iiber C bei einer komplexwertigen Storung betrachtet. In
diesem Abschnitt wird die Berticksichtigung zusétzlicher Einschrankungen dieser Vorga-
ben diskutiert. Dazu wird eine Menge B vorgegeben, welche im Allgemeinen auch von
den Systemdaten A und C abhéngen kann. Fiir das Distanzmafl ppq beziiglich dieser
Menge werden nur nicht perspektivisch beobachtbare Systeme beriicksichtigt, welche
auch in dieser Menge B liegen:

: 0A
s €)= g { | i)

(A+5A,C+0C) e B(A,C)N E} : (5.127)
F

Man erkennt, dass B prinzipiell auch perspektivisch beobachtbare Systeme enthalten
kann; diese haben aber keinen Einfluss auf das erhaltene Distanzmalfs.

Es konnen grundsétzlich zwei Arten von Beschrénkungen unterschieden werden: eine
Einschrinkung der beriicksichtigten nicht perspektivisch beobachtbaren Systeme auf eine
Menge T, z.B. auf (einen Teil der) iiber R nicht perspektivisch beobachtbaren Systeme,
und eine Einschrankung der Stérung (JA,0C) auf eine gegebene Menge S, z.B. auf
eine reellwertige Storung. In ersterem Fall ist die Menge B durch die von A und C
unabhéngige Menge

B(A,C)=T (5.128)
gegeben, wahrend sie in zweiterem Fall in der Regel von A und C abhéngt:
B(A,C)={(A+JA,C+6C)| (§A,0C) € S}. (5.129)

Die Behandlung einiger interessanter Spezialfille dieser zwei Typen von Beschrankungen
wird im Weiteren diskutiert.

5.7.1. Einschrankung der betrachteten Systeme

In diesem Abschnitt wird eine Einschrankung der fiir das Distanzmaft berticksichtigten
Systeme hinsichtlich ihres nicht perspektivisch beobachtbaren Eigenwerttupels disku-
tiert. D.h. es werden nur Systeme betrachtet, welche das PBH-Rangkriterium fiir eine
Menge von Werten {\i,..., \s41} aus einer gegebenen Menge £ C 2€ verletzen!. Fiir
die Menge B gilt demnach in diesem Abschnitt:

B ={(A,C) | Bedingung (3.1) ist verletzt, {\1,..., A\ay1} € L}. (5.130)

Damit lésst sich fiir pp 4 folgendermafen ein Optimierungsproblem angeben: Anhand

15Es bezeichnet 2€ die Menge aller Teilmengen (die sogenannte Potenzmenge) von C. Die Elemente
der Menge L sind somit selbst Mengen, von welchen aber nur solche mit bis zu (d + 1) Elementen
relevant sind.
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von Proposition 28 und Satz [§]ist ersichtlich, dass die Ermittlung einer solchen Distanz
durch entsprechende Einschrankung der Eigenwerte der Matrix S méglich ist. Man erhélt

SeC ‘ V & 7l. J 513
//ll 3 (d+1)x (d+1) X (d+1) I ( ) ? )7 ( I )

A(S)eL VHV=E

wobei A (S) die Menge der Eigenwerte von S bezeichnet. Besonders niitzlich ist in diesem
Zusammenhang die alternative Formulierung des Optimierungsproblems aus Propositi-
on B0} Da die Matrix S in diesem Fall von vornherein auf die Menge D! der Drei-
ecksmatrizen beschrankt ist, lasst sich eine Beschrinkung ihrer Eigenwerte sehr einfach
realisieren: Schreibt man diag (S) fiir die Menge der Diagonalelemente von S, so gilt

= min min min 1/ Jpsu(V, S, u). 5.132
HE.d Sendtl ueCdt! yvecnx(d+l) psu( T ) ( )

diag(S)eL uu=1 VHV=E

Beschrinkt man sich fiir den Dimensionsverlust d = 1 auf jenen 7Teil der iiber R
nicht perspektivisch beobachtbaren Systeme, welche die Voraussetzungen von Lemma
erfiillen, so ergeben sich besonders einfache Zusammenhéange. Fiir diese ist das PBH-
Rangkriterium fiir zwei reelle oder konjugiert komplexe Zahlen verletzt; die Menge L ist
dementsprechend durch

L={{\, N} |, eRYU{{o+ jw,0—jw}]|o,weR} (5.133)

gegeben. In diesem Fall reicht die Beschrankung der Matrix S auf reellwertige Matrizen
aus'®, d.h.

UB.d = min min Josu(V, S, u). (5.134)
’ SER(d+1)x(d+1) yyeonx(d+1)
VHV=E

5.7.2. Beschrankung der Storung

In diesem Abschnitt wird auf die Beriicksichtigung einer Beschridnkung der Stoérung
in Form von Gleichungsnebenbedingungen eingegangen. Konkret soll die Stérung die
Gleichungen

f(5A) =0 (5.135a)
g(6C) =0 (5.135b)

16Jede komplexwertige 2 x 2 Matrix mit einem reellen oder konjugiert komplexen Eigenwertpaar ist
unitér dhnlich zu einer reellwertigen Matrix.
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erfiillen, wobei f und g gegebene vektorwertige Funktionen sind. Die Menge B ist dem-
nach durch

B(A,C) = {(A + JA,C + 5C) | f(5A) = 0,g(6C) = 0} (5.136)

vorgegeben.

Allgemeine Zusammenhinge

Es wird zunéchst die prinzipielle Vorgangsweise zur Ermittlung des Distanzmafies 134
skizziert. Ausgangspunkt ist der Beweis von Proposition 2§ in welchem die Distanz
tq,s anhand einer Minimum-Norm Losung des Gleichungssystems ermittelt wird.
Dieses Gleichungssystem erweitert sich hier um die Nebenbedingungen fiir die Storung
zu

JAV = —AV + VS, (5.137a)
dCVu = —CVu, (5.137b)
f(5A) = 0, (5.137c)
g(5C) = 0. (5.137d)

Zur Ermittlung von g4 bestimmt man die Minimum-Norm Lésung dieses Gleichungs-
systems'” und minimiert anschliefend deren Norm beziiglich der Matrizen V und S.

Reellwertige Storungen

Es wird nun die Beschrankung der Storung auf reellwertige Matrizen diskutiert. Dabei
wird vorausgesetzt, dass auch die Systemdaten A und C reellwertig sind. Die soeben
skizzierte Vorgehensweise wird, mit geringfiigigen Modifikationen, auf die Menge

B(A,C) = {(A+6A,C+4C)|5A € R¥",6C € R™"}
- {(A, ) ) AcRv Ge Rmm} (5.138)
angewandt. Der Einfachheit halber wird nur der Dimensionsverlust d = 1 betrachtet.
Ist das System (A + JA, C + §C) nicht perspektivisch beobachtbar, so gibt es geméfs

Satz |8 eine spaltenregulare Matrix V, eine Matrix S und einen von null verschiedenen
Vektor u, sodass'®

(A +0A)V =VS (5.139a)

I7Es erscheint verlockend, das Optimierungsproblem unter Verwendung der Ausdriicke fiir 6A
und 6C aus Relation um die Nebenbedingungen zu erweitern. Dies flihrt im All-
gemeinen jedoch zu einem falschen Ergebnis, da sich Relation im Zuge der Herleitung als
Minimum-Norm Lésung ohne zusétzliche Beschrankungen ergibt.

18 Anders als bei Propositionwird an dieser Stelle nicht vorausgesetzt, dass VIV = E oder ulu =1
gilt.
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gilt, d.h. die Spalten von V spannen einen (A + §A)-invarianten Unterraum auf, und
die Relation

(C+6C)Vu =0 (5.139D)

erfiillt ist. Es wird angenommen, dass S eine 2 x 2 Matrix mit zwei echt komplexen
Eigenwerten A, A ist, d.h. dass A, Ao ¢ R und \; # A5 gilt!®.

Sollen A und dC reellwertig sein, so muss neben den Gleichungen ([5.139)) ebenso

(A +A)V* = V*S* (5.140a)
(C+6C)Vu* =0 (5.140D)

mit entsprechend komplex konjugierten Matrizen V*, S* und Vektor u* gelten. Mit den
Abkiirzungen

V.=[V Vv, S = {3 s(;)} U= [‘3 ﬂ (5.141)

muss die Stérung (0A, dC) somit folgende Gleichungen erfiillen:

AV = —(AV — VS) (5.142a)
SCVU = —CVU. (5.142b)

Die Koeffizienten dieses Gleichungssystems sind komplexwertig; ihre Minimum-Norm
Losung

SA = —(AV - VS)(VHIv)-lvH (5.143a)
5C = —CVU(UAVHEVU)1UAVH (5.143b)

ist aber reell. Man erhélt namlich durch Multiplikation der ersten bzw. zweiten Gleichung
mit den unitdren Matrizen

M::% [E _.jE} bow. N i o ll _.j] (5.144)

bei gleichbleibender Minimum-Norm Losung ein Gleichungssystem mit den reellwertigen

Ist A\ € R bzw. X2 € R, so besitzt das gestorte System gemif Lemma in der Regel auch ein
nicht perspektivisch beobachtbares, konjugiert komplexes Eigenwertpaar Ag, A5 bzw. A1, A]. Derar-
tige Falle lassen sich durch Lésung des Optimierungsproblems mit Beschriankung der Opti-
mierungsvariablen S und V auf reellwertige Matrizen beriicksichtigen.
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Koeffizienten
VM = V2 [Re{V} Im{V}], (5.145)
MZSM = [_RI‘;{?;} Eﬁigﬂ , (5.146)
MAUN = [_RI‘;{‘{J&} Eﬁzﬂ . (5.147)

Mit den dementsprechend reellwertigen?® Abkiirzungen

W = VMM VHVM) 2

= V(VIV) 2 M, (5.148a)
T .= (MYVIVM):MYSM(M?VIVM)~2

= MA(VIV)zS(VIV) M, (5.148b)
U = (MPVAVM):MPUN(NYUYMM? V¥ VMM?UN) 2

= MA(VAV)2: U(UPVHVU) N (5.148¢)

kann man die Storung in der Form

A = —(AW — WT)W7* (5.149a)
§C = -CWUU"W7* (5.149b)
schreiben. Man iiberpriift leicht, dass W/W = E und U?7U = E gilt. Somit erhilt man
fiir die Norm der Storung
2

llsell,

Dieser Ausdruck gleicht strukturell der Zielfunktion Jpg, aus (5.52)), mit dem Unterschied,

dass anstelle des Einheitsvektors u eine zweispaltige orthonormale Matrix U auftritt.

— |AW — WT|? + |CWU|}. (5.150)

Es verbleibt zu iiberpriifen, unter welchen Bedingungen auch bei Vorgabe der ortho-
normalen Matrizen W und U sowie der Matrix T das (geméfs Relation (5.143))) gestorte
System nicht perspektivisch beobachtbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn Be-
ziehung invertiert, d.h. nach V, S und u aufgeldst, werden kann. Man erkennt
zunéchst, dass die Matrix T dieselben Eigenwerte wie die Matrix S aufweisen muss,
geméf der Annahme also zwei konjugiert komplexe Eigenwertpaare. Erfiillt die Matrix
T diese Bedingung, so kann man durch (teilweise) Diagonalisierung von T immer eine

20Fiir eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix P wird mit der Quadratwurzel P2 die eindeutige
symmetrische, positiv semidefinite Matrix R bezeichnet, die RFR = R? = P erfiillt [9]. Stellt
P = Udiag (0;) U¥ eine Singulirwertzerlegung vom P dar, so gilt P2 = U diag (y/o;) U, Daran
erkennt man, dass fiir eine unitire Matrix Q die Relation (Q¥ PQ)% =QP:Q gilt.
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reguldre Matrix R finden, sodass

S 0
TR =R lO S*] (5.151)
gilt und R die Form
R=[R R’ (5.152)

mit einer komplexwertigen n x 2-Matrix R hat. Mit der Wahl M (VEV)z = R erhilt
man

= WR (5.153)
=R 'TR. (5.154)

e <

Diese Wahl impliziert weiterhin, dass R¥R = VIV gilt.

Um auch eine Matrix U zu finden, welche Relation (5.148d) erfiillt, muss eine weitere
Voraussetzung erfiillt sein: Es muss einen komplexwertigen Vektor h geben, sodass der
Vektor Uh als Linearkombination der Spalten von R darstellbar ist. Ist das der Fall, so
lasst sich ein Vektor u bestimmen, sodass Uh = Ru gilt. Dann ist die Matrix

g (v 0 5.155
o v (5.155)

die gesuchte Matrix U: Mit der reguldren®' Matrix

H:=[h h* (5.156)
erfiillt diese die Gleichung

RU = UH. (5.157)
Die Auswertung der rechten Seite von Relation liefert somit

RU(U’R”RU) N = UHH"H) :N
- UQ. (5.158)

Dieses Ergebnis unterscheidet sich nur um die orthogonale?? (und damit reellwertige)

21Bei singulirer Matrix H wiire h = h*, woraus Ru = Uh = U*h* = R*u* und damit

RSO

folgt. Das ist ein Widerspruch zur Regularitéit von R.
22Wie man leicht {iberpriift gilt QQY = E.
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Matrix .
Q = HN(N“H"HN) 2 (5.159)

von der Matrix U. Dies ist jedoch kein Problem: Die Matrix UQ ist nach wie vor
reellwertig und man erhilt mit ihr dieselbe Storung und damit denselben Ziel-
funktionswert wie mit U.

Zusammengefasst erhalt man die kleinste reellwertige Storung, fiir welche das gestorte
System das PBH-Rangkriterium fiir zwei komplexe Eigenwerte verletzt, durch Minimie-
rung der Norm beziiglich W und T unter folgenden Nebenbedingungen: die
Matrix W € R erfiillt WIW = E, die Matrix T € R**4 besitzt zwei konjugiert kom-
plexe Eigenwertpaare und eine Linearkombination der Spalten der Matrix U € R**2,
welche UTU = E erfiillt, liegt in einem zweidimensionalen T-invarianten Unterraum.

5.8. Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde das Distanzmafs der perspektivischen Beobachtbarkeit un-
tersucht. Dabei wurden die Betrachtungen zunéchst auf die perspektivische Beobacht-
barkeit iiber C und eine komplexwertige Storung beschrinkt. Fiir diesen Fall wurde
ein Optimierungsproblem hergeleitet und hinsichtlich seiner Struktur untersucht. Das
Distanzmafs 114 fir das System (A, C) ist demnach durch

_ : : . 2 2
pa(A,C) = min L min \/HAV VS|[p + [[CVulfg. (5.160)
VHEV=E

gegeben. Die zum optimalen Zielfunktionswert gehorigen Argumente V und S charakte-
risieren dabei einen (im Sinne von Satz|8|) nicht perspektivisch beobachtbaren Unterraum
des gestorten Systems.

Anschliefsend wurde die Beriicksichtigung zusétzlicher Beschrankungen diskutiert. Da-
zu kann zum Teil, z.B. bei einer Einschrénkung der beriicksichtigten Systeme anhand von
ihren nicht perspektivisch beobachtbaren Eigenwerttupel, das Optimierungsproblem in
einfacher Weise erweitert werden. Mitunter, z.B. bei Beschrinkung auf eine reellwertige
Storung, ergeben sich aber auch deutlich kompliziertere Zusammenhénge.
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Kapitel 6.

Modifikationen des Distanzmalies

In diesem Kapitel werden einige Modifikationen des Distanzmafses fiir die perspektivische
Beobachtbarkeit vorgestellt.

Zunichst wird die Anwendbarkeit des Mafses auf Aufgaben aus der Bildverarbeitung
untersucht. Die Sinnhaftigkeit des Einflusses einer Skalierung der Ausgangsmatrix auf
das Distanzmaf wird kritisch hinterfragt. In diesem Zusammenhang werden zwei alter-
native Formen der Storung der Ausgangsmatrix betrachtet, was zu zwei verschiedenen
Varianten eines normierten Distanzmafles fithrt. Weiterhin wird fiir Systeme, welche
die Bewegung von Punkten in homogenen Koordinaten beschreiben, ein Zusammenhang
zwischen beziiglich ihrer Richtung nicht unterscheidbaren Anfangszustianden und nicht
rekonstruierbaren Punkten hergestellt. Bei praktischen Aufgabenstellungen ist mitunter
die Norm solcher Punkte relevant. Es wird daher eine Moglichkeit gezeigt, fiir das Dis-
tanzmals nur solche Systeme zu berticksichtigen, welche nicht rekonstruierbare Punkte
mit einer vorgegebenen Norm besitzen.

Anschliefsend wird, mit dem Ziel einer leichteren Losbarkeit des Optimierungspro-
blems, die Lockerung (d.h. Relaxation) der nichtkonvexen Nebenbedingungen diskutiert.
Es wird gezeigt, dass eine solche zu einer konsistenten unteren Schranke fiir das Distanz-
mals fithrt, welche als relaziertes Distanzmaf$ bezeichnet wird.

6.1. Normiertes Distanzmal}

Bei Aufgabenstellungen aus der Bildverarbeitung ergibt sich im Rahmen der Modellbil-
dung die Ausgangsmatrix C nur bis auf ein von null verschiedenes skalares Vielfaches
(siehe etwa Beispiel [3). In diesen Féllen ist es daher nicht sinnvoll eine additive Stérung
der Ausgangsmatrix zu betrachten. In diesem Abschnitt werden fiir solche Félle zwei
alternative Formen der Storung diskutiert: eine multiplikative Storung der Ausgangs-
matrix und eine skalierte Storung der Ausgangsmatrix. Der Unterschied besteht dabei
darin, dass die Storung im ersten Fall mit der Ausgangsmatrix selbst und im zweiten
Fall mit einer skalaren Funktion der Ausgangsmatrix multipliziert wird.
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6.1.1. Multiplikative Storung der Ausgangsmatrix
Es wird zunéchst eine Storung der Ausgangsmatrix C der Form
0C = (E+ éF)C(E + 0G) (6.1)

betrachtet, wobei 0F eine m x m und G eine n x n Matrix ist. Das Distanzmals fir
diese Form der Storung wird mit jiy bezeichnet:

fa(A, C) min {\/H
T GAGF.6G

+ |0F||% | 6A,6G € C™" §F € C™*™,

(A +6A, [E + dF|C[E + 0G]) € 7_>d}.
(6.2)

Man kann leicht nachvollziehen, dass damit fiz(A,aC) = ji4(A, C) fiir jede beliebige
Zahl o # 0 gilt. Erstaunlicherweise ldsst sich dieses Problem auf das bisher betrachtete
Distanzmak g zuriickfiihren:

Satz 34 (Normiertes Distanzmak). Zwischen dem Distanzmafl fiq bei multiplikativer
Storung der Ausgangsmatriz und dem klassischen Distanzmaf$ pg der perspektivischen
Beobachtbarkeit besteht der Zusammenhang

ﬁd(Aa C) = ,ud(Av C)a (63)
wobei die Matriz C durch die gemdf
c=cC*C (6.4)

normierte Ausgangsmatriz gegeben ist! 2. Stellt (5A,6C) die zu pq(A, C) gehirige Sto-
rung dar, so ist die zu fiq(A, C) gehorige Storung (JA, dF,6G) durch

SA = JA (6.5a)
5F =0 (6.5b)
6G = 0C (6.5¢)

gegeben.

Bewers. Fiir das gestorte, nicht perspektivisch beobachtbare System gibt es geméf Satz
eine orthonormale Matrix V, eine Matrix S und einen Einheitsvektor u, sodass die

'Fiir eine Matrix M bezeichnet M* die zugehorige Pseudoinverse.
2Ist die Matrix CCH invertierbar, so lautet diese Normierungsvorschrift C = C(CCH)~1C.
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Gleichungen

(A +6A)V = VS, (6.6a)
(E+ 6F)C(E + 6G)Vu = 0 (6.6b)

erfiillt sind. Die Matrix 0 A muss jedenfalls Minimum-Norm Losung der ersten Gleichung
sein; man erhélt fiir diese daher den bekannten Ausdruck (p.54a)). Die zweite dieser
Gleichungen lautet umgeformt

JFC(E + 6G)Vu = —C(E + §G)Vu. (6.7)

Aufgrund der Minimalitdt der Norm der Matrix 0F muss diese die Minimum-Norm
Losung der zweiten Gleichung sein, d.h.

0 =0
OF = { wo (6.8)
— Wiy, Ssonst,
mit der Abkiirzung
w:= C(E + 0G)Vu. (6.9)

Die Frobenius-Norm dieser Matrix ist durch

(6.10)

1 sonst

0 CIE+/G)Vu=0
MHMZ{ (B +0G)

gegeben. Im ersten dieser Falle muss die Matrix G so gewahlt werden, dass sie bei
minimaler Norm die Gleichung

CsGVu = —CVu (6.11)

erfiillt. Diese erhalt man durch Multiplikation der Gleichung von links bzw. von rechts
mit den Pseudoinversen der Matrix C bzw. des Vektors Vu:

6G = —CTCVuuV. (6.12)
Es wird nun die Matrix CTC naher betrachtet. Dazu sei

C=U ﬁ 8] wH (6.13)

eine Singularwertzerlegung der Matrix C, wobei die Diagonalmatrix ¥ die von null
verschiedenen Singulidrwerte enthalten soll®. Die Pseudoinverse von C ist dann durch

3Ist C zeilenregulir, so ist die Singuléirwertzerlegung durch C = U [2 0] WH gegeben, d.h. es treten
keine verschwindenden Singuldrwerte auf.
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die Matrix

Ct=W Fo_l g} u? (6.14)
gegeben. Somit gilt

CrC =W Fg 8] wH (6.15)

d.h. alle von null verschiedenen Singulédrwerte dieser Matrix sind gleich eins. Daraus folgt
|crC|, =1, (6.16)

womit man fiir die Norm der Matrix §G aus Relation die Ungleichung
5G], = |V, < [[c*C], vall, = 1 (6.17)

erhalt.

Unter Beriicksichtigung von Relation ((6.10) wird die Norm der Storung daher, bei
gegebenen Matrizen V und S, und Vektor u, jedenfalls durch

A = —AVVH L VSV (6.18a)
6F =0, (6.18b)
G = —CTCVuu”Vv (6.18c)

minimiert. Nur in dem besonderen Fall, dass |Ct*CVul|l; = 1 gilt, wird das Minimum
zusdtzlich fiir

§A = —AVVH L VSVH, (6.19a)
CvVuufvicH

OF = — 6.19b
uVECHECVu ( )

5G =0 (6.19¢)

angenomien.

Wiéhlt man in allen Féllen das erste dieser Minima, so erhélt man fiir iy das Opti-
mierungsproblem

- . . . B 2 n 2
fulAC)= _min - min \J[AV =V} + |C-CVull; (6.20)
VHEV=E

Dieses gleicht strukturell dem Optimierungsproblem ({5.51)) fiir das klassische Distanzmaf
a, woraus die behauptete Relation (/6.3)) folgt. Den Zusammenhang (6.5)) hinsichtlich
der jeweiligen Storungen erhélt man unmittelbar durch Vergleich der Relationen (|6.18))

und ([5.54]). O
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Unter Verwendung der Beziehung ({6.16]) erhélt man aus Proposition [32|die Schranken*
0<ig <1 (6.21)

fiir das Distanzmafs bei multiplikativer Storung der Ausgangsmatrix. Aufgrund dieser
Normierung der von fi; angenommenen Werte auf das Intervall [0; 1], sowie der Tatsache,
dass sich iy aus dem klassischen Distanzmafs p1y durch eine Normierung der Ausgangs-
matrix ergibt, wird fiq als normiertes Distanzmaf$ der perspektivischen Beobachtbarkeit
bezeichnet.

Die anhand des vorangegangenen Beweises ersichtlichen Tatsachen, dass die Storung
OF immer gleich null gewahlt werden kann und alle von null verschiedenen Singulérwer-
te der normierten Ausgangsmatrix gleich eins sind, erlaubt auferdem zwei alternative
Charakterisierungen des normierten Distanzmalfes fi4.

Korollar 35 (Alternative Charakterisierungen des normierten Distanzmafes). Das nor-
maerte Distanzmaf$ jiq erfullt

(A, C) = 5%3,%%{ H Bé}

sowie

SA,6G € C"™" (A + JA,C[E +0G]) € E} (6.22)

ﬂd(A7 C) = Md(A76)7 (623>
wobei die Matriz C durch
_ N+
C = ((ccH)a) C (6.24)

gegeben ist. Die zu ug(A, C) und fig(A, C) gehdrigen Stérungen (§A.,0C) und (§A, 6G)
hdangen iber

SA =0A (6.25a)
5G =C"sC (6.25b)

zusaminen.

Beweis. Die erste Aquivalenz folgt unmittelbar anhand von 0F = 0 aus Satz [34] Die
alternative Normierung der Ausgangsmatrix ergibt sich aufgrund der Tatsache, dass mit

4Falls rang C = n ist, so gilt fig = 1 fiir beliebigen Dimensionsverlust d, denn die normierte Ausgangs-
matrix lautet in diesem Fall ~
C=C'C=C !C=E.
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der Singularwertzerlegung (6.13))

o\ (22)% O v _ 1|2 O tom
(cemi=u |87 Dut=u| U (6.26)
und somit, unter Beriicksichtigung von Relation (6.15)),
B 0]wu
CcC=U {0 0} \)\%
= (Uw"hctc = (UWH)C (6.27)

gilt. Da die Matrix UW* unitér ist, folgt die behauptete Aquivalenz
pa(A, C) = pa(A, C) (6.28)

aus der Invarianz der in der Zielfunktion ([5.51)) auftretenden Norm unter Multiplikation
mit unitdaren Matrizen.

Ebenso erkennt man anhand von (6.15)), dass
c=C"C (6.29)

gilt und die zu diesen beiden Distanzmalen gehorigen additiven Stérungen 6C bzw. 6C
der Ausgangsmatrizen C bzw. C somit iiber

sC =C"sC (6.30)
zusammenhéangen. Mit Satz |34] folgt daraus die behauptete Form der Storung. O]

Der Einfluss dieser Normierung der Ausgangsmatrix wird nun anhand eines Beispiels
veranschaulicht.

Beispiel 21. Es wird das System aus Beispiel |3| betrachtet, welches jedoch etwas mo-
difiziert wird. Es wird zunéchst die Grofe p der reguldren Transformation

p=pr (6.31)

mit der reellen Konstante § > 0 unterworfen. Da p Teil des Zustandsvektors ([2.24])
ist, stellt diese Beziehung eine reguliare Zustandstransformation dar. Weiterhin werde
anstelle der Projektion p die Grofe

. _ v(E—hh")p By (E—-hh?)r
Z ="Yp = (1 th) = <1 AhTr ) (632)
I - f

mit einer Konstanten v > 0 gemessen, d.h. die Koordinaten der Projektion p werden
mit dem positiven Faktor v skaliert.
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Die Grofe z lasst sich somit als perspektivische Projektion der Ausgangsgrofe eines
Systems mit den Daten

Q %v] | C_ {B’y(E — hh?) 0]

or 5 Copr (6.33)

|

auffassen, welches im Weiteren untersucht wird. Dabei stellt €2 eine schiefsymmetrische
Matrix und f die Brennweite dar und der Vektor h € R? erfiillt die Gleichung h’h = 1.
Die Ausgangsmatrix C ist nicht zeilenregulir, es gilt

[h” 0] C=0. (6.34)
Mit einer beliebigen orthonormalen 3 x 2 Matrix Q, welche
QQ”" = E — hh” (6.35)

erfiillt’, kann man eine Singulirwertzerlegung der Ausgangsmatrix C angeben:

PEND) . Je] T f
C=USW :[1 3o 5B Q 0 |. (636

Man erhélt somit unter Beriicksichtigung von Relation (6.35)) die normierten Ausgangs-
matrizen

1 f2 T Bf
. E - -.—=hh" ——5h
C=Cc'c=W| E |W'= o TAT ] : (6.37a)
0 B B2+ 12
_ R 1 . [E—-nn” 0
C:((cc )2) c=U| E |W'=|_5 ,r (6.37b)
0 VB f? VB2 +f?
Erstere lédsst sich insbesondere unter Verwendung des Vektors
1
T T
———[/" 4], (6.38)
vErE ot A
welcher die letzte Zeile der Matrix W darstellt, in der kompakten Form
C=E-ww’ (6.39)

anschreiben.
Es ist anzumerken, dass diese Vorgehensweise, wenngleich sie die Probleme mit der
Mehrdeutigkeit der Skalierung von C behebt, nicht unter allen Umsténden sinnvoll ist.

SDamit gilt auch Q7h = 0, denn hTQQ’h = HQThHE =0.
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So erkennt man etwa, dass die normierten Ausgangsmatrizen zwar von dem Parameter
B der Zustandstransformation, nicht aber von dem Skalierungsfaktor v der Messgrofse
abhéngen! Damit hingt auch das normierte Distanzmafl des betrachteten Systems nicht
von v ab. Weiterhin nimmt C im Gegensatz zur nicht normierten Ausgangsmatrix C fiir

den Fall f =0 den endlichen Wert

. E O

an. Im Kontext des urspriinglichen Problems aus Beispiel [3| bedeutet dies, dass auch bei
verschwindender Brennweite die Richtung der Grofe wp und damit die Richtung des
Punktes p gemessen werden kann. Tatséchlich ist dies mit dem betrachteten Kamera-
system aber nicht moglich, denn die Brennweite ist null und alle Punkte auferhalb der
Bildebene werden somit auf den Ursprung projiziert! A

Das erste dieser Probleme, die Invarianz von C gegeniiber der Skalierung von Zeilen
der Ausgangsmatrix, ldsst sich verallgemeinern:

Lemma 36. Es sei C € C™*" eine beliebige Matriz und
D =RC (6.41)
mit einer requldren Matrix R € C™ ™. Dann gilt
Ct*C=D"D. (6.42)

Beweis. Anhand der Darstellung der Matrix C*TC in Relation (6.15]) erkennt man, dass
diese durch ihren Nullraum, d.h. den Raum aller Vektoren w, fiir welche

C*Cw =0 (6.43)

gilt, eindeutig charakterisiert wird. Da R regulér ist und die Matrizen C*C und C bzw.
D*D und D jeweils denselben Rang haben, gelten die Aquivalenzen

D'Dw=0 < RCw=0 & Cw=0 & C'Cw=0, (6.44)

woraus die behauptete Aussage folgt. O

6.1.2. Skalierte Storung der Ausgangsmatrix

Anhand der Betrachtungen im vorigen Abschnitt ist klar, dass eine Normierung der Aus-
gangsmatrix grundsatzlich sinnvoll ist. Die dort angefiihrten Probleme motivieren jedoch
zu einer alternativen Normierungsvorschrift. Man fithrt eine Normierung der Ausgangs-
matrix geméafs

A 1

C=—C (6.45)
le.Cll,
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durch. D.h. die Spektralnorm der letzten Zeile von C wird zu

=1 (6.46)

normiert; man ermittelt dann das Distanzmaf fiir das System (A, C) bei additiver Sto-
rung der Systemparameter. Dieses ist invariant unter Skalierung der Ausgangsmatrix C
mit einem konstanten Faktor, nicht aber (anders als die Normierungsvorschrift aus dem
vorangegangenen Abschnitt) unter unterschiedlicher Skalierung von deren Singulérwer-
ten.

Diese Normierung liefert das Distanzmafl bei einer Skalierung der Stérung der Aus-
gangsmatrix; konkret erhédlt man das Maf

wiscr:= png | e,

dA € C™" . 5C e C™,

(A +0A,C+ |e),C|,0C) efd}, (6.47)

wie der folgende Satz zeigt. Die Mafzahl ji; wird im Weiteren auch als beziiglich der
letzten Zeile normiertes Distanzmajf§ der perspektivischen Beobachtbarkeit bezeichnet.
Im Gegensatz zur im vorangegangenen Abschnitt erhaltenen Relation lassen sich
jedoch keine von der Ausgangsmatrix C unabhéngigen Schranken fiir iy angeben.

Satz 37 (Bexziiglich der letzten Zeile der Ausgangsmatrix normiertes Distanzmal). Es
set HeTTnCH2 # 0. Dann ist das beziiglich der letzten Zeile normierte Distanzmafs fiq durch

fla(A, C) = pa(A, C) (6.48)

mit der normierten Ausgangsmatrizc

- 1
C=
ler.Cll

(6.49)

~

gegeben. Ist (A, 6C) die zu pq(A, C) gehirige Storung, so lautet die Storung kleinster
Norm zu [i4(A, C)

5A = A (6.50a)
5C = 6C (6.50b)

Beweis. Geht man analog zum Beweis von Satz [34] vor, so erhdlt man hier fiir 6C die
Gleichung

(C+|le,Cl,6C)Vu =0, (6.51)
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deren Minimum-Norm Losung durch

1
6C = — CVuu’’v# (6.52)
le.Cll

gegeben ist. Die Giiltigkeit der behaupteten Aussagen ist damit anhand eines Vergleichs
mit Proposition [2§] offensichtlich.
Alternativ erkennt man die Giiltigkeit der Aussagen auch direkt anhand der Tatsache

(A +6A, C+4C)ePy< (A+0A,C+|le,C|,6C) € Py, (6.53)

ler.Cll

d.h. anhand der Invarianz der Eigenschaft der perspektivischen Beobachtbarkeit bei
Skalierung der Ausgangsmatrix mit einer von null verschiedenen Konstanten. m

Mit dem so normierten Distanzmals erhalt man bei Beispiel [21] sinnvollere Ergebnisse,
wie dessen Fortsetzung zeigt:

Beispiel 21 (Fortsetzung). Die vorgeschlagene Normierung wird auf die Matrix

o {BW(E hh) 0}

angewandt. Die normierte Ausgangsmatrix ergibt sich — unter Berticksichtigung des Um-
standes hTh = 1 — zu

Bf _ hhT
& [P o )0 ] (6.55)
VB[ VB +f?
Fir f = 0 liefert dieser Ausdruck eine endliche Matrix
LA 0 O
}CIL%C = [_hT 0] , (6.56)

deren Rang gleich eins ist. Das normierte System ist demnach (unabhéngig von der
Systemmatrix) nicht perspektivisch beobachtbar fiir den Dimensionsverlust d = 1. Im
Gegensatz zu vorhin spiegelt dieser Umstand den Verlust jeglicher Information iiber den
Punkt p bei verschwindender Brennweite wider. Ferner erkennt man, dass die Matrix

C im Gegensatz zu C neben 8 auch von der Skalierung v der gemessenen Projektion
abhangt. A

6.2. Beschrankung der Norm nicht rekonstruierbarer
Punkte

In diesem Abschnitt werden fiir den Dimensionsverlust d = 1 Systeme betrachtet, de-
ren Zustands- und Ausgangsvektoren homogene Koordinaten eines Punktes p und der
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zugehorigen perspektivischen Projektion p darstellen, so wie dies etwa in Beispiel (3| der
Fall ist. Der Zustandsvektor hat dementsprechend die Form

x = [wp” w}T, (6.57)

wobei w eine von null verschiedene Zahl bezeichnet. Es wird untersucht, ob und in
welchem Abstand von Koordinatenursprung es sogenannte nicht rekonstruierbare Punkte
gibt, deren Position nicht aus Kenntnis des Verlaufs der zugehorigen perspektivischen
Projektion rekonstruiert werden kann.

6.2.1. Lage nicht rekonstruierbarer Punkte

Unter einem nicht rekonstruierbaren Punkt wird ein Punkt p verstanden, zu welchem
zumindest ein weiterer Punkt r existiert, sodass die Richtungen der Anfangszusténde

x{V = m x{?) = H (6.58)

nicht anhand der Richtungen der zugehdrigen Ausgangsverlaufe unterscheidbar sind. Es
ist klar, dass die Position eines solchen Punktes nicht aus Kenntnis der zugehérigen
perspektivischen Projektion rekonstruiert werden kann.

Im Weiteren wird die Lage nicht rekonstruierbarer Punkte untersucht. Dazu wird
zunéchst folgendes Beispiel betrachtet:

Beispiel 22. Es wird das System aus Beispiel [3] fiir sehr grofse Werte der Brennweite
f, d.h. fiir den Grenzfall f — oo betrachtet. Weiterhin soll der Vektor h durch die erste
Spalte der Matrix R aus Relation (3.52)) gegeben sein, d.h.

h = Re;. (6.59)
Die Daten des Systems lauten somit
IREY R _ |E—ReefRT 0
a-[27] o= [PV O

Fiir den Dimensionsverlust d = 1 ist dieses System unabhéngig von v nicht perspek-
tivisch beobachtbar iiber R. Man erkennt dies daran, dass

R _ |[E—Ree{R”T 0] [Re;|
C[OT} el_[ o e =0 (6.61)

gilt und das System somit die Voraussetzungen von Satz[8 mit den reellwertigen Matrizen
bzw. dem reellwertigen Vektor

V= L%] : S=W, u=e; (6.62)
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erfiillt. Die Matrix W ist dabei in Relation (3.53|) angegeben. Das PBH-Rangkriterium
(3.1) ist dementsprechend fiir das konjugiert komplexe Eigenwertpaar +jw der schief-
symmetrischen Matrix €2 verletzt.

Zur Beurteilung, welche Punkte nicht rekonstruierbar sind, wird zunéchst das ur-
spriingliche System mit der Differentialgleichung ([2.23))

dp

— =0 6.63

g et (6.63)
und der perspektivischen Projektion p des Punktes p geméf Relation (2.27)) als Aus-
gangsgroke betrachtet. Fiir f — oo geht letztere in eine Parallelprojektion iiber; der

Bildpunkt p ist durch
p = (E—Ree!R")p (6.64)

gegeben. Es liegt somit ein lineares System mit dem Zustandsvektor p und einer kon-
stanten Eingangsgrofe v vor. Setzt man €2 # 0 voraus, so ist dieses beobachtbar: Der
Vektor Re; ist namlich kein Eigenvektor® der Matrix €2, aber nur fiir diesen Vektor bzw.
fiir skalare Vielfache dieses Vektors gilt

(E — Reje{ R")Re; = 0. (6.65)

Der Punkt p ist somit fiir beliebige Werte des Geschwindigkeitsvektors v eindeutig aus
Kenntnis der Projektion p rekonstruierbar!

Um eine Einsicht in dieses scheinbar paradoxe Ergebnis zu erhalten, wird folgendes

Paar xél) , X(()2) linear unabhéngiger Anfangszustdnde betrachtet:

x(V = Ve, = [R(fl] , xP) = Ve, = [R(fz] . (6.66)
Die zugehorigen Ausgangstrajektorien sind durch
y () = CVeSte, y@(t) = CVeSle, (6.67)

gegeben und damit fiir alle ¢ linear abhéngig (vgl. Korollar , d.h. x(()l), x(()z) stellen ein
nicht perspektivisch beobachtbares Paar von Anfangszusténden dar. Interpretiert man
diese Anfangszustédnde als homogene Koordinaten zweier Punkte pél) und pé2) gemaf

Relation (6.57), d.h.

1) (2)4(2)
1 _ [Rei| _ [wWp 2 _ [Res| _ [w@p
XO - |: 0 1 - |: w(l)o XO - 0 - w(z)o ) (668)

so erkennt man den Grund fiir die unterschiedlichen Ergebnisse der beiden Untersu-

6Konkret handelt es sich bei Re; um eine Linearkombination der konjugiert komplexen Eigenvektoren
zu den Eigenwerten +jw.
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chungen: Die nicht rekonstruierbaren Punkte p(()l) und pgf) liegen im Unendlichen, da
w) = w® =0 gilt, d.h. es existieren keine (endlichen) nicht rekonstruierbaren Punkte!

In diesem Fall ist somit der Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit fiir die ei-
gentliche Aufgabe, die Rekonstruktion der Position des Punktes p, nicht von Bedeutung.
Vielmehr muss iiberpriift werden, ob nicht rekonstruierbare Punkte existieren; dies ist
hier nicht der Fall. A

Im Weiteren bezeichnet R(A, C) die Menge der nicht rekonstruierbaren Punkte” eines
Systems (A, C) mit der Systemordnung n:

R(A,C) :={p € C"' | p ist nicht rekonstruierbarer Punkt von (A, C)}.  (6.69)

Von besonderem Interesse ist der Mindestabstand p derartiger Punkte vom Ursprung;
dieser soll fiir ein gegebenes System (A, C) die kleinstmogliche Norm eines nicht rekon-
struierbaren Punktes darstellen, d.h.

min {[Ipll, | p € R(A,C)} R(A,C)#0

&) sonst.

p(A,C) = { (6.70)

Es ist klar, dass ein perspektivisch beobachtbares System (A, C) keine nicht rekonstru-
ierbaren Punkte besitzt und fiir dieses somit p(A, C) = oo gilt. Wie im vorangegangenen
Beispiel gezeigt, kann dies aber auch bei Vorliegen eines nicht perspektivisch beobacht-
baren Systems der Fall sein. Zur praktischen Beurteilung, ob der Verlust der perspekti-
vischen Beobachtbarkeit ein Problem darstellt, ist daher eine obere Schranke fiir p von
Interesse. Eine solche liefert der folgende

Satz 38 (Norm nicht rekonstruierbarer Punkte). Fiir ein gegebenes System (A, C) sei
V € C"*2 eine orthonormale Matriz, d.h.

VAV =E, (6.71)

welche zusammen mit einer Matriz S € C?>*2 und einem Vektor u € C? die Vorausset-
zungen von Satz[§ fir den Dimensionsverlust d = 1 erfillt, d.h.

AV =VS (6.72a)
CVu=0. (6.72Db)
Dann stellt
V) 1— eIV 673)
p = )
el V[,

"In Analogie zur Unterscheidung zwischen perspektivischer Beobachtbarkeit iiber C und iiber R kann
auch zwischen den Mengen komplexwertiger und reellwertiger nicht rekonstruierbarer Punkte un-
terschieden werden. Hier wird der Einfachheit halber die perspektivische Beobachtbarkeit iiber C
betrachtet; dementsprechend werden auch komplexwertige Punkte zugelassen.
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eine obere Schranke fir die Mindestnorm p(A,C) nicht rekonstruierbarer Punkte des
Systems dar, d.h. es gilt

p(A,C) <p(V). (6.74)

Nimmt p(V) einen endlichen Wert an, so gibt es insbesondere fiir jede Zahl k > p(V)
einen nicht rekonstruierbaren Punkt p mit der Norm ||p||, = &.

Beweis. Mit einer geeigneten unitiren Matrix Q € C?*2 kann V in die Form

ol ¥

gebracht werden. Wahlt man als Anfangszustdnde x
Linearkombinationen der Spalten dieser Matrix, d.h.

(6.75)

(()1) ; x(()2) zwei linear unabhangige

X(()l) = VQu, X(()z) = VQu, (6.76)
mit linear unabhéngigen Vektoren u; und us, so sind die zugehorigen Ausgangsverlaufe

yP(t) = CVeS Quy, y P (t) = CVeS'Quy, (6.77)

aufgrund des Rangverlustes der Matrix CV linear abhéngig.

Jede beliebige Linearkombination der Spalten von V entspricht somit den homogenen
Koordinaten eines nicht rekonstruierbaren Punktes p. Sofern h ungleich null ist, gibt
es fiir beliebige Konstanten o und g mit 3 # 0 einen nicht rekonstruierbaren Punkt p,
welcher mit einer von null verschiedenen Zahl w

[“ZUP} - {O‘hl ;hﬁ hQ] (6.78)

erfiillt. Unter Berticksichtigung der Orthonormalitdt der Matrix V, d.h.

Ihuf;  hi'h

1 0
Wi ] = @VIVa=ara == ) ] (6:79)

erhalt man fiir das Quadrat der Norm des Punktes p

o Jlwpll; _ [lahi +Bhofl;  1—[h* |af* 1
||p||2 = 7 = 3 = 3 S T (680)
jw] |Bhl ] Bl |nl
Daraus ergibt sich mit der Aquivalenz
[hl = llenvall, = [lex VI, (6.81)
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Ipll, = \/ﬁ2(V) +

Dieser Ausdruck nimmt fiir & = 0 ein Minimum an, woraus sich die behauptete Unglei-
chung

die Norm von p zu

S|

leT VI3

«

3 (6.82)

p(A, C) < lpll, = p(V) (6.83)

ergibt. Ferner erhdlt man fiir eine beliebige Zahl x > (V) einen nicht rekonstruierbaren
Punkt p mit der Norm ||p||, = ~, indem man fiir o den Wert

a=pBllel V|, \/r2—1*(V) (6.84)

wahlt. O

6.2.2. Modifikation des Distanzmalles

Bei praktischen Aufgaben stellt der Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit mit-
unter nur dann ein Problem dar, wenn es dadurch zu nicht rekonstruierbaren Punkten
innerhalb eines vorgegebenen Abstands R vom Ursprung kommt. Es ist daher sinnvoll,
in solchen Féllen auch das Distanzmafs auf Systeme (A + A, C 4 6C) zu beschrénken,
bei welchen die Mindestnorm p nach oben durch R beschrankt ist, d.h. fiir welche

p(A+0A,C+6C) <R (6.85)

gilt.
Eine einfache Mdoglichkeit dies sicherzustellen bietet die zuvor ermittelte obere Schran-

ke fiir p aus Satz[38} Da die Optimierungsvariable V — wie in Abschnitt diskutiert —
fiir das gestorte System (A +0A,C+ §C) die Anforderungen von Satz |8 erfiillt, ergénzt
man das Optimierungsproblem um die Nebenbedingung

p(V) <R (6.86)

Diese kann man zur nichtkonvexen, quadratischen Ungleichungsnebenbedingung

elVvile, > (6.87)

1+ R?

umformen. Weiterhin ist erwdhnenswert, dass diese fiir R = 0 zu einer Gleichungsne-
benbedingung wird, da aufgrund der Orthonormalitat der Matrix V von vornherein

eVVe, = [len V|, < fleall; [VI; =1 (6.89)

gilt.
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Die beschriebene Modifikation wird hier auf das beziiglich der letzten Zeile normierte
Distanzmaf angewandt. Wie im vorigen Abschnitt ausgefiihrt, eignet sich besonders
diese Variante des Distanzmafses fiir die in diesem Abschnitt betrachteten Systeme. Das
so modifizierte Maf wird als Distanzmals bei Beschriankung der Norm nicht rekonstru-
ierbarer Punkte bezeichnet und mit 7z symbolisiert:

~ 2

ir(A,C):=  min \/||(E ~ VVH)AV|2 + HCVuH
VE(C"XQ 2
VHV=E

el'VvHe, > 1+1R2

. 2
= min min \/HAV —VS|2 + HCVuH . (6.89)
SecC2x2 VeCnx2 2
VEV=E

T H 1
e, VV+e,> TR

Dabei stellt C die gemif Relation (6.49) normierte Ausgangsmatrix

. 1
C=——°C (6.90)
le.Cll

dar.

Es sei darauf hingewiesen, dass das Mak 7ng kein Distanzmafs fiir die perspektivische
Beobachtbarkeit im eigentlichen Sinne mehr darstellt. Es nimmt ndmlich mitunter auch
fiir nicht perspektivisch beobachtbare Systeme einen von null verschiedenen Wert an; so

etwa auch fiir das System aus dem vorangegangenen Beispiel, wie dessen Fortsetzung
zeigt:

Beispiel 22 (Fortsetzung). Es wird das System fiir den Geschwindigkeitsvektor v .= 0
betrachtet, d.h. Systemmatrix und (beziiglich der letzten Zeile normierte) Ausgangsma-
trix lauten

. _ TRT
A:[Q 0}7 C_C-— E - Reiei R 0'

o 0 o” 1 (6.91)

Ermittelt wird das Distanzmals bei Beschrinkung der Norm nicht rekonstruierbarer
Punkte fiir R = 0, d.h. 7.

In diesem Fall wird, wie zuvor angemerkt, die Ungleichungsnebenbedingung (6.87)) zu
der Gleichungsnebenbedingung

elVVie, =1. (6.92)

Fiir eine geeignete unitare Matrix Q lasst sich die orthonormale zweispaltige Matrix V
somit in die Form

V=vQ= [g ﬂ (6.93)
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bringen, wobei d einen Vektor mit Linge eins darstellt, d.h. es gilt dd = 1. Als Ziel-
funktion bietet sich die Funktion J,, aus Relation (5.35)) an, da diese J,,(VQ) = J,0(V)
erfiillt. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass

- - _ H
(E-VVHAV = {(E %CTl )d 8} : (6.94a)
2
VHEHEV — [H(E - Rebe’{RT)dH2 ﬂ (6.94b)

gilt und der erste Diagonaleintrag letzterer Matrix immer kleiner oder gleich eins ist,
lautet das Optimierungsproblem fiir 7

(A, C) = min \/H (E - V\"fH) AV
heCr—1
hfh=1

— min_\/|(E - dd")Qd|’ + [|(E - Re,el RN)d[Z.  (6.95)
-

2 - ~ ~ o~
A+ Ouin <VHCHCV>

Durch Vergleich mit Relation (5.40]) erkennt man, dass dies ein Optimierungsproblem
fiir das Distanzmalfs der Beobachtbarkeit darstellt! Konkret gilt

(A, C) = 110(92, E — ReeRY). (6.96)

Dieses Distanzmafs ldsst sich im vorliegenden Fall geschlossen ermitteln. Fiithrt man
mit der orthogonalen Matrix

P:=[R q (6.97)

eine Zustands- und Ausgangstransformation durch, so erhélt man

ron W 0
PTQP = {oT ol (6.9%a)
. T
PT(E — Re,e’R7)P = {E Oilel (1)} , (6.98b)

d.h. das System ist als Nebeneinanderschaltung zweier Teilsysteme darstellbar. Das Dis-
tanzmafs der Beobachtbarkeit des Gesamtsystems entspricht damit dem kleinsten Dis-
tanzmaf der beiden Teilsysteme:

110(S2, E — Reje] R) = min {yo(W,E — eje}), 110(0,1)} = po(W,E — eje]). (6.99)

Die zweite Aquivalenz folgt dabei aus der Tatsache, dass die beiden Distanzmafe geméf
Proposition 32| die Ungleichung

1o(W,E —eje] ) < ||E —eref ||, =1=10(0,1) (6.100)
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erfiillen. Das letztlich fiir das Distanzmalfs ausschlaggebende Teilsystem mit den Sys-
temdaten

o 0 —w T . 0 0
W = L} 0], E—eje = {O J (6.101)
hat die Systemordnung zwei. Zur Ermittlung von dessen Distanzmaf kann auf die in [20]
fiir diesen Fall angegebenen Berechnungen® zuriickgegriffen werden. Man erhilt so fiir
das Distanzmafs der Beobachtbarkeit und damit zugleich fiir das gesuchte Distanzmafy
bei Beschréinkung der Norm nicht rekonstruierbarer Punkte

jw| <

o] > (6.102)

N= oI

A @l
TZO(A—7 C) - /JQ(W,E - ele{) = { 11
2

16|w|?

In Abbildung ist der Verlauf dieses Mafes in Abhéngigkeit von w dargestellt.
Alternativ erhilt man dasselbe Ergebnis direkt durch Berechnung des kleinsten Sin-
gularwerts der Matrix

s w
sE - W —w S

M(s) = {E _ ele{] =10 o (6.103)
0 1

Mit der Abkiirzung v := arg s fiir den Winkel der komplexen Zahl s entspricht diesem
die Wurzel des kleinsten FEigenwerts der Matrix

(6.104)

M (M(s) = | s+l ]

2jw |s|siney |s|” + |w|* + 1

Man erhélt so

Omin {M(s)} = \/|w|2 + |s|* + % <1 — \/1 + 16 |w|? |s]? sin? w), (6.105)

woraus sich bei Minimierung beziiglich s das oben angegebene Distanzmafs ergibt. A

6.3. Relaxiertes Distanzmald

In diesem Abschnitt wird ein relaxiertes Distanzmaf fiir die perspektivische Beobacht-
barkeit diskutiert. Im Allgemeinen stellt dieses nur eine untere Schranke fiir das Dis-
tanzmak dar, im Gegenzug erhélt man aber ein einfacheres Optimierungsproblem. Aus-

8Konkret lisst sich das System (W, E — ejef) durch eine unitiire Zustandstransformation auf das in
[20] betrachtete System in Diagonalform mit dem konjugiert komplexen Eigenwertpaar +jw und

dem Parameter b = % uberfihren.

112



6.3. Relaxiertes Distanzmafs

0,7 T T T T T T T T T T T T T T
—— Modifiziertes Distanzmafl 7jo
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Abbildung 6.1.: Distanzmafs 7, bei Beschrinkung der Norm nicht rekonstruierbarer
Punkte durch R =0

gangspunkt ist die Lockerung (Relazation) der Nebenbedingungen des zuvor in Satz
erhaltenen Optimierungsproblems fiir das Distanzmaf. Es wird damit zunéchst eine un-
tere Schranke fiir das innere Optimierungsproblem (bei gegebener Matrix S) bestimmt;
bei Minimierung beziiglich S ergibt sich daraus eine untere Schranke fiir das Distanz-
mafs. In diesem Abschnitt werden deren Eigenschaften untersucht. Insbesondere wird
gezeigt, dass die Schranke nur dann verschwindet, wenn das betrachtete System nicht
perspektivisch beobachtbar ist, was die Bezeichnung relaziertes Distanzmaf rechtfertigt.

6.3.1. Nichtkonvexes quadratisches Programm

Es wird das innere Teilproblem des Optimierungsproblems aus Satz , d.h. die (qua-
drierte) Distanz

2 . _ 2 9

Has = min  [|AV —VSjp +[CVull (6.106a)
unter

VIV=E (6.106b)

aus Proposition [28| betrachtet. Man erkennt, dass sowohl Zielfunktion als auch Neben-
bedingung dieser Optimierung quadratische Funktionen in den Eintragen der Matrix V
sind. Es ist daher naheliegend, das Optimierungsproblem als quadratisches Programm
mit (nichtkonvexen) quadratischen Gleichungsnebenbedingungen zu formulieren.

Lemma 39. Es sei S € CHDXHD) cine beliebige Matriz und u € CH1 ein Vektor,
welcher u¥u = 1 erfillt. Das Optimierungsproblem fiir das Quadrat der Distanz jiqs
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aus Proposition |28 ldsst sich als quadratisches Programm mit quadratischen Gleichungs-
nebenbedingungen in der Form

2 : 2
pas = min [[M(S)v], (6.107a)
unter
viQuv =26y  firl<i<j<d+1 (6.107b)

anschreiben, wobei die Matrizen M(S) und Q;; durch?

B ® A—STQE,
Qij = ee; ®E, (6.108b)

M(S) (6.108a)

gegeben sind'®. Zwischen der Matriz 'V des urspriinglichen Problems und dem Vektor v
dieses Optimierungsproblems besteht der Zusammenhang!?

v =vec (V). (6.109)

Beweis. Mithilfe einiger Rechenregeln fiir das Kronecker-Produkt!? (siehe z.B. [13]) er-
halt man zunédchst

vec (AV —VS) = (E4+1 ® A—ST®E,)v (6.110a)
vec (CVu) = (u" @ C) v, (6.110b)
wobei der Ubersichtlichkeit halber wie bereits angemerkt die Gréken der jeweiligen Ein-

heitsmatrizen als Indizes angegeben sind, d.h. es bezeichnen E;; bzw. E,, Einheitsma-
trizen der Grofen d + 1 bzw. n. Die Zielfunktion Jys, aus Relation (5.52)) ist somit als

9F{ir zwei Matrizen H und L stellt der Ausdruck H®L das sogenannte Kronecker-Produkt dar. Dieses

ist fiir
P huL ... hi,L
H=|: - durch HeL:= : :
N . hpiL ... hmnL
definiert.
10Tn diesen Ausdriicken bezeichnen E4y; und E,, jeweils Einheitsmatrizen der Gréfie d + 1 bzw. n.
HE{ir eine Matrix H = [h1 ... hl] wird der Vektor vec (H) durch Untereinanderstellen der Spalten
gebildet:
h,
vec(H) := | :
h;

12F{ir Matrizen H, V und L geeigneter Dimension gilt allgemein vec (HV L) = (LT ® H) vec (V).
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die quadratische Form

Josa(V, S, 1) = | AV — VS||p. + | CVul|;

el |

= IM(S) v|j; = vIM(S)M(S)v (6.111)

mit M(S) aus Relation (6.108a)) darstellbar.
Schreibt man weiterhin die Nebenbedingung (6.106b]) in der Form

e/ ViVe; =4; fir1<i<j<d+]1, (6.112)
so kann man diese in Nebenbedingungen fiir den Vektor v umformen. Es gilt allgemein
el ViVe,; = vec (V)" vec (Ve;) = vl (el ® En)H(e]T ®QE,)v (6.113)
sowie!?
(ef ®E,)" (el @ E,) = (e; ®E,)(e] ®E,) = e;e] @ E, = Q. (6.114)
Man erhélt somit die Relation
viIQ,v = el VIVe;, (6.115)

mit deren Hilfe man die Nebenbedingungen (6.112)) in Form der quadratischen Glei-
chungsnebenbedingungen ((6.107b|) darstellen kann. [

Zur Veranschaulichung der konkreten Struktur der Matrizen M(S) und Q;; wird der
Dimensionsverlust d = 1 betrachtet. Aus den Komponenten von S und u

S = [S” 312] , u = {“1} (6.116)

S21 S22
ergibt sich die Matrix M(S) geméf Relation (6.108al) zu

A —s1E, —sn By,

M(S) = —SlgEn A — SQQEn . (6117)
u1C UQC
Fiir die Matrizen Q;; erhdlt man geméaf (6.108b)
Qu = [O 0} ; Q2 = {O 0] ; Q22 = {0 EJ ; (6.118)
I3F{ir Matrizen geeigneter Dimensionen gilt (U ® V) - (H ® L) = UH ® VL, sowie

Heo L) = (#H" o LT).
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und das Optimierungsproblem (|6.107)) lautet

s = min [M(S)v]|; (6.119a)
unter

viQuv =1 (6.119b)

v1Quv =0 (6.119¢)

v Qov = 1. (6.119d)

Es ist bemerkenswert, dass auch die Eintrage der Stormatrizen A und dC sowie des
die Zielfunktion Jpg, minimierenden Ausdrucks fiir die Matrix S geméf den Relationen

(5.54) und (5.53) quadratische Funktionen in den Komponenten der Matrix V sind.
Diese, konkret die Eintrige von deren i-ten Zeile und j-ten Spalte, sind durch!4

e/ 6Ae; = —e] AVV'e, + e/ VSV'e;, (6.120a)
e] 6Ce; = —e] CVuu’V'e;, (6.120b)
e/ Se; = —e] V' AVe; (6.120c)

gegeben. In zu den Umformungen im vorangegangenen Beweis dhnlicher Weise kann man
diese Ausdriicke zu

e/ 6Ae; = vI'P, ;v mit Py i= —Eq ® ejel A + ST ®@ejel (6.121a)

e] 6Ce; = vI'Pq v mit Pc;; := — (uuH)T ® e;e] C, (6.121Db)

e/ Se; = vi'Pg ;v mit Pg;; == eieJT ® A (6.121c)
umformen.

Weiterhin lasst sich das quadratische Programm auch um die Ungleichungsnebenbe-
dingung fiir das Distanzmafs bei Beschrénkung der Norm nicht rekonstruierbarer
Punkte aus Abschnitt erweitern. Durch analoge Anwendung der vorangegangenen
Umformungsschritte erkennt man, dass Relation zur nichtkonvexen Ungleichungs-

nebenbedingung
1

H T
E eD)v >
Vi (Ear ©ene, )V 2 3

(6.122)

dquivalent ist.

6.3.2. Semidefinite Relaxation

In diesem Abschnitt wird die Ermittlung einer unteren Schranke fiir das quadratische
Programm mittels einer Relaxation der Gleichungsnebenbedingungen untersucht.
Eine naheliegende Moglichkeit dazu stellt die Berechnung des kleinsten Singularwertes
der Matrix M(S) dar. Wie in Anhang [A| gezeigt wird, fithrt diese Vorgangsweise jedoch

4Dabei bezeichnen e; und ey, jeweils Standardbasisvektoren geeigneter Dimension.
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zu keinem verwertbaren Ergebnis.

Eine wesentlich vielversprechendere Methode stellt die sogenannte semidefinite Re-
laxation dar, welche prinzipiell auf quadratische Programme mit quadratischen Glei-
chungsnebenbedingungen anwendbar ist [I8]. Mit dieser Methode erhélt man unter Re-
laxation der nichtkonvexen Nebenbedingung ein semidefinites Programm. Dies ist ein
konvexes Optimierungsproblem, zu dessen Losung effiziente Algorithmen zur Verfiigung
stehen [2§].

Man schreibt dazu die Zielfunktion und die linken Seiten der Nebenbedingungen des
Optimierungsproblems in folgender Form an:

vIM(S)?M(S)v = spur M(S)?M(S)vv?, (6.123)
v Qv = spur Q;vv'. (6.124)
Diese Ausdriicke sind linear in der Matrix vvf. Ersetzt man daher vv? durch eine

Matrix X geeigneter Dimension, so sind Zielfunktion und Nebenbedingungen linear in
X und damit konvex. Ferner lasst sich die Matrix X genau dann in der Form

X =vv’ (6.125)
darstellen, wenn sie positiv semidefinit ist und ihr Rang gleich eins ist, d.h. wenn

X >0 (6.126a)
rang X =1 (6.126D)

gilt. Lediglich die zweite dieser Nebenbedingungen ist nichtkonvex. Lésst man sie weg,
so erhélt man folgende semidefinite Relaxation des urspriinglichen Problems:

Proposition 40 (Semidefinite Relaxation der Distanz pyg). Es sei eine beliebige Matriz
S € CHDX+D) sowie ein Vektor u € CH1 gegeben, welcher ufu = 1 erfiillt. Dann stellt
die nichtnegative Wurzel vy4g der Lisung des semidefiniten Programms

vas(A,C)i= L min .., sPur MIS)TM(S)X (6.127a)
unter

X >0 (6.127b)

spur Q;; X = 0;; firl<i<j<d+1, (6.127¢)

mit den Matrizen M(S) und Q;; aus Relation (6.108)), eine untere Schranke fir die
Distanz pqs dar, d.h. es gilt

vas(A, C) < pas(A, C). (6.128)

Beweis. Folgt aus den vorangegangenen Uberlegungen dieses Abschnitts. O

Erfiillt die optimale Losung die Bedingung (6.126b)), so ist die Relaxation exakt, d.h.
in der Ungleichung ((6.128)) gilt Gleichheit. Man erhélt unmittelbar
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Korollar 41. Es gibt genau dann eine optimale Lésungsmatriz X des semidefiniten
Programms (6.127), welche mit einem Vektor v € C*9*V) in der Form

X =vv (6.129)

darstellbar ist, d.h. deren Rang gleich eins ist, wenn v eine optimale Losung des quadra-
tischen Programms (6.107)) ust und

vas(A, C) = pas(A,C) (6.130)
gilt. Die Komponenten der zugehérigen Storung sind in diesem Fall durch
e/ 6Ae; = —spur [Eqr ® eje] A+ S" @ eje] | X (6.131)
e] 6Ce; = — spur [(uuH)T ® ejefC} X (6.132)
gegeben.

Von Interesse ist mitunter auch das zu (6.127)) duale semidefinite Programm. Dieses
ist durch

d+1
Vis = max Z Ykk (6.133a)
unter
d+1 d+1
Y (yi5) = M(S)"M(S) = > > 4;Qi > 0 (6.133b)
j=1 i=1

gegeben. Man erhéalt mit beiden semidefiniten Programmen denselben optimalen Ziel-
funktionswert, da die sogenannte Slater-Bedingung, eine hinreichende Bedingung fiir
starke Dualitét, erfullt ist [28]: Fiir die zuléssige Variablenbelegung y;; = —d;; ist die
in der Nebenbedingung auftretende Matrix gleich M(S)?M(S) + E und damit
positiv definit.

Fiir den Dimensionsverlust d = 1 lautet dieses Optimierungsproblem beispielsweise

Vig= max  yi +yx (6.134a)
Y11,Y12,Y21,Y22
unter
E, O 0 E, 0 O 0 O
M(S)M(S) — yu lo O} — Y12 {O 0] — Y21 {E 0} — Y22 {0 E ] >0 (6.134b)

mit der Matrix M(S) aus Relation (6.117)).
Wird eine optimale Losung des dualen semidefiniten Programms fiir y;; angenom-
men, so lasst sich aufgrund der starken Dualitét daraus eine optimale Losung X des

urspriinglichen Optimierungsproblems ermitteln. Fiir die zugehdrige symmetrische, po-
sitiv semidefinite Matrix Y geméfs Relation (6.133b]) gilt ndmlich die komplementére
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Schlupfbedingung
YX =0. (6.135)

Ist U eine orthonormale Basis des Nullraums von Y, welche man z.B. auf dem Wege
einer Singuldrwertzerlegung erhélt, so muss X damit in der Form

X = UBU# (6.136)

mit einer hermiteschen Matrix B darstellbar sein. Die Matrix B erhélt man als Losung
des durch die Nebenbedingungen

T
8 = spur QX = spur U Q,UB = vec ((U"Qy;U)" ) vec (B) (6.137)

gegebenen linearen Gleichungssystems.

Im Weiteren wird das Minimum der Losungen v, g des relaxierten Optimierungspro-
blems beziiglich der Matrix S

va(A,C) = min  v;5(A,C) (6.138)

ScC(d+1)x(d+1)

betrachtet. Diese Zahl vy wird als relaziertes Distanzmafl der perspektivischen Beob-
achtbarkeit fiir den Dimensionsverlust d bezeichnet!®. Man erhélt fiir dieses anhand der
bisherigen Ergebnisse vorerst

Proposition 42. Die Grofie vy stellt eine nichtnegative untere Schranke fiir das Dis-
tanzmafS der perspektivischen Beobachtbarkeit dar, d.h.

0 < va(A, C) < pa(A, C). (6.139)
Dabei gilt genau dann
va(A, C) = uq(A, C), (6.140)

wenn es eine optimale Losungsmatriz X des aus den Relationen (6.138]) und (6.127))
zusammengesetzten Optimierungsproblems mit

rang X = 1 (6.141)
qibt.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Definition (6.138])

0<y; = min vis < min [Lq (6.142)
SeC(d+1)x(d+1) 7 SeC(d+1)x (d+1)

und Korollar 1] n

15Tn den folgenden Abschnitten wird argumentiert, dass diese Bezeichnung sinnvoll ist.
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6.3.3. Rang der Lésungsmatrix

Wie zuvor gezeigt, entspricht die Distanz pi4g (bzw. fiir eine geeignete Matrix S auch
das Distanzmaf p4) genau dann der Losung des semidefiniten Programms, wenn es eine
Losungsmatrix X mit Rang eins gibt. Bezeichnet man mit 7 den kleinsten Rang aller
optimalen Losungen des semidefiniten Programmes, so ist dies genau dann der Fall, wenn
7 = 1 gilt. Dieser Umstand wirft zunschst die Frage auf, wie grof 7 hochstens sein kann'®.
Dieses Problem sowie insbesondere die Frage nach der Exaktheit der Relaxation, d.h.
die Frage, wann 7 = 1 gilt, wurde bereits vielfach untersucht, unter anderem etwa in
[24. [15], (32, [14].

Eine Aussage tiber die, im Weiteren als Minimalrang bezeichnete Zahl 7 1dsst sich an-
hand der Anzahl der Nebenbedingungen machen. Ausgangspunkt ist dabei der folgende
Zusammenhang, welcher in [27] fiir reellwertige Matrizen formuliert und in [14] auf den
komplexwertigen Fall erweitert wird:

Lemma 43 ([14]). Es seien Q = Q € CP? und R = R¥ € CP*P hermitesche
Matrizen. Dann lisst sich jede positive semidefinite p X p Matriz X > 0 mit rang X = r
in eine Summe von Matrizen mit Rang eins zerlegen, d.h.

X => x;x/, (6.143)
j=1
mit x; € CP, sodass fir j=1,...,r
H 1 " 1
x; Qx; =  spur QX x; Rx; =  spur RX (6.144)

gilt.

Damit wird in [32] bzw. fiir den komplexwertigen Fall in [14] der folgende Zusammen-
hang gezeigt:

Satz 44 ([14]). Es seien M = M und Q; = QF (fiiri =1,...,m) gegebene hermite-
sche Matrizen. Besitzt das semidefinite Programm

m}én spur MX (6.145a)
unter
X >0 (6.145b)
spur Q; X = ¢; firi=1,...,m (6.145¢)

eine optimale Losung, so existiert auch eine (maoglicherweise komplezwertige) optimale
Losung X* mat
rang X* < min(1,m — 2). (6.146)

16 Aufgrund der Groe der Matrix X € C™(d+1)xn(d+1) jst klar, dass jedenfalls # < n(d + 1) gilt
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Beweis. Zur Veranschaulichung der Zusammenhénge wird ein von [14] abweichender
Beweis fiir den Fall m > 2 angegeben. Dabei sei ohne Beschréinkung der Allgemeinheit

angenommen, dass
Gm-1=qm =0 (6.147)

gilt. Es sei X eine optimale Losung des Optimierungsproblems mit der Zerlegung
X = iscjscf. (6.148)
j=1
Letztere wird geméafs Lemma [43] so gewéhlt, dass
X1 Qux; =0, X Q1% =0 (6.149)
gilt.
Es wird nun die Linearkombination

X =Y %! (6.150)

mit zunéchst unbestimmten Koeffizienten 3; gebildet. Damit diese Matrix eine zuléssige
Losung des Optimierungsproblems ist, muss sie positiv semidefinit sein und die Neben-
bedingungen erfiillen:

p; >0 firj=1,...,r (6.151a)
. - ~H ~ - o
spur Q,; X = ij Qix;6; =qi firi=1,...,m. (6.151b)
j=1
Fasst man im Vektor .
B:=[b ... ] (6.152)
die Koeffizienten 3; zusammen, so kann man diese Bedingungen in der Form
B>0 (6.153a)
QB =q (6.153b)
mit den Abkiirzungen
[ JQx ZHQxe . KQix KN
i{{Q2>~<1 ngﬁcz ifQ2>~<r a2
Q=] i g | (6.154)
X{IQm—2X1 Xng—2X2 e Xlem—2X'r dm—2
0 0 e 0 0
i 0 0 - 0 | 0]
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anschreiben. Die Losungen des Gleichungssystems (|6.153b|) haben allgemein die Form
B =1+ Hz, (6.155)

wobei z ein Vektor freier Parameter ist, die Spalten der Matrix H den Nullraum von Q
aufspannen und die Abkiirzung

1=[1 ... 1]" (6.156)

eine spezielle Losung des Gleichungssystems darstellt (fiir diese liefert Relation (6.150))
die optimale Losungsmatrix 5() Dabei betragt die Anzahl der Freiheitsgrade, d.h. der
Rang von H mindestens

rang H > r —m + 2. (6.157)

Unter Verwendung der Abkiirzung
" = [x'Mx; x{Mx, ... x/Mx,] (6.158)
erhélt man damit fiir den zur Matrix X gehorigen Zielfunktionswert

spur MX = ¢’ 3
=c’1+c"Hz
= spur MX + ¢'Hz. (6.159)

Ist der Vektor ¢’H ungleich null, so kann man den Vektor z hinreichend klein (z.B.
|Hz||, < 1) so wéhlen, dass

B=1+Hz>0 (6.160a)
c’Hz <0 (6.160b)
und damit
X >0 (6.161)
spur MX < spur MX (6.162)

gilt, was einen Widerspruch zur angenommenen Optimalitit der Matrix X darstellt. Es
muss also

c'H=0" (6.163)
gelten, d.h. die Matrix X stellt fiir beliebige Werte des Vektors z, welche die Ungleichung
(6.160a)) erfiillen, eine optimale Losung des semidefiniten Programms dar.

Letztere Ungleichung beschreibt ein Polytop mit r Seitenflaichen in einem zumindest
(r—m+2)-dimensionalen Raum. In jeder von dessen Ecken sind somit zumindest r—m+2
der Ungleichungen mit Gleichheit erfiillt. D.h. es sind mindestens »—m+2 Komponenten
des Vektors 3 gleich null bzw. hochstens m — 2 Komponenten ungleich null. Da letztere
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Zahl dem Rang von X entspricht, ist die Behauptung (fiir m > 2) bewiesen. O]

Anhand der Anzahl der Nebenbedingungen des semidefiniten Programms (6.127)) kann
also eine obere Schranke fiir den Minimalrang 7 angegeben werden. Dazu werden die
Nebenbedingungen (6.127¢|) ndher betrachtet. Diese sind durch die Gleichungen

spur Q;; X =1 firl<i=j<d+1, (6.164a)
spur Q;; X =0 firl<i<j<d+1 (6.164Db)

mit den Matrizen Q;; gemaf (6.108b]) gegeben. Allerdings sind diese in Relation ((6.164b)
nicht hermitesch, d.h. fiir i # j gilt Q;; # Q. Somit ist Satz nicht unmittelbar

ij
anwendbar. Man kann aber die Nebenbedingungen (|6.164b|) jeweils durch zwei Neben-
bedingungen
spur(Qi; + Q)X =0 firl1<i<j<d+1, (6.165a)
spur(jQi; —jQ)X =0 firl<i<j<d+1 (6.165b)
ersetzen. Mit der Abkiirzung
. Qi + Q?; <]
Qij == ¢ Qi L= (6.166)
JQji —JQf >
erhélt man so insgesamt (d + 1)? Nebenbedingungen
spur Q; X = dy; fir 1 <i,j<d+1 (6.167)

mit hermiteschen Matrizen Qij = Qg , welche zu den Nebenbedingungen ((6.164]) aqui-
valent sind. Fiir den Dimensionsverlust d = 1 lauten diese Matrizen beispielsweise

~ E 0 ~ 0 E ~ 10 E ~ 00

Qu = [0 0] ;o Q= [E 0] ;o Qu=7 {—E 0} , Qu= {0 E} . (6.168)
Damit erhélt man
Lemma 45. FEs seien der Dimensionsverlust d, die Matrix S und der Vektor u wie

in Proposition [{0 gegeben. Dann erfillt der Minimalrang 7 der Lésungsmatriz X des
semidefiniten Programms (6.127)) die Ungleichung

. 1 d=0
1<7< (6.169)
(d+1)2-2 d>1,

d.h. das Optimierungsproblem besitzt eine optimale Losung X mit dem Rang

rang X = 7. (6.170)
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Beweis. Da die Nullmatrix die Nebenbedingungen des semidefiniten Programms nicht
erfiillt, gilt jedenfalls rang X > 1 und damit 7 > 1. Die obere Schranke fiir 7 ist ei-
ne direkte Folge von Satz 44| und den vorangegangenen Uberlegungen zur Anzahl der
Nebenbedingungen des semidefiniten Programms. O]

Unter der Voraussetzung n > 1 und unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass fiir
den Dimensionsverlust d < n — 1 vorausgesetzt wird, ist 7 immer kleiner als die triviale
Schranke

7:=n(d+1) > rang X, (6.171)
welche sich aus der Gréfse der Matrix X ergibt. Es gilt ndmlich fiir d > 1
F<(d+1)*—2<n(d+1)-2<T. (6.172a)
und fir d =0
r=1<n=T. (6.172b)

Fiir den Dimensionsverlust d = 1 folgt aus Lemma [45| die Existenz einer optimalen
Losung mit dem Rang 7 < 2. Nur fiir den Dimensionsverlust d = 0 erlaubt es das Lemma
auf 7 = 1 und damit auf die Exaktheit der semidefiniten Relaxation zu schlieffen:

Satz 46. Es gilt allgemein
VO(A7 C) = MO(A7 C)7 (6173>

d.h. fiir den Dimensionsverlust d = 0 stimmen relaxiertes und nichtrelaxiertes Distanz-
maf iberein.

Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma 45 und Korollar [41] O]

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob bzw. unter welchen Bedingungen u, = v, auch fiir
d > 1 gilt. Diese muss hier leider unbeantwortet bleiben; die Ergebnisse des folgenden
Kapitels weisen jedoch darauf hin, dass in vielen Féllen Gleichheit gilt.

6.3.4. Konsistenz und Deutung des relaxierten Distanzmalles

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob v, eine sinnvolle untere Schranke des Distanz-
makes py darstellt, d.h. ob nur dann v; = 0 gilt, wenn das betrachtete System nicht
perspektivisch beobachtbar ist. Zu diesem Zweck wird zunéchst eine anschauliche In-
terpretation der semidefiniten Relaxation im Kontext des urspriinglichen Optimierungs-
problems gezeigt.
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Lemma 47. Es secien der Dimensionsverlust d, die Matrix S und der Vektor u wie in
Proposition [{(] gegeben. Weiterhin sei r eine ganze Zahl, welche die Ungleichung

1 d=0
> 174
T_{(d+1)2—2 d>1 O4TY

erfillt. Dann gilt fir die Distanz vgg

Vqs = Vie@ICr}liRdﬂLl) \/Jpsu,r (Vla s 7VT7 Sa u) (6175&)
unter
> VIV, =E (6.175b)
i=1

Dabei ist die Funktion Jyg,, durch

Josur (V1. Ve, S,u) = ) (AV; — ViS|IE + [|CV,ull3) (6.176)

=1

gegeben.
Die Matrizen V; sind ferner genau dann eine optimale Losung dieses Optimierungs-
problems, wenn die positiv semidefinite Matriz

X = ivec (V) vec (V)" (6.177)

optimale Losung des semidefiniten Programms ([6.127)) ist.

Beweis. Es wird die Optimierungsvariable des semidefiniten Programms (6.127)), die
semidefinite Matrix X, betrachtet. Besitzt diese den Rang

r:=rang X, (6.178)

so kann sie allgemein folgendermafsen zerlegt werden:
X =Y xx/. (6.179)
i=1

Ordnet man jedem dieser Vektoren x; € C*4+1) in Analogie zur Bezichung (6.109) eine
Matrix V; € C™*(4+1) gemif der Vorschrift
x; =: vec (V;) (6.180)

zu, so kann man mittels Relation (6.111]) die Zielfunktion (6.127a}) folgendermafen an-
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schreiben:

spur M(S)"M(S)X = > " spur M(S)"M(S)x;x/" = Z IM(S)x;]|>

=1

= ZT: Jpsu(VZ-, S, IJ.)

i=1

= Josur(V1,..., V., S, ). (6.181)

In analoger Weise erkennt man, dass die Nebenbedingungen ([6.127c) geméaft Relation
(6.115)) dquivalent zu den Gleichungen

0ij = spur Q;; X = Z Xy Qi X,

k=1
=> e/ Vi'Vie, fir 1 <i<j<d+]1 (6.182)
k=1
und damit zur Bedingung

d VIV,=E (6.183)

i=1
sind. Da das semidefinite Programm geméf Lemma [45] jedenfalls eine optimale Losungs-
matrix X mit dem Rang

rang X <7 <r (6.184)

besitzt, weisen die beiden Optimierungsprobleme ((6.127]) und (6.175)) denselben optima-
len Zielfunktionswert auf. O]

Unter Verwendung dieser Darstellung des Optimierungsproblem lasst sich zeigen, dass
die relaxierte Distanz ;g und damit in Folge auch das relaxierte Distanzmafl v, nur bei
Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit verschwindet!

Lemma 48. Wenn fir die relazierte Distanz vyg

Vd7s(A, C) =0 (6185)
gilt, dann ist das System (A, C) fir den Dimensionsverlust d tiiber C nicht perspektivisch
beobachtbar.

Beweis. Bei verschwindendem v4g gibt es geméft Lemma [#7] Matrizen V;, sodass fiir die
Zielfunktion des Optimierungsproblems ((6.175))

T

Josur(V1, .., Ve Su) = ) (JAV; = ViS|IE + [CViul3) =0 (6.186)

=1
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gilt, woraus

AV, -V,S=0 firl<i<r (6.187a)
CViu=0 fir 1 <i<r (6.187h)

folgt. Aufgrund der Nebenbedingung (6.175b)) gilt aufserdem
Y u'ViIVia=uTu=1, (6.188)
i=1

und es ist somit moglich, Koeffizienten v; einer Linearkombination

V=) 3V, (6.189)
i=1
so zu wahlen, dass
Vu#0 (6.190)
ist. Gemals (6.187a)) gilt dann
AV = VS, (6.191a)

d.h. die Spalten von V spannen einen A-invarianten Unterraum mit Dimension kleiner
oder gleich d + 1 auf'”. In diesem Unterraum liegt der von null verschiedene Vektor

w = Vu, fiir den gemé$ (6.187D)
Cw=0 (6.191b)

gilt. Aus Satz (8 folgt damit, dass das System nicht perspektivisch beobachtbar (bzw. fiir
rang V = 1 nicht beobachtbar) ist. O

Damit erhélt man die folgende zentrale Aussage: die nichtnegative Zahl v, stellt ein
konsistentes Mafs fiir die perspektivische Beobachtbarkeit dar, was deren Bezeichnung
als relaziertes Distanzmafl rechtfertigt!

1"Die Matrix V ist jedenfalls ungleich null, aber nicht notwendigerweise spaltenregulir. So erfiillen z.B.
die Matrizen

Vi= [V V] Vy = [V —V] mit viiv = %

zwar die Nebenbedingung (6.175bl), aber fiir beliebige Koeffizienten 7;, 2 hat

V= [n+%2)v (n—1Vv]

héchstens Rang eins.
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Satz 49 (Relaxiertes Distanzmaf). Fiir gegebenen Dimensionsverlust d erfille die ganze
Zahl v die Ungleichung (6.174). Fiir das relazierte Distanzmaf$ vy gilt dann

v(AC)=  min o omin Vs (Vi VS ) (6.192a)
unter
> VIV,=E (6.192b)

=1

mit der Funktion Jus., aus Relation (6.176]), und es stellt vq ferner eine konsistente
untere Schranke fir das Distanzmaf§ pq dar. D.h. es ist die Ungleichung

0 < vu(A,C) < pa(A, C) (6.193)
erfillt, wobei genau dann
0=1rw4(A,C) (6.194)

gilt, wenn das System (A, C) fir den Dimensionsverlust d tiber C nicht perspektivisch
beobachtbar ist.

Beweis. Das Optimierungsproblem ergibt sich durch Kombination der Relationen
und ; die erste Ungleichung wird bereits in Proposition 42| gezeigt. Ist das System
(A, C) nicht perspektivisch beobachtbar fiir den Dimensionsverlust d, so verschwindet
1tg und es folgt unmittelbar

Umgekehrt folgt aus

vi(A,C) = min = 145(A,C)=0 (6.196)

ScC(d+1)x(d+1)

die Existenz einer Matrix S, sodass
Vd7s(A, C) =0 (6197)

gilt. Dann aber ist das System geméf Lemma [48 nicht perspektivisch beobachtbar. [

Man kann auferdem einen weiteren interessanten Zusammenhang zwischen relaxier-
tem und nichtrelaxiertem Distanzmafs angeben:

Satz 50 (Zusammenhang von relaxiertem und nichtrelaxiertem Distanzmaf). Es sei r
eine ganze Zahl, welche die Ungleichung (6.174), d.h.

> )1 d=0 (6.198)
"Fl@dr1r -2 a1 '
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erfillt. Das relazierte Distanzmaf$ vy des Systems (A, C) hdngt mit dem nichtrelazierten
Distanzmaf$ tiber die Beziehung

Vd<A, C) = ud(K, 6), (6199)

zusammen, wobei die Matrizen A bzw. C durch rn X rn bzw. rm X rn Blockdiagonalma-
trizen der Form

A C
A= . | ’
A C

Ql
I

(6.200a)

r Blocke r Blocke

gegeben sind, d.h. auf der Diagonale dieser Matrizen stehen jeweils v Kopien der Matri-
zen A bzw. C.

Beweis. Es wird das Optimierungsproblem (|6.175)) aus Lemma |47 fiir einen beliebigen
Einheitsvektor u betrachtet. Die dort als Optimierungsvariablen auftretenden Matrizen
Vi,...,V, werden in einer Matrix

V= (6.201)

zusammengefasst. Die Orthonormalitit der Matrix V ist dann dquivalent zur Nebenbe-

dingung (6.175b))

vViv=Y Vviv,=E (6.202)

i=1
Ferner kann man die Zielfunktion des Optimierungsproblems (6.175|) in der Form

r

Josue (Vi Ve, S,u) = > (AV; — VS|[E + [|CV,ull3)

=1
AV, —V,8] | cv,ul |’
= : - :
AV, -v,s||  |[[CcVul|,
= |AV - VS| +|[CVul, (6.203)

mit den Matrizen A und C aus Relation (6.200) darstellen. Unter Beriicksichtigung der
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Definition ([6.138)) von v4 gilt somit

2 o . . AN\ 2 -~ |2
V(A C) = SeC@rDx (@) Vecrgllxr%dﬂ) (HAV VSHF + ”CVUH2> ’ (6:204)
VIV=E
woraus mit Satz [27| unmittelbar die behauptete Relation (6.199) folgt. O

Dieser Satz erlaubt eine anschauliche Deutung. Dazu ist in Abbildung [6.2) ein Struk-
turbild des Systems (A, C) dargestellt; daran erkennt man, dass das relaxierte Distanz-
maf des Systems (A, C) dem nichtrelaxierten Distanzmaf der Nebeneinanderschaltung
von r Kopien des Systems (A, C) entspricht! Fiir diese Nebeneinanderschaltung hat die
Storung die Struktur

0Ay; ... 0Ay, 0C11 ... 0Cy,

0A =

, 0C =

S SRR (6.205)
0A,, ... O0A,, 0C, ... 0C,,

Der Unterschied zum klassischen Distanzmalfs ergibt sich aus der Tatsache, dass damit
nicht nur eine Stérung sondern auch eine Verkopplung der einzelnen Teilsysteme mdoglich
ist. Dies ist in Abbildung beispielhaft fiir den Dimensionsverlust d = 1 (fiir diesen
kann r = 2 gewahlt werden) dargestellt.

Mitunter ist das Minimum der Funktion Jpg,, beziiglich der Matrix S bei gegebenen
Matrizen V1, ..., V, interessant. Fiir dieses ldsst sich anhand der gezeigten Deutung des
relaxierten Distanzmafies unmittelbar eine analytische Beziehung angeben.

Korollar 51. Es seien Vq,...,V, Matrizen, welche die Nebenbedingung (6.175b)), d.h.
> VIV, =E, (6.206)
i=1

erfillen. Dann nimmt die Funktion Jpg,, aus (6.176) das Minimum beziiglich S fiir
S=> V/Av, (6.207)

i=1

an.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Darstellung der Funktion Jg,, in der Form
Jour = |AV = VS||% + ||CVulf2 (6.208)

mit V aus Relation (6.201])). GemiR Satz [27| nimmt diese Funktion unter der Vorausset-
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X1 . Y1

%
A
%L.
A
%
A

<l

Xy Yr

Abbildung 6.2.: Nebeneinanderschaltung von r Kopien des Systems (A, C), mit dem

Zustand X = [XIT e xﬂT und dem Ausgang y = [le e yﬂT

C+46Cp, )—»oll

C +5CQQ O—
y2

<l

Abbildung 6.3.: Durch relaxierte Stérung (A, 0C) mogliche Stérungen und Verkopp-
lungen zweier Kopien des Systems (A, C)
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zung
ViV = Z VAV, = E (6.209)
i=1
das Minimum beziiglich S fiir
S =V AV = Z VEAV, (6.210)
i=1
an. 0

Analog zu den Betrachtungen in Proposition [29| kann man die Zielfunktion aufserdem
so anschreiben, dass das Minimum beziiglich S, d.h. Relation ({6.207]), direkt ersichtlich
ist.

Proposition 52. Fir beliebige Matrizen Vq,...,V,, S und Vektor u geeigneter Grofie
lasst sich die Zielfunktion (6.176)) in der Form

T

Jpsu,r(Vh cee 7V7"7 S> u) = Z (HAVZ - VlS||125‘ + ||CVlu||§)

=1

r r 2
= > (IAVIIl; + ICVaul3) - |- VI AV,
=1 i=1 P
r 2 N
s =Y vEAv, —s[Z+ Y vis|E  (6.211)
i=1 F i=1

darstellen. Erfillen die Matrizen V1, ..., V, die Nebenbedingung ({6.175b))

> ViV, =E, (6.212)

i=1
so vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

2

7 T

Josur(Vi, .- Ve Su) =) (JJAVI]E +[[CVal3) — [ VAV,
i=1 i=1 F
r 2
+8=> VAV, (6.213)
i=1 F

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar durch Umformen von Relation ((6.203)) unter
Verwendung von Proposition [29 O]

132



6.3. Relaxiertes Distanzmafs

6.3.5. Beispiele

Die Zusammenhénge werden nun anhand zweier Beispiele demonstriert.

Beispiel 23. Es wird fiir den Dimensionsverlust d = 1 das System mit den Daten
-1 0 «
A=lo0 —2 1], c- |t 00V (6.214)
010
0 —a -3

und dem reellen Parameter a betrachtet. Fiir a = 0 ist dieses System nicht perspektivisch
beobachtbar (siehe Beispiel [4)). Anhand von Korollar 23] ist auferdem ersichtlich, dass
sich bei Kompensation des oberen rechten Eintrags der Matrix A, d.h. fiir die Storung

SA = —aee}, SC=0 (6.215)

ebenso ein nicht perspektivisch beobachtbares System ergibt. Distanzmafl p; und rela-
xiertes Distanzmafl v; erfiillen somit die Ungleichung

v < <lof. (6.216)

Im Weiteren wird obiges System zunéchst fiir « = —2 betrachtet, der Vektor u wird
mit u = ey = [O 1]T festgelegt. Wahlt man fiir die Matrix S den Wert

S— {‘01 _02] , (6.217)

so erhédlt man durch Losung des semidefiniten Programms (6.127)) fiir die relaxierte
Distanz v, g den Wert

vig =1 (6.218)

Die zugehorige Losungsmatrix ist durch

9100 0 0 0
0000 00
1o 000 00
X=35710 00 16 4 8 (6.219)
000 4 1 2
0 00 8 24

gegeben und hat den Rang zwei. Daraus erhélt man anhand der (nicht eindeutigen)
Zerlegung (6.179) mit

T

x;=[1 000 0 0], (6.220a)
4 1 2 T
Xy = [0 00 & L V—ﬂ (6.220D)
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eine Losung des Optimierungsproblems (6.175]) aus Lemma 47}

1

V1: V2:ﬁ

(6.221)

o O =
o O O

0
0
0

N —

Diese ist kein lokales Minimum des Optimierungsproblems fiir das relaxierte Distanzmalfs,
insbesondere ist fiir die erhaltenen Matrizen V; und V, die Zielfunktion Jy,, beziiglich
S nicht minimal. Geméaf Korollar 5] miisste dazu namlich

~1
S=V/AV, + VI'AV, = { 040} (6.222)

0 =5

gelten.

Tatséchlich kann man zeigen, dass bei bei Vorgabe der Matrix S in Form einer Dia-
gonalmatrix

s[5 Y 6.223
W (6.223)

mit den (ggf. auch komplexen) Zahlen s; und sy die Losung des Optimierungsproblems

(6.175) fiir u = ey durch'®

A- S2E} (6.224)

VLS = \/grznin(A - SlE) + Ur2nin |: C

gegeben ist. In diesem Fall kann man nédmlich die Summanden der Zielfunktion (|6.176))
bei Partitionierung der Matrizen V; = [VM Vi’g] fir = 1,2 in der Form

|AV; — VS|t + |ICVies|l; = (A — siE)via |l + (A — $2E)vis|ls + |Cvio|3

A — sE
> Vsl oA - 5B) + Ivialioda | A 7| 6229

anschreiben. Weiterhin gilt geméf der Nebenbedingung ((6.175h))

S lviglly =Y viviy=1 fitr j = 1,2, (6.226)
=1 =1

woraus folgt, dass die rechte Seite von Relation (|6.224]) eine untere Schranke fiir das
Quadrat der relaxierten Distanz v, g darstellt. Bezeichnen die Vektoren v; und v, die
jeweiligen Singulérvektoren zu den beiden Singuldrwerten aus (|6.224)), so wird diese

18 Allgemein ergeben sich dieselben Zusammenhinge, wenn S hermitesch, u ein Eigenvektor und s1, so
die Eigenwerte von S sind.
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untere Schranke fir die Matrizen

Vi=[v; 0], Vy=1[0 v (6.227)
angenommen. Die zugehdrige Losungsmatrix X des semidefiniten Programms hat somit
in diesem Fall im Allgemeinen den Rang zweil®. JAN

Beispiel 24. Es wird das System (/6.214]) aus dem vorigen Beispiel fiir den Parameter-
wert

a=-— (6.228)

untersucht. Fiir S wird eine Matrix betrachtet, welche sich aus der orthonormalen Matrix

11
2 V2
V=i & (6.229)
1
7 0
geméfs
V2-9 0
S=viAv=| 1 (6.230)
2 2

ergibt?. Die Losung des Optimierungsproblems (6.175) hat den Rang zwei und ist durch
die Matrizen?!-%2

—0,0197 0,4660 0,3544 0,1782
V, = [-0,5185 0,6174] , V,~ 10,6784 0,4096 (6.231)
—0,2295 0,3764 0,3038 0,2457

gegeben. Der zugehorige Zielfunktionswert liefert eine untere Schranke?®? fiir die Distanz

H1,8:
s~ 1,0817 < i s. (6.232)

Dass dagegen v g keine untere Schranke fiir das Distanzmaf p; darstellt, erkennt man

19Nur wenn (zufilligerweise) vivy = 0 gilt, wird das Minimum auch fiir eine Matrix X mit Rang eins

bzw. fiir V; = [vl VQ] angenommen.

20Dje Umkehrung dieser Rechenvorschrift, d.h. die Ermittlung einer Matrix V, welche bei gegebener
Matrix S die Gleichungen VFAV = S und VZV = E erfiillt, stellt im Allgemeinen ein sehr
schwieriges Problem dar. Eine Losung dieses Problems ist nur fiir d = 0, d.h. fiir das Problem der
Bestimmung eines Einheitsvektors v, sodass v Av einen gegebenen Wert s aus dem Wertebereich
von A annimmt, bekannt [2] 3].

21Zur Losung des semidefiniten Programms wurden die Programmpakete YALMIP [16] (Version 02-
Oct-2013) und SEDUMI [26] (Version 1.3) sowie MATLAB (Version 8.2.0.701 R2013b) eingesetzt.

22Die numerische Bestimmung des Ranges sowie die Ermittlung der Zerlegung erfolgten auf dem Wege
einer Singuldrwertzerlegung der Losungsmatrix X des semidefiniten Programms.

23Mit dem im folgenden Kapitel [7| beschriebenen numerischen Gradientenverfahren wurde als bestes
lokales Minimum des Optimierungsproblems fiir die Distanz ;.5 der Wert 1,16 erhalten.

135
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anhand der Ungleichung (6.216))

1
< la|=—%= <ng. (6.233)

V2

Mitunter ist die semidefinite Relaxation exakt, d.h. der Rang der Losungsmatrix ist
eins und es gilt vg5 = pgs. Wéhlt man z.B. fiir die Matrix S unter Verwendung der
orthonormalen Matrix

10
V=100 (6.234)
0 1
den Wert .
-1 -4
S=VHAV = { 0 _éi] : (6.235)

so erhalt man eine Losungsmatrix X mit dem Rang eins und die Losung des relaxierten
Optimierungsproblems lautet

0,058  0,0163
V,~ |—0,4010 —0,2893] . (6.236)
~0,1367 0,9571

Aus dem zugehorigen Zielfunktionswert erhalt man die relaxierte Distanz 14 g, welche
gemafl Korollar (41| mit der nichtrelaxzierten Distanz p; g iibereinstimmt:

H1s = V18~ 0,6338 (6237>

Dieser Wert ist eine obere Schranke fiir das Distanzmafs j;. A

6.4. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden einige Modifikationen des Distanzmafies diskutiert: zwei mog-
liche Normierungen des Distanzmafes und das relaxierte Distanzmafs. Erstere tragen
dem Umstand Rechnung, dass bei Modellierung der Projektion eines Punktes die Ska-
lierung der Ausgangsmatrix beliebig gewahlt werden kann. Letzteres dagegen ist durch
eine Vereinfachung der Losbarkeit des Optimierungsproblems motiviert.

Es wurde zunéchst das normierte Distanzmalfs

MAC—ﬁ%N[]

—  min VIIAV — VS| + [crCvul? (6.238)

ScC(d+1)x(d+1) Ve(cnx(d+1)
VHV=E

(A +6A,C[E +6G]) € E}

eingefiihrt, welches nur Werte zwischen null und eins annimmt. Dieses ist jedoch auch
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invariant gegeniiber der Skalierung einzelner Zeilen von C. Als Abhilfe wurde alternativ
dazu das beziiglich der letzten Zeile der Ausgangsmatrix normierte Distanzmafs

74(A. C) = min {H Bé] HF | (A +6A,C 1 [le.C],5C) € fd}

5A,5C

2
ICVullp

(6.239)
len.ClI5

min min \/||AV—VS||127+
SeC(d+1)x (d+1) yegnx (d+1)
VHV=E
vorgeschlagen. Dieses besitzt zwar keine von der Ausgangsmatrix unabhéngigen Schran-
ken, ist aber ebenso wie iy invariant gegeniiber der Multiplikation von C mit einer
skalaren (von null verschiedenen) Konstanten.

Weiterhin wurde fiir eine spezielle Klasse von Systemen, welche die Bewegung ei-
nes Punktes in homogenen Koordinaten beschreiben, der Zusammenhang zwischen dem
Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit und dem Auftreten von nicht rekonstru-
ierbaren Punkten untersucht. Es wurde gezeigt, dass solche Punkte bei Vorliegen eines
nicht perspektivisch beobachtbaren Systems erst ab einem bestimmten, mitunter auch
unendlich groffen Mindestabstand vom Ursprung auftreten, d.h. dass ihre Norm nach
unten beschrankt ist oder mitunter auch iiberhaupt keine derartigen Punkte existieren.
Eine obere Schranke fiir diese Mindestnorm erhélt man aus einer orthonormalen Matrix
V, welche die Voraussetzungen von Satz [§] erfiillt, zu

2
1—[lef VI

p(V) =
(CAY

(6.240)

Das Optimierungsproblem fiir das beziiglich der letzten Zeile normierte Distanzmals
wurde um eine Nebenbedingung fiir diese Schranke ergéanzt. Das so erhaltene Mafs ng
bei Beschrankung der Norm nicht rekonstruierbarer Punkte erhdlt man durch Losung
des Optimierungsproblems

CVu||2
ir(A,C) ;= min min AV — VS 2+”—2. 6.241
ir(A,C) = min  min \/n I+ arc) (6.241)
VHEV=E m
eZVVHenzﬁ

Zur Vereinfachung der Losung des Optimierungsproblems wurde eine Relaxation der
Gleichungsnebenbedingungen des Optimierungsproblems fiir das Distanzmaf diskutiert.
Das so erhaltene relaxierte Distanzmaf vy stellt eine konsistente untere Schranke fiir das
Distanzmaf 4y dar. Insbesondere ist es fiir ein gegebenes System gleich dem Distanzmalfs
einer Nebeneinanderschaltung hinreichend vieler Kopien des Systems. Ein wesentlicher
Vorteil des Optimierungsproblems fiir v, ist, dass ein Teil davon ein konvexes semidefi-
nites Programm darstellt, welches effizient gelost werden kann.
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Kapitel 7.

Losung des Optimierungsproblems
fur das Distanzmal?

In diesem Kapitel werden Ansétze zur Losung der Optimierungsprobleme fiir das Dis-
tanzmal bzw. das relaxierte Distanzmafs der perspektivischen Beobachtbarkeit iiber C
diskutiert!. Dazu werden zunichst Moglichkeiten zur sinnvollen Wahl der bei allen vor-
gestellten Verfahren notwendigen Startwerte gezeigt. Es wird dann die Anwendung eines
Gradientenverfahrens auf das Optimierungsproblem des Distanzmafses aus Satz

2 _ . o H 2 2
p2(A,C) = pomin, |(E = VVHAV|| +[[CVulf; (7.1a)
unter
VAV = E (7.1b)

demonstriert. Anschliefend wird das relaxierte Distanzmak v, betrachtet, welches durch
die Losung des Optimierungsproblems

A = i A 2

va(A,C) = min  vas(A,C) (7.2)

gegeben ist. Es wird ein numerisches Verfahren zu dessen Ermittlung vorgeschlagen.

Dabei wird die Tatsache ausgenutzt, dass sich das Quadrat der relaxierten Distanz vy g
als Losung des semidefiniten Programms ((6.127)

vis(A,C) = min - spurM(S)"M(S)X (7.3a)
unter

X>0 (7.3b)

spur Q;;X = 0;; firl <i<j<d+1 (7.3¢)

ergibt.
Die Verfahren liefern abhéngig vom Startwert im Allgemeinen nur lokale Minima der
jeweiligen Optimierungsprobleme, eine (gesicherte) Bestimmung des globalen Minimums

'BEs wird ausschlieklich die perspektivische Beobachtbarkeit iiber C bei komplexwertigen Stérungen
betrachtet. Auf die Beriicksichtigung von Beschrinkungen der Stérung oder der Eigenwerte — wie in
Abschnitt untersucht — wird nicht eingegangen.
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ist damit in der Regel nicht moglich. Es zeigt sich aber, dass man mit beiden Verfahren
in vielen Fillen dasselbe Ergebnis erhélt. Dies legt nahe, dass die Werte von Distanzmafy
und relaxiertem Distanzmafs oft {ibereinstimmen.

7.1. Wahl sinnvoller Startwerte

Da die Optimierungsprobleme bzw. nicht konvex sind und somit in der Regel
mehrere lokale Minima aufweisen, ist bei deren numerischer Losung die Wahl der Start-
werte VO fiir die Matrix V, bzw. S fiir die Matrix S, von entscheidender Bedeutung.
In diesem Abschnitt werden zwei Moglichkeiten zur Wahl solcher Startwerte vorgestellt.
Dabei wird nur die Ermittlung eines Startwertes fiir die Matrix V diskutiert. Einem
solchen kann mittels Relation immer ein entsprechender Startwert

SO = vOAy© (7.4)

fiir die Matrix S zugeordnet werden.

7.1.1. Startwerte anhand invarianter Unterraume der
Systemmatrix

Eine mdgliche Wahl ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen. Es wird zunéchst ein
nicht perspektivisch beobachtbares System (A, C) betrachtet. In diesem Fall kann die
Losung des Optimierungsproblems anhand von Satz [§| sofort angegeben werden:
Der minimale Zielfunktionswert ist null und wird fiir eine orthonormale Matrix V ange-
nommen, deren Spalten einen A-invarianten Unterraum aufspannen. Sind A; diejenigen
Eigenwerte der Matrix A, fiir welche die PBH-Rangbedingung verletzt ist, so erfiillt
dieser Unterraum

d+1
(V) Cker [J(ME - A), (7.5)

=1

d.h. er ist in dem Nullraum des in der PBH-Matrix auftretenden Matrizenprodukts
enthalten.

Dies motiviert dazu, Startwerte V(© so zu wihlen, dass die Spalten jeweils einen A-
invarianten Unterraum aufspannen und zugleich die Zielfunktion moglichst klein wird.

Fiir eine Auswahl Ay, ..., A\gy1 aus den Eigenwerten der Matrix A wird dazu zunéchst
ein Vektor
d+1
wcker [[(ME - A) (7.6)
i=1

ausgewahlt, d.h. eine Linearkombination der Eigen- und Hauptvektoren zu den Eigen-
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werten J\;, sodass die Matrix
V= [w Aw ... Adw] (7.7)
spaltenregulir ist?. Bildet man daraus die Matrix
V:=V(V V), (7.8)

so gilt zusatzlich VEV = E. Damit spannen die orthonormalen Spalten von V einen
A-invarianten Unterraum auf, welcher

d+1

<\7> C ker [J(LE - A) (7.9)

i=1

erfiillt3.

Der Kandidat V ist jedoch nur bis auf Multiplikation mit einer unitiren Matrix von
rechts eindeutig, d.h. fiir jede beliebige unitidre Matrix Q erfiillt auch die Matrix VQ
diese Bedingungen. Sinnvollerweise wird die Matrix Q so gewéhlt, dass der zugehorige
Zielfunktionswert J,,(V(© Q) méglichst klein, geméf Relation (5.38)) aus Proposition
also gleich J,,(V(®) wird. Dementsprechend bestimmt man die unitire Matrix Q so,
dass

- 2 -
HCVQuH . (cv) (7.10)
F
gilt (dazu kann z.B. eine Singulérwertzerlegung der Matrix CV eingesetzt werden) und

wihlt somit als Startwert? )
VO =vQ. (7.11)

Ist das System nicht perspektivisch beobachtbar, so erhélt man fiir einen der so ge-
wihlten Startwerte bereits den Zielfunktionswert null. Andernfalls besteht (insbesondere
fiir “nahezu” nicht perspektivisch beobachtbare Systeme) die Hoffnung, dass das globale
Minimum des Optimierungsproblems “in der Nahe” eines dieser Startwerte liegt.

2Das ist genau dann der Fall, wenn p(s) = ]_[f;rll (s — A;) Minimalpolynom des Vektors w ist.

3Man erkennt, dass sich auf diese Weise — vor allem fiir grole Werte des Dimensionsverlustes d —
eine nicht unbetrichtliche Anzahl moglicher Startwerte ergibt. Fiir eine Matrix A mit paarweise
verschiedenen Eigenwerten betragt die Anzahl der Moglichkeiten zur Auswahl von d+1 der insgesamt
n Eigenwerte ndmlich

<dil> - (d+1)!(Z!—d—1)!'

Besitzt die Matrix A mehrfache Eigenwerte, so kann aufterdem der Fall eintreten, dass die Dimension
der rechten Seite von Relation ([7.9) grofer als d+1 ist. In diesem Fall kommen sogar eine unendliche
Anzahl A-invarianter Unterrdume als Kandidaten infrage.

4Im Allgemeinen ergibt sich auch der so bestimmte Startwert V(©) nicht eindeutig aus der Matrix V,
da durch die Forderung (7.10) im Wesentlichen nur eine ,Spalte der unitéaren (d+1) x (d+1) Matrix
Q festgelegt wird.
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7.1.2. Erweiterung von Startwerten auf hohere
Dimensionsverluste

Der Ansatz aus dem vorangegangenen Abschnitt ldsst sich auch dazu verwenden, einen
existierenden Startwert (oder auch eine Losung) des Optimierungsproblems fiir den Di-
mensionsverlust p zu einem Startwert fiir den Dimensionsverlust d > p zu erweitern.
Besonders niitzlich ist dies, wenn von dem Dimensionsverlust p = 0 ausgegangen wird:
In diesem Fall entspricht die Losung des Optimierungsproblems dem Distanzmafs der
Beobachtbarkeit, zu dessen Ermittlung eine Reihe von numerischen Verfahren zur Ver-
fiigung steht. Davon erlaubt insbesondere z.B. der sogenannte Trisection-Algorithmus
die Bestimmung des globalen Optimums |1, 20].

Die Vorgangsweise basiert auf Proposition [33] d.h. ein vorliegender Startwert oder eine
vorliegende Losung des Optimierungsproblems fiir den Dimensionsverlust p in Form der
orthonormalen (p + 1)-spaltigen Matrix V wird so zu einem Startwert fiir den Dimensi-
onsverlust d in Form einer (d 4 1)-spaltigen Matrix V() erweitert, dass der Zielfunkti-
onswert gleichbleibt. Dazu wird gemif den Relationen (5.111]) und zunichst die
Matrix

A=A—(E-VVIAvVH (7.12)

gebildet. Anschliefsend wird eine Matrix W so bestimmt, dass fiir eine Auswahl von d—p
Eigenwerten 71, ..., vq—p der Matrix A gilt, dass die Spalten von W einen A-invarianten
Unterraum aufspannen und die Relationen

d+1
(W) C ker ﬁ (nE—A), (7.13a)
E = WI;ZE - VViHw (7.13b)

erfiillt sind®. Dabei ist die Wahl der Eigenwerte ~; in der Regel jedoch nicht mehr véllig
frei, da sich die von den Spalten von W und V aufgespannten Unterrdume entsprechend
der Dimensionsgleichung ([5.113)) nicht {iberschneiden diirfen®. Aus den Matrizen V und
W wird dann geméf Relation (5.114a)) die Matrix

V=[E-VVHwW V] (7.14)

bestimmt. Aus dieser ergibt sich der Startwert V(© fiir den Dimensionsverlust d analog
zum vorigen Abschnitt, d.h. mittels Relation (7.11)) nach Bestimmung einer unitéren
Matrix Q gemiéfs Relation (|7.10)).

Die Vorgangsweise zur Ermittlung einer solchen Matrix ist dabei analog zu der aus dem vorangegan-
genen Abschnitt.

6Geht man davon aus, dass die Matrix A +§A insgesamt n paarweise verschiedene Eigenwerte besitzt,
so stehen aus diesem Grund davon nur n—p—1 zur Auswahl, sodass sich hier folgende Zahl méglicher

Kombinationen ergibt:
n—p—1\ (n—p-1)!
d—p ) (d—p)!(n—d—1)
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7.2. Numerische Ermittlung des Distanzmales

Es wird das Optimierungsproblem fiir das Distanzmaf betrachtet. Eine wesentliche
Schwierigkeit bei dessen Losung stellt, neben der nichtlinearen Zielfunktion, die nicht-
konvexe Gleichungsnebenbedingung dar. Durch diese wird die Matrix V auf den
Raum der orthonormalen n x (d + 1)-Matrizen, die sogenannte Stiefel-Mannigfaltigkeit

Sar1(C") == {V e ™) | VAV = E} (7.15)

eingeschrinkt”.

Die numerische Losung von Optimierungsproblemen auf der Stiefel-Mannigfaltigkeit
wurde bereits vielfach untersucht [6, 29, 31, 19]. Es existieren daher eine Vielzahl von
iterativen numerischen Verfahren, die sich grundsétzlich fiir das vorliegende Problem
eignen. Ein Hauptproblem ist dabei die Einhaltung der Nebenbedingung in jedem Ite-
rationsschritt. Einige Algorithmen wenden géngige numerische Optimierungsverfahren
ohne Beriticksichtigung der Nebenbedingung an und fiihren in jedem Iterationsschritt
eine Projektion der Optimierungsvariablen auf die Stiefel-Mannigfaltigkeit durch. An-
dere Verfahren losen das Problem durch die (numerisch aufwendige) Berechnung von
sogenannten Geoddten der Mannigfaltigkeit [6].

In [29] wird zur Einhaltung der Nebenbedingung die Cayley- Transformation genutzt®
und damit ein Gradientenverfahren realisiert. Dieses wird im Weiteren kurz erlautert.

Anschliefsend wird seine Anwendung auf das Optimierungsproblem fiir das Distanzmafs
der perspektivischen Beobachtbarkeit ([7.1)) diskutiert.

7.2.1. Gradientenverfahren unter Verwendung der
Cayley-Transformation

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die Minimierung einer allgemeinen Zielfunktion
J(V) unter der Nebenbedingung

VIV =E. (7.16)

"Man kann auf Sg41(C") die Aquivalenzrelation
M ~ N & (M) = (N) fiir M, N € Sg;1(C")

definieren. D.h. man identifiziert alle Matrizen miteinander, deren Spalten denselben Unterraum
aufspannen. Die Menge der Aquivalenzklassen ist dann die Grassmann-Mannigfaltigkeit Gg,1(C"),
die Menge aller d + 1-dimensionalen Untervektorraume des C™.

Alternativ zur hier betrachteten Minimierung der Zielfunktion J,, (V) iiber Sq11(C") kann das
Optimierungsproblem auch #quivalent als Minimierung der Zielfunktion J,,(V) aus Relation

(5.35) tiber Gg41(C™) aufgefasst werden.
8Die Cayley- Transformation bildet eine schiefhermitesche Matrix W = —WH € C"*" gemift

Q=E+W){E-W)=(E-W)E+W)!

auf eine unitire Matrix Q ab, d.h. es gilt Q7 Q = E.
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Zunéachst bildet man eine schiefsymmetrische Matrix W geméf der Vorschrift
W .= GV7 - VG” (7.17)

aus dem Gradienten

0] . 0]
dRe {V} 7 oIm {V}

G=VyJ = (7.18)

der Zielfunktion J(V). Unter Verwendung der Cayley-Transformation definiert man da-
mit die Matrix

V(r) = (E+ %W)’l(E - %ww, (7.19)

wobei T ein positiver reeller Parameter ist. Diese Matrix V(7) erfiillt fiir jeden Wert des
Parameters 7 die Nebenbedingung (7.16]). Ferner gilt?

vVl =V, (7.20a)

=0

und die Ableitung von V an der Stelle 7 = 0 lautet

dv

| = ~-WV = —GVIV + VGV, (7.20b)
-

=0

Dies entspricht einer Projektion des negativen Gradienten —G in den Tangentialraum
der Stiefel-Mannigfaltigkeit!®.

Bei erfiillter Nebenbedingung (7.16)) folgt damit fiir die Ableitung der Zielfunktion an
av
= Re {spur (V)" (

der Stelle 7 =0
= > }
=0

d -
(570v)
= —Re {spur (GHG — GHVGHV)}

7=0

1
=5 spur WHW
1
= W2 <o, (7.21)

Sofern W nicht verschwindet (andernfalls ist V ein stationérer Punkt des Optimierungs-

9Eine Funktion mit denselben Eigenschaften erhdlt man bei Verwendung der Matrix-
Exponentialfunktion €W anstelle der Cayley-Transformation (E + ZW)™'(E — ZW). Letztere
ldsst sich jedoch numerisch mit geringerem Aufwand auswerten.

10Besonders einsichtige Zusammenhinge ergeben sich, wenn GV symmetrisch ist; in diesem Fall ist
(fir VEV = E) die Ableitung eine Projektion von —G auf den Raum der zu V orthogonalen

Matrizen: ‘?Z =—(E-VVHG.
T7=0
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problems) ist es naheliegend die Schrittweite T so zu wahlen, dass der Zielfunktionswert
abnimmt. Eine Moglichkeit dies sicherzustellen besteht darin, ein (ggf. lokales) Minimum

der Funktion J(V(7)) zu bestimmen. D.h. man wéhlt

T :=arg mTin J(V (1)), (7.22)

wobei man sich auch mit einem (im Zuge einer numerischen Optimierung bestimmbaren)
lokalen Minimum begniigt.

Diese Uberlegungen legen folgende Vorgehensweise zur Minimierung der Zielfunktion
ausgehend von einem Startwert V() nahe: Im k-ten Iterationsschritt wird zunéchst an
der Stelle V¥ der Gradient G®) = Vv J|y,_y@ ermittelt. Damit wird die Funktion
V® (1) gemiR Relation gebildet und in Anlehnung an die Schrittweite
7 mittels eines numerischen Optimierungsverfahrens bestimmt. SchlieRlich wird fiir
den folgenden Iterationsschritt V*++1) = \7(’“)(%(’“)) berechnet. Diese Schritte wiederholt
man, bis das Abbruchkriterium

JVE=Dy — J( VIV < ¢ (7.23)

mit einer positiven Schranke e; erfiillt ist. Der Zielfunktionswert J(V®)) dieses letzten
N-ten Iterationsschrittes ist damit ndherungsweise ein lokales Minimum des Optimie-
rungsproblems.

7.2.2. Gradienten relevanter Zielfunktionen

Es wird nun der Gradient der Zielfunktion des Optimierungsproblems ([7.1)) ermittelt.
Die Zielfunktion ldsst sich geméf Proposition [29] und Relation (5.53) bei erfiillter Ne-
benbedingung ([7.1b)) dquivalent in der Form

2
Jou(V, 1) = |AV][; — [[VFAV[ + | CVul,
= spur (VF/ATAV — VIATVVTAV) + u"VICTCVu (7.24)

darstellen. Man erhilt damit den Gradienten'!
Vvpu =2 (ATAV — A"VV7AV — AVVIATV + CYCVuu”) . (7.25)

Das Gradientenverfahren ist prinzipiell auch auf das Optimierungsproblem ([5.51])
fir die Distanz p4s anwendbar. Das kann z.B. dann sinnvoll sein, wenn, wie in Ab-
schnitt diskutiert, Beschrankungen fiir die Eigenwerte der Matrix S vorliegen. In
diesem Zusammenhang ist mitunter auch das Optimierungsproblem aus Proposition
relevant, bei welchem auch der Vektor u eine Optimierungsvariable darstellt. Die Be-
riicksichtigung der Nebenbedingung fiir u kann dabei analog zu der Vorgehensweise fiir

HF{ir Details zu den Rechenregeln fiir die Differentiation der Spur von Matrizen sei auf [23] verwiesen.

145



Kapitel 7. Losung des Optimierungsproblems fiir das Distanzmafs

V erfolgen; es werden dementsprechend die Gradienten der Zielfunktion

Tosu(V, 8, 1) = [AV = VS| + [ CVul,
= spur (VFAPAV — VFATVS — S¥VHAV + S#VHVS)
+u?VICHECvu (7.26)

beziiglich V und u benétigt, fiir welche man

Vvdpsu = 2 (ATAV — A"VS — AVSY + VSS¥ + C"CVuu") , (7.27a)
Vaudpsu = 2VICHCVu. (7.27b)

erhalt.

7.2.3. Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird das vorgestellte Gradientenverfahren in einem Beispiel auf das
Optimierungsproblem ([7.1]) angewandst.

Beispiel 25. Es wird fiir den Dimensionsverlust d = 1 die perspektivische Beobacht-
barkeit des Systems aus Beispiel 23| mit den Daten

-1 0 «
A=l0o —2 1], C- F y O} (7.28)
010
0 —a -3

und dem reellen Parameter o untersucht.

Das im vorigen Abschnitt gezeigte Verfahren wird verwendet, um (lokale) Minima

des Problems ([7.1)) mit u = e, = [0 1]T zu ermitteln'?. Es wird das System zunichst
fiir den Parameterwert o = —2 betrachtet. Die Matrix A besitzt in diesem Fall die
Figenwerte

S1 = —17 SS9 = —1, S3 = —4. (729)

Als Startwerte werden, wie in Abschnitt diskutiert, Orthonormalbasen zweidimen-
sionaler A-invarianter Unterrdume gewéhlt:

1 0
VEO) — O \/Li 7u /\1 = —17 )\2 = —1, (730&)
0

L
V2

12Dje Berechnungen wurden mit dem Programm MATLAB (Version 8.2.0.701 R2013b) durchgefiihrt.
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0

1
v =10 —% zZu A = —1, )\ = —4. (7.30b)
0

Abbildungstellt den Wert der Zielfunktion J,,(V®)) bei Anwendung des beschrie-
benen Gradientenverfahrens dar. Man erkennt, dass das Verfahren fiir beide Startwerte
gegen ein lokales Minimum der Zielfunktion konvergiert, wobei sich fiir den zweiten
Startwert ein kleinerer Zielfunktionswert ergibt. Die Wurzel aus diesem kleinsten ge-
fundenen lokalen Minimum stellt somit eine obere Schranke fiir das Distanzmaf der
perspektivischen Beobachtbarkeit dar, d.h. fiir a = —2 gilt

i < 1/6,74- 1072 ~ 0,26. (7.31)

Abbildung stellt den auf diese Weise jeweils erhaltenen besten Zielfunktionswert
in Abhéngigkeit von a dar. Ebenso dargestellt ist die direkt ablesbare Schranke fiir das
Distanzmaf geméak Relation . Man erkennt, dass der Verlust der perspektivischen
Beobachtbarkeit fiir « = 0 korrekt angezeigt wird. JAN

7.3. Numerische Ermittlung des relaxierten
Distanzmales

In diesem Abschnitt wird ein iterativer Algorithmus zur numerischen Bestimmung des
relaxierten Distanzmafes v vorgestellt. Dieses stellt im Allgemeinen nur eine untere
Schranke fiir das Distanzmafs py dar; dafiir ist das zugehorige Optimierungsproblem
einfacher: Lediglich die Minimierung beziiglich der Matrix S ist ein nichtkonvexes,
nichtlineares Optimierungsproblem, wahrend v4g bei gegebener Matrix S durch Losung
eines konvexen semidefiniten Programms ermittelt werden kann.

Damit reduziert sich die Anzahl der Optimierungsvariablen, fiir die ein Startwert
vorzugeben ist, von n - (d + 1) Eintrigen der Matrix V des Optimierungsproblems
auf (d + 1)? Eintrige der Matrix S. Die Anzahl héingt damit insbesondere nicht mehr
von der Systemordnung n ab. Es hat sich weiterhin gezeigt, dass auf diese Weise in sehr
vielen Féllen auch die Bestimmung von (lokalen) Minima des Optimierungsproblems fiir
das nichtrelaxierte Distanzmaf gelingt!

7.3.1. lterativer Algorithmus

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus zur Ermittlung des relaxierten Distanzmafses
vy diskutiert. Er basiert im Wesentlichen auf einer Ubertragung einer Vorgehensweise
zur Ermittlung des Distanzmafes der Steuer- bzw. Beobachtbarkeit aus [30] auf das hier
betrachtete Optimierungsproblem.

Dem Algorithmus liegt folgende Idee zugrunde: die Zielfunktion (6.176]) wird, ausge-
hend von einem Startwert S fiir die Matrix S, abwechselnd beziiglich der Matrizen
V,; und S minimiert. Die Minimierung beziiglich V; geschieht dabei auf dem Wege der
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076 1 1 1 1 1 1

-+=- Startwert V:(lO), 32 Iterationen
— Startwert Véo), 29 Iterationen
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6,74-1072 | .
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Iterationsschritt &

Abbildung 7.1.: Verlauf der Zielfunktionswerte .J,,(V*)) bei dem vorgestellten Gradien-
tenverfahren mit Startwerten aus Relation ((7.30)

072 T T T T
bester Zielfunktionswert
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| --=-- obere Schranke o

0,16
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Jpu

.1072
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N R~ O 00

-1072

Abbildung 7.2.: Bestes mit dem vorgestellten Gradientenverfahren ermitteltes lokales
Minimum der Zielfunktion J,, des Optimierungsproblems (7.1)) in Ab-
hangigkeit des Parameters «
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semidefiniten Programmierung. Bezeichnet man mit S® die Matrix S im k-ten Iterati-
onsschritt, so wird zundchst die Losungsmatrix

X*E = argmin  spur M(S®)HM(SH)X (7.32a)
Xe(Cn(d+1)><n(d+1)
unter
X>0
. . (7.32b)
spurQin:(Sij fU_I’lSZS]Sd—I—l
des semidefiniten Programms (6.127)) ermittelt. Deren Rang wird mit

rE+D = rang X (F+D (7.33)

bezeichnet. Mittels der Zerlegung (6.177) der Matrix X**+1 werden daraufhin Matrizen

(2

) bestimmt, welche

(k1)

VEHU = argmin Z (HAVi - VZ-S(k)Hi - ||CVZu||§> (7.34a)

Vie(cnx(dJrl) i—1

unter
P(e+1)
Z VIV, =E (7.34b)

i=1

erfiillen. Anschlieffend ermittelt man die Matrix S fiir den (k + 1)-ten Iterationsschritt

unter Verwendung von Relation!? (6.207):
2
)

_ Z V(k—&-l)HAVZ(k-i-l)' (7.35)

P (e 1)

2
S+ .~ argmin 3 <HAV§’“+” —Vﬁ’””SH + Hcvg’“”u
S i—1 F

Der Zielfunktionswert fallt somit monoton mit zunehmendem k, d.h.
Vigh+1) < Vg gk - (7.36)

Diese Schritte werden wiederholt, bis die Zielfunktion einen nahezu stationdren Wert
annimmt, d.h. bis in einem letzten Iterationsschritt N das Abbruchkriterium

Vd7s(N71) - Vd,S<N) < €3 (737)

13Die Matrix S*+1) kann auch direkt aus der Losungsmatrix X5+ ohne den Umweg iiber deren
Zerlegung, ermittelt werden. Konkret erkennt man anhand von Relation (6.121c]), dass e;fFS(’“‘l)ej =
spur(e;e] ® A)X gilt.
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mit einer positiven Schranke ej erfiillt ist. Der (finale) Zielfunktionswert v, gv) ist dann
néherungsweise ein (lokales) Minimum des Optimierungsproblems fiir das relaxierte
Distanzmaf. Gilt fiir den Rang der Losungsmatrix X des semidefiniten Programms im
letzten Schritt

rN) =1, (7.38)

so ist dieser Wert zugleich ein (lokales) Minimum des Optimierungsproblems fiir das

Distanzmafs ([7.1]).

7.3.2. Modifizierter iterativer Algorithmus

Es wird nun eine Modifikation des Algorithmus gezeigt, die mitunter zu einer schnelleren
Konvergenz fithrt. Man betrachtet dazu die beziiglich S minimale Zielfunktion gemaéfs

den Relationen ((6.207]) und ((6.213))

T

min Josur(Vis-oo, Ve S,u) = 3 (J|AVfg + |CViulf;) -

=1

2

> VAV, (7.39)

=1

F
Bei Multiplikation der Matrizen V; mit einer unitdren Matrix Q von rechts erhélt man
daraus

. (7.40)

F

T

min Josr (Vi,..., Vi, S,0) = > (IAVi[; + [CViQu3) —

=1

r

> VAV,

i=1

wobei sich aufgrund der Invarianz der Frobeniusnorm bei Multiplikation mit unitéren
Matrizen nur die von C abhingigen Summanden verdndern. Beziiglich Q nimmt diese
Funktion genau dann einen minimalen Wert an, wenn

> lIcviQul; = [WQu|; = a7, (W) (7.41)
i=1
mit der Abkiirzung
(GAYA
W = : (7.42)
CV,

gilt. Somit kann man dieses Minimum und die zugehorige Matrix Q leicht durch eine
Singularwertzerlegung von W bzw. durch eine Eigenwert- und Eigenvektorberechnung
der Matrix §
R:=W'W=>"Vv/cicv, (7.43)
i=1

ermitteln.
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Davon motiviert wird der Algorithmus folgendermafsen modifiziert: Im Schritt & wird
nach Berechnung der Matrizen V"™ gemiif zunichst die gezeigte Minimierung
beziiglich Q durchgefiihrt, d.h. es wird eine unitire Matrix Q**1 so ermittelt, dass mit
der Matrix!*

p(E+1)
H
R+ — Z V£k+1) CHCVEkJrl) (7.44)

i=1

in Analogie zu Relation ([7.41)) die Bedingung

uff QEFDTRIFIQUHD = 5 (RO (7.45)
erfiillt ist'®. Die Matrix S fiir den folgenden Schritt wird dann gemé&f
P(E+1)
S = 3 QU Ty D Ay i) (7.46)
i=1

berechnet. So erhédlt man im Vergleich zum urspriinglichen Algorithmus einen kleineren
bzw. schlechtestenfalls einen gleich grofen Zielfunktionswert v, ge+1).

7.3.3. Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird die Anwendung des vorgestellten iterativen Verfahrens zur
Ermittlung von vy demonstriert.

Beispiel 26. Wieder wird das System aus Beispiel 25| mit den Daten ((6.214]) und dem
reellen Parameter o betrachtet. Zunachst wird dieses fiir den Parameterwert o = —2
untersucht. Als Startwert fiir die Matrix S wird zunéchst die bereits in Beispiel
diskutierte Diagonalmatrix

0 _ [_o 1 _02} (7.47)

gewahlt, fiir welche in Beispiel 23| die relaxierte Distanz 1 g ermittelt wird. Beide Vari-
anten des vorgestellten Verfahrens liefern in diesem Fall das lokale Minimum

-1 0
(N) ~
ST { 0 —1,5974} (7.48)
mit dem Zielfunktionswert
v gy & 0,9779. (7.49)

1430 wie die Matrix S+ kann auch die Matrix R(*+1) direkt aus der Losungsmatrix X 1) des
semidefiniten Programms ermittelt werden: Es gilt e/ R(**Ve; = spur(eie]T ® CHC)X.
15Tm Allgemeinen ist die so ermittelte Matrix Q(**+1) nicht eindeutig.
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Den Grund erkennt man anhand der Uberlegungen in Beispiel Aufgrund der beson-
deren Struktur der Losung des semidefiniten Programms in Form der Matrizen V; und

V, aus Relation (6.227)) gilt

(7.50)

H
VIAV, + VIAV, = [Vl Avi 0 } |

0 v Av,

Bei Minimierung der Zielfunktion Jyq,, beziiglich S geméf Relation bleibt daher
die Diagonalstruktur der Matrix S erhalten'®. Bei Anwendung des beschriebenen Ver-
fahrens erhélt man somit geméf Relation bestenfalls ein lokales Minimum mit
dem Zielfunktionswert

c (7.51)

51,52 S9

min Vi,§ = IMiN Opin {
S=diag(s1,s2)

A — SQE:|
= M1,

was dem Distanzmafs der Beobachtbarkeit 1 entspricht. Dieses stellt immer eine obere
Schranke fiir das Distanzmafl der perspektivischen Beobachtbarkeit dar, sodass eine
Vorgabe des Startwertes S(©) in Diagonalform fiir u = e, in der Regel nicht sinnvoll ist.
Es werden die Startwerte S nun geméf der Vorschrift gewahlt, unter Verwen-
dung der in Beispiel [25 ermittelten Startwerte fiir die Matrix V aus Relation ([7.30)):

1 B
S0 _ { - _ﬂ 20N = —1 M = —1: (7.52a)

-1 -4
s — { . _\ﬂ AN =—1,\ = —4. (7.52b)

Abbildung zeigt den so erhaltenen Wert der Zielfunktion v; g in Abhéngigkeit
vom Iterationsschritt k. Fiir den Rang r der Losungsmatrix X des semidefiniten Pro-
gramms ergibt sich dabei in jedem Iterationsschritt (!) r = 1, d.h. man erhélt hier nicht
nur untere Schranken sondern die eigentlichen Werte der Distanzen iy g .

Vergleicht man die beiden Varianten des Algorithmus, so erkennt man, dass das mo-
difizierte Verfahren wesentlich schneller gegen ein lokales Minimum strebt bzw. der ent-
sprechende Rechenaufwand (bei gleichem Abbruchkriterium) deutlich geringer ist. Im
Vergleich zu den Ergebnissen des Gradientenverfahrens aus Beispiel erkennt man

16Djes gilt auch fiir die modifizierte Variante des Algorithmus. Bei diesem hat die Matrix WHW in
der Regel die Form

HEH
Hxr |V CPCvy 0
WIW = { 0 viCHCv, |’
sodass fiir die Matrix Q jeweils
10 0 1
Q= {0 1] oder Q= {1 O]

gilt.
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aufserdem, dass man hier mit beiden Verfahren dieselben lokalen Minima erhélt. Die
Anzahl der von den jeweiligen Verfahren bendétigten Iterationsschritte ist dabei nicht
direkt vergleichbar, da die Schritte jeweils mit unterschiedlich groffem Rechenaufwand
verbunden sind.

In weiterer Folge wird der vorgestellte modifizierte Algorithmus fiir unterschiedliche
Werte von a angewandt. Abbildung[7.4] zeigt den jeweils besten so erhaltenen Zielfunkti-
onswert in Abhéngigkeit von «. Ebenso dargestellt ist das mit dem Gradientenverfahren
erhaltene Ergebnis aus Abbildung Man erkennt, dass die Kurven deckungsgleich
sind, d.h. man erhélt hier fiir alle betrachteten Werte von « nicht nur untere Schranken
sondern (lokale) Minima des Optimierungsproblems fiir das Distanzmaf (7.1])!

Dieser Umstand legt die Vermutung nahe, dass zumindest fiir den Dimensionsverlust
d = 1 fir das globale Minimum der relaxierten Distanz v4g immer eine Losung mit
dem Rang r = 1 existiert!” und damit v4 gleich dem DistanzmaRl p4 ist. Leider konnte
diese Vermutung bisher nicht bewiesen werden. Es konnte bisher aber auch kein System
gefunden werden, bei welchem nicht zumindest fiir das beste ermittelte lokale Minimum
r = 1 gilt! Somit stellt der in diesem Abschnitt vorgestellte Algorithmus eine sinnvolle
Alternative zum Gradientenverfahren dar. A

7.4. Abschliellendes Beispiel

In diesem Abschnitt wird, unter Verwendung der gewonnenen Erkenntnisse, das Dis-
tanzmalfs fiir ein praxisnahes Beispiel ermittelt.

Beispiel 27. In Beispiel |3| wird das Modell der perspektivischen Projektion eines ro-
tierenden Punktes p diskutiert, welcher zusétzlich mit der Geschwindigkeit v bewegt
wird.

Dieses System wird hier konkret fiir die Parameterwerte

w1 = 2, Wy = —2, W3 = 0 (753)

betrachtet. Die Systemmatrix lautet

A= L?T g} (7.54)

mit der schiefsymmetrischen Matrix €2 aus Relation ({2.6)). Letztere ist hier durch

2
0 (7.55)
0

17 Anhand der vorangegangenen Uberlegungen zur Vorgabe des Startwerts S(©) in Diagonalform ist klar,
dass dies fiir beliebige lokale Minima nicht notwendigerweise der Fall ist.
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Abbildung 7.3.: Verlauf der quadrierten, relaxierten Distanz stm bei Anwendung des
urspriinglichen und des modifizierten iterativen Algorithmus und Wahl
der Startwerte geméf Relation ([7.52))
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0,2} relaxiertes Distanzmafl vy
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Abbildung 7.4.: Beste mit dem Gradientenverfahren bzw. dem vorgestellten modifizier-
ten iterativen Algorithmus ermittelte lokale Minima der Optimierungs-
probleme fiir das Distanzmaf p; bzw. das relaxierte Distanzmaf 4 in
Abhéngigkeit des Parameters «
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gegeben. Die Rotationsachse q erhélt man aus Relation (22.8]):
0 1 1 T
q= [ 72 75] : (7.56)

Der Normalvektor h der Bildebene wird folgendermafen gewahlt: Er wird aus der
Rotationsachse q durch Drehung um den Winkel ¢ geméfs

1 0 0 1 0 0

h(p)= [0 cosp —sinp|q=——= |cosp —singp| = Sin(go—%) (7.57)
0 sing cosep V2 cos © + sin sin(p + )

gebildet. Dabei stellt ¢ einen freien Parameter dar. Fiir den Geschwindigkeitsvektor v
wird einer der zwei Vektoren

T
v — g = [0 < J%] (7.58)
und v = (7)=[0 0 1)" (7.59)

vorgegeben. Abbildung veranschaulicht die Lage der Rotationsachse q, des Normal-
vektors der Bildebene h und der Geschwindigkeit v in der y-z-Ebene.

In diesem Beispiel wird die perspektivische Beobachtbarkeit dieses Systems fiir den
Dimensionsverlust d = 1 mit Hilfe verschiedener Varianten des Distanzmafes beurteilt;
fiir jeden der zwei Geschwindigkeitsvektoren v(!), v(2) werden dazu verschiedene Werte
der Brennweite f und des Winkels ¢ betrachtet.

Da die Skalierung der Ausgangsmatrix nicht eindeutig ist, bietet sich — wie in Ab-
schnitt erlautert — zur quantitativen Bewertung der perspektivischen Beobachtbar-
keit das beziiglich der letzten Zeile normierte Distanzmafl fi; an. Die zu diesem Zweck
im Rahmen von Beispiel 21| ermittelte Ausgangsmatrix lautet gemif Relation'®

. L_(E—hh") 0
C= |V e (7.60)

A e

Es werden zunéchst einige Kenngroéfien der schiefsymmetrischen Matrix €2 wieder-
holt. Der Vektor q ist Eigenvektor der Matrix €2 zum Eigenwert null. Daneben weist
die Matrix aulerdem das konjugiert komplexe Eigenwertpaar +jw auf, wobei sich die
Winkelgeschwindigkeit w aus Relation zZu

w = Vw2 4+ ws? + ws? =22 (7.61)

ergibt. Die zu diesem Eigenwertpaar gehorigen Eigenvektoren sind mit der Matrix R aus

BFiir die in Beispiel [21| beriicksichtigten Skalierungsfaktoren gilt hier 3 = v = 1.
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Bildebene h(p)Tp =0

Abbildung 7.5.: Lage von Rotationsachse q, Normalvektor h(y) der Bildebene und Ge-
schwindigkeitsvektoren v(1, v in der y-z-Ebene

Relation (|3.52))

) wi+wi 0 é (1) )
R=——""| ww; ww| = 2 7.62
wy/wi + w3 —Wiws  Waw 0 —%
und dem Vektor!?
i

W= [75 74 (7.63)

durch Rw und Rw* gegeben. Die Eigenwerte der Systemmatrix A lauten somit
51 = jw S9 = —jw s34 = 0. (7.64)

Das System wird zunéchst fiir den Geschwindigkeitsvektor

v=vll)=q, (7.65)

d.h. bei einer Translation des Punktes in Richtung der Rotationsachse q betrachtet.
Gemaéf den Uberlegungen in Abschnitt werden als Startwerte fiir die numerische

YDer Vektor w ist Eigenvektor der Matrix W aus Relation (3.53)) zum Eigenwert jw.

156



7.4. Abschliefsendes Beispiel

Losung des Optimierungsproblems in diesem Fall die Matrizen

q 0 [0 1
vy =] J Q.  s’=qf|, O] QA =0X=0 (7.66)
4 R 0 0 |
vy =[] 0""] Q. 8y =q |, jw} Q: 7 =0,% = jw (7.67)
R 0 — | |
VLS)O): 0T:| Q37 SE%O): SH W Ow:| Q3 zu )\1:jw,>\2:—jw (768>
bzw., in Zahlenwerten angegeben,
_L 0 ~
V2 0 1
VY = ? tlJ Qi s =qf' |, O} Qi (7.69)
:L L-
V22 [0 0
0 _ |1 7 0 _ H
V=% G| sU = af ) g @ (7.70
0 —5
L0 [0 2v/2
0 1 0 -
VO - 8 V| Qs sy = Qff EN: Oq Qs (T.71)
|V~

mit geeigneten unitdren Matrizen Q;, Q2, Q3 verwendet. Letztere werden geméfs den
Relationen und bestimmt und héngen damit von der jeweils vorliegenden
Ausgangsmatrix, insbesondere also vom Winkel ¢ ab.

Zur Ermittlung des (relaxierten) Distanzmafes wurde der in Abschnitt[7.3|vorgestellte
modifizierte iterative Algorithmus eingesetzt. Dabei wurde fiir verschiedene Brennweiten
der Winkel ¢ im Bereich 0 < ép < 7 variiert. Als Startwerte wurden dabei neben den
oben angegebenen Matrizen Slo), S;O) und Séo) auch alle fiir den jeweils nachstkleine-
ren Winkel?® ¢ gefundenen Minima herangezogen. Zusitzlich wurde die Symmetrie der
Konstellation beziiglich des Winkels ¢ = 7 genutzt (siche Abbildung fiir v = vM):
Von je zwei zueinander symmetrischen Winkeln wurde jeweils der bessere Wert gewahlt.

Abbildung zeigt die so erhaltenen Werte (bzw. die besten erhaltenen lokalen Mini-
ma) des beziiglich der letzten Zeile normierten relaxierten Distanzmafies ;. Der Rang der
jeweils optimalen Losungsmatrix ist dabei in allen Féllen gleich eins, d.h. die Ergebnis-
se stimmen mit dem entsprechend normierten nichtrelazierten Distanzmak fi; iiberein.
Man erkennt, dass der Verlust der perspektivischen Beobachtbarkeit fiir den Fall o =0
(siehe auch Beispiel [3)) und fiir f = 0 (siehe auch Beispiel korrekt angezeigt wird.

Weiterhin sieht man, dass beide Mafke fiir Brennweiten f < 1 jeweils bei ¢ = 7 ein
Maximum aufweisen. Fiir Brennweiten f > 1 nimmt das Mak an dieser Stelle aller-
dings wieder ab und es kommt zu lokalen Minima der Verldufe. Der Grund dafiir ist

20Die Berechnungen wurden fiir 101 Aquidistant verteilte Werte des Winkels ¢ aus dem angegebenen
Bereich durchgefiihrt.
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in Abbildung [7.7] ersichtlich: In dieser ist der Verlauf einer oberen Schranke p fiir die
Mindestnorm p nicht rekonstruierbarer Punkte des gestorten Systems dargestellt. Diese
Schranke wurde mittels Satz [38 aus der jeweiligen Losungsmatrix V des Optimierungs-
problems ermittelt. Man erkennt, dass p im Bereich um den Winkel 7 fiir Brennweiten
f > 1 sehr grofs ist und mit zunehmender Brennweite grofer wird. Dieses Ergebnis
stimmt mit dem in Beispiel [22| erhaltenen iiberein: Fiir den Winkel ¢ = 7 ist der Vektor
h orthogonal zur Rotationsachse q; es streben dementsprechend fiir f — oo das Dis-
tanzmak gegen null und der Mindestabstand p (und damit auch die obere Schranke p)
gegen Unendlich.

Um ein praxisrelevanteres Ergebnis zu erhalten, wird das in Abschnitt vorge-
schlagene modifizierte Distanzmafs 7z betrachtet. Als Schranke fiir die Norm nicht re-
konstruierbarer Punkte wird dabei R = 2 vorgegeben. Zur Ermittlung dieses Mafes mit
Hilfe des Gradientenverfahrens miisste dieses um die nichtkonvexe Ungleichungsnebenbe-
dingung erweitert werden. Da dies durchaus eine Herausforderung darstellt, wird
ein anderer Weg verfolgt: die Modifikation des iterativen Algorithmus zur Bestimmung
des relaxierten Distanzmafies. Zur Beriicksichtigung der Beschrankung muss dabei ledig-
lich das semidefinite Programm um die aus Relation erhaltene konveze
Ungleichungsnebenbedingung

1
1+ R?

spur(Egy; ® e,el)X > (7.72)
erweitert werden.

Abbildung zeigt das auf diese Weise ermittelte Mak 7,. Die Relaxation ist da-
bei auch hier in nahezu allen Féllen, d.h. mit Ausnahme einiger vereinzelter Punkte?!,
exakt. Klarerweise vergrofsert sich der Wert des Mafses durch Hinzunahme der Nebenbe-
dingung; dies ist durch Vergleich mit Abbildung[7.8 auch erkennbar. Man sieht, dass das
Maximum fiir alle betrachteten Werte der Brennweite bei ¢ = 7 liegt. In Abbildung
ist aukerdem die zugehorige obere Schranke p der Mindestnorm nicht rekonstruierbarer
Punkte dargestellt. Diese ist entsprechend der Vorgabe nach oben durch den Wert R = 2
begrenzt.

Es wird nun das System fiir den Geschwindigkeitsvektor v = v(? betrachtet. Fiir
diesen wird das normierte Distanzmaf fi; und das bereits fiir v = v(!) ermittelte beziig-
lich der letzten Zeile normierte Distanzmall fi; verglichen. Fiir ersteres ist dabei gemaéfs

Relation (6.37b)) eine mogliche Normierung der Ausgangsmatrix durch

1 w7 _f (7.73)

VA2 h V142

E — hh” 0 ]

gegeben.
Die Abbildungen [7.10| und zeigen die wie zuvor ermittelten relaxierten Varianten
vy bzw. fi; der beiden Distanzmafe. Auch hier stimmen diese mit den entsprechenden

2 Insgesamt ergab sich nur bei 7 von insgesamt 9 - 101 = 909 Kombinationen von Parameterwerten fiir
f und ¢ eine Losungsmatrix mit dem Rang zwei.
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Abbildung 7.6.: Beste fiir v = v(1) erhaltene lokale Minima des beziiglich der letzten
Zeile normierten Distanzmafes fi; in Abhéngigkeit des Winkels ¢ fiir
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Abbildung 7.7.: Fiir v = v erhaltene obere Schranke 7 fiir die Mindestnorm p nicht
rekonstruierbarer Punkte des jeweils ermittelten gestorten Systems (fiir
f = 0 ergibt sich unabhéngig von ¢ die obere Schranke p = 0)
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Abbildung 7.8.: Beste fiir v = v(® erhaltene lokale Minima des Distanzmafes 7; bei
zusétzlicher Begrenzung der Norm nicht rekonstruierbarer Punkte; dar-
gestellt ist es in Abhéngigkeit des Winkels ¢ fiir verschiedene Werte der
Brennweite f
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Abbildung 7.9.: Fiir v = v(") erhaltene obere Schranke p fiir den Mindestabstand p nicht
rekonstruierbarer Punkte des jeweils ermittelten gestorten Systems bei
Berticksichtigung der Beschrinkung p < 2
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nichtrelaxierten Mafen {iberein.

Es ist auffallig, dass es bei Brennweiten f > 1 in der ersten Halfte des Winkelbereichs
zu sprungformigen Anderungen der Mafe nach unten kommt. Dies ist eine Folge der nu-
merischen Ermittlung der Mafle, mit welcher in der Regel nur lokale Minima bestimmbar
sind und der Art der Startwertvorgabe: An der Sprungstelle wird, ausgehend von der
Losung des vorangegangenen (d.h. néchstniedrigeren) Wertes fiir den Winkel, plétzlich
ein besseres lokales Minimum gefunden??.

Vergleicht man die beiden Mafles miteinander, so erkennt man, dass diese prinzipiell
einen ahnlichen Verlauf aufweisen. Der fiir f = 0 erwartete Verlust der perspektivischen
Beobachtbarkeit wird jedoch, aus den im Rahmen von Beispiel 21| erérterten Griinden,
nur von dem beziiglich der letzten Zeile normierten Distanzmalfs [i; korrekt angezeigt.

JAN

7.5. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden einige Ansétze zur Losung des Optimierungsproblems fiir das
Distanzmafs und das relaxierte Distanzmafs vorgestellt. Zunachst wurde eine Moglichkeit
zur Wahl von Startwerten basierend auf der Berechnung von A-invarianten Unterréu-
men gezeigt. Die Moglichkeit der Erweiterung eines existierenden Startwerts fiir einen
niedrigeren Dimensionsverlust zu einem groferen Dimensionsverlust wurde diskutiert.

Zur Ermittlung des Distanzmalfses wurde ein Gradientenverfahren vorgeschlagen. Die
Einhaltung der nichtkonvexen Orthonormalitidtsbedingung wird dabei durch Verwen-
dung der Cayley-Transformation sichergestellt.

Fiir das relaxierte Distanzmafs wurde ein einfacher iterativer Algorithmus vorgestellt.
Dieser basiert auf der abwechselnden Losung zweier zuverldssig losbarer (konvexer) Op-
timierungsprobleme.

Die Ergebnisse beider Verfahren wurden anhand von Beispielen demonstriert. Be-
merkenswert ist dabei, dass in allen Féllen die ermittelten Werte von Distanzmaft und
relaxiertem Distanzmals {ibereinstimmen! Eine offene Frage ist, ob bzw. unter welchen
Bedingungen diese Gleichheit

1a(A, C) = v(A, C) (7.74)

allgemein gilt. Die erhaltenen Ergebnisse legen die Vermutung nahe, dass dies fiir den
Dimensionsverlust d = 1 der Fall ist. Ein Beweis oder eine Widerlegung dieser Vermutung
ist bislang nicht gelungen.

22Ein #hnlicher Effekt tritt auch bei Ermittlung der Mafe fir v = v(!) auf. Dort lassen sich diese
unplausiblen Spriinge jedoch durch Ausnutzung der (fiir v = v(?) nicht mehr gegebenen) Symmetrie
bereinigen.
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Abbildung 7.10.: Beste fiir v = v(® erhaltene lokale Minima des normierten Distanz-
mafes fi; in Abhéngigkeit des Winkels ¢ fiir verschiedene Werte der

Brennweite f
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Abbildung 7.11.: Beste fiir v = v(® erhaltene lokale Minima des beziiglich der letzten
Zeile normierten Distanzmafies fi; in Abhéngigkeit des Winkels ¢ fiir

verschiedene Werte der Brennweite f
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Kapitel 8.

Alternative Bewertung der
perspektivischen Beobachtbarkeit

Die Ermittlung des Distanzmafses fiir die perspektivische Beobachtbarkeit ist mit be-
trachtlichem Aufwand verbunden. Daher wird in diesem Abschnitt ein alternativer An-
satz zur Bewertung der perspektivischen Beobachtbarkeit eines linearen, zeitinvarianten
Systems gezeigt. Dazu wird ein in [17] eingefiihrtes Maf fiir die Steuer- bzw. Beobacht-
barkeit erweitert.

8.1. Modifikation eines Beobachtbarkeitsmalles

Betrachtet wird das lineare zeitinvariante System (22.1]). Dieses System ist genau dann
beobachtbar, wenn es keinen Rechts-Eigenvektor p der Matrix A gibt, sodass

Cp=0 (8.1)

gilt. In [I7] wurde (urspriinglich ausgehend von einer Transformation des Systems auf
Modalform) das folgende Beobachtbarkeitsmafs eingefiihrt. Ist p; ein Rechts-Eigenvektor
zum Eigenwert s; so kann die Beobachtbarkeit von s; intuitiv durch

HOT

R, o= PO CP (8.2)

P; Pi
bewertet werden. Im Gegensatz zum Distanzmals wird hier die Beobachtbarkeit der
einzelnen Eigenwerte (bzw. der zugehorigen Eigenbewegungen) des Systems getrennt
beurteilt.

Ein Problem des obigen Mafes ist, dass bei einem mehrfachen Eigenwert s; mit geome-
trischer Vielfachheit grofser als eins ein Beobachtbarkeitsverlust nicht notwendigerweise
#; = 0 zur Folge hat! [20]. Das Maf ist nicht konsistent mit der Eigenschaft der Beob-
achtbarkeit!

Es wird zunéchst eine Modifikation des Mafes vorgeschlagen, welche dieses Problem

IDies ist z.B. der Fall, wenn zwei oder mehr Eigenvektoren einen Eigenraum aufspannen und fiir die
Ausgangsmatrix rang C = 1 gilt. In diesem Fall hingt der Wert von &; von der (nicht eindeutigen)
Wahl des Eigenvektors p; ab.
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behebt. Dabei miissen grundsétzlich hherdimensionale Eigenrdume beriicksichtigt wer-
den. Man betrachte die Singuldrwertzerlegung

s;E — A = Udiag (0;) V", (8.3)
wobei die n — k + 1 letzten Spalten der Matrix
V = [vl Vo o o... Vn] (8.4)
mit
P, = [Vk Vn} (8.5)

abgekiirzt werden. Der Rechts-Eigenraum zum Eigenwert s; wird von denjenigen Spalten
von V aufgespannt, die zum Singuldrwert null gehoren.

Sind insgesamt n — [ 4+ 1 Singuldrwerte gleich null, so bilden die Spalten von P, eine
orthonormale Basis des zu s; gehorigen Eigenraums, d.h. es gilt

(ssE—-A)P; =0 (8.6a)
PP, =E. (8.6b)

Fiir die Beobachtbarkeit des Eigenwertes s; ist in diesem Fall die Spaltenregularitéit der
Matrix CP; ausschlaggebend, zu deren Bewertung in Anlehnung an ([8.2))

%1 = /0w (PHCHCP)) (8.7)

herangezogen werden kann?+3.

Es liegen somit zwei Mafzahlen vor: die Singuldrwerte o, aus geben an, wie
“nahe” jeweils die Spalten der Matrix P,_;;; dem Eigenraum zum Eigenwert s; sind,
und 7,4 ist ein Maf fiir die Beobachtbarkeit, falls die Spalten von P,,_;; tatséchlich
den Eigenraum aufspannen. Erstere werden mit zunehmendem [ kleiner, wiahrend letztere
grofer werden, d.h.

AV
Q

||SiE—A||2:0'1 ZO‘Q Z nZO, (88&)

rmm(CAC) =7, <7 < ... <7 = ||C,. (8.8b)

Damit kann folgendes Kriterium fiir die Beobachtbarkeit des Eigenwertes s; angegeben
werden:

Eigenwert s; ist nicht beobachtbar <= 3j:0;, =0und 7, =0 (8.9)

2Dabei bezeichnet omin(M) den kleinsten Singularwert der Matrix M.
3Klarerweise gilt o; = 0 fiir [ > rang C.
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bzw.
Eigenwert s; ist nicht beobachtbar <= 3j: \/o? +7; = 0. (8.10)

Zur Bewertung der Beobachtbarkeit des Eigenwertes s; kann man also beispielsweise die
Groke?

k) = mjin 0} +7; (8.11)
heranziehen. Man iiberpriift leicht, dass /ﬂ)éi) stetig in den Systemparametern, invariant
gegeniiber orthogonalen Zustandsvariablentransformationen und konsistent® ist. Es han-
delt sich dabei jedoch streng genommen nicht um ein Maf, sondern lediglich um einen

Indikator fiir die Beobachtbarkeit.

Die Grofse weist aber einen einfachen Zusammenhang zum Distanzmals der Beobacht-
barkeit auf: sie stellt fiir dieses eine obere Schranke dar! Um dies zu zeigen sei fiir eine
beliebige natiirliche Zahl [ < n ein Vektor w mit der Lange |w||, = 1 so gewahlt, dass
die Norm ||CP;w||, moglichst klein wird, d.h. dass

o, = ||CPw|, (8.12)
gilt. Aufgrund der Konstruktion von P; gilt auferdem

01 = Omax { ($;E — A)P,}, (8.13)
wobei 0., den grofsten Singuldrwert der Matrix bezeichnet; daraus folgt insbesondere

o > (A - s;E)Pw|,. (8.14)
Mit der Zielfunktion des Distanzmafies po erhalt man so

1< (A~ sE)Pwl? + |CPwl? < of + 57, (8.15)

und daraus die behauptete Beziehung

o < k). (8.16)
Beispiel 28. Man betrachte das System

A= {;2 _02] C=[1 1]

47Zur Konsistenz mit der beim Distanzmaf 114 benutzten Notation wird auch bei dieser GriRe H(()i) der
Dimensionsverlust d, hier also d = 0, als Index angegeben.

5D.h. néi) = 0 gilt fiir zumindest einen Eigenwert s; genau dann, wenn das System nicht beobachtbar
ist
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mit dem reellen Parameter . Die Systemmatrix besitzt einen doppelten Eigenwert bei
S1 = S92 = —2.

Fiir diesen Eigenwert erhiilt man die Singulirwertzerlegung®

P AT

Die Singulérwerte sind somit
o1 = |af, o9 =0

und man ermittelt weiterhin geméfs Relation (8.7))

o (TRl R R e (R
Ty = \/amin ([0 1] H 1 1] ED = \/Omin (1) = 1.

Damit ergibt sich fiir den Indikator

ko = k) = kP = min(\/af + 773, \/03 +72)

= min(|a], 1).

Man erkennt, dass der fiir @« = 0 auftretende Beobachtbarkeitsverlust korrekt angezeigt
wird. A

8.2. Erweiterung auf die perspektivische
Beobachtbarkeit

Der im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Indikator fiir die Beobachtbarkeit ldsst
sich auf intuitive Weise auf die perspektivische Beobachtbarkeit (hier fiir den Dimensi-
onsverlust d = 1) iibertragen: Dazu muss lediglich anstelle von die Singuldrwert-
zerlegung

(si, E — A) (s,E — A) = Udiag (o) V¥ (8.17)

zu einem Eigenwertepaar s;,, s;, ermittelt werden”. Damit stellen die zum Singulirwert
null gehorigen Spalten der Matrix V Rechtseigenvektoren (bzw. bei mehrfachen Eigen-
werten gegebenenfalls Eigen- und Hauptvektoren) zu s;,, s;, dar.

6Hierbei wird (willkiirlich) sign (0) = 1 festgesetzt.
7Analog zur Bewertung der Beobachtbarkeit einzelner Eigenwerte wird auf diese Weise natiirlich die
perspektivische Beobachtbarkeit von Eigenwertpaaren bewertet.
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Fiir die perspektivische Beobachtbarkeit ist deren lineare Unabhéngigkeit nach Mul-
tiplikation mit C ausschlaggebend. Im Falle des Verschwindens von [ Singuldrwerten ist
diese adquivalent zur Spaltenregularitdt der Matrix CP; mit P; aus . Diese kann
durch Berechnung von &; gemék Relation beurteilt werden.

Damit bietet sich
Hgll,m) — Hl_in /O-? + EJZ (818)
J

als Indikator fiir die perspektivische Beobachtbarkeit des Eigenwertpaars s;,, s;, an. Man
kann leicht nachpriifen, dass

£ = 0« rang FShE B A)(j(SiQE B A)} <n (8.19)
und /{gi”é) ferner stetig und invariant unter orthogonalen Zustandsraumtransformationen
ist.

Auch hier gilt sinngeméf die Anmerkung zu /{gi) aus dem vorangegangenen Abschnitt:
Es handelt sich bei ") streng genommen nicht um ein MaR fiir die perspektivische
Beobachtbarkeit sondern lediglich um einen einfachen Indikator, der einen Verlust der

perspektivischen Beobachtbarkeit anzeigt.

Weiterhin sei angemerkt, dass die Frage offen bleibt, ob ki, so wie kg, eine obere
Schranke fiir das Distanzmak der perspektivischen Beobachtbarkeit darstellt. Der dies-
beziigliche Beweis aus Abschnitt ist namlich nicht auf den Dimensionsverlust d = 1
iibertragbar. Es kann lediglich Folgendes ausgesagt werden: Der Indikator 55“”2) fiir das
Eigenwertpaar s;,,s;, ist jedenfalls dann eine obere Schranke fiir das Distanzmafl p,
wenn das Minimum in Relation fiir j = n — 1 angenommen wird. Dann erhélt

man némlich die Ungleichung

i < \/||(E = P,_\PI )AP, ||’ + | CP,_ul} = |CP,_ul,

< \/uin (P ,CHCP, ) = s, (8.20)
da unter allen Umstinden® folgende Beziehung erfiillt ist:
(3i1E — A)(SZQE - A)Pn—l = 0. (821)

Es gilt dementsprechend o, ; = 0 und die Spalten der orthonormalen Matrix P,
spannen einen A-invarianten Unterraum auf.

Folgende Beispiele zeigen, dass dieser Indikator manchmal durchaus mit den in Ka-
pitel [7] erhaltenen Ergebnissen fiir das Optimierungsproblem des Distanzmafes der per-
spektivischen Beobachtbarkeit vergleichbar ist:

8Fiir den Fall s;, = s;, wird vorausgesetzt, dass die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes s;,
zumindest zwei betragt.
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Beispiel 29. Betrachtet wird das System aus Beispiel 25| bzw. 26] mit den Daten

-1 0 o
A=lo —2 1], C-— {1 0 O} (8.22)
010
0 —a -3

und dem reellen Parameter . Wie in den anderen Beispielen wird dessen perspektivische
Beobachtbarkeit fiir den Dimensionsverlust d = 1 untersucht.

Abbildungzeigt das Minimum der geméak Relation (8.19) ermittelten Zahlen /#1”'2)

k1 = min £\ (8.23)

11,22
in Abhéngigkeit vom Parameter «. Zum Vergleich ist auferdem die in Beispiel [26] er-
mittelte beste obere Schranke fiir das Distanzmals der perspektivischen Beobachtbarkeit
dargestellt. Man erkennt, dass beide Verldufe sich hinsichtlich der Skalierung zwar teil-
weise betrachtlich unterscheiden, jedoch grundsétzlich eine d&hnliche Form aufweisen. Die
Position des Maximums der beiden Kurven unterscheidet sich nur geringfiigig. A

Beispiel 30. Es wird das System aus Beispiel 27 fiir den Fall v = v(!) = q und mit der
beziiglich der letzten Zeile normierten Ausgangsmatrix betrachtet. D.h. die Systemdaten
lauten

L _(E—hh” 0
A= [gﬁ 8} , C= v1+f2(1 - ) e (8.24)
- /1+f2 /1+f2

und fiir den Normalvektor h wird die in einer beliebigen® Ebene um den Winkel ¢
gedrehte Rotationsachse q gewahlt. Die Eigenwerte der Systemmatrix lauten, wie in
Relation ([7.64) angegeben,

$1 = jw, S9 = —jw, s34 = 0. (8.25)

(31,8

Der vorgestellte Indikator x; 2) fiir die perspektivische Beobachtbarkeit des Eigen-
wertpaares s;,, S;, wird nun fiir verschiedene Kombinationen von Eigenwerten untersucht.
Zunachst wird das konjugiert komplexe Eigenwertpaar s, so betrachtet. Unter Bertick-
sichtigung der spektralen Zerlegung!®

Q2 = RWR” (8.26)
der Matrix €2, der Tatsache, dass aufgrund der Eigenwerte der Matrix W

W2+ W'E =0 (8.27)

9Im Gegensatz zu Beispiel Wird nicht vorausgesetzt, dass die Rotation geméaf Relation (7.57)), d.h.
in der y-z-Ebene, stattfindet.
0Djese spektrale Zerlegung von €2 ergibt sich anhand der Beziehung 2q = 0 und Relation (3.53)).
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0,6 ‘
—— Indikator x1
- - - Distanzmaf p4

M1 bzw. K1

—2 15 —1 0,5 0 0,5 1 15 2

Abbildung 8.1.: Verlauf des einfachen Indikators x; und der besten ermittelten oberen
Schranke des Distanzmafies p fiir die perspektivische Beobachtbarkeit
in Abhangigkeit des Parameters «

gilt und der Orthogonalitétsbeziehung

RT
E=[R (] {qT} =RR’ +qq’, (8.28)

erhélt man fiir die Matrix aus Relation (8.17)) die Singuldrwertzerlegung

@+w’E 0] [0 q R]|Y 0 1
B - A)-juB - a) = [T LT )0 B e | a0
o| IR" 0
(8.29)
Die Singulérwerte lauten demnach
01 = w2, O9 = w2, 03 = 0, 04 = 0. (830)

Hinsichtlich der zugehorigen Zahlen &; kann man anhand von Relation (8.18)) unmittelbar
erkennen, dass zur Ermittlung von nim) aufgrund der Gleichheit von o1 und o9 bzw. o3
und o4 nur die Werte 7 und o3 benotigt werden. Fiir den ersten erhélt man unmittelbar

aus Relation (8.8h)

1 = \/Tmm(CHC) = 0, (8.31)
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da der Rang von C Kkleiner als n ist. Fiir den zweiten Wert betrachtet man die unter
Verwendung der Matrizen

P, — [I}] (8.32)
0
und
& 1 [(1- /B’ —fh
ctc = E :
I Tl 2 R (5:35)
gebildete, in Relation ({8.7)) auftretende Matrix
piCicp, = — g+ Lol pranR (8.34)
i S e ' '

Deren beide Singulir- und zugleich auch Eigenwerte A;, A, lauten!!

f2 S f2+ (1 _fQ)hTRRTh
2 — .

AN = 2
1 1+f2’ 1+f2

(8.35)

Die Einheitsvektoren h und q schlieflen durch die spezielle Wahl von h den Winkel ¢
ein, sodass

h'q = cosg (8.36)

gilt. Mit dem daraus abgeleiteten Zusammenhang
h"RR’h = h"(E — qq”)h = 1 — cos® p = sin® ¢ (8.37)

lasst sich der Ausdruck fiir Ay vereinfachen. Damit erhalt man

| _f2_ <1
_ . 172 =
73 = T ( VAL v AQ) =\ Ermas f>1 (5:3%)

1+ f2

Insgesamt ergibt sich so der Indikator Kt

R18) zu

zum Figenwertpaar si, s, gemék Relation

in (w? 1/ﬁ> <1
12 ) (\/ 5 — \/ 5 _2> B min (CL) ) 1+ f2 f =
= min o1 +071,\/ 035+ 03

o _ . (8.39)
! min (wQ, %) f>1

Es wird nun der zweifache Eigenwert s34 = 0 betrachtet. Man erhédlt die Singulér-

UFiir einen beliebigen nichttrivialen Vektor v € C" besitzt die Matrix vv genau einen von null
verschiedenen Eigenwert mit dem Wert vv.
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wertzerlegung
2 T
9 _ wE R* O
A? = E)ZT g} - {05{ g ﬂ 0 qf 0], (8.40)
0 o7 1
d.h. auch in diesem Fall lauten die Singulérwerte
o1 = w2, 0y = W2, o3 =0, oy = 0. (8.41)

Analog zu vorhin gilt ; = 0, sodass lediglich die Zahl 73 bestimmt werden muss. Zu
diesem Zweck fasst man die zu o3 und o4 gehdrigen Singularvektoren in der Matrix

P, = {‘01 ﬂ (8.42)

zusammen und bildet damit die Matrix

2 AP A T _ T

I+ T15 2| ~fhiq 0
o 1 (1—f?)cos®?p —fcosyp
_1+f2E+1+f2[ —fcosgp 0 } (8.43)

Das Quadrat von &3 ist deren kleinster Eigenwert, welcher sich zu

2f2+ (1 — fHcos®> o — /(1 — f2)2cost p + 4f2cos?

—2
= 8.44
7 21+ ) (&40
ergibt. Der Indikator m§3’4) ist somit durch
922 4 (1 _ f2 25— /(1 — f2)2 cost 172 cos2
o0 i (o, [P0 oot T PPeostor i oo e
2(1+ /?)
gegeben.
Es wird nun das Eigenwertpaar s, s3 betrachtet. Der zugehérige Indikator ) stimmt
mit den Indikatoren fiir die verbleibenden Eigenwertkombinationen iiberein'?:
mgl’?’) = /19’3) = /<¢§174) = /{52’4). (8.46)

Zur Ermittlung dieser Indikatoren schreibt man die Matrix aus Relation (8.17)) in der

12Djes ist eine Konsequenz der Tatsache, dass s; = s3 und s3 = s4 gilt.
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Form®
r 2_ . _.
(A B~ A) = | T A e

0 0

2w wiRT 0

_[-Rw* —jq Rw 0 w 0 1

Lo 0 o0 1} 0 | |wimr o (847
0 q’ 0

mit dem komplexwertigen Vektor w aus Relation (7.63) an. Man erkennt, dass sich ge-
(17

geniiber k, ? und m§3’4) etwas kompliziertere Zusammenhénge ergeben: Die Reihenfolge
der Singulédrwerte und Singuldrvektoren héngt von w ab. Konkret gilt

o =w, oy = 27, o3 =0, o4=0 fir w <

: (8.48a)

NN =

o1 = 2w?, 0y = W, o3 =0, o4=0 fir w >

. (8.48b)

In der Regel gilt aufserdem o, # 05, sodass sowohl 75 als auch 73 ermittelt werden
miissen.

Es wird zunédchst o3 ermittelt. Zur Untersuchung der mithilfe von

P, — {ROW ‘(ﬂ (8.49)

gebildeten Matrix P C” CP3 wird sich dabei die komplexwertige Abkiirzung
5(p) := wR'h (8.50)

als niitzlich erweisen; insbesondere ist bemerkenswert, dass deren Betrag explizit in Ab-
hingigkeit von ¢ angegeben werden kann: Es gilt nidmlich!'*

5(0) = h"Rww"Rh = b (E — qq” — Rw'w/R7)h
= 1—cos’ o — [6(p)[*, (8.51)

woraus

i 2
Sin
S = =~ (8.52)

H T

3Man benutzt dazu die spektralen Zerlegungen W = jwww!? — juw*w? und E = ww! + w*w

sowie Relation ([8.20]).

14Es wird die Tatsache verwendet, dass die Matrix [RW Rw* q] unitar ist.
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folgt. Mit der eingefiihrten Abkiirzung erhélt man die Matrix

2 2
H ~H . f 1-f 5(90)

} [6%(¢) cosg]. (8.53)

Deren Eigenwerte Ai, Ay sind durch

2 24 (1 — )02
14 f2 1+ f2
gegeben, wobei zur kompakteren Schreibweise die Abkiirzung
1 + cos?
alp) = I5(0) [+ costp = 1 SF (8:55)
verwendet wird. Es gilt somit
. Vil f<1
g3 = min(y/ A1,V A2) = - — (8.56)
[2+A=f2)a(p) f>1
14 f2 :

Bei der Ermittlung von o5 muss eine Fallunterscheidung hinsichtlich der Reihenfolge
der Singuldrwerte durchgefiihrt werden. Es wird zunéchst der Fall w < % betrachtet. In
diesem Fall wird die mithilfe von'®

- R
P, = {OT ‘(ﬂ (8.57)
gebildete Matrix
~ 5 2 1_f2 RTh
PlcHCP, = / E h"R h” .
rorep, - hone (L [ R Wy (859

betrachtet. Da geméft Relation (8.28) fiir den Einheitsvektor h
h"RR’h + h'qq’h=h"h =1 (8.59)
gilt, lauten deren Eigenwerte A\, Ao

__f _ 1
- Ao = (8.60)

At

157ur Vereinfachung der Betrachtungen wird die Matrix Py durch eine Matrix f’g ersetzt, welche aus Py
durch Multiplikation mit einer unitédren Matrix von rechts gebildet wird. Die Matrizen PlCcHCP,
und P CHCP, weisen dieselben Eigen- bzw. Singulirwerte auf.
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d.h. fir w < % gilt

[_f2 <1
Gy = VIS f= (8.61)

Ve [>L

Fir den Fall w > % lautet die Matrix Po

{0 Rw q
P, [0 R s

Benutzt man die zuvor in Relation (8.50) eingefiihrte Abkiirzung ¢, so ergibt sich die
Matrix

72 1 0 —fo(e) —fcosg
PyC"CP; = - TEEt e | ) A=)l (1= () cosy
—feosp (1= f%)d*(p)ecosp (1= f*)cos’
(8.63)

Um deren Eigenwerte zu ermitteln, fithrt man eine Ahnlichkeitstransformation mit der
unitdaren Matrix

| 0 )P +eostp 0
Q= 5 COS 0 () (8.64)
VISP +cos o | _gv() 0 cos ¢

durch. Man erhélt, unter Verwendung der in Relation (8.55)) eingefiihrten Abkiirzung «,
die Matrix

Q7PHCHCP,Q = E + 0 0 —falp) . (8.65)
L 1P 0 fage) (1- f2)a2(p)

Die Eigenwerte \;, A2, A3 dieser Matrix lauten'¢

_ L a
A — L (8.66a)
A = 2 24 (1= e (p) +2<1¢ ff—g)f?)wl(go) + 4f2%(p) (8.66b)
PV el i 6 () - (1¢ (+1f—2)f2>2a4(so) +4f2%a(p) (8.66¢)

16Die Eigenwerte konnen aufgrund der Blockdiagonalstruktur des zweiten Summanden unmittelbar
abgelesen bzw. durch Losen einer quadratischen Gleichung berechnet werden.
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Man erkennt, dass Ay > A; > A3 gilt'”, womit man fiir w > 1

_ 224 (1= )2 (@) — /(1 = 220l (p) + 4f20%(p)
Ty = /A3 = \/ 01 (8.67)

erhalt.

Zusammengefasst ergibt sich unter Verwendung der Abkiirzungen

alp) =1/ % (8.68a)

_ 22+ (1= f2)aP(p) — V(T = 2Pl (p) +470%(p)

Ble, f): 301 ) (8.68b)
der Indikator x{"* geméls Relation (8.18)) zu
mm(w,@/%) wﬁ%,fgl
min (w, | /4wt + L f2+(117j;2)a2(<p)) w<if>1
R§1,3) _ (8.69)

min (2@02, w2+ B(e, f), 11;2) w > %,f <1
(202 Ve Bl ), /L) s L p s,

Der Indikator der perspektivischen Beobachtbarkeit ki ist durch das Minimum der
drei berechneten Indikatoren fiir die einzelnen Eigenwertpaare gegeben:

K1 = min(ﬁgl’m, 553’4), /1&1’3)). (8.70)

In Abbildung ist sein Verlauf in Abhéngigkeit vom Winkel ¢ fiir die in Beispiel
verwendeten Parameterwerte dargestellt. In Abbildung [8.3| wird «; fiir einige ausgew&hl-
te Werte der Brennweite f dem in Abbildung gezeigten Verlauf des beziiglich der
letzten Zeile normierten Distanzmales fi; gegeniibergestellt. Man erkennt, dass auch
hier der Indikator und das Distanzmaft durchaus vergleichbare Ergebnisse liefern. Von
Nachteil ist dabei, dass dies auch fiir die aus praktischer Sicht unplausiblen Werte des
Distanzmafes fiir ¢ = 7 und f > 1 gilt. Die beim Distanzmak zur Behebung dieses
Problems durchgefiihrte Beriicksichtigung der Norm nicht rekonstruierbarer Punkte ist

beim Indikator jedoch nicht moglich. A

""Dies folgt aus der Ungleichung |1 — f2| a?(p) < /(1 — f2)2a%(p) + 4f2a%(p).
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Abbildung 8.2.: Indikator k; fiir die perspektivische Beobachtbarkeit in Abhéngigkeit
des Winkels ¢ fiir verschiedene Werte der Brennweite f
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Abbildung 8.3.: Gegeniiberstellung des Indikators x; und des in Beispiel [27| ermittelten
beziiglich der letzten Zeile normierten Distanzmafes fi; in Abhéngigkeit
des Winkels ¢ fiir verschiedene Werte der Brennweite f

176



8.3. Zusammenfassung

8.3. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein einfacher Indikator k4 fiir die perspektivische Beobacht-
barkeit vorgeschlagen, dessen Ermittlung auf einfache Weise aus den Singuldrwerten
bestimmter Matrizen erfolgt. Die Uberlegungen wurden dabei der Einfachheit halber
auf die Dimensionsverluste d = 0 und d = 1 beschrankt; die Erweiterung auf héhere
Dimensionverluste ist aber geradlinig moglich.

Fiir den Dimensionsverlust d = 0 konnte gezeigt werden, dass dieser Indikator immer
eine obere Schranke fiir das Distanzmals der Beobachtbarkeit darstellt. Fiir den Fall
d = 1 wurden im Rahmen von Beispielen mit dem Distanzmaf vergleichbare Ergebnisse
erhalten. Als Nachteil gegeniiber dem Distanzmafs erwies sich jedoch das Fehlen einer
Moglichkeit zur Beriicksichtigung der Norm nicht rekonstruierbarer Punkte.
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Kapitel O.

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Methoden zur Bewertung der perspektivischen Beobachtbarkeit
linearer zeitinvarianter Systeme diskutiert.

Nach Einfiithrung der formalen Definition dieser Eigenschaft wurde diese zunéchst an-
hand einiger Beispiele veranschaulicht. Dabei wurde auf die Relevanz der Problemstel-
lung im Kontext der optischen Positionserfassung sowie auf Unterschiede zur klassischen
Beobachtbarkeit eingegangen. Es wurde gezeigt, dass sich die perspektivische Beobacht-
barkeit von der klassischen Beobachtbarkeit in einem wesentlichen Punkt unterscheidet:
Ihr Verlust bedeutet nicht, dass die zugrunde liegende Rekonstruktionsaufgabe prinzipi-
ell scheitern muss; er impliziert lediglich die Ezistenz von Anfangszustianden, bei welchen
dies der Fall ist. Daher muss auch unterschieden werden, ob komplexe Anfangszustan-
de auftreten konnen oder ob diese auf reelle Werte beschrankt sind. Unter Einfiihrung
des Dimensionsverlustes d ist eine Verallgemeinerung der Eigenschaft mdglich; die wei-
teren Betrachtungen wurden daher, soweit moglich, fiir allgemeinen Dimensionsverlust
durchgefiihrt.

Zunichst wurde auf die (strukturelle) Uberpriifung der Eigenschaft anhand algebrai-
scher Kriterien eingegangen. Ein existierendes Kriterium fiir die perspektivische Beob-
achtbarkeit iiber den komplexen Zahlen wurde angegeben, welches eine Verallgemei-
nerung des Popov-Belevich-Hautus Kriteriums fiir die Beobachtbarkeit darstellt. Zur
Veranschaulichung der Zusammenhinge wurden einige alternative Varianten des Krite-
riums diskutiert. Insbesondere wurde ein Analogon zur Beobachtbarkeitsmatrix gezeigt;
dessen Verwendung ist jedoch leider nicht praktikabel. Da iiber den reellen Zahlen kein
notwendiges und hinreichendes Kriterium existiert, wurde dieser Fall fiir den Dimensi-
onsverlust d = 1 ndher untersucht. Dabei konnte ein existierendes Kriterium erweitert
werden, indem eine einschrinkende Voraussetzung gelockert wurde. Weiterhin wurde ein
notwendiges Kriterium gezeigt und anhand von Beispielen veranschaulicht. Die Formulie-
rung eines allgemein giiltigen, notwendigen und hinreichenden Kriteriums ist allerdings
nicht gelungen; dies stellt eine interessante Fragestellung fiir zukiinftige Arbeiten dar.

Fiir nicht perspektivisch beobachtbare Systeme wurde eine kanonische Form vorge-
stellt, welche ein Analogon zur Kalman-Zerlegung nicht beobachtbarer Systeme dar-
stellt. Im Gegensatz zur Kalman-Zerlegung ist bei nicht perspektivisch beobachtbaren
Systemen im Allgemeinen jedoch keine eindeutige Zerlegung des Zustandsraums in ei-
nen perspektivisch beobachtbaren und nicht beobachtbaren Teil moglich; die kanonische
Form ist daher, wie anhand eines Beispiels gezeigt wurde, nicht eindeutig.
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Kapitel 9. Zusammenfassung und Ausblick

Anschlieffend wurde die quantitative Beurteilung der perspektivischen Beobachtbar-
keit mit Hilfe des Distanzmafses diskutiert; dieses stellt die kleinste Norm einer additiven
Storung der Systemparameter dar, die zu einem Verlust der perspektivischen Beobacht-
barkeit fiihrt. Durch Ubertragung eines Zusammenhangs zwischen Kalman-Zerlegung
und Distanzmaft der Beobachtbarkeit konnte mit Hilfe der zuvor entwickelten kanoni-
schen Form ein Optimierungsproblem fiir das Distanzmafs hergeleitet werden. Anhand
einer Strukturierung dieses Optimierungsproblems wurden ferner Analogien zum Dis-
tanzmals der Beobachtbarkeit aufgezeigt und eine Deutung der Optimierungsvariablen
angegeben. Weiterhin wurde kurz die Beriicksichtigung zuséatzlicher Beschrankungen dis-
kutiert. Auch bei diesen Betrachtungen erwies sich die Strukturierung des Problems als
niitzlich. Etwas ausfiihrlicher wurde auf die Beschrinkung der Stérung auf reelle Werte
eingegangen; dabei ergab sich eine strukturell zum unbeschrinkten Optimierungspro-
blem &hnliche Zielfunktion, jedoch mit komplizierteren Nebenbedingungen. Die Verwen-
dung dieses Optimierungsproblems zur hier nicht diskutierten Ermittlung des Distanz-
mafes fiir reellwertige Storung kann fiir nachfolgende Arbeiten interessant sein.

Motiviert durch die Anwendbarkeit auf Probleme aus dem Bereich der Bildverarbei-
tung wurden einige Modifikationen des Distanzmafes vorgeschlagen. Zunéchst wurde
anstelle einer additiven eine multiplikative Stérung der Ausgangsmatrix betrachtet. Es
wurde gezeigt, dass sich dieser Fall durch eine geeignete Normierung der Ausgangsmatrix
auf das klassische Distanzmafs zuriickfithren ldsst. Anhand eines praxisrelevanten Bei-
spiels wurde demonstriert, dass dieses normierte Distanzmaf jedoch mitunter unplausi-
ble Ergebnisse liefert. Durch eine alternative Normierung der Ausgangsmatrix konnten
diese Probleme behoben werden. Es wurde gezeigt, dass auch diese Normierungsvor-
schrift ein Distanzmals liefert, bei welchem die Storung mit der Norm der letzten Zeile
der Ausgangsmatrix skaliert wird.

Fiir Systeme, deren Zustands- und Ausgangsvektoren homogene Koordinaten von
Punkten bzw. von deren Projektionen darstellen, wurde die Lage nicht rekonstruier-
barer Punkte untersucht. Es wurde gezeigt, dass deren Norm, d.h. deren Abstand vom
Ursprung, auch bei nicht perspektivisch beobachtbaren Systemen nach unten durch eine
Mindestnorm beschréinkt sein kann. Basierend auf der Ermittlung einer oberen Schranke
fiir diese Mindestnorm wurde eine Modifikation des Distanzmafses vorgeschlagen, bei wel-
cher diese Schranke einen vorgegebenen Wert nicht {ibersteigt. Dies ist besonders fiir die
quantitative Beurteilung der perspektivischen Beobachtbarkeit von Systemen relevant,
bei welchen die Norm der auftretenden Punkte nach oben beschrankt ist.

Eine weitere Modifikation war durch eine Vereinfachung des Optimierungsproblems
motiviert. Durch eine semidefinite Relaxation der nichtkonvexen Nebenbedingung des
Optimierungsproblems ergab sich ein konsistentes Mafs fiir die perspektivische Beobacht-
barkeit, welches eine untere Schranke fiir das Distanzmaf darstellt. Es wurde gezeigt,
dass diese als relaxiertes Distanzmals bezeichnete Grofe dem Distanzmafs einer Neben-
einanderschaltung mehrerer Kopien des betrachteten Systems entspricht. Der Vorteil
dieser Vorgehensweise liegt darin, dass ein Teil des so erhaltenen Optimierungsproblems
effizient mit Hilfe der semidefiniten Programmierung gelost werden kann. Es verbleibt
dadurch ein unbeschrinktes (nichtlineares) Optimierungsproblem mit einer von der Sys-
temordnung unabhéngigen Anzahl an Optimierungsvariablen.
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Im Hinblick auf die numerische Losung der erhaltenen Optimierungsprobleme wurde
zunachst die Wahl sinnvoller Startwerte diskutiert. Mit diesen Betrachtungen gewapp-
net wurden zwei Losungsansétze vorgestellt: ein Gradientenverfahren zur Ermittlung
des Distanzmafses und ein iterativer Algorithmus zur Bestimmung des relaxierten Dis-
tanzmafses. Ersteres ist ein existierendes Verfahren, das fiir die vorliegende nichtkonvexe
Nebenbedingung geeignet ist und diese mit Hilfe der Cayley-Transformation beriick-
sichtigt. Zweiterer wurde durch Ubertragung eines Verfahrens fiir das Distanzmaft der
Beobachtbarkeit erhalten und basiert auf der abwechselnden Lésung zweier Teilproble-
me. Obgleich die beiden Verfahren nicht direkt miteinander verglichen wurden, sei an
dieser Stelle erwéhnt, dass beide Stéarken und Schwéchen aufweisen: Wéahrend bei dem
Gradientenverfahren keine Relaxation des Distanzmafes vorausgesetzt wird, besitzt der
iterative Algorithmus eine deutlich geringere Zahl an Optimierungsvariablen. Es sind
jedoch beide Algorithmen noch ausbaufihig; insbesondere die Untersuchung und, wenn
moglich, auch die Verbesserung ihrer Konvergenzeigenschaften kann fiir zukiinftige Ar-
beiten interessant sein. Ebenso ist natiirlich auch die Anwendung anderer, fiir nichtkon-
vexe Optimierungsprobleme geeigneter Verfahren denkbar.

Im Rahmen eines abschliefsenden Beispiels wurde die perspektivische Beobachtbarkeit
eines praxisrelevanten Systems mit Hilfe des Distanzmafies in Abhéngigkeit von Ausrich-
tung und Brennweite der eingesetzten Kamera beurteilt. Dabei wurde auch der Vorteil
einer Begrenzung der Norm nicht rekonstruierbarer Punkte demonstriert. Durch eine
Erweiterung des semidefiniten Programms konnte diese Begrenzung in einfacher Weise
beim iterativen Algorithmus beriicksichtigt werden.

In allen vorgestellten Beispielen zeigte sich, dass die fiir Distanzmaf und relaxiertes
Distanzmaf erhaltenen Ergebnisse iibereinstimmen. Bisher konnte kein System gefunden
werden, bei dem dies nicht der Fall ist. In zukiinftigen Arbeiten wird daher die hier leider
unbeantwortet gebliebene Frage zu untersuchen sein, ob Distanzmaft und relaxiertes
Distanzmaf der perspektivischen Beobachtbarkeit generell iibereinstimmen. Unabhéngig
davon stellt fiir praktische Anwendungen jedenfalls aber auch das einfachere relaxierte
Distanzmaf eine sinnvolle Moglichkeit zur quantitativen Bewertung der perspektivischen
Beobachtbarkeit dar.

Abseits der komplizierten Optimierungsprobleme des Distanzmafses wurde schlieflich
noch eine alternative Methode zur quantitativen Bewertung der perspektivischen Beob-
achtbarkeit gezeigt. Dazu konnte zunéchst ein existierendes, jedoch nicht konsistentes
Beobachtbarkeitsmaf zu einem konsistenten Indikator erweitert werden. Insbesondere
wurde gezeigt, dass der angegebene Indikator immer eine obere Schranke fiir das Dis-
tanzmaf der Beobachtbarkeit darstellt. Der Indikator wurde anschlieffend auf die per-
spektivische Beobachtbarkeit {ibertragen, wobei der Vorteil gegeniiber dem Distanzmafs
in der wesentlich einfacheren Berechenbarkeit liegt. Offen blieb dabei die Frage, ob der
Indikator eine obere Schranke fiir das Distanzmals der perspektivischen Beobachtbarkeit
darstellt. Anhand eines Beispiels wurde jedoch demonstriert, dass die damit erhaltenen
Ergebnisse mitunter durchaus mit dem Distanzmaf der perspektivischen Beobachtbar-
keit vergleichbar sind. Das Fehlen einer Moglichkeit zur Beriicksichtigung der Norm nicht
rekonstruierbarer Punkte erwies sich allerdings als nachteilig.
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Anhang A.

Abschatzung des Distanzmaldes
anhand von Singularwerten

In diesem Abschnitt wird die Ermittlung einer unteren Schranke fiir die Losung des

Optimierungsproblems ((6.107))

vas = min [[M(S)v, (A.la)
unter

mittels des kleinsten Singuldrwertes der Matrix M(S) untersucht. Fiir die Zielfunktion

(6.107a) gilt
IM(S)Vll, = oumin{M(S)} - [Vl (A.2)

Eine zulédssige Losung des Optimierungsproblems erfiillt geméf den Nebenbedingungen
(6.107h|) unter anderem

vilvi=1 fir1<i<d+1 (A.3)
und somit
d+1
HVHSZVHV:ZVZHVZ':d—i- L. (A.4)
i=1

Mit der Abkiirzung
Yds =V d+1- Umin{M<S)} (A5)

gilt daher geméf Relation (A.2) fiir zuldssige Werte des Vektors v
IM(S)vlly = 7as. (A.6)

d.h. der Zielfunktionswert und demnach auch die Distanz p4g sind nach unten durch
V4,8 beschrénkt:

Hd,s = Vd,S- (A.7)

Diese Vorgangsweise entspricht einer Relaxation der Nebenbedingung

VAV =E (A.8)
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Anhang A. Abschétzung des Distanzmaifes anhand von Singulédrwerten

des urspriinglichen Optimierungsproblems (6.106)) zu
spur VIV = spur E = d + 1. (A.9)

Es ist zu beachten, dass 7,4 g lediglich fiir die Distanz pq g nicht aber fiir das Distanz-
maf ji4 eine untere Schranke darstellt. Eine solche liefert erst die Minimierung von v, g
beziiglich der Matrix S:

Vg = mgn Ya,s < fd- (A.10)

Leider kann man (fiir d > 0) immer, auch fiir ein perspektivisch beobachtbares System,
eine Matrix S finden, sodass
Yas =0 (A.11)

gilt. Man betrachte beispielsweise den Dimensionsverlust d = 1. In diesem Fall ist die
Matrix M(S) durch Relation (6.117) gegeben. Es sei nun A ein Eigenwert der System-
matrix A mit zugehorigem Rechts-Eigenvektor p. Mit der speziellen Wahl

S — [3 g] (A.12)

ergibt sich

A - )\E 0
M(S) {_Wp} =| 0 A-)E {_“21’} — 0. (A.13)
tp UIC UQC tp
Somit gilt offensichtlich
Omin{M(S)} = 0 = 7,. (A.14)

Man erhalt auf diese Weise daher keine sinnvolle untere Schranke fiir das Distanzmaf
der perspektivischen Beobachtbarkeit.
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