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Grade der Linge gerichtet wird, so ist 7=—=§—=— der Breite und o =2 — der
Linge des Sternes und wir haben :

z=_1 cosf cos 4
y=24 cosf sink )
T— i

Transformation der sphirischen Coordinaten,

14. Sehr oft tritt die Nothwendigkeit ein, von einem der sphirischen
Coordinatensysteme zu einem anderen iiberzugehen. Da die beiden Systeme des
Aequators die eine Coordinate, nimlich die Declination gemeinschaftlich haben
und die zwei anderen Coordinaten, der Stundenwinkel ( in dem einen, die
Rectascension @ in dem andern Systeme durch die einfache Gleichung (=160 — «
zusammenhingen, wenn 9 die Sternzeit bezeichnet, so haben wir uns nur mit
folgenden Aufgaben zu beschiftigen: 1) Héhe und Azimuth in Stundenwinkel
und Declinationen zu verwandeln und umgekehrt : 2) Rectascension und Decli-
nation in Linge und Breite zu verwandeln und umgekehrt. Zur Vollstandigkeit
wiirde zwar mnoch die Losung der Aufgabe erfordert werden, aus Hohe und
Azimuth Linge und Breite zu finden; aber abgesehen davon, dass diese Aufgabe
in der Praxis nicht vorkommt, wiirde es bei der grosseren Complication der die-
selbe losenden Formeln immer vorzuzichen sein, sie durch successive Anwen-
dung der Aufgaben 1) und 2) aufzuldsen.

Die Auflosung dieser beiden Aufgaben geschicht durch die Auflésung
eines sphérischen Dreieckes, welches durch die beiden Pole der Grundkreise
der zwei in Betracht gezogenen Coordinatensysteme und durch den Stern
gebildet wird. Da die Formeln der spharischen Trigonometrie fortwihrend zur
Anwendung kommen, so wird es zweckmiissig sein, die wichtigsten derselben
kurz zusammen zu stellen.

15. Bezeichnet man mit a, b, ¢ die drei Seiten, mit A, B, C die gegen-
iiberliegenden Winkel eines sphirischen Dreieckes, so sind bekanntlich die
Grundformeln desselben :

€os & ==¢0s b cos ¢ + sin b sin ¢ cos A :

sin @ cos B = cos b sin ¢ — sin b cos ¢-cos 4 (6).

sin ¢ sin' B '= sin & sin 4/,
mittelst welcher sofort ¢ und B berechnet werden konnen, wenn die zwei
Seiten b und ¢ nebst dem eingeschlossenen Winkel .4 gegeben sind. Durch
Vertauschung der Buchstaben B, b mit €, ¢ verwandeln sich die zwei letzten
Gleichungen in:

sin @ cos (' == ¢os ¢ sin b — sin ¢ cos b cos A 7

sin @ sin C'= sin ¢sin 4, (8
welche zur Bestimmung des dritten Winkels (! dienen. Durch Division der
zwei letzten der Glgn. (6), so wie der Glgn. (7) folgt noch :



cotg b sin ¢ — cos ¢ cos A

cotg B = i . (8)
. cotgcsin b — cos b cos A
cotg €= BT ; 9)

welche Gleichungen die Winkel B und ' unmittelbar durch die gegebenen
Stiicke ausdriicken.

: Werden iibrigens in den beiden Fillen, wo zwei Seiten und der einge-
schlossene Winkel, oder zwei Seiten und die eingeschlossene Seite gegeben sind,
alle drei unbekannte Stiicke verlangt, so gewiliren die G auss'schen Gleichungen
eine bequeme Rechnung; sie sind folgende :

sin}acosy (B— C)=sin} Asing (b + ¢)
cosyacosy (B + C)=siny Acos§ (b + ¢
sin % a sin } (B— C)=cos ; Asin } (b —¢)
cosy asing (B + C)=cost dcos}(b—c).

(10)

Durch Division je zweier dieser Gleichungen ergeben sich die Neper'schen
Gleichungen :
cos & (b — ¢)

BEB+ O)= e w84
ci)s 3+ ¢ (11)
. y sin 4 (b — ¢) ;
tgl (B—C)= oS N A cotg 3 4
cos 3 (B— O}
(b + o= tgha
cos (B4 C :
sin l7((B i (75 ot
tgd(b—c)=—2"-——2tg}a,

sin} (B + C)

von welchen die ersteren (11) zur Anwendung kommen, wenn zwei Seiten und
der eingeschlossene Winkel, die letzteren (12), wenn zwei Winkel und die
eingeschlossene Seite gegeben sind.

Drei grosste Kreise der Kugel, deren Pole die Eckpuncte unseres Drei-
. eckes ABC sind, erzeugen ein sphirisches Dreieck A'B’C’, dessen Eckpuncte
wieder die Pole des Dreieckes ABC sind. Von diesen Dreiecken heisst das eine
das Polar- oder Supplementardreieck des anderen und sie besitzen bekanntlich
die Eigenschaft, dass die Seiten und Winkel des einen beziehungsweise die
Winkel und Seiten des andern zu 180° erginzen. Durch Anwendung dieses
Satzes erhilt man aus obigen Formeln (6) bis (9), indem man:

00 TR0 =PI gh0Ra Splis RGPS TR0 g ansgggts
an die Stelle von
s, . Bt Coaatyd oDy 0
treten ldsst, die folgenden:
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c0s A = — cos B cos € + sin B sin C cos a
sin 4 cos b= cos B sin €' + sin Bsin C cos a (13)
sin' Agin b — - *sineBisintas
sin 4 cos c= cos C'sin B + sin C'cos B cos a
; ; : 3 (14)
sin A sin ¢c=  sin Csin @,
sin ¢ cotg b = cotg B sin C + cos C cos @ (15)
: sin @ cotg c=  cotg C'sin B 4 cos B cos a,

welche an Stelle der Seiten die Winkel und umgekehrt enthalten, und
unmittelbar dem Falle entsprechen, wenn zwei Winkel und die eingeschlossene
Seite gegeben sind.

Sind in einem Dreiecke die drei Seiten oder die drei Winkel gegeben,
so findet man hbeziehungsweise die Winkel und Seiten mittelst der Formeln:

Sl Ao sin (s — b)sin (s — ¢)
. sin b sin ¢ : o
e A0 e sin s sin (s — a) wo s=%(a+b+ o), (16)
s sin b sin ¢
g 0 SRS
SIn 5 4~ =— sin B sin € i i
P SO (8—B) cos (S—C) wo S=3%(4+B+0C) (17)
T wsg. sin B sin C

Sind endlich in einem sphérischen Dreiecke zwei Seiten und ein opponirter
Winkel, oder zwei Winkel und eine opponirte Seite gegeben, so suche man
zunéchst das andere opponirte Stiick mit Hilfe der Sinusgleichung :

sin @ sin B==sinbsin 4,
und die beiden noch fehlenden Stiicke ergeben sich dann mittelst der Neper'schen
Analogien.

Fur das rechtwinkelige sphérische Dreieck hat man, wenn die Hypotenuse
mit h, die Katheten mit a, b, die gegeniiberliegenden Winkel mit 4, B
bezeichnet werden:

cos h=="¢0s" @ 'cos b
cos h=cotg 4 cotg B,
simig/=—¢ sin"h “Sin ), : (18)
el =—"%tg Ph¥cos "B
Lo¥a—" S o P4
cos A= cos a sin B.

Mit Ausnahme der Gleichung: sinasin B==sinbsin A und der durch
Vertauschung der Buchstaben daraus hervorgehenden analogen, enthalten die
iibrigen Grundformeln des sphirischen Dreieckes einen zweigliedrigen Ausdruck,
welcher zur logarithmischen Berechnung nicht unmittelbar geeignet ist, aber
immer die Eigenschaft besitzt, mindestens von einem Stiicke in dem einem
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Gliede den Sinus, im andern den Cosinus zu fithren. In Folge dieser Eigen-
schaft erhalten diese Binome die logarithmische Form, indem man die zwei
Factoren dieses Sinus und Cosinus dem Sinus und Cosinus (oder umgekehrt)
eines Hiilfswinkels proportional setzt, was immer méglich ist.
Ist nimlich
A=P sinu+ @ cosu,

und man setzt:
, Pe—msimM; ' O—mcozl;
so wird :

A=m cos(M —u),
und

th:g, m:VP2+gQ7

welche zwei Gleichungen offenbar jederzeit mogliche Werthe von M und m
darbieten.

Bedient man sich jedoch der G auss'schen Additions- und Subtractions-
Logarithmen, so ist die Rechnung nach den urspriinglichen Formeln bequemer *).

Ein Blick in die trigonometrischen Tafeln zeigt, dass ein Winkel oder
Bogen durch den Sinus oder durch den Cosinus genauer bestimmt wird, je
nachdem derselbe, auf den ersten Quadranten reducirt, kleiner oder grosser
ist als 45°% Am vortheilhaftesten ist aber immer die Bestimmung durch die
Tangente, weil dieselbe, wie leicht einzusehen, den Winkel bei jeder Grosse
so scharf gibt, als es die angewendeten Tafeln iiberhaupt gestatten.

In der sphirischen Astronomie werden die sphirischen Dreiecke ohne
Einschriinkung beziiglich der Grosse der Seiten und Winkel betrachtet, welche
demnach jeden Werth von 0° bis 360" haben, oder in jedem der vier
Quadranten liegen kénnen. Wird demnach ein Stiick nur durch eine trigono-
metrische Function bestimmt, so hat man die Wahl zwischen zwei Quadranten,
in welchen dasselbe genommen werden kann. Diese Unbestimmtheit entfallt,
wenn zwei Functionen, etwa der Sinus und Cosinus, berechnet werden, wodurch
auch gleichzeitig der Werth der Tangente bekannt, und somit der Bogen auf
die vortheilhafteste Weise bestimmt wird. In den in der Praxis vorkommenden
Fallen weiss man iibrigens gewohnlich schon aus anderen Umstinden, in wel-
chem Quadranten der gesuchte Winkel liegt.

*) Sehr zu empfehlende Tafeln der Additions- und Subtractions-Logarithmen
sind in neuerer Zeit von Prof. Wittstein herausgegeben worden :

Finfstellige logarithmisch-trigonometrische Tafeln von Dr. Th. Wittstein. 2 Aufl.
Hannover 1865.

Siebenstellige Gauss’sche Logarithmen von Dr. Th. Wittstein. Hannover 1866.

Die letzte Auflage (1869) von Dr. Bremiker’s sechsstelligen logarithmisch-
trigonometrischen Tafeln enthalt eine sechsstellige Tafel der Additions- und Sub-
tractions-Logarithmen.
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§16. Aus dem Stundenwinkel =¢ und der Declination =d
eines Gestirnes dessen Azimuth =4 und Héhe =h zu finden.
In dem vom Nordpole, dem Zenith und Gestirne gebildeten Dreiecke
PZS (Fig. 4) ist PZ=90°—¢, wenn ¢ die Polhohe bedeutet, welche die
gegenseitize Lage der Grundebenen der beiden Coordinatensysteme bestimmt
und daher bekannt sein muss; es sind demmach folgende Stiicke gegeben:
PZI—90°— @, PS=90°—d, L ZPS—¢t.
Die gesuchten Stiicke sind: SZ=90°—#h und / PZS =180°— 4; setzt man
daher in den Formeln (6) [§. 15] an die Stelle von
e i G = o B
900 —his B0 —0, OO, s 180V
so erhélt man :

sinh= sin¢ sind + cosq cosd cos ¢
cos h cos A= —cos ¢ sind 4 sin¢ cosd cos ¢ (L)
€08 /s Al—" =GOS 10NsII If.

Die erste dieser beiden Formeln gibt sofort /£, die beiden andern geben
log.coshcos A und log.cos hsin A. Die Zeichen dieser beiden Logarithmen
bestimmen (da cos & immer positiv) den Quadranten, in welchem A zu nehmen,
ihre Differenz gibt log tg A.
Um die Formeln fiir die logarithmische Rechnung einzurichten, setze man:
sind==m sin M
cosd cost==m cos M,
so wird durch Substitution :

sin h =m cos(qp— M) [ (20)
cosh cos 4d=m sin (9 — M) |
cosh sin A==cos ¢ sin t. |

Die beiden ersten dieser Formeln bestimmen die Grésse m (immer positiv zu
nehmen) und den Hilfswinkel M.
Statt dieser Gleichungen kann man sich auch der folgenden bedienen:

tg 0
mM:ﬁf
COS
(21)
te t cos M 308
tg 4 e tg h = R

T silrliqi,:—ijllﬂ) | £ t;grfrf e i M,) 2

von welchen die erste durch Division der zwei ersten, die zweite durch Division
der zwei letzten der Glgn. (20) und Substitution des aus der 2t folgenden
‘Werthes von m, die dritte durch Division der 3t und 4tn entsteht. Ein Zweifel
ither den Quadranten, in welchem A zu nehmen, kann bei dem Gebrauche der
Glgn. (21) nicht entstehen, da das Azimuth A immer auf derselben Seite des
Meridians liegt, wie der gegebene Stundenwinkel ¢ Den Hilfswinkel M kann
man hiebei immer im 1*" Quadranten nehmen, positiv oder negativ, je nach
dem Zeichen von tg 2.
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Zur Priifung der Rechnung kann die Gleichung
sin(qp—M)  cosh cos A
cos M cos & cos [
dienen, welche aus der Division der 2% und 4% der Gleichungen (20) hervorgeht.
Beispiel. Es sei gegeben:
=+ 6°59/47"2; 1— 20129892 = 307°17 3.3 ; (=="51° 28" 38"".0.
Die Rechnung nach den Formeln (21) ist folgende :
logtg & =9.0889209

log cos ¢ = 9.7823075 Priifung :
logtg M —9.3066134 M=—=11"27" 875 logcos h— 9.9458549
logcos M=—9.9912659 ¢—M=40 1 29 25 logsin A=19.9516157.
logtg( ==0.1184091, 19.8974706,
logsin (¢ — M) —9.8082913 log cos & == 9.9967540
0.1096750 log sin [ == 9.9007166,
logtg A = 0.3013837, A——63°27'13".00 9 8974706,
log cos A =9.6502320 = 296 32 47 .00
log tg (p— II) = 9.9241951
logtgh = 9.7260369 h— 280 1'1140

Verlangt man bloss das Azimuth, so ergibt sich dasselbe mittelst der Formel:

sin ¢ cos £ - tg d cos ¢p

cotpA——— (22)

sin ¢

Der dritte Winkel PSZ in unserem Dreiecke, der Winkel am Sterne, welcher

von dem Declinations- und Héhenkreise gebildet wird, heisst der parallak-

tische Winkel. Wir werden ihn mit ¢ bezeichnen; er ergibt sich mittelst
der Formel :

cosqsin A cospsin [

gl (23)

coséd  cosh '
sobald 4 oder h bekannt geworden. Unmittelbar aus den gegebenen Sticken
findet man ihn aus den Gleichungen:
cosh cos ¢ ==sing cosd —cos ¢ sin & cos ¢ ©24)
cos h sing==cos¢ sint,
welehe durch Anwendung der Glgn. (7) [§. 15] anf unser Dreieck sich ergeben.
Werden iibrigens alle drei Stiicke, Héhe, Azimuth und parallaktischer
Winkel gefordert, so rechuet man auch bequem nach den G auss'schen
Formeln, welche auf unser Dreieck angewendet, folgende Form annehmen,
wenn wir fir 90 — A die Zenithdistanz = einfithren :
c0s
o

z sind (4 — ¢)=sin} ¢ sind (@ + 9)
cos} (A —q)=cos 1t cos} (9 — 9)
sin (4 4 q)=sin } ¢ cos § (p + 9)
z cos § (4 4 q)==cos } t sin} (¢ — 9).

7]

B D= e ng
L

sin
sin
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17. Aus Azimuth und Hohe, Stundenwinkel und Deecli-
nation eines Gestirnes zu finden. Die Aufgabe wird wieder mittelst
des vom Pole, dem Zenith und Sterne gebildeten sphirischen Dreieckes geldst.
Setzen wir in den Formeln (6) des §. 15 an die Stelle von:
(i vy Gt A= Pl
90°—d, 90°—h, 90°— g, 180°— 4, ¢, ¢,
so folgt:
sin ==sin h sin ¢ —cos h cos g cos A
c0s 0 cos ¢ == sin h cos ¢ 4 cos h sing cos 4 (26)
cos 0 sin t== cos h sin A4.
Um diese Formeln logarithmisch zu machen, setze man:
sin h = m cos M
cosh cos A—m sin M,
so wird: 27
sin 0 = m sin (¢ — M)
€os & cos t==m cos (¢ — M)
cos 0 sin t = cos h sin 4 ,
statt welcher Gleichungen man sich auch der folgenden bedienen kann:
tg M = cotg h cos A4,
tg A sin M
Bl == a)w :17) )

Fir den parallaktischen Winkel hat man:

tgd==cos t tg (y — M). (28)

cos @ siiniiﬁcos @ sinj 29
COS\ 0w i Gos ki i
oder vermoge der Glgn. (7) [§. 15]:
€08 & cos ¢ = sin ¢ cos b + cosq sin h cos 4,

sin ¢ =

cos d sin g = cos ¢ sin 4,
deren Quotient einen Ausdruck fiir tg q gibt.
Eben so kann man zur Auflosung dieser Aufgabe die Gauss'schen
Formeln beniitzen. Da dieselbe jedoch in der Praxis selten vorkommt, so
wollen wir dabei nicht linger verweilen.

18. Aus der Rectascension @« und Declination 0 eines
Gestirnes seine Lange 2 und Breite # zu finden Die Auflésung
dieser Aufgabe liefert das von den beiden Polen des Aequators und der
Ekliptik und dem Sterne gebildete Dreieck. Es seien in Fig. b 4@ der
Aequator, EE' die Ekliptik, P und L die Pole dieser grossten Kreise, S das
Gestirn, y der Friihlingspunct. Dann ist: 1B=/ yPB—=uw, yK— / yLK=—1;
BS=10, KS = f. Der grosste Kreishogen PL zwischen den Polen des Aequators
und der Ekliptik ist gleich dem Neigungswinkel AyE dieser beiden grossten
Kreise, d. i. der Schiefe der Ekliptik, welche wir mit & bhezeichnen Da ferner
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der Punct 7, als Durchschnittspunct des Aequators und der Ekliptik, von den
Polen P, L dieser grossten Kreise um 90° entfernt ist, so ist der Friihlings-
punct y der Pol des grossten Kreisbogens PL.
Grosste Kreise, durch y gelegt, wie Py und Ly, werden daher auf PL
senkrecht stehen, d. i. es ist / LPy=PLy=90".
Somit ist im Dreiecke PLS:
PS—9pr—2, LS§=90°—f, PL=¢,
, [/ LPS=—90°+a, / PLS=—90°—1.
Durch Anwendung der Formeln (6) [§. 15] auf das vorliegende Dreieck
(a=90°— 3, B=90°—1 setzend), erhilt man demnach:
sin #=sin d cose— cos d sine sin «,
cos ff sinl==sind sine 4 cosd cose sin w, (30)
cos B cosi==cosd cosa.

Um dieselben zur logarithmischen Rechnung umzuformen, setze man:

m sin M= sin &
m cos M= cos d sine,
S0 wird
sin f=m sin (M — ¢)
cos B sin A=m cos (M — &)
cos 3 cos A==cos 0 cos «,

statt welcher Gleichungen man sich wieder der folgenden, leicht abzuleitenden
bedienen kann :

tg o
~ sine’

tg M

__cos(M—¢) )

tgh=— = tge, tgf=—tg(M—e)sind

Bei Anwendung der Formeln (31) bestimmt sich der Quadrant, in wel-
chem A zu nehmen ist, ohne Zweideutigkeit aus den Zeichen von sin A und
cosX, da cosf immer positiv; beim Gebrauche der Formeln (32) behebt sich
der Zweifel durch die Bemerkung, dass 1 in jenem Quadranten liegen muss,
welcher einerseits dem Zeichen von tgi entspricht, anderseits dem cosZ das
Zeichen von cos « verleiht, letzteres vermoge der 3t der Glgn. (30), da cos &
und cosf immer positiv sind.

Zur Priifung der Rechnung kann die Gleichung

cos(M—e) cosf sink
cos M cosd sin
beniitzt werden, welche durch Division der 2te» und 4t der Glgn. (31)
erhalten wird.
Beispiel. Es sei gegeben: a=—194°12/23".7; d=062°12/21".0;
§=23°27'15".06
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Priifung :
lgtg o = 0.2780987 lg cos 0 == 9.6686622
lgsine = 9.83899078, lg cos f =9.7119516
Igtge =9.4083970 Ig cos f sin & == 9.3928956
lgtg M ==0.8881909: M= — 82°87'44".39 lg cos d sin & =9.0585700,
lg cos M =9.1082063 M — ¢ ——106 4 59 .45 0.3343256.,

lg cos (M — &) == 9.4495309,
lgtg (M - &)= 0.5401294

008 (M — &) ey
cos B 03343256,
Igte ) = 97377226, 16
Ig sin & == 9.6809440
lg tg f = 0.2210734 B= 58 59 27 .94

Den Winkel LSP—y am Sterne zwischen Declinations- und Breitenkreis
findet man aus den Gleichungen :
cosasine  cosisine

sing=————=—
. cos [ cos O

(33)

oder:
€08 f3 087 == cos & cos O - sin & sin d'sin et (34)
cos [# sin n = sin & cos «. B
Endlich kann man sich noch der Gauss'schen Formeln bedienen, nament-
lich in dem Falle, wenn nebst 2 und B auch % verlangt wird. Setzt man
90° — = E, so sind dieselben, auf unser Dreieck angewendet, folgende:
sin (45 — 3 B) sin } (E—1)=cos (4544 ) sin [45 — &
sin (45— 1 f2) cos § (E— 1) == sin (451} @) cos [45 — &
cos (45— 4 8) sin § (B 4 %)== sin (454 } ) sin l4{,ﬁ 3
cos (45— 4 ) cos} (B + X)==cos (45+ & @) cos[45 — }

19. Aus der Lange und Breite cines Gestirnes dessen
Declination und Rectascension zu finden.

Aus demselben Dreiecke LPS (Fig. H) erhalten wir auf dem in § 18
betretenen Wege:

sin == sin # cos&é4cosp sine sink
c0s & sin ¢ = -— sin # sine+cos S cose sinkd - (36)
cos & cos'w =" "con'f Cosli,

oder, fiir logarithmische Rechnung umgeformt:
m sin M = sin
m cos M ==cos 8 sini
sin 6 =m sin (M4 ¢) (37)
cos 0 sine==im cos (M +¢)
€0s 0 cos ==c0s 3 cos 2,
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oder
t
th'—_—_g—ﬂ‘v
sin A (38)
cos (M—+¢) 2k :
tg o= cosﬁ_tgl’ tgd—=tg (M +¢)sine,

und zur Priifung der Rechnung:
cos (M4-¢)  cosd sine
cos M cos 2 sind’
Fir den Winkel am Sterne  hat man wieder entweder die Ausdriicke
(33) des vorhergehenden §. oder die folgenden Gleichungen :

€0s & cos7==cos ¢ cos S —sins sin B sink,
€0s & sin 7 == sin & cos A.

(39)

20. Die Sonne bewegt sich in der Ekliptik, und es ist daher, von einer
kleinen 1 nicht iiberschreitenden Stérung abgesehen, ihre Breite # = 0. Handelt
es sich also darum, aus der Rectascension und Declination der Sonne ihre Liange,
oder umgekehrt aus letzterer die beiden erstgenannten Coordinaten zu finden,
so hat man unmittelbar aus dem rechtwinkeligen Dreiecke yBG (Fig. b), in
welchem, wenn die Sonne in G sich befindet, 7B=a, BG=20 und yG=2» ist:

€08 A==cos & cos &

sin A — sin§
J " sines (40)
tga
ol ="
t cos &’

und
tga=tg A cose
sind==sinl sins (41)
tgd— tg & sina.
Diese Formeln folgen natiirlich auch aus den Gleichungen der beiden
vorhergehenden Paragraphe, wenn man B ===Cesetst

Besondere Erscheinungen der tiglichen Bewegung.
21. In dem sphirischen Dreiecke, welches irgend ein Gestirn mit dem
Nordpole und dem Zenith des Beobachters bildet, besteht die Gleichung [§. 16]:
sin h =sin¢ sin & 4 cos ¢ cos & cos ¢,
Wwo h die Hohe, & die Declination , ¢ den Stundenwinkel des Gestirnes,
¢ die Polhghe bedeutet. Das Gestirn ist im Horizonte, wenn h=0 ; bezeichnen
wir den fir diese Stellung stattfindenden Stundenwinkel mit ty, SO ist:
O==sing sind 4 cos ¢ cos & cos i
Woraus folgt :
Cos [y = — tg ¢ tg J. (42)

Herr, sphir. Astr. u. hdh. Geodisie, %



