68

Vergleicht man diese Gleichungen mit (90), so hat man

fiir die erstere: k, = o ==l =1

5 n Zweite: k =——

somit, vermége der Gl (92):

2

fiir das Gewicht von 7: I‘}r—_—[aa]—g-}[ﬂﬂ]% +2[aﬁ]%,
"2

» » » » U 1%—[““]%'*'[6@%—2[ ﬂ]—:;/

Substituirt man nun in diesen Ausdricken fir z, y, 7, [«], [¢f], B8]

die in §. 34 erhaltenen Werthe, so folgt:

Gewicht von r: P =04252, Gewicht von u: P =(.8833,
somit der mittlere Fehler

yon n.: er=‘7;—.—_——_|:85.7; yon u: 8}(:V8:=i20,2;

r u
durch Multiplication mit 0.6745 erhalt man die wahrscheinlichen Fehler:
—4-57.8, bez. == 136.

Diese Fehler sind noch in Einheiten der b*» Decimalstelle ausgedriickt,
also durch 100000 zu dividiven; ferner liegt ersterem 1 Schraubengang g, letz-
terem als Winkelfehler der Radius als Einheit zu Grunde. Es ist bei der
beniitzten Schraube 1 Schraubengang ¢— 0.163294 Wiener Linien; multiplicirt
man daher » und & mit diesem Werthe von g, & mit 3438, um diesen Fehler
in Minuten zu erhalten, so kommt:

r — 906647 Wien. Linien m. d. wahrsch. Fehler == 0.000094 Wien. Linien,
u==26° 53'.0 » » » =t 8015
und die Gleichung des Fiihlhebels ist:
e = 4/ 13294 sin 1 u cos (26° 53.0 — & 1)

IV. BESTIMMUNG DER WAHRSCHEINLICHSTEN WERTHE VON GROSSEN, WELCHE VON EINANDER
NICHT UNABHANGIG SIND.

36. Tm vorhergehenden Abschnitte haben wir die Aufgabe, aus gegebenen
Gleichungen :

M,=f (%9 %..), My=[(T Y 5%...), U S W, (a)

in welchen M,, IM,, etc. die beobachteten Functionswerthe bedeuten, die

wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten x, y, 2, etc. zu finden, unter der
Voraussetzung aufgelost, dass die Unbekannten von einander vollig unab-

héngig seien.
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Ts kann aber der Fall eintreten, dass zwischen diesen Grossen gewisse
theoretische Bezichungen existiren, die man immer durch Gleichungen:

@ (@ Y %..)=0, @(z ¥, 20 ==0,  @a®, Y 20200 (D)
ausgedriickt denken kann, welchen demnach die gesuchten Werthe der Unbe-
kannten jedenfalls Geniige leisten miissen. Die Anzahl dieser Bedingungs-
gleichungen muss offenbar kleiner sein, als jene der Unbekannten, weil letztere,
im Falle einer gleichen Anzahl, schon durch die Bedingungsgleichungen selbst
bestimmt wiiren, ohne dass es hiezu einer Beobachtung bedirfte. Die Aufgabe
besteht dann offenbar darin, die Unbekannten so zu bestimmen, dass sie
1) den Bedingungsgleichungen (b) strenge, und 2) den Gleichungen () mog-
lichst nahe Gentige leisten.

Zur Auflésung dieser Aufgabe bietet sich zunichst folgender Weg dar.
Es sei m die Anzahl der Unbekannten, p die Anzahl der Bedingungsgleichun-
gen (b), wo p<<m, so kann man mit Hilfe der letzteren w Unbekannte durch
die tbrigen, m —u an der Zahl, ausdriicken und aus den Gleichungen (a)
eliminiren ; letztere enthalten dann nur mehr m-—p Unbekannte, welche nun-
mehr als von einander unabhingig zu betrachten sind, und deren wahrschein-
lichste Werthe daher nach der im vorhergehenden Abschnitte vorgetragenen
Methode bestimmt werden konnen; durch Substitution derselben in die Be-
dingungsgleichungen ergeben sich dann auch die Werthe jener p Unbekannten,
welche frither eliminirt wurden.

Nehmen wir, um das Verfahren an einem einfachen Beispiele zu erliutern,
an, es seien die Winkel zwischen den um einen Punkt 4 im Horizont liegenden
Objecten 1, 2, 3, 4 gemessen worden, und man habe erhalten:

1.2— 75° 28’ 26“.37, Gewicht —
9.8 112,15 54 03,
3.4—101 42 13 .94, »
4.1— 70 33 28 .15, 5 —

Wir haben hier vier Unbekannte, welche der Bedingung unterworfen
sind, dass ihre Summe = 360° sein muss. Nehmen wir zur Vereinfachung der
Rechnung geniherte Werthe an, und setzen, mit @, y, %, w die gesuchten
wahrscheinlichsten Correctionen der geniherten Werthe bezeichnend:

1.2— 75° 28 26"+

2.3=112 15 54 +Y

3.4=101 42 14 +%

4.1= 70 33 28 +w

Summe =360°—=360 0 2 +T4y+z+w,

so haben wir die Bedingungsgleichung:

o4y+ 34wt =0,
und erhalten durch Vergleichung der angenommenen Werthe mit den beob-
achteten folgende den obigen (a) entsprechende Gleichungen :

|

|
O
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&==08%==0
Y550 08=—0
240 .06=0
Wi ()E 6 —()}

Mit Hilfe der Bedingungsgleichung eliminiren wir nun eine Unbekannte,
etwa w=——2—x— y—z, wodurch sich zwischen den drei ibrigen unab-
héngigen Unbekannten folgende 4 Gleichungen ergeben :

z —0.37—=0, Gewicht=¢
Y ==0.08 =0} gy =4

z 4+ 0.06=0, syirys o A
e » eiETk

Hieraus folgen die Normal-Gleichungen :

324+ Y+ z4141=0,

v+5y+ 5+208=0;

4+ y+524+239=0.
und aus diesen die wahrscheinlichsten Werthe:

B=—0"258, y=——0"281, Z=—=——0"311,
mit welchen die Bedingungsgleichung den Werth w= —1.095 liefert. Die
wahrscheinlichsten Werthe der vier Winkel sind also:

1.2= 75° 28’ 25”741
2.8— 11215 53" (9
3.4=—101 42 13 629
4.1= 70 33 26 .905
Summe =360 0 0 .000

47. Wir haben oben die Aufgabe in ihrer allgemeinsten Form betrachtet,
dass die Unbekannten x, y, =, ... nicht unmittelbar beobachtet, sondern zu
deren Bestimmung die Glgn. (a) gegeben seien, wo die Functionswerthe I/ die
nnmittelbar beobachteten Grassen sind. In dieser allgemeinen Fassung hat aber
dic Aufgabe bisher keine Anwendung gefunden; bei den Anwendungen in der
Geodisie, bisher den einzigen, sind die Werthe der Grossen &z, y, %, ...
immer unmittelbar durch Beobachtungen gegeben, in Folge dessen jede der
Glgn. (@) nur eine dieser Grossen enthilt, oder von der Form: z=— I,
y=M,, u.s. w.ist. Das im vorhergehenden §. gegebene Beispiel ist, wie man

sieht, von dieser Art.

Die beobachteten Werthe der Unbekannten werden nun, weil mit unver-
meidlichen Feblern hehaftet, den zwischen denselben bestehenden Bedingungs-
gleichungen nicht Geniige leisten, und missen demnach Verbesserungen erhalten,
welche so beschaffen sind, dass die verbesserten Werthe die Bedingungsglei-
chungen strenge erfiillen. Dies kann aber immer auf unendlich vielfache Art
geschehen und es wird daher darauf ankommen, unter allen moglichen Systemen
von Verbesserungen das wahrscheinlichste zu finden. Offenbar sind die gesuchten
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Verbesserungen, mit entgegengesetzten Zeichen genommen, als die Fehler der
Beobachtungen zu betrachten, und es kann daher die Aufgabe folgendermassen
ausgesprochen werden. Es sind die beobachteten Werthe der Unbe-
kannten so zu verbessern, dass 1) die verbesserten Werthe
den Bedingungsgleichungen strenge Geniige leisten, und
2) die Summe der Quadrate der Verbesserungen, multiplicirt
in ihre respectiven Gewichte, ein Minimum werde.

" 38. Die im § 36 vorgetragene und durch ein einfaches Beispiel erléu-
terte Auflosung der Aufgabe wird, in Folge der auszufiithrenden Eliminationen,
weitlaufig, wenn die Anzahl der Unbekannten und Bedingungsgleichungen
betriichtlich ist: man bedient sich daher in der Praxis gewohnlich des folgen-
den bequemeren Verfahrens.

Es seien w, , wy, wy, ..., wy die wahren Werthe der Unbekannten, m an
der Zahl; aus Beobachtungen habe man dafiir die Werthe 0,, 05, 0g5---3 0m
mit den Gewichten p,, py, Pg,.--, Pm erhalten; die zwischen diesen Grossen
gegebenen Bedingungsgleichungen, p an der Zahl (wo pu<m), seien:

Qg (0; 5 Wo s - 5 a0
@ (10, , ufg,...,wm)=0, (95)
(p‘u(wl y, Wo sy Wy)=0.

Seien ferner , ; @y, @y, - - - Tm die noch unbekannten wahrscheinlichsten
Verbesserungen, welche den beobachteten Werthen o hinzugefiigt werden
miissen, damit sie den Bedingungsgleichungen (95) Geniige leisten, so haben wir:

4, =D, +,rl s s =02+‘l'2 sz g =03+.l’3 e
s setzen. Substituiren wir diese Werthe in die Bedingungsgleichungen (95),
so erhalten diese die Form:

Ty + gy + @355+ - - - + GuButn, =0,
b, @, + byzo+ b5+ et by, =0, (96)
901+ 9T+ 93T5+ - - - + InTm+10=0,

in welchen die @, b,..., g, n bekannte Zahlen sind*).

*#) Sind die Bedingungsgleichungen (95) schon von linearer Form, so gehen sie
durch einfache Substitution der Werthe w,==o0,--;, wy=0,4z,, u. 8. W. in die
Glgn. (96) iiber. Im andern Falle wird man wieder das in §. 22 befolgte Verfahren
in Anwendung bringen. Durch die erwithnte Substitution verwandelt sich z. B. die
1te der Glgn. (95) in

¢ (0,42, , 0517q, 0513 5 o) =0
da nun die gesuchten Correctionen z,, #,, u. s. w. immer so klein sein werden, dass
man ihre Quadrate vernachlissigen kann, so hat man vermoge des Taylor’schen Satzes:
.,
dwy

de do
1+r’m‘l""2+ L zt....=0,
2

w3 (04, 095 055 ) e
3
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Die Verbesserungen @, w,, u. s. w. sind nun so zu bestimmen, dass sie
den Bedingungsgleichungen (96) strenge Gentige leisten, und dass die Summe:
S=p.2}+po2;+ps73+ - . . +pnh,
ein Minimum werde. Die Bedingung des Minimums ist bekanntlich: dS=0, d. i.

P12 A%y, 4oy drg +Ps2adzs + . . . +Putmd, =—0. 97)

Wéiren nun die Grossen z,, z,, u.s. w. also auch deren Differenzialien

drz,, dz,,... von einander unabhingig, so wiirde zufolge der letzten Gleichung
der Coefficient eines jeden Differenzials gleich Null zu setzen sein, woraus
x, =x,=...=0 folgen wiirde, d.h. es wiirden die unmittelbar beobachteten

Werthe o,, 0,, etc. auch die wahrscheinlichsten sein. In Folge der zwischen
diesen Grossen bestehenden Bedingungsgleichungen (96) miissen aber gleich-
zeitig mit (97) auch noch die Gleichungen:

a,dw, +aydx, 4 azdev,+ .. . +a,dr,=0,
b, dx, +[)Q{lm2—.§—bﬂrlm3+ sl =) 98)
914wy + godxy +g4dxs+ . . . Fgndr, =0,

bestehen, welche durch Differenziation der Glgn. (96) sich ergeben. Eliminiren
wir daher mittelst dieser Glgn. (98) w Differenzialien aus Gl. (97), so werden
die tibrighleibenden von einander unabhingig, und ihre Coefficienten gleich
Null zu setzen sein.

Diese Elimination bewerkstelligen wir nun mit Hilfe unbestimmter Mul-
tiplicatoren. Multipliciren wir die Glgn. (98) der Reihe nach mit den noch
unbestimmten Factoren K , K,,...K,, so erhalten wir:

Ko dx, + K a,dz, + K azda; + . .. + K apde, =0,
Kobydw, + Kobydwy+ Kybydw, + ... + Kybydw, =0,

Kxcyl dw, 4 K,uygdf""g + K, g;de,+ . .. + K, gmd sy = 0.

Addiren wir diese Gleichungen zur Gl (97), und ordnen die Summe nach den
Differenzialien, so sind die Coefficienten jener Differenzialien, p an der Zahl,
= zu setzen, welche wir eliminiren wollen, wodurch sich die néthigen
Gleichungen zur Bestimmung der u Factoren k ergeben; die iibrighleibenden
Differenzialien werden hiedurch von einander unabhéingig, und es sind daher
zur Erfillung der Bedingung des Minimums deren Coefficienten gleichfalls
gleich O zu setzen, was offenbar darauf hinauskommt, in der besagten Summe

somit, wenn man die bekannten Grossen:
dy, dg, dgy
) ) — —l— —1 = —L_ SR
@, (0y 5 095 055 )=ng, dw, ay, dw, Oy , i, a3, W. §
setzt:
4,3 +-tgTyt-a575+ ... 41 = 0.
In gleicher Weise wird jede nicht lineare Bedingungsgleichung behandelt.



3

die Coefficienten simmtlicher Differenzialien der Nulle gleich zu setzen. Hie-
durch ergeben sich nun folgende Gleichungen:

Py + Ko, + Kby + Kz 4 - ) =0,
Poy +Kyag + Koby +Kgco+ - - +K,90=0,
Pa%s + Kyags + Ko by —!~K303+ ...+ K,9,=0, 99

pmxm'*'Klam+KQbm+K36m+ cee +K/¢gm=O~

Die Anzahl dieser Gleichungen ist nothwendig gleich jener der unbe-
kannten Correctionen x, , Z,, etc., deren nur eine in jeder Gleichung erscheint,
und welche daher leicht aus diesen Gleichungen erhalten werden, sobald die
Werthe der Factoren K, , K, , u.s. w., welche nach Gauss den Namen Corre-
laten der Bedingungsgleichungen fiihren, bekannt geworden sind.

Die zur Bestimmung der Correlaten erforderlichen Gleichungen ergeben
sich aber auf folgende Art. Multiplicirt man die Glgn. (99) der Reihe nach
i - lo : ] :
mit = | q-‘, %, w. s. w. und addirt die Producte, so erhalt man mit Rick-
21 Ve Pa
sicht auf die 1% der Glgn. (96):

e [ e o]

wiederholt man diese Operation, indem man zundchst die Glgn. (99) mit

b b c (;

1 Do 4 : 0
N o it L, ... U8 W.,endlich mit 2L - SRR 1
P1 P Pi Pe b1 Pe

multiplicirt, so erhilt man nothwendig w solcher Gleichungen, deren vollstandiges
System somit sein wird:

s L i 9
] & + Bl ¢ ‘gf]m...ﬁg i e

[ab] 'bb] ‘bc] 2

—1 K ey r i oy . SRR L e B e

o LR i R el E S Il el

[ac] [ b [ ce [cq ] (100)
¥ K, + 3 16 + _p]K3+ et _ﬂ e P

2] 1(1+—’-’f‘!]1( 4:-_%]1(+...+_gﬂ[( i

_p_ | p 2 [ p 3 —P- " 2

Aus diesen Gleichungen, welche hier wieder Normal-Gleichungen
genannt werden, erhilt man die Werthe der u Correlaten, und endlich durch
Substitution derselben in die Glgn. (99) die wahrscheinlichsten Werthe der
Correctionen @, , T, u. s. W.

Wenden wir dieses Verfahren auf das in §. 36 berechnete Beispiel an,
so sind uns als beobachtete Grdssen gegeben :
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1.2=0,= 75°28' 26.37, p,=2,
2.8—0,—112 15 54 03, p,—4,
8.4=0,—101 42 13 .94, p,—4,
4.1=0,— 70 33 28 .15, p,—1,

mit der Bedingung:

Wy 10y + w5 41w, — 360° =0.
Durch die Substitution: w, =0, 4+, , w, =0,+x,, etc. verwandelt sich diese
Gleichung in:

@, + To+ B3+ Ty +2449 = 0.
Da nur eine Bedingungsgleichung, also auch nur eine Correlate K, vorhanden,
und ¢, =a,=a;=a,=1 ist, so werden die Glgn. (99):

2z, + K, =0,
42,4+ K =0,
42,4 K, —0,

z,+ K, =0.

Aus gleichem Grunde haben wir nur die eine Normal-Gleichung : [%?] LG ==y

: aa I S e i
also, da [;] =+t +7=2ist:
2K, —949,
K, —=1".245;
hiemit geben die vorhergehenden Gleichungen :
o, — 071623, 0301 z = Q318 "5, — 1245
und die wahrscheinlichsten Werthe sind somit:
1.2=< 0, 4= 75° 98" 25,747
9 3= LN il 5 53 Y
3.4—o,+2,—101 42 13 .629
4.1—0,+a,— 70 33 26 .905,
360 0 0 .000
iibereinstimmend mit dem in §. 36 erhaltenen Resultate.
Weitere Ausfithrungen dieser Aufgabe bleiben dem geoditischen Theile
dieses Buches vorbehalten.




