VI. KAPITEL

Simultane Bestimmungen

a) Die simultane Bestimmung der Zeit und der Polhdhe
mit Hilfe von Almukantaratdurchgingen

1. Die Funktionaldeterminante. Soll die Uhrkorrektion und die. Polhche
neben der Instrumentalzenitdistanz aus den Durchgédngen dreier Sterne durch
denselben Almukantarat berechnet werden konnen, so darf die Funktional-
determinante der drei Funktionen

y; = €0S 2 — cos p,; cos D — sin p; sin D cos (U; — u — «;) {61=:15:2:3)

in bezug auf die Unbekannten #, @ und z nicht verschwinden. Setzt man

A,=—%y—"= sin @ sin z sin a;,
u
0y; .
B2 od; = — SIn 2 CoS a;,
L 0A L :
C,= S =—sinz,

so wird die Funktionaldeterminante J gleich:
J=S4,(B;, C3— By Cy),

worin S die durch zyklische Vertauschung entstehende Summe bezeichnet.
Es ist
J = sin @ sin® z S sin a, (cos a, — cos a).
Da aber
S sin a, (cos a, — cos ag) = sin a, (Cos a, — c0s a3) + sin a, (cos az — cos a,)
+ sin a4 (cos a; — cos a,)
= sin 4, (cos @, — COs a3) — €Os 4, (sin a, — sin ay)
+ sin (a; — a5)

ist, verschwindet J nur, wenn von den 3 Azimuten 2 einander gleich werden.
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Es sind zwei strenge Losungen der Aufgabe, # und @ aus den Gleichungen
Yo~ Yy 0
Ys— N =0,
zu berechnen, bekannt; die eine geht auf CAGNOLI zuriick, die andere stammt
von Gauss. Wir behandeln diese Losungen nicht, sondern besprechen nur die
Losung, die von bekannten Naherungswerten ausgeht. Zur Berechnung der un-
bekannten Verbesserungen der Ndherungswerte liegen dann lineare Beziehungen
vor; diese vermitteln die Losung auch dann, wenn die Durchgéinge von mehr
als 3 Sternen beobachtet worden sind.

2. Allgemeine Bemerkungen; das Prismenastrolab. Zur Beobachtung der
Durchginge durch einen bestimmten Almukantarat hat man besondere In-
strumente konstruiert; das bekannteste ist das Prismenastrolab von CLAUDE
und DRIENCOURT. Das Fernrohr dieses Instrumentes wird nur in horizontaler
Stellung beniitzt und kann durch Drehung um eine vertikale Achse in jedes
beliebige Azimut gebracht werden. Vor dem Objektiv ist ein gleichseitiges
Prisma befestigt; eine Flache desselben kann durch Autokollimation senkrecht
zur optischen Achse des Fernrohres gestellt werden. Liegen die Kanten des
Prismas horizontal, so dringen die Strahlen eines Sternes in 30° Zenitdistanz
senkrecht durch die obere Fliache in das Prisma ein und werden von der unteren
in horizontaler Richtung in das Fernrohr geworfen. Vor dem Prisma wird ein
Quecksilberhorizont aufgestellt; er wirft die vom Stern kommenden Strahlen
auf die untere Fliche des Prismas, sie durchdringen diese in senkrechter Rich-
tung und werden von der oberen Fliche ebenfalls in horizontaler Richtung in
das Fernrohr geworfen. Im Gesichtsfeld bewegen sich die beiden Sternbilder in
entgegengesetzter Richtung. Das Fernrohr wird durch Korrektionsschrauben so
gestellt, daB die beiden Sternbilder in unmittelbarer Nihe der optischen Achse
aneinander vorbeigehen. Im Moment der Koinzidenz befindet sich dann der
Stern in einer bestimmten, durch die Prismenwinkel bestimmten scheinbaren
Zenitdistanz; sie ist nur dann genau gleich 30°, wenn die drei Prismenwinkel
genau gleich 60° sind. Das Instrument gestattet also, die Durchgéinge der Sterne
durch einen Almukantarat von bestimmter Zenitdistanz zu beobachten, ohne
daB die Hilfe eines Niveaus in Anspruch genommen werden muB. Es ist nur
notwendig, die Anderungen, welche die wahren Zenitdistanzen infolge von
Anderungen der meteorologischen Verhiltnisse erleiden, in Rechnung zu
stellen.

3. Die Reduktionsformeln. Die linearen Beziehungen, welche die Kenntnis
der unbekannten Verbesserungen der Niherungswerte vermitteln, erhilt man
auf folgendem Weg. Es sei Z der konstante Wert der Instrumentalzenitdistanz,
in der die Durchgiange beobachtet werden, und

dri=r;— 1,
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die Anderung, welche die Refraktion 7; gegeniiber einem durchschnittlichen
konstanten Wert 7, wihrend der Beobachtungsdauer erleidet. Die wahre
Zenitdistanz (,, ist dann gleich

Cio=Z + 1o+ dr;
oder, wenn '
Ztr,=2

gesetzt wird, gleich
Cio= 2+ dr;.
Sind nun z,, #, und @, Niherungswerte der Unbekannten 2, #» und @, und
dz, du und d® deren Verbesserungen, so daBl

Cio=2 +dz+adr,
u=u, + du,

D=P,+ dd
wird, so erhilt man durch Entwicklung der Gleichung

cos (29 + dz + dr;) — cos (Do + dD) cos p;
— sin (D, + dP) sin p; cos (U; + ug+ du — a;) = 0

unter Vernachlissigung kleiner GroBen hoherer Ordnung die Beziehung

€0s 2y — c0s Dy cos p; — sin Dy sin p; cos (U, + uy — ;)
+ du sin @ sin 2 sin a; — dD sin z, cos a; — (dz + dr;) sinzy= 0.

Definiert man nun den Winkel {; durch die Gleichung

cos §; = cos D, cos p; + sin Dy sin p; cos(U; + uy — a,), (75a)
und setzt

. 2 . 0 = 6%
Cos zy — cos §; = — 2sin ’V;C‘ sin OZC'

=sinzy-({;—2) + -+,
so erhilt man die Beziehung

(dz + dr;) — du sin D, sin a; + dD cos a; = {; — 2,
oder, wenn man als fingierte BeobachtungsgréBen einfiihrt
li=1C(i— 29— dr;: (75b)
dz — dusin @y sina; +dDcosa;=1; + 4;, (75¢)

worin A; die scheinbaren Fehler sind, deren Quadratsumme zu einem Minimum
zu machen ist, wenn iiberschiissige Beobachtungen vorhanden sind.

4. Die Beriicksichitgung der taglichen Aberration. Der EinfluB der taglichen
Aberration kann leicht nachtréglich in Rechnung gestellt werden.
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Die Korrektion 0/;, die an den fingierten BeobachtungsgréBen /; anzu-
bringen ist, wenn zu deren Berechnung die scheinbaren Orter nicht wegen
der tiglichen Aberration verbessert worden sind, wird durch den Ausdruck

dl; = — (sin ¢, da; sin p; — cos ¢; dp,)
gegeben, in welchem zu setzen ist
da; sin p; = + 07322 sin D cos ¢,
dp; = — 07322 sin @ sin #; cos p;.
Da aber
cos #; sin ¢; + sin #; cos g; cos p; = sin a; cos 2
ist, wird
0l; = — 07322 sin @ cos z sin a;.
Verbessert man um diesen Betrag die Werte von /; in den Fehlergleichungen,

so lassen sie sich, wenn
du’ = du — 07322 cos z

gesetzt wird, in der alten Form schreiben:
dz — du' sin @ysin a; + dD cos a; = l; + ;.

Daraus ist ersichtlich, daB man an dem Wert du, der ohne Riicksicht auf den
EinfluB der téglichen Aberration ermittelt wird, die Korrektion

ou = + 07322 cos z = + 05021 cos z

anzubringen hat. Die andern Unbekannten, dz und d®, bediirfen keiner Ver-
besserung.

5. Die mittleren Fehler der Unbekannten. Im Differentialausdruck des
Cosinussatzes:

dz + d® cos a; — du sin D sin a;
= dU; sin p; sin ¢; — (da, sin p; sin ¢; — dp; cos ¢;)
identifizieren wir dU;, da;, dp; mit den wahren Fehlern der GréBen U;, «;, p;
und setzen
&= &y, sinp;sing; — (g, sin p; sin ¢, — &,,€0s ¢;);
mittels der Beziehungen
&, + epco8a — g, sinPsina, = g,

&, + €5 COS ay — &, sSin D sin a, = &,
&, + £5C08a;— g, sinPsina; = &

fiihren wir die wahren Fehler &, und &, auf die wahren Fehler ¢y, ¢, und
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&,, zuriick, indem wir diese Beziehungen nach den Unbekannten ¢, und &,
auflésen. Setzt man zur Abkiirzung

Cirx = COS @; — COS dy,
S;x = sin a; — sin ay,

so fithrt die Elimination von dz zundchst zu den beiden Gleichungen

C1 Ep — S31 &, SIND = &, — &,
C39 Ep — S39 &, SIN D = &5 — &;
somit wird
(S21 €32 — S32C21) €, SIN D = & €30 — &(C35 + Ca1) + €3 Caq,
(S21 €32 — 32 C21) €0 = & S35 — &(Sg2 + Sa1) + €3 8a;-

Geht man von den wahren Fehlern & zu den mittleren Fehlern m iiber, so
erhilt man:

Pt aadlafdavian 2 2 2
(S21 €32 — S3a Ca1)® M3 SIn® @ = my 3 + My (C35 + Cpy)® + M5 €3,

2 & 2 2 2 2 2.3
(S21 €32 — S3a Cor)2 MG =My S3p + My (S3p + S39)% + My S5y .

Die rechter Hand auftretenden mittleren Fehler m; fithren wir auf ihre
Komponenten zuriick; es ist

2 2 9 :
m; = my, sin®p, sin? g, + m*2 ,

worin m* die aus der Unsicherheit des Sternortes entspringende Fehler-
komponente bezeichnet. Fiihrt man m, auf die beiden Komponenten a, und b,
zuriick (vergleiche Seite 46) und auf den Winkel (g), den die Bewegungsrichtung
des Sternes mit der Normalen zum Almukantarat bildet: (g) = 90° — g, so
erhdlt man, wenn # Fadendurchgénge oder Kontaktbeobachtungen vorliegen:

2

35 : p s . bjcosec?p;
= 2 2 0 i
m; = - sin pisin q,-(a0+

*2
= ) + m*2, (76a)
Wir nehmen wieder an, die Zahl #» der Durchginge werde so gewéhlt, daB
m’ gleich dem konstanten Wert m? wird. Die Ausdriicke fiir die Quadrate der
mittleren Fehler von # und @ nehmen dann die Form an:

S e s | sk 2 (2 2
(S21 €32 — S32C21) 2 1, SIn® @ = 2 m? (C35 + €35 €3y + €31),

2 42 o5 2 (2 2
(S21 €32 — S32 €21)® Mg = 2m? (s35 + S35 S31 T+ S21)-

Nimmt man nun an, die drei Sterne seien in drei um je 120° verschiedenen
Azimuten beobachtet worden, so da8

3. Vs i -
S1=— 5 sina+ ——cosay; sp=—)3 cosa

3 Va0 e i
C=— 5 COSA— ——sinag,; C=— J/3 sin a,
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wird, so findet man leicht, daB

3 9
2 (cgp + a5 €1 + C33) = 2 (S35 + Saz Sea + Sa1) = 5 (521632 — 830 621)* = 5
ist. Somit erhilt man die Beziehung
m? sin2 @ = my, = %mz. (76b)

Ist nicht nur eine Gruppe von drei Sternen in Azimutunterschieden von 120°
beobachtet worden, sondern liegen N’ solcher Gruppen vor, so daB das arithme-
tische Mittel der Gruppenwerte von # und von @ als Endresultat aller Be-
obachtungen anzunehmen ist, so sind diesen Mittelwerten mittlere Fehler
M, und M, beizulegen, die durch die Beziehung

" 2 m?
Mism2¢=M3,= 3N

gegeben werden. Da aber die Gesamtzahl aller einzelnen Beobachtungen gleich

3 N’ ist, so erhdlt man, wenn
3N'=N

. 2
M,sin®= M, "‘75cj: VN‘m

6. Das Gewicht der Fehlergleichung (74c). In den vorangehenden Ausfiih-
rungen haben wir angenommen, da Fadendurchginge oder Kontaktbeobach-
tungen gemacht worden seien. Die Reduktion auf die Zeit des Durchganges
durch den Almukantarat des Mittelfadens ist nach der Beziehung (4) respektive
(5b), Seite 33, zu berechnen. Das Prismenastrolab enthdlt in der vom Her-
steller gelieferten Form kein Fadennetz, so daB nur der Moment der Koinzidenz
der beiden Bilder beobachtet werden kann. Es besteht dann nicht die Moglich-
keit, die mittleren Fehler in verschiedenen Azimuten durch die Zahl der be-
obachteten Fadendurchginge — wenigstens angendhert — gleich groB zu
machen.

Bei der Ableitung des Gewichtes, das der Fehlergleichung (75c) beizulegen
ist, behalten wir die Annahme, daB die Zahl der Faden- oder Kontaktbeob-
achtungen gleich # sei, bei; die resultierende Gewichtsformel ist leicht auf
den Fall, daB als Beobachtungszeiten nur Koinzidenzmomente vorliegen, zu
spezialisieren; man hat nur #» = 1 zu setzen und an Stelle der VergroBerungs-
zahl V den doppelten Betrag 2V einzufiihren, weil die Relativgeschwindigkeit
der beiden Sternbilder gegeneinander doppelt so groB ist als die Geschwindig-
keit der Bewegung des einzelnen Bildes gegeniiber einem festen Faden.

Es sei &, der wahre Fehler der fingierten BeobachtungsgréBen in den
Fehlergleichungen (75c). Da /; durch die Beziehung

li=Ci— zy— ar,

gesetzt wird:
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definiert ist, wird &; gleich dem wahren &, von {; minus dem wahren Fehler
von dr;. Diesen diirfen wir vernachlissigen, da die Anderungen dr; der Re-
fraktion sehr klein sind. Dagegen fithren wir einen Fehler ein, der anomale
Refraktionsverhiltnisse als Folge einer Zenitablenkung erfaBt, und bezeichnen
diesen Fehler mit ¢,, so daB
&g =¢&+ &

wird.

Fithrt man den wahren Fehler ¢, auf die wahren FehlersU‘,, &xyr Ep; ZU-
riick, so erhilt man

& = &y, sin p;sin ¢; — (&,, sin p, sin g; — &,, cos q;) + &,.
Der ¢, entsprechende mittlere Fehler wird also gleich
m; = my;, sin®p; sin® g; + m*2 + mj.

Fiithrt man hierin m;, auf die Komponenten 4, und b, sowie auf die Zahl »
zuriick, so wird

[ h2
") = % (—392— + ajsin? p; sin? q,-) + m*2 + m. (77a)
FaBt man die vom Sternort unabhéngigen Glieder zusammen und setzt

b2
2
my = nIo”

+ m*2 + m

und fiihrt fiir den Faktor von ap das gleichwertige Produkt sin? a, sin? @, ein,
so erhilt man als Gewicht g; von /; den Ausdruck:

constans

g8 mg + %a% sin? @, sin? q; i (77b)
Wird nur die Koinzidenz des reflektierten Bildes mit dem direkten be-

obachtet, so ist zu setzen

ba

2—_—
my = (ZV)Z

+ m*2 o} (78a)

und constans
8 = ug T aisin® @y sin’a,

(78b)

Fiir die Konstanten der Formel (78b) hat Dr. E. HUNZIKER*) aus seinen
nach der Aug- und Ohrmethode angestellten Beobachtungen die folgenden
Zahlenwerte abgeleitet:

: mg = (07867)2 = 0,75,
ay = (17421)2 = 2,02.

Der Wert von a4, = 17412 = 05094 stimmt mit dem fiir diese Fehlerkompo-

nente aus Meridianbeobachtungen abgeleiteten Wert 0510 gut iiberein. Uber-

*) Band 19 der « Astronomisch-geodatischen Arbeiten in der Schweiz», Seite 45.
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nimmt man aus Meridianbeobachtungen den Wert von 4, = 4{7, so wird mit
2V =140

b 2 S ”
( 2;,) — (0°0336)2 = (0”50)2.

Setzt man den Wert von m*2 zu (0730)2 an, so ldBt sich der Wert von m? ab-
schitzen; die Beziehung (78a) gibt

m? = 0,75 — 0,25 — 0,09 = 0,41,

1
_ m, = - 0"64.

Dieser groBe Betrag ist nicht sehr wahrscheinlich, wenn er ausschlieBlich
der anomalen Refraktion zur Last gelegt werden miiBte. Doch erfaBt die Be-
ziehung (78a) sicher nicht alle systematischen Einfliisse, wie zum Beispiel
Anderungen des Prismenwinkels infolge von Temperaturinderungen. Nimmt
man m* und m, gleich groB an, namlich zu 40730, so folgt aus der Beziehung
(78a) der Wert b, — T'05.

Da man die Koinzidenz zweier Sternbilder nicht so genau auffassen kann
wie den Moment der Bisektion beim Durchgang des Sternbildes durch einen
festen Faden, so ist zu erwarten, daBl man aus Astrolabbeobachtungen einen
groBeren Wert der Komponente b, erhélt als aus Meridiandurchgingen; doch
wird man die VergréBerung vom Wert 457 auf 705 nicht ausschlieBlich diesem
Umstand zur Last legen diirfen; man wird bei der Verteilung des Wertes 0,75
von mg auf einzelne Komponenten neben b,, m* und m, noch nach weiteren
Fehlerquellen suchen miissen.

ZAHLENBEISPIEL

Ort: Astronomische Anstalt der Universitit Basel, Bernoullianum.
Instrument: Prismenastrolab.

Beobachter: TH. NIETHAMMER.

Zeit: 17. Juli 1919.

Das verwendete Prismenastrolab besitzt kein Fadennetz, so daB die einzelne
Durchgangszeit nur auf der Beobachtung des Koinzidenzmomentes beruht. Die
beobachteten Uhrzeiten, die Azimute der Sterne und die scheinbaren Stern-
orter sind in der Tabelle 1 zusammengestellt. Die Uhrzeiten sind nach der Aug-
und Ohrmethode beobachtet und angenédhert auf Sternzeit reduziert worden.

Tabelle 1
T Drac d Boot 110 Herc
Beobachtete Uhrzeit U; 16h56m37578 17h34m22%36 17h38m25551
Rektaszension o 4 19.17: 131117 15 12 16,88 18 42 14,17
Poldistanz 22 16°47’ 27787 5692256763 69°31743%51
Azimut a . 19995 75% 329°%
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Die Berechnung der fingierten Beobachtungsgro8en nach der Beziehung (75a)
ist in der zweiten Tabelle gegeben; es sind folgende Niherungswerte verwendet
worden:

u,= 0,
@, = 42026722700,
Zo = 30 00 32,00.

Die Korrektion dr; wegen der Anderung der Refraktion ist nicht angebracht
worden. ‘ o

Tabelle 2
7 Drac d Boot 110 Herc
U+ ug—o;=. . . . . . .|—2020m33339| 4 2n22m05548 | — 1n03m48566
Py - o e, LSBT 07T T 97432333 9,5437419
AL A L ARRLARRGDIRILID Y SNeATITS 9,9205153 9,9716690
otk toe b v wih LV LB LB nojengi2ss3 19,6112843 9,4117929
cos (U + wg— @) « ..o . o] 99126242 9,9105626 9,9829442
MG ... . .] 92000034 9,7496972 9,8008509
'sin p, sin @ cos (U + ug— «). | = 9,2025276 9,660 2598 9,7837951
log (@) —log(®)= . ... .| 06466007 0,0489755 | - 0,3720022
RadHogs L il ud b, = 170,088 3599 0,2772323 0,1536983
AR A e s gl b 9,9374921 9,9374934
= ... 0 13000034200 | 30900£31773 | 30000730766

Die unbekannten Verbesserungen folgen aus den Gleichungen:

dz — 0,943 d®D + 0,334 du sin @ = + 2792,

dz + 0,252d®P — 0,968 du sin @ = — 0,27,

dz + 0,857d® + 0,515 du sin @ = — 1,34;

die Auflésung fiihrt zu folgenden Werten der Unbekannten z, @ und u:

z = 30°00732700 + dz = 30°00’32758
D = 42 26 22,00 + dD 42 26 19,61
u = 0+ du = + 03 026.

Il

Der Wert von « ist wegen der tédglichen Aberration noch um
du = + 05021 cos z = + 05018
zu verbessern.

Die mittleren Fehler von » und von @ kénnen wir mit Hilfe der Beziehung (76b)
abschitzen, da die drei Sterne sehr nahe in Azimutunterschieden von 120° be-
obachtet sind. Die Formel (77a) gibt mit #» = 1 und mit 2 ¥V an Stelle von V

by \2 ; :
m} = <ﬁ) + a;sin? p; sin2 g; + m*2 + m2.

Als Faktor von aj filhren wir den Mittelwert der drei Sterne, das ist 0,41, ein;
és wird dann

b, \2
it (2—{’/—) + 0,41 af + m*2 + m2.
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Ubernehmen wir die Zahlenwerte
by \2
i, o *2 gt
(ZV) + m*2 4+ m; = 0,75,
ag = 2,02,

so erhilt man
m? = 0,75 4+ 0,41 - 2,02 = 1,58 = (1726)%;

es wird also (sin @ = 0,675):

2
m, sin @ = mo = I/ I3 1726 = + 1703,

m, = + 0310.

b) Die simultane Bestimmung der Zeit, der Polhohe und des Azimutes
zweier Richtungen mit Hilfe von Vertikaldurchgingen 92)

1. Die Funktionaldeterminante. Es seien A;, B;, C; die partiellen Ablei-
tungen der Funktion

y,; = cotg a sin (U; + # — a;) + cotg p;sin @ — cos P cos (U, + u — ;)  (79)

nach %, a und @:

5 0y; _ cos @ sin z; + sin @ cos z; cos a
e sin a sin p; !
0y; sin z;
s S g
oa sin a sin p;
! 0y;  cosz
a0,  Sinag. .

Die Funktionaldeterminante J der drei Funktionen y; (i = 1, 2, 3) in bezug
auf u, a und @ als Unbekannte kann dann in der folgenden Form geschrieben

werden :
J = S4,(B,C; — B;(,),

- worin S die durch zyklische Vertauschung entstehende Summe bezeichnet. Da

s sin (2, — 23)
ByCy = ByCy = o iy sil: Do Sin Py
ist, wird
J -sin®a sin p, sin p, sin p3 = — S (cos D sin z, + sin D cos z,) sin (2, — 2;).
Da aber

Ssin 2, sin(z, — 25) = 0,
S cos z; sin(z, — 23) = 0

ist, wird J identisch gleich null; es besteht also eine Abhingigkeit zwischen
den drei Unbekannten #, a und ®.

Es sei Z’ ein beliebig gewihlter Punkt des Instrumentenvertikales und
@ — PZ’ seine Poldistanz. Ist @’ das Azimut, unter welchem der Meridian
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PZ’ den Vertikal schneidet, und £; der Stundenwinkel des Sternes (x;, ;) von
diesem willkiirlich gewihlten Meridian aus, so besteht die Beziehung

¥, = cotg a’ sin £, + cotg p; sin @ — cos D cos #; = 0.

Da die Funktionaldeterminante von y; (i = 1, 2) in bezug auf &’ und @’ als
Unbekannte nicht verschwindet, wenn z, + 2, ist, so gibt es unendlich viele
zusammengehorige Wertepaare a’ und @', von denen jedes die Lage des In-
strumentenvertikales gegeniiber dem Pol P bestimmt; die Lage des Zenites Z
im Vertikal bleibt aber unbestimmt, auch wenn die Durchgangszeiten U; von
mehr als 2 Sternen beobachtet werden.

Unter den unendlich vielen Wertepaaren von @’ und @’ sind zwei durch
spezielle Werte ausgezeichnet, ndmlich:

1. das Paar, in dem a’ = 90° ist, so daB der Meridian PZ’ senkrecht zum
Vertikal steht, und

2. das Paar, in dem @ = 90° ist.

Im ersten Fall sei Z’' = Z, der FuBpunkt des von P auf den Vertikal ge-
fallten Lotes, der iiber dem Horizont des Beobachtungspunktes liegt; es sei
t, der Stundenwinkel und p, = PZ, die Poldistanz von Z,y. Es wird dann

t; =th—b,
ty=ty— 1.

Da a’ = 90° ist, lauten die Beziehungen y; = 0 (i =1 2):

cotg p, sin po — €0s Py cos (b, — £y) =0,

cotg P, Sin po — €OS Py COS (b — £g) = 0.
Eliminiert man hieraus p,, so wird

tg po = tg P COs (¢ — to) = tg pg Cos (i — to), (80)
und wenn man hierin (f, — £,) mittels
by (b —t0) — (ta— ty)

auf (¢, — #,) zuriickfithrt, so erhdlt man die Beziehung

W cotg p, tg pasin (4 — &)
: oot il 1 — cotg py tg pycos(h — by (81)

Im zweiten Fall, wo @’ = 90°ist, ist Z’ = Z, der Schnittpunkt des Vertikals
mit dem Aquator. Ist #, der Stundenwinkel von Z 5, S0 wird

4

f=h—1t,
Leb— b
und die Beziehungen y; = 0 lauten mit a’ = Fa
cotg ay sin (¢, — ) + cotg p, =0,
cotg a, sin (f, — #,) + cotg p, = 0.

11 Niethammer
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Die Elimination von a, fiihrt zu

— tg @y = tg py sin (fy, — #o) = tg Py sin (f — £p)-
Setzt man in diesen Beziehungen
o= t:) = 90°+ (£ — &),
ty — By =900 + (£, — 1),
so geht sie iiber in die Beziehung (80); es ist aber
to — by = 90°,

denn es steht der Stundenkreis des Punktes (a’ = 90°, @' = p,) senkrecht auf
dem Stundenkreis des Punktes (a’ = a;, @' = 90%, weil Z, Pol zu PZ, als
Polare ist. '

2. Die Reduktionsformeln. Werden die Durchginge von je zwei Sternen
durch zwei verschiedene Vertikale mit derselben Uhr beobachtet, so wird das
Zenit des Beobachtungsortes als Schnittpunkt der beiden Vertikale bestimmt.

Es seien

U,, U, die Uhrzeiten, zu welchen sich die Sterne (a;, #1), (%, #5) im Vertikal
des Azimutes a respektive 2 + 180° und

U,, U, die Uhrzeiten, zu welchen sich die Sterne (a3, p3), (%4, #4) im Vertikal
des Azimutes b respektive b + 180° befunden haben.

Wir fillen von P die Lote auf die beiden Vertikale; es seien
t,, &, die Stundenwinkel der FuBpunkte dieser Lote und
P4, Py ihre Poldistanzen.

t; (i=1,2,3,4) seien die Stundenwinkel der vier Sterne im Moment des
Durchganges durch den Vertikal a respektive b.

Zur Abkiirzung setzen wir

ho=t —ly; laa=1t3—1
- und

b=t =t {g==1{.2).
Li— =1y {1=3 4]

Die Uhrkorrektion %, die Poldistanz @ des Zenites und die Azimute « und b
der beiden Vertikale lassen sich dann in folgender Weise ermitteln. Die Dif-
ferenzen ¢#;, und £, ergeben sich gemiB (81) aus den folgenden Beziehungen:

cotg p, tg p, sin t,
1 — cotg p, tg P cos £,

cotg p, tg pa sin #,
1 — cotg p; tg P, COS f54

cotg t,, =

’ tza - tla FH t12:
(82)
cotg i3, =

) tu T tab — lg4.
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Die Langen der Lote p, und #; folgen dann aus

tg o = tg P1 COS b4 = tg Po COS byq, } (83)
: tg Py = tg p3 COS I3 = tg P4 COS Ly
Eliminiert man @ aus den Beziehungen
cos ¢, = tg p, cotg D,
! cos t, = tg p, cotg D,
fesjolgt cos ¢, cotg p, = cos ¢, cotg p,.
Fiihrt man hierin #, auf ¢, zuriick mittels
und tt: b t(‘;a —t‘;:) + (o —tg) + (s —t), Pag)
so erhdlt man
Sotgd 7 iozit?;f tpga;:té;btab ¢ (84D)
Der Uhrfehler wird dann gleich:
=1t +ta— (Ug— o) =8+ by — (U — )
; =1t +lgp — (Us—ag) = b+ 84y — (Ug— ).
Die Poldistanz @ des Zenites folgt aus
cotg @ = cotg p, cos £, = cotg p, cos t,. (85)
Die beiden Azimute werden gegeben durch die Beziehungen:
S 4 | e

Die Losung der Aufgabe, #, @, a und b zu ermitteln, erfordert die Durchrech-
nung der Gleichungen (82), (83), (84), (85) und (86).

Sind mehr als 2 Sterne in jedem der beiden Vertikale beobachtet worden,
so daB zur Berechnung der Unbekannten die Vorschriften der Ausgleichs-
rechnung angewendet werden miissen, so hat man das Seite 131 auseinander-
gesetzte Verfahren sowohl auf den Vertikal 4 als auf den Vertikal 5 anzu-
wenden. Mit Hilfe der Nédherungswerte u, und ®, berechnet man Niherungs-
werte @; und b; der Azimute:

tg p; cosec @, sin (U; + uy — a;)
1 — tg p; cotg @y cos (U; + uy — a;) -
Die fingierten BeobachtungsgréBen werden, wenn a, und b,, respektive a,+ 180°
und b, + 180° Nédherungswerte der Azimute der beiden Vertikale sind, gleich:

tg a, respektive tg b, = —

lys = a;— a, respektive a; — (ay+180%, (1=1,2,...,n),
by;= b; — by, respektive b; — (b, + 1809), =k 200, #ih
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Setzt man ,
x, = da — du cos D, (87)
Yy du sin @, cos ay + AP sin a,
- %, = db — du cos D, (88)
Vo= du sin @ cos by + dP sin b,
so erhilt man die folgenden Fehlergleichungen
%g SIn 2; TF ¥, €OS 2; = Uy sin 2, + 2,4, =11, 2.0 n (89)
% Sin 2; T 9, cos 2; = by sin z; + Ay, 1.2 .. n)

Die Gewichte dieser Gleichungen sind gleich 1 zu setzen, wenn die Durch-
gangsbeobachtungen an soviel Fiden oder Kontakten gemacht werden, dafl
die Quadrate der mittleren Fehler der fingierten BeobachtungsgréBen cosec? z;
proportional werden.

Sind durch 2 getrennte Ausgleichungen die Unbekannten x und y berechnet,
so folgen die gesuchten Verbesserungen der Niherungswerte aus den Be-
ziehungen:

du sin @, - sin (@ — by) = — Y4 5in by + ¥, sin a,,
d® - sin (ag — by) = + ¥, €0s by — ¥, COS @y,

da = + %, + du cos D,

db = + x, + du cos D,.

Statt daB ein Beobachter mit demselben Instrument die Durchginge in den
beiden Vertikalen vom gleichen Stationspunkt aus beobachtet, kann man auch
zwei Beobachter nebeneinander arbeiten lassen, indem der eine sein Instrument
im Vertikal @, der andere sein Instrument im Vertikal b aufstellt. Wegen der
unmittelbaren Nihe der beiden Aufstellungsorte kann derselbe Naherungswert
@, und, wenn beide Beobachter dieselbe Uhr beniitzen, auch derselbe Nihe-
rungswert #, in die beiden Ausgleichungen eingefithrt werden. Man hat dann
aber in den Beziehungen (87/88) zwischen du, und du, einerseits und zwischen
d®, und dP, andrerseits zu unterscheiden und hat vor der Auflésung du, auf
du, und d®, auf d®, mittels der linearen Breiten- und Langenunterschiede
der beiden Aufstellungsorte zuriickzufiihren.

(90)

3. Beriicksichtigung der tiglichen Aberration. Sind die scheinbaren Orter, die
der Berechnung der fingierten BeobachtungsgroBen zugrunde gelegt werden,
wegen der taglichen Aberration nicht verbessert worden, so hat man die auf
gleiches Gewicht reduzierten BeobachtungsgroBen /,; sin z; respektive /,; sin z;
zu verbessern um den Betrag

— 07322 sin @ cos a* respektive — 07322 sin @ cos b¥,

wobei fiir a* respektive 5* die in die Richtung des Sternes fallenden Azimute
des Instrumentenvertikales einzufiihren sind.
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4. Die mittleren Fehler von du, d®, da und db. Die reduzierten Normal-
gleichungen, zu welchen die Fehlergleichungen (89) fithren, schreiben wir in
der Form:

%+ % Yo =yy; Gewicht [a'a’]
Ya = Ya; Gewicht [6'5;]
por @]
[a’a’]’

. %+ By ¥» = 21; Gewicht [a"a"],

¥s = %3 ; Gewicht [6”b;]
mit ﬂ’ o [all b”]
Q-7 [a” all] .
Die mit Hilfe der Beziehungen (90) berechneten Verbesserungen du, d®, da
und db sind lineare Funktionen der Unbekannten x,, y,, %,, ¥,; bezeichnen wir
mit F irgendeine dieser Funktionen, so ist

FzFixa_}_F;ya'*"F]’.,xb'l'ngb' (A)

Hierin fithren wir die Werte der Ausgleichungsunbekannten auf die von-
einander unabhingigen, den urspriinglichen fingierten BeobachtungsgréBen
vollstandig dquivalenten GroBen y' und y” zuriick; es ist

Bo=ti— Gty W= P
Yo X2 5.0 Vi Lo -
Fiihrt man diese Werte in die Beziehung (A) ein und setzt zur Abkiirzung
Fp=F,—uF; F=F-§F,
so erhdlt man
F=Fip1+Fnta+Fi+Fnxs

" "

Sind nun m,, my, m, , m, der Reihe nach die mittleren Fehler von y;, s, 71 » X2 »
so wird der mittlere Fehler m, von F gegeben durch den Ausdruck:

2 7 . J ’ n ”n "2 n
mp = F2m® + Fy m® + F 2m, % + Fyy my 2.

Die mittleren Fehler der GréBen y lassen sich aber zuriickfiihren auf die
mittleren Fehler des Gewichtes 1 in den beiden Ausgleichungen. Sind ' und m”
diese mittleren Fehler des Gewichtes 1, so ist

m;z L m12/ [alal], milz 5 m”z/ [a”a”],
mE=m'2 [V 5], my?=m"2[b"b]].

Mithin erhélt man die folgenden Ausdriicke fiir .

F/g FII ‘Fn: Fnl
2 % 9 1 21 ng 1 21
mp = (e + ) T ([a”a”]*[b"b;’])'
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Die Koeffizienten F;, F,, F;, F, nehmen in den einzelnen Fillen die fol-
genden Werte an:

F F]f Fy y .14 Fe |

du 0 e s il 0 Bl
sin @ sin (@ —b) sin @ sin (@ — b)

do 0 4 Sinc(ffb) 0 . —S—u%

da 1 — E;szzi—b)cotg¢ 0 4 —;insia%)—cotgdi

db 0 + -;1;% cotg @ 1 — —si:z:—fa)— cotg @

Man erhilt damit die folgenden Ausdriicke fiir die Quadrate der mittleren
Fehler von du, d®, da und db:

1. Mittlerer Fehler m, von du:

2
m“ B ( [b/ b/‘l
2. Mittlerer Fehler mg von d®D:

my, =

sin? b + —— - sin? a) cosec? @ cosec?(a — b).

m"2
" 1]

€052 + — == cos? a) cosec?(a — b).

(war
[o"b1]
3. Mittlerer Fehler m, von da:

1 1 sin b cotg @ ’\2 m"? cotg2Psin%a
[a’a’] + [b7 1] ( sin (@ — b) T ) ) % ["by] sin%(a — b)
4. Mittlerer Fehler my von db:

2 m'? cotg® ®dsin?b re 1 1 sin a cotg @
s [b’by] sin2(b — a) ¢4 [a"a"] i [6"b1] ( sin (b — a) 28 ﬂz) )

[bllb Il]

ms = m’z(

5. Die giinstigsten Beobachtungsumstinde. Es seien ¢; (1 =1, 2,3,4) die
wahren Fehler der 4 fingierten BeobachtungsgréBen /;, von welchen sich die
beiden ersten auf den Vertikal @ und die beiden letzten auf den Vertikal b
beziehen; die Sterne seien zu verschiedenen Seiten des Zenites beobachtet.

Die wahren Fehler der 4 unbekannten Verbesserungen du, d®, da und db
seien &,, &4, & und &,; sie werden durch die folgenden Beziehungen mit den
voneinander unabhingigen wahren Fehlern &; verbunden:

sin z; (g, — &, cos @) — cos z,(&, sin D cos a + &, sin a) = g sin z,
sin z, (&, — &, cos D) + cos 2,(&, sin P cos a + &4 Sin a) = & sin 2z,
sin z3 (&, — &, cos @) — cos z3(¢&, sin D cos b + &4 sin b) = & sin z3,
sin z, (&, — &, cos D) + cos 2z (&, sin D cos b + &4 sin b) = g4 sin z,.
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- Durch Auflésung dieser Gleichungen nach ¢,, &;, &, und &, als Unbekann-
ten erhdlt man folgende Darstellung:

: : sinz; sinz, . sinzgsinz, .
g,sin® sin (a—b) =+ (g — sz)msmb — (&5 — e“)sin(;,—+z4; sin a,
gpsin (a—0b)=— (& — &) SRS cas biki( B a s 0S 4,

sin (2, + 2z,) sin(z; + 24)
&= {sl sin 2, ( COS 2, + sin z, ﬁi—b) cotg d5)

sin b

+ & sin z, (cos z; — sin 2,) = cotg @} - cosec (2, + 2,)

(@—0)
. sin zg sin 24 sin a
~ (& — &) sin(z;+2,) sin(a— D) cotg 2,
Ao e b sin z; sin 2, sin b cotg @

sin(z;+2,) sin(b — a)

-+ { g;8in 23 (cos 2y + sin z, E%)—cotgdi)

: : sin a
+ &4 sin 24 (cos z; — sin z;) S

F T e cotg @ } - cosec (z g+ 24).

Von den wahren Fehlern & gehen wir zu den mittleren Fehlern s iiber.
Dabei machen wir wieder die Annahme, es seien die Durchgangsbeobachtungen
an soviel Fiden oder Kontakten angestellt oder beruhen auf soviel Poin-
tierungen, daB die mittleren Fehler m,, die den wahren Fehlern &; entsprechen,
cosec z; proportional werden; dieser Annahme entsprechend setzen wir

m;, sin? z; = m? = constans.

Zur Vefeinfachung der Schreibweise fithren wir die folgenden Abkiirzungen ein:

sin®a 2 cos?a
(Ha.d)~ sy §\40). = gpv Ty
in2 2. in2 2 5. 2
F(zi’zk) _ _sin 2;+ sm®z; . G(zi,zk) _ cos 2;+ cos®z;

sin2 (z; + 2;) sin? (z; + 2;)

Die Quadrate der mittleren Fehler von du, d®, da und db lassen sich dann
in folgender Form schreiben:

my sin® @ = m? { F (z,, 2) f (b, @) + F (23, 2,) { (a, 0) },
Mg =m?{F (2,2)g (b,a) + F(s5,2) g (2, 0) },
m; = " { G (21, 2) + (F (21, 2,) f (b, @) + F (23, 2y) [ (a, b)) cotg?®
sin z, COS 2, — Sin z; CoS z sin b (91)
b Mlete - Sse—D C°tg¢}'
mj = m? { G (23, 24) + (F(23,24) [ (a, ) + F(z, 2,) f (b, a)) cotg2 ®
sin 2, cOs 24 — sin 2z COS 2 sin a
+% sintz3 -+ z‘)s ; sin (b — a) pole ® } :
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In den beiden letzten Beziehungen verschwinden rechter Hand die Glieder,
welche den Faktor

2 (sin 2;, cos z;, — sin z; cos 2;) = sin 2 2z, — sin 2 z;
enthalten in 2 Fillen, nimlich
a) wenn in jedem der beiden Vertikale die Sterne symmetrisch zum Zenit
beobachtet werden, so daB
zk K Z,~
ist, und
b) wenn die Summe der Zenitdistanzen gleich 90° ist:
Zk + 2; = 900.
Im Falle a) setzen wir
H=R= 2y Bz,
Die Ausdriicke fiir die Quadrate der mittleren Fehler lauten dann:
2
m: sin? @ = 1"2__ {sec®z, f(b, a) + sec®z, f(a, D) },
2
may = mT { sec?z, g (b, a) + sec®z g(a, b) },
¥ (92)
m

5~ cosec? z, + m2cos? @,

m: =

2
2 m 2 2 2
my, = —5— cosec? z, + m,, COs D.

Die Uhrkorrektion und die Polhéhe werden somit am genauesten bestimmt,
wenn man in jedem Vertikal die beiden Sterne ins Zenit riicken 148t, so daB
sec z = 1 wird; das Azimut bleibt dann aber unbestimmt, denn es wird m,
=my =4 oco!

Stehen die beiden Vertikale senkrecht zueinander, so ist

f(a,b) + f(b,a) =g(a,b) +g(b,a) =1. (93)
Sind ferner die Zenitdistanzen in beiden Vertikalen gleich groB, so daB
Y, Berg el
zu setzen ist, so wird:
m? sin? @ = my = —'321—2 sec?z,
m; = my; = ﬁ;— (cosec? z + sec? z cotg? D).

In der letzten Beziehung nimmt der Klammerausdruck den kleinstmog-
lichen Wert an fiir den Wert z = z,, der die Bedingung

tgz,=Vtg @

m?2
my = my, = —— cosec? .

erfiillt; es wird dann
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In mittleren Breiten wird mit tg @ = 1:
%o A%
o ma = 2 my = m> = m; = 2 m?.
Im Falle b), wo z;, + z; = 90° ist, wird
Fly 8 =60, %) — 1.
Somit lauten nun die Ausdriicke fiir die Quadrate der mittleren Fehler:

msin? @ = m2{ (b, a) + f(a, b) },
mo=m*{g(b,a) +¢ (@)}, (94)
m, = my = m® + m: cos? @.

Legt man jetzt die beiden Vertikale senkrecht zueinander, so erhilt man
wegen der Beziehungen (93):

m: sin? @ = m3 = m: sin? @ — m; sin® @ — m2.

Es werden also, ganz unabhingig davon, in welche Richtungen die zu-
einander senkrecht stehenden Vertikale fallen, die Uhrkorrektion und die beiden
Azimute mit derselben Genauigkeit bestimmt; der mittlere Fehler dieser drei
GroBen verhilt sich zum mittleren Fehler der Polhhe wie cosec @ zu 1.

Nach unseren Voraussetzungen ist es gleichgiiltig, an welcher Stelle des
Vertikals die beiden Sterne beobachtet werden; es darf zum Beispiel z; = 0°
und 2z, = 90° gewdhlt werden; bei der praktischen Durchfithrung wird man von
dieser Wahl absehen und sich auf Sterne beschrinken, die nicht zu nahe am
Horizont den Vertikal passieren, um lateralen Refraktionsanomalien nicht
einen zu starken EinfluB einzurdumen.

Will man auf einer Station nur das Azimut einer Richtung bestimmen und
legt auf die gleichzeitige Bestimmung der Polhohe keinen Wert, so kann man
die Frage stellen, in welches Azimut der zweite Vertikal zu legen sei, damit das
Azimut der Objektrichtung aus den Beobachtungen in beiden Vertikalen so
genau als moglich hervorgehe. Wenn die Objektrichtung in den Meridian fillt,
ist offenbar der zweite Vertikal ebenfalls in den Meridian zu legen. Fillt die Ob-
jektrichtung in den ersten Vertikal, so hat man den zweiten Vertikal wieder
in den Meridian fallen zu lassen; denn aus Meridianbeobachtungen geht die
Uhrkorrektion, deren Kenntnis zur Berechnung des Azimutes des im ersten
Vertikal aufgestellten Instrumentes erforderlich ist, am genauesten hervor.
Bei beliebiger Orientierung des Objektvertikales hat man den zweiten Vertikal
aber nicht in den Meridian zu legen, wie aus Folgendem ersichtlich ist. Die
Funktion

Fe, )5~ 1408 - 1 (b, apaoils +isin'd,,

sin?(a — b) ’
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von der die mittleren Fehler der Azimute der beiden Instrumentenvertikale
abhingen, ist formal identisch mit der Funktion F (v, v’), welche die mittleren
Fehler der Uhrkorrektion und des Instrumentenazimutes in der Meridianzeit-
bestimmungsmethode bestimmt (vergleiche Seite 83/84). Die dort gegebene
Diskussion 148t sich auf F(a, b) iibertragen. Bei festgehaltenem Wert von a
nimmt F (a, b) einen Minimalwert an fiir einen Wert b = b,, der die Bedingung
S tga
A ow 1+ tg2a
e Bedi
oder d1§ edingung tg(by— @) = — 2tga
erfiillt. Es wird dann o
F{d. %) = ¥ (1+sin%24q)< 1,
und die Funktion

2 2
Gla,b)=g(a,b) + g(b,a) = 2Lt

sin?(a — b)
von welcher der mittlere Fehler m, der Polh6he abhingt, wird gleich
Gid b)) — % (1 + cos?a + cosec? a).

Am stiarksten weicht der zweite Vertikal vom Meridian ab, wenn a = a,, die
Bedingung 1
sina, =5
erfiillt; es wird dann der a,, entsprechende Wert b = b,, gegeben durch die Be-
ziehung '

1
b bl
e 4= B5916" tmd 1B, == = 19928,
Ferner wird 2
F(am: bm) RN
~
G (am, b) = 2.

In der nachstehenden Tabelle sind zusammengehérige Werte von a, b,
F(a, by) und G (a, by) angegeben.

a by F(a, by) G (a, by)

00007 0°00” 0,500 o
15 00 — 1311 0,534 8,43
30 00 — 19 06 0,625 2,88
3516 — 19 28 0,666. . 233324
45 00 — 19 26 0,750 315
60 00 — 1315 0,875 1,29
7500 — 722 0,967 1,07
90 00 ; 0 00 1,000 1,00
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Die Quadrate der mittleren Fehler von du, d®, da und db nehmen in den

a-Fdllen a—00 35016, 90°

die folgenden Werte an:

(m. F.)2 a=0° a = 35016’ a = 90°
& 1 3 2
m, 2 " cosec? @ ?m” cosec? @ m?2 cosec? @
2 % 7
my o) ?mz m?
2 2 2 : 2 o 2
m; = mj, m?|1+—-cotg? @) | m?|1+-cotg? m?2 cosec? @

Da cosec? @ = 1 + cotg? @ ist, ist im Falle a = 90° der mittlere Fehler s,
oder m, groBer als im Falle 2 = 0° und @ = 35°16’. Der Gewinn an Genauigkeit,
der im Falle a < 90° erzielt wird dadurch, daB der zweite Vertikal mit dem
ersten den Winkel a — b, und nicht den Winkel a — b = 90° bildet, ist relativ
bescheiden; denn es verhilt sich der Faktor (1 + } cotg? @) im Falle a = (0°
zum Faktor cosec? @ =1 + cotg? @ im Falle a = 90° in mittleren Breiten
(cotg @ = 1) wie 3 zu 4. Diese geringe Steigerung der Genauigkeit wird erkauft
durch den Verzicht auf die gleichzeitige Bestimmung des Azimutes einer zwei-
ten Objektrichtung.

Der Ausdruck fiir 72, der im Falle a = 0° gilt, kann dem Ausdruck fiir
m? gegeniibergestellt werden, der im Kapitel V, Seite 124, unter der Annahme
abgeleitet worden ist, daB bei Verwendung der Methode B erginzende Be-
obachtungen im Meridian oder nach der Zingerschen Methode im ersten Ver-
tikal zum Zweck der Ermittlung der Uhrkorrektion gemacht werden. Es ist
dort angenommen worden, daB die beiden im Meridian beobachteten Sterne

sehr nahe Zenitsterne seien; es ist dann

m?2
2
m, = 2 cosec? @,

Hier ist vorausgesetzt worden, daB die im Azimut b beobachteten Sterne die

Bedingune 23+ 24 =900

erfiillen, so daB, wenn @ — b = 90° ist,
m; = m? cosec® @

wird. Trotzdem ist der mittlere Fehler des aus den Beobachtungen in den Ver-
tikalen @ und b, abgeleiteten Azimutes nicht groBer, sondern gleich groB3 wie
in der Methode B der direkten Azimutbestimmung, ndmlich gleich

mﬁ:m“’(l—k%cotgz ¢).
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Der scheinbare Widerspruch 16st sich, wenn man beachtet, daB bei der Azimut-
bestimmung nach der Methode B des Kapitels V die Durchgangsbeobachtungen
zum Zweck der Azimutbestimmung, auch wenn sie im Meridian stattfinden,
vollig unabhéngig sind von den Beobachtungen zum Zweck der Zeitbestimmung,
daB aber hier, bei der simultanen Bestimmung, die Beobachtungen in beiden
Vertikalen Zusammenwirken ; im Falle ¢ = b, = 0° tragen alle Beobachtungen
zur Bestimmung des gemeinsamen Azimutes #nd der Uhrkorrektion bei.

6. Die Laplacesche Kontrollgleichung. Soll die Laplacesche Gleichung in den
beiden Vertikalen aufgestellt werden, so kommt es nur auf die beiden Un-

bekannten %, = da — du cos D,

%, = db — du cos @

an. Die mittleren Fehler m, und m;, von ¥, und #, sind gegeben durch die Aus-
driicke (vergleiche Beziehung (74a), Seite 138):

m2=m?-G(z, 2),
m = m? - G (2, 2,).
Die Unbekannten #x, und x, werden also am genauesten bestimmt, wenn man
die Sterne am Horizont beobachtet (vergleiche Seite 139). Man wird aber in
der praktischen Durchfithrung nicht unnétig iiber 60° Zenitdistanz hinausgehen,
um anormale Refraktionsverhiltnisse nicht einen starken Einflul gewinnen zu
lassen.

7. Historische Bemerkungen. Das hier behandelte Problem der simultanen
Bestimmung ist schon von DANIEL BERNOULLI®) gestellt und gelost worden;
seine Formulierung lautet:

Connoissant les déclinaisons et les ascensions droites de quatre astres
E, E’, ¢, &, etlintervalle de tems entre les momens o1 E se trouve dans
un méme vertical avec E’, et ol ¢ se trouve dans un méme vertical avec ¢’,
trouver I’heure de 1'une des observations (et la hauteur du pole).

BERNOULLI hat sich mit den Aufgaben der astronomisch-geographischen °
Ortsbestimmung abgegeben, als er sich um den Preis bewarb, den die Akademie
der Wissenschaften zu Paris ausgeschrieben hatte fiir die beste Losung des
Problemes, die Linge eines Punktes auf dem Meere zu bestimmen. Um an-
zudeuten, daB es ihm mehr auf die zur Lingenbestimmung erforderliche Zeit
ankomme als auf die Polhohe, hat er offenbar die letzten Worte der Formu-
lierung in Klammern gesetzt.

Um das Jahr 1890 hat sich mit dieser Aufgabe W. F. WISLICENUS %), um
1935 F. KEPINsKI®) und um 1940 E. Guyor %) beschiftigt. WISLICENUS
und GuYoOT scheinen von der Behandlung der Aufgabe durch BERNOULLI keine
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Kenntnis gehabt zu haben; ob auch KEPINSKI nicht, steht dahin, da uns seine
Abhandlung nicht zugénglich ist. WisLICENUS und GuyoT gehen nur auf die
Bestimmung der Zeit und der Polhéhe ein und legen auf die gleichzeitige Er-
mittlung des Azimutes keinen Wert.

Die Frage der giinstigsten Beobachtungsumstinde wird schon von BER-
NouLLI aufgeworfen und besprochen; doch waren die Voraussetzungen, diese
Frage einwandfrei zu behandeln, zu seiner Zeit noch nicht gegeben. WISLICENUS
geht auch darauf ein; doch ist seine Behandlung unvollstindig und nicht er-
schopfend.



