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1 Einleitung und Problemstellung

In der Finanz- und Versicherungsmathematik spielen die Zinsstrukturen seit Anbeginn
des Finanz- und Versicherungswesens eine zentrale Rolle. Durch die neue Rechtsgrundlage
Solvency II wird eine mit dem Finanzmarkt konsistente Bewertung von Versicherungsver-
bindlichkeiten gefordert. Unter Versicherungsverbindlichkeiten versteht man zum Beispiel
Lebensversicherungsvertrige oder Pensionsversicherungsvertrage welche sich iiber lange
Zeitrdume von iiber 30 Jahren erstrecken konnen. Da der Markt aber nur Zinsstrukturen
von begrenzter Laufzeit bietet, wie zum Beispiel dreiffig jahrige Staatsanleihen, wirft dass
die Frage nach geeigneten Strukturen zur Absicherung von langfristigen Verbindlichkeiten
auf. Auch das damit verbundene Risiko sowie Anlagestrategien zur Absicherung solcher
Risiken sind Bestandteil einer Markt konsistenten somit rechtskonformen Bewertung von
solchen Verbindlichkeiten.

Diese Arbeit behandelt die oben beschriebene Fragestellung von langfristigen Verbindlich-
keiten mit Hilfe von Zinsstrukturen iiber lange Zeitrdume. Es werden verschiedene Modelle
behandelt mit denen man langfristige Zinsverldufe beschreiben und messen kann. Es wer-
den drei unterschiedliche Modelle gewéhlt um so verschiedenste Sichtweisen zu behandeln.
Das erste Zinsmodell, dass so genannte Nelson-Siegel Verfahren, |Gilli et al.| [2010], be-
schreibt eine deterministische Struktur der Zinsen. Es wurde von Charles Nelson und An-
drew Siegel in den 60er Jahren erdacht und bot eine Basis von parametrischen Zinsmo-
dellen. Lars Svensson erweiterte dieses Modell durch einen weiteren Parameter zu dem
Nelson-Siegel-Svensson Verfahren. Doch man erkannte schnell, dass solche Verfahren zu
wenig Flexibilitdt boten um gute Berechnungsgrundlagen zu generieren.

Die Basis des zweiten Modells bildet das Heath-Jarrow-Morton Gefiige, auch HJM-Modell
genannt, welches in den spéten 80er Jahren von David Heath, Robert A. Jarrow und An-
drew Morton in Heath et al.|[1990] und Heath et al. [1992] vorgestellt wurde. Eine solche
Struktur verfiigt iiber eine Zufallskomponente welche die notige Flexibilitidt in der Zin-
sebene schafft. Das in der Arbeit behandelte Modell basiert auf der Arbeit [Teichmann und
Wiithrich| [2013] und beschreibt Nullkupon Anleihen und die damit verbundene Zinskurve
in diskreter Zeit. Es wird angenommen, dass an endlich vielen Zeitpunkten (zum Beispiel
jeden ersten Tag im Monat) Nullkupon Anleihen existieren. Die Laufzeit jeder einzel-
nen Anleihe betrdgt maximal eine vorher definierte Zeitspanne (zum Beispiel 10 Jahren).
Aus diesen Daten die direkt oder indirekt auf dem Finanzmarkt beobachtbar sind, wer-
den Parameter des Modells geschétzt. AnschlieBend kénnen Vorhersagen beziehungsweise
Schétzungen von Zinsstrukturkurven konstruiert werden, die zur konsistenten Marktbe-
wertung von langfristigen Verbindlichkeiten (Erlebensversicherung, Ablebensversicherung,
usw.) beitragen und gegeniiber dem Nelson Siegel Verfahren die Qualitét deutlich erhohen.
Ein solches Modell wie in |Teichmann und Wiithrich| [2013] bietet auBierdem den Vorteil,
dass wenn es neue Beobachtungen gibt diese Informationen leicht in das Modell miteinflie-
Ben. Somit kénnen neue Beobachtungen in die Berechnungen miteinbezogen werden um so
standig aktuelle Vorhersagen und Schétzungen zu garantieren.

Als drittes Modell wird ein in der Praxis hiufig verwendetes Modell erarbeitet. Es handelt
sich dabei um ein LIBOR-Markt Modell (LMM). Diese Modell wird in vielen Biichern be-



schrieben und es gibt sehr viel spezielle Varianten dieses Modells. Die Grundlage in dieser
Arbeit bildet hier [Glasserman| 2003]. Das LIBOR-Market Modell bietet die Moglichkeit
die Parameter so zu schétzen, dass sie die aktuelle Marktsituation widerspiegeln. Das heift
wenn dieses Modell auf die aktuellen Daten kalibriert ist, kann man Vorhersagen mit Hilfe
von Simulationen generieren. Obwohl dieses Modell viele Schétzungen und Approxima-
tionen verwendet bietet es doch einen guten Vergleich zu den anderen Modellen. Es hat
den Vorteil, dass keine bzw. nur teilweise historische Daten zur Schitzung herangezogen
werden. Die vom Markt beobachteten Daten sind hierbei entscheidend und haben dement-
sprechend groflen Einfluss auf die Schétzungen.

1.1 Einteilung der Arbeit

In Kapitel zwei wird das Nelson-Siegel Verfahren beschrieben. Es werden hier Vorteile sowie
auch Nachteile des Modells erértert und Kalibrierungsergebnisse erarbeitet. Die Kalibrie-
rung wird mit dem in [Gilli et al., 2010] behandelten Algorithmus durchgefiihrt.

In Abschnitt drei wird das Heath-Jarrow-Morton Modell erarbeitet. Es dient als Grundlage
und zum besseren Versténdnis fiir die nachfolgenden Modelle. Dieser Abschnitt beinhaltet
interessante Sichtweisen und dient auch zur Beschreibung des Marktrisikos. Dieses Risiko
ist schwer zu erfassen spielt aber bei Vorhersagen eine bedeutende Rolle.

Das Kapitel vier beinhaltet das Modell nach |[Teichmann und Wiithrich, 2013]. Wie schon
oben Beschrieben ist es ein sehr dynamisches Modell. Es kann einfach an aktuellen Beobach-
tungen adaptiert werden und somit nutzt es neue Informationen um genauere Schétzungen
zu generieren. Am Ende dieses Kapitels werden wiederum Ergebnisse einer Kalibrierung
an Osterreichischen Staatsanleihen angefiihrt.

In Kapitel fiinf folgt das LIBOR-Markt Modell. Grundlagen dafiir bildet [Rebonatol |1999)
und [Fries, 2007]. Die Wahl der Struktur von Volatilitdt und Korrelation sind entschei-
dende Einflussgrofien eines solchen Modells. Hier wird eine Kalibrierung auf Grund der
Datenlage auf den européischen Markt durchgefiithrt. Welcher aber représentativ auch fiir
Osterreichische Zinsstrukturen verwendet werden kann.

In Kapitel sechs wird ein LIBOR-Markt Modell mit Ausfallsrisiko erarbeitet welches aus
der Arbeit [Schonbucher, [2000a] stammt.



2 Nelson-Siegel Verfahren

Ein tragendes Element in Anleihenmérkten sind Zinskurven bzw. Zinsstrukturen. In diesem
Abschnitt wurde als Grundlage die Arbeit |Gilli et al.| [2010] verwendet. Hierbei wurde eine
alternative Berechnungsmethode, sogenanntes , Differential Evolution“, verwendet. Diese
Vorgehensweise bietet die Moglichkeit, Parameteranpassungen des Modells flexibler zu ge-
stalten.

Seien t und T Zeitpunkte, dann beschreibt Y (¢,7), t < T, den Zins in einem Zeitraum
von [t,T]. Diese Funktion stellt die Zinsstruktur dar. Fixiert man den ersten Parameter
t und ldsst T" monoton wachsen, erhédlt man die zum Zeitpunkt ¢ vorherrschende Zins-
struktur (iiblicherweise sollte dies eine ,glatte“ Kurve ohne Spriinge bilden). Andererseits
fixiert man den Parameter 7" und lasst ¢ monoton wachsen, so soll dies eine ,,stochastische
Struktur® bilden. Es soll also die zukiinftige stochastische Zinsstruktur aus der heutigen
vorherrschenden Struktur fortgesetzt werden. Ein Kontrakt der zu einem Zeitpunkt ¢ fixiert
wird und der zum Zeitpunkt T, T' > t, eine Auszahlung von einer Geldeinheit garantiert,
ohne das andere Zahlungen im Zeitraum [t, T] getétigt werden, wird als Nullkupon Anlei-
he bezeichnet. Die Zinskurven Y (¢,T), fiir jedes t eine, lassen sich daher aus den Preisen
von Nullkupon Anleihen ableiten. Sei der Preis einer Nullkupon Anleihe zum Zeitpunkt
t gegeben durch P(t,T), wobei T" die Maturity der Nullkupon Anleihe ist. Dann gilt die
Beziehung

Y(,T):=—

T_tlogP(t,T). (2.1)
Preise von Nullkupon Anleihen sind (logischerweise) positiv und die vorher angefiihrte
Struktur fithrt zu ausschliefSlich positiven Zinsen. Die drei hdufigsten Ausprigungen von
Zinskurven werden durch folgende Begriffe beschrieben. Bei der ersten Form spricht man
von steigenden Zinskurven wenn fiir ein fixes ¢ die Kurve, fiir 7" monoton wachsend, an-
steigt. Die zweite Form von Zinskurven sind flache Zinskurven, es handelt sich dabei um
Zinskurven die nahezu Konstant iiber die Maturity T sind. Die dritte Form von Zinskur-
ven sind inverse Zinskurven, welche mit zunehmender Laufzeit abfallen. In Abbildung
sind alle drei Formen exemplarisch dargestellt. Es konnen auch Mischformen aus den drei
Strukturen auftreten. An den Finanzmérkten sind Nullkupon Anleihen nicht sehr liquide
und man benoétigt andere Quellen zur Beobachtung von Zinswerten. Zwei mogliche Al-
ternative bieten Staatsanleihen und Zins-Swap-Rates. Fiir Laufzeiten unter einem Jahr
werden Zins-Swap-Rates benutzt und fiir Laufzeiten iiber einem Jahr werden Staatsanlei-
hen herangezogen. Es werden Staatsanleihen fiir einen Zeitraum von 1, ..., 10, 15, 20, 25, 30
verwendet. Eine Staatsanleihe generiert jahrlich einen fixen Kupon bzw. einen fixen Zins-
wert auf den Nennwert N. Sei K,(¢,7") die Kupon Anleihe mit fixen Kuponzahlungen ¢ zu
den Kuponzeitpunkten ¢t < t; < to < -+ < t,, < T und mit Laufzeit ' — ¢ (in Jahren),
dann ist mit

K,(t,T) = czn: P(t,ty) + P(t,T)N,

k=1
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Abbildung 1: Exemplarische Formen von Zinskurven

der Preis fixiert (am Ende der Laufzeit wird der Nennwert mit ausbezahlt). Hierbei ist
P(t,ty) = e V&= die Nullkupon Anleihe mit Laufzeit ¢, — ¢. Somit setzen sich
Staatsanleihen aus Nullkupon Anleihen zusammen. Da aber am Markt der Preis einer
Staatsanleihe haufiger beobachtet wird, muss die obige Zusammensetzung von Nullkupon
Anleihen geschétzt werden. Eine mogliches Verfahren, dass gewéhlt werden kann, ist das
Nelson-Siegel Verfahren.

2.1 Parametrisches Zinsmodell [Gilli et al., 2010]

Das Verfahren beschreibt eine Schétzung von Zinssétzen einer Anleihe. Die Grundidee liegt
in der Formulierung der Rendite bzw. des Zinssatzes. Hierbei wird die Annahme getroffen,
dass der Zins, Y (¢,T'), mit Laufzeit 7' — ¢ die Form

besitzt. Der Vektor 5 = (5o, 1, f2,7) ist der Parametervektor der Methode. Der erste Pa-
rameter [y ist unabhéngig von der Laufzeit und daher kann man ihn als einen konstanten
Zins iiber alle Zeitraume betrachten. Der Parameter [3; ist mit v skaliert und héngt von
der Laufzeit ab. Bei steigender Laufzeit (7" steigt also im Wert) sinkt der Einfluss von
B und daher nimmt S; bei kleinerer Laufzeit stirkeren Einfluss auf die Zinsstruktur. Im
Gegensatz zu (3 ist [Py so gewichtet, dass [y bei steigender Laufzeit (7" steigt im Wert)
mehr Einfluss auf die Zinskurve hat.



Die Funktion Rgjeqer hat daher die Eigenschaft, dass sie steigende, fallende, inverse, u-
formige und s-férmige Zinskurven wiedergeben kann. Durch diese Funktion wird eine ge-
eignete Zinsstruktur gebildet. Preise von Staatsanleihen sind iiber die Zeit ¢, also vom Zeit-
punkt der Beobachtung gesehen nicht vergleichbar, da die Laufzeit von solchen Anleihen
einen wesentlichen Faktor bildet. Um Staatsanleihen miteinander vergleichen zu kénnen,
wird die Rendite herangezogen. In Abbildung [2| ist eine Entwicklung von Osterreichischen
Staatsanleihen (genauer ihrer Renditen) dargestellt. Die Beobachtung des Zinsverfalls seit
der Krise 2008 ist hierbei besonders auffillig. Die Rendite ist eine geeignete Wahl zum

Rendite 6sterreichischer Saatsanleihen

Laufzeit

| 1 Jahr
B 5 Jahre
E 10 Jahre

Rendite in %

10.11.08 28.06.10 02.02.12 13.09.13 27.04.15

Datum

Abbildung 2: Beobachtete Renditen von Osterreichischen Staatsanleihen seit Mai 2008

Vergleich von Staatsanleihen, den sie bezieht alle wesentlichen Faktoren, wie zum Beispiel
Laufzeit, aktueller Preis, Nominale und Kupon einer Staatsanleihe mit ein. Demnach ist
die Rendite folgendermaflen definiert.

Definition 2.1. Die Rendite einer Anleihe zum Zeitpunkt t ist gleich demgjenigen Zinssatz
r, mit dem man alle zukiinftigen Zahlungen ¢ abzinsen muss, damit deren Summe gerade
gleich dem Kurswert Ko zum Zettpunkt t der Anleihe ist. Demnach ist die Rendite ry
zum Zeitpunkt t mit einer Restlaufzeit T; —t die Losung folgender Gleichung

1 N+ rp)t -1
Koarie(t) = — il N |. 2.2
l0) = ( D=1, 2.2)

Hierbei ist N die Nominale der Anleihe.



Nelson-Siegel Zinskurven
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Abbildung 3: Zinskurven aus der Nelson-Siegel Methode

Sei nun die Rendite einer Gsterreichischen Staatsanleihe mit Laufzeit T; — t gegeben
durch r¢7,. Das Modell formt nun zur Bestimmung der Parameter ein lineares Gleichungs-
system (der Parameter v wurde hier fixiert)

B ol e I
| LenC O 0 e B _ eI ()|
@0/ o~ SP(T=D) | B = T
: : : Pr :
[ SR SR e (T - 0)/)]
Hier sind n verschiedene Anleihe-Renditen, basierend auf verschiedener Maturity {7} <
Ty, < --- < T,} gegeben. Dieses Gleichungssystem ist fiir n > 3 ein {iberbestimmtes

Gleichungssystem und besitzt daher keine Losung. Es muss daher ein globales Minimum
unter einer Norm bestimmt werden, welches dann eine Losung vom obigen System darstellt.
Wiéhlt man die euklidische Norm kann man die Bestimmung der Parameter v, £y, 81 und
[y auf ein Optimierungsproblem von folgender Form zuriickfithren

ngn Z(RSiegel - rt,Ti)Q-

Der Parameter r, 7, wiederum steht fiir die am Markt beobachteten Renditen von Staatsan-
leihen mit verschiedenen Laufzeiten, zum Beispiel von einem Jahr bis zu zehn Jahren und
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die Summe erstreckt sich iiber die Laufzeiten der Anleihen. Hier wird also an jedem Be-
obachtungszeitpunkt ¢ das obige Optimierungsproblem gelost. Es ist auch eine alternative
Wahl zur Quadratsumme moglich. Zum Beispiel wird das Quadrat durch den absoluten Ab-
stand zwischen dem beobachteten Wert r;, 7, und dem theoretischen Wert Rgjc4e; ersetzt. Es
wird also die Manhattan-Metrik gewéahlt. Auf diese Weise erhélt man pro Beobachtungs-
zeitpunkt einen Vektor 8 der die Zinskurve dann durch Rg,ege beschreibt, aus welcher
dieser wiederum der Preis einer Nullkupon Anleihe berechnet wird.

Abbildung [3| zeigt das Ergebnis mehrerer Parameterschétzungen des Nelson-Siegel Verfah-
rens. Die Abbildung zeigt deutlich die Formverianderung sowie den Zinsverfall im Laufe der
Zeit. Die jiingsten Schéitzungen spiegeln sogar negative Renditen wieder, welche sich auf
das aktuelle Rekordtief des Zinsniveaus beziehen.

Ein Nachteil des Verfahrens ist, dass es sehr statisch ist. Es werden nur Momentaufnahmen
der Zinskurve betrachtet und man kann daher keine Aussagen iiber die weitere Entwick-
lung der Zinsstruktur treffen. Des weiteren ist dieses Modell kein stochastisches Modell,
es sind also keine zufilligen Groflen eingebaut. Es fithrt dazu, dass das Modell unflexi-
bel ist. Trotzdem ist dieses Modell niitzlich um eine Basis fiir weitere Berechnungen von
stochastischen Heath-Jarrow-Morton Modellen zu bilden.

2.2 Kalkulationsergebnisse

Da das Optimierungsproblem nicht von konvexer Natur ist, konnen die Werte von [ stark
schwankend sein. Um Ausreifler zu vermeiden, werden die Grenzen fiir den Wert [5; mit
[0,15], sowie B; € [—15,30] und By € [—30,30] gesetzt. In der Tabelle |1] werden Werte
fiir B jéhrlich angefithrt. Um die deutliche Schwankungsbreite zu veranschaulichen sind
in Abbildung M| die gesamten Schéitzungen der S-Werte dargestellt. Die Dauer einer (-

Beobachtungstag 5o b1 5o
30.12.08 9.122141 | -4.646089 | -5.774192
30.12.09 4.704459 | -4.629867 | 0.06400433
30.12.10 4.942409 | -4.658134 1.956709
29.12.11 0.8453236 | -1.2742825 | 11.3716209
28.12.12 3.510064 | -3.038089 | -5.737580
31.12.13 4.329625 | -3.783375 | -6.368124
30.12.14 10.53732 | -10.52115 | -12.01134

Tabelle 1: Beta jeweils Jahres Ende

Schétzung betragt 3, 65 Sekunden. Es werden insgesamt 162 Monate beobachtet und immer
der jeweils letzte beobachtete Tag eines Monats als Basis der Schitzung fiir 5 verwendet.
Somit représentiert immer der letzte Tag eines Monats an dem Zinssétze beobachtet werden
den Zinssatz des gesamten Monats.
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Abbildung 4: § aus Osterreichischen Staatsanleihen an verschiedenen Zeitpunkten

3 Heath-Jarrow-Morton Modell

3.1 Arbitrage in Bond-Méarkten

Dieses Kapitel beinhaltet Definitionen iiber Arbitrage so wie Siatze und Lemmas aus Mu-
siela und Rutkowski| [2006], [F6llmer und Schied [2011] und Heath et al.| [1990]. Der Aspekt
eines , fairen“ Handelns an Mérkten wird mit dem Begriff der No-Arbitrage abgedeckt. Es
gibt viele mehr oder weniger dquivalente Definitionen von Arbitrage. Die in dieser Arbeit
gewihlte Definition bezieht sich speziell auf Nullkupon Anleihen, welche wieder das Symbol
P(t,T) tragen. Des weiteren wird ein Endzeitpunkt 7™ festgelegt welcher den absoluten
Endzeitpunkt aller Modelle beschreibt. Sei (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum € mit
Wahrscheinlichkeitsmafl P und o-Algebra F'. Sei F = {F;};>o und F, = F eine Filtration
auf dem Raum  und r = (r;)sc,r+ €in F adaptierter Prozess, sodass die risikolose Anlage
P = (P,)sej0,1+ folgendes erfiillt

P =ehrd we 0,17,
Durch die Exponentialfunktion (aus Gleichung (2.1)),
P(t,T) = e T-OYED <7 < T,

ist zu jedem Zeitpunkt ¢ < T* der Preisprozess einer Nullkupon Anleihe P(t,T") strikt
positiv. Es wird sich spéter zeigen, dass durch die Definition einer Arbitrage freien Familie
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von Nullkupon Anleihen P(-, T) fiir jedes T' < T* die Nullkupon Anleihen P(-,T) adaptiert
an I sind. Es sei nun angenommen, dass F die P-vervollsténdigte Filtration ist welche
von einer Brownschen Bewegung erzeugt wird. Im spéteren Verlauf wird diese Brownsche
Bewegung durch den so genannten ,,market price of risk“ angepasst. Dadurch erhélt man
eine bessere Anpassung des Modells an den Markt.

Der hier erwidhnte Prozess r wird auch als ,,Short-Rate” bezeichnet. Ein grofies Gebiet in
der Analyse von Zinsstrukturen bildet die Klasse von Short-Rate Modellen. Diese Modelle
nehmen den Ansatz einer stochastischen Differentialgleichung als Basis fiir die Short-Rate.
Bekannte Modelle sind das Vasicek Modell, Cox-Ingersoll-Ross Modell (CIR) oder aber
auch das Hull-White Modell. Es existiert ein starker Zusammenhang zwischen der Short-
Rate und der spéter definierten ,, Forward Rate®. Daher ist es auch moglich, Modelle fiir
die Forward Rate in Terme eines Short-Rate Modells umzuwandeln. Beginnen wir zunéchst
mit der Arbitrage Bedingung und dem Aspekt des Marktpreisrisikos.

Definition 3.1 (|Musiela und Rutkowskil, 2006]). Fine Familie P(t,T), t <T < T*, von
adaptierten Prozessen (an F) heiffit Arbitrage freie Familie von Bondpreisen relativ zu r
wenn folgende zwei Bedingungen erfillt sind

e P(T,T) =1 fiir jedes T € [0,T%]

o es existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs P* auf (2, Fip+) welches dquivalent zu P ist
und fiir jedes T € [0, T*| die Bedingung erfiillt, dass

Z*(t,T):=P(t,T)/ P, vVt € [0,T] (3.1)
ein Matingal unter P* ist.

Jedes oben genannte Mafl P* wird als Martingalma$ fiir die Familie P(¢,T) bezeich-
net. Die Wahl fiir ein Martingal in (3.1]) fithrt zu folgender Uberlegung. Trivialerweise ist
Z*(t,T) = Ep« (Z*(T,T)|F}) fir t <T ein Martingal, sodass

P(t,T) = PEp- (P |F), Vte[0,T),
erfiillt. Fiir jedes Martingalmafl P* einer Arbitrage freien Familie von Bondpreisen gilt also
P, T) = Ep (e ™), Wt e0,T] (3.2)

Aus diesem Zusammenhang kann der Preis einer Nullkupon Anleihe als ein bedingter
Erwartungswert vom zukiinftigen Zinssatz r interpretiert werden. Auch aus der Darstellung
in sieht man, dass Integrierbarkeit des Prozesses r sowie die Wahl des Martingalmafles
entscheidende Einflussgréfien sind.

3.2 Marktpreisrisiko

Wir definieren nun den F-adaptierten Prozess r als einen Ito Prozess oder in anderen
Worten als Losung einer stochastischen Differentialgleichung. Seien dazu p = (p)i>0 und
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o = (0t)i>0 an die Filtration F adaptierte Prozesse und W = (W;);>o eine Standard
Brownsche Bewegung unter dem Mafl P. Die Differentialgleichung lautet

t t
d?“t = /Ltdt + O'tth To > 0 <— Ty =170+ / /Ludu + / O'uqu YVt € [O,T] (33)
0 0

Das Maf3 P wird als subjektives Mafl angesehen. Durch Konstruktion eines neuen dquivalenten
Mafles, ndmlich des Martingalmafles P*, soll ein objektives Wahrscheinlichkeitsmaf§ defi-
niert werden. Sei zuerst Q ein zu P dquivalentes Maf. Wir verwenden die Radon-Nikodym
Ableitung

dQ

— = Epx / AdW,, | =: np« P-fast sicher. (3.4)
P ;

fiir einen geeigneten vorhersagbaren, R-wertigen Prozess \. Das oben verwendete E- ist
das Doléans Exponential. Die Losung des Doléans Exponentials lautet

. t 1 3
=€y ( / Auqu) = exp ( / AudWo = 5 / IAuIQdU)
0 0 2 Jo

Sei nun \ als adaptierter Prozess gegeben und P* das durch (3.4) gegebene Maf}, dann ist
t
W} =W, — / Aodu Yt €1[0,T7],
0

eine Brownsche Bewegung unter P* und das Maf P* ist nun ein Maf} im Sinne von Definition
3.1l Diese Aussage ist dquivalent zum Satz von Girsanov, welcher im folgenden Absatz fiir
eine mehrdimensionale Brownsche Bewegung angefiihrt ist

Satz 3.1 ([Miiller, 2014]). Sei W eine Brownsche Bewegung auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F,P) und X ein vorhersagbarer Prozess sodass fot Nds < oo P-fast sicher fiir alle

t > 0. Sei weiters
S 1 S
Ns = exp </ A dW,, — —/ |)\u|2dU) ,
0 2 Jo

fir 0 < s <t ein P-Martignal. Dann ist durch % = 1, ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ Q;
definiert das zu P dquivalent ist. Der durch

Wr =W, — / Aodu,
0

definierte Prozess W* = (Wy)s<y ist beziiglich Q; eine Brownsche Bewegung.

Der Satz von Girsanov kann auch fiir allgemeinere Prozesse definiert werden. Dabei
spielt aber die Integrierbarkeit des Prozesses A und der Integrator eine wesentliche Rolle.
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Lemma 3.1 (|Musiela und Rutkowski, 2006|). Angenommen der Prozess r folgt einem Ito
Prozess wie in (3.3)) unter dem MafS P. Sei P(t,T') eine Arbitrage freie Familie von Bond-
preisen relative zu r. Fiir jedes Martingalmaf P* = P* von Definition qilt folgendes:

e Der Prozess r, unter P, erfiillt

d?”t = (,ut + O'tAt)dt + O‘tthA.

o [s existiert ein adaptierter, R-wertiger Prozess b*(t,T), sodass

dP(t,T) = P(t, T)(r dt + b (t, T)dW}).

Daraus ergibt sich fiir jedes T € (0, T*]

t 1 t
P(t,T) = P(0,T)P; exp (/ oM, T)dW, — 5/ 0* (u, T)|2du) :
0 0

Nehmen wir nun an, dass der Prozess r die Bedingung in (3.3)) erfiillt (unter dem
Wabhrscheinlichkeitsmafl P). Es sei P* = P* das zu P iquivalente Wahrscheinlichkeitsmaf.
Wenn wir nun den Preis einer Nullkupon Anleihe durch

P(t,T) = Ep. (e_ N Tud“|FtWA> , (3.5)
definieren, resultiert aus dem Lemma fir P(¢,T) unter dem Maf} P
dP(t,T) = P(t,T) ([re — N0 (t, T)] dt + 0*(t, T)dW,) .

Das lidsst den Schluss zu, dass in einem infinitesimalen Betrachtungszeitraum das Inve-
stieren in Nullkupon Anleihen und die Investition in eine risikolose Anlage im Allgemei-
nen nicht die gleichen Ergebnisse erzielen. Dies wird als Marktpreisrisiko (market price
of risk) bezeichnet. Das halten einer solchen Anleihe beinhaltet also ein Marktrisiko. Fiir
gewohnlich ergibt sich daraus eine hohere Rendite als das investieren in ein Bankguthaben,
welches die risikolose Anlage beschreibt.

Abschliefend ist zu erwahnen, dass das Marktpreisrisiko nicht beobachtbar ist. Doch wenn
die Short-Rate durch gegeben ist, dann kann durch jedes dquivalentes Mafl P* eine
Arbitrage freie Familie von Bondpreisen durch konstruiert werden. Wenn man nun in
P durch P* ersetzt, verschwindet das Marktpreisrisiko. Dies setzt aber voraus, dass
man das Wahrscheinlichkeitsmafl P* wahlen muss, welches im Allgemeinen nicht eindeutig
existiert.

3.3 Diskrete Approximation eines Heath-Jarrow-Morton Modells

In diesen Abschnitt wird ein diskretes HIM-Modell wie in Heath et al. [1990] ausgearbeitet.
Der wichtigste Aspekt eines solchen Modells liegt in der Arbitragefreiheit welche durch
Modellspezifikationen erreicht werden kann. Dieses diskrete Modell bildet die Basis fiir das
in Kapitel 4 spezifizierte Modell.
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3.3.1 Basismodell

Sei J = {0,9,... nd} eine Folge von Zeitpunkten mit Endzeitpunkt 7% = dn und Schritt-
weite 0 > 0. Sei dazu eine diskrete Filtration gegeben durch F = (F});je;. Sei t € J dann
definiert man dazu t = %, die Anzahl der Schritte bis zum Zeitpunkt ¢. Die Forward Rate
f(t,T) beschreibt den Zinssatz im Zeitintervall [T, T + 0] zum Zeitpunkt ¢ und ist durch

f@t,T) :=—log (%)% VI'e J/{0, 7} und t € [0,6,..., T — 0]  (3.6)

definiert. Kehrt man diese Definition um, erhélt man die Darstellung des Preises P(¢,T)
in Termen von f(¢,T). Daraus resultiert

P(t,T) =exp | — Z f(t,j6)8

Es wird das Modell noch durch die Short-Rate und die risikolose Anlage erweitert. Die
Short-Rate sei

r(t) = f(t,1)
und P, erfiillt folgendes
P=1
t
P, = exp (Z r(j5)5> Vte[d,...,0(n—1)].
7=0

Wir formulieren nun f(¢,7") als stochastischen Prozess, sodass die Anfangsbedingungen
{f(0,t) : t € [0,...,0(n — 1)]}, welche deterministisch und vorab gegeben sind, miteinbe-
zogen werden. Hierbei reicht der Zeitpunkt 6(n — 1) aus, da f(0,0(n — 1)) der Zinssatz fiir
den Zeitraum [T* — ¢, T*] ist und so ein Modell bis zum Endzeitpunkt T* beschreibt.

Bedingung 3.1 ([Heath et al., 1990]). Man wdhlt einen fizen aber beliebigen Zeitpunkt
T e€{4,...,0(n—1)}. Die Familie von Forward-Raten erfillt nun die Bedingung

F,T) = £0.7)+ Y aj[un(j6,T) — vi(j6, )] + Y _v1(j5, T)

—I—ij[ug(jé, T) — vs(j6,T)] +Zv2(j5, T), (3.7)

fir jedest € [0, ...,T]. Die Variablen u; : [0, T*] x[0,T*] — R und v; : [0, T*] x[0,T*] — R,
i € {1,2}, sind zufillige Funktionen welche am Zeitpunkt t von Informationen vor t
abhdngen kénnen (messbar beziglich Fy). Des weiteren sind a; und b;, j € [1,...,(T—1)],
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von einander abhdngige Zufallsvariablen die den Wert {0,1} annehmen mit Wahrschein-
lichkeit

qoo(j) fira; =0, b; =0,
qo1(j) fira; =0, b; =1,
¢0(j) fira; =1, b; =0,
qu(j) fira; =1, b; =1.

Auch in diesem Fall konnen die Werte a; und b; von Zeitpunkten in der Vergangenheit
abhdngig sein.

3.3.2 Arbitragebedingungen

Das folgende Lemma gibt Bedingungen vor, unter welchen das Modell (3.7)) keine Arbitrage
Méglichkeiten beinhaltet. Dazu benotigt man noch einen normierten Prozess Z (¢, T'). Dieser
ist dhnlich zu (3.1).

P(t,T)
Z(t,T) = (Pt = exp thjéé ijéjé

Lemma 3.2. Seien die Funktionen {u,(-,T) vl(-,T), ug(-, T)ve (-, T): T €[6,...,6(n—1)]}
gegeben und erfille die Familie von Forward-Raten die Bedingung (3.7) dann sind folgende
Aussagen dquivalent

e Der Forward-Rate Prozess gegeben in (3.7) ist ein Arbitrage freier Preisprozess.

o [s existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs {moo(j), m01(7), m10(j), m1(J)} fir
Jj e A{l,...,(n— 1)} beziglich {a;,b;} welcher sich zu Fins summiert, sodass der
Prozess Z(t,T) ein Martingal beziiglich dieses Wahrscheinlichkeitsmafes fir alle T' €
J/{0} und t € [0,...,T — 9] ist.

e [s existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs {moo(j), m01(7), m10(j), m11(J)} fiir
je{l,....(n—1)} beziglich {a;,b;} welche sich zu Eins summiert, sodass

Too(J) exp <— Z[Ul(t, id) + va(t, ié)]é) +

-1
< Z[vl(t i0) + ua(t,0)] 5) +
i=j
T—-1
Wlo(j)exp< Z[ul(t i0) + va(t,0)] 5) +
< Z[ul(zﬁ i0) + ua(t, i0)] 5)
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Das im letzten Absatz genannte Lemma bestimmt durch Festlegung der Funktionen
1, Vg, Uy, Uug sowie aj, b; fiir j € {1,...,(T—1)} die No-Arbitrage Bedingung. Daraus kann
man viele Arbitrage freie Modelle konstruieren. Ein Beispiel wire das Ho-Lee Modell [Ho
und Lee| 1986]. Hierbei wird b; = vy = uy = 0 gesetzt und wir bezeichnen v; = v sowie
u; = u. Dann ist mit

T-1
h* = exp (— Zu(é,jé)é) und

Jj=1

h = exp (— 20(5,]’5)5) ,

J=1

das Modell fixiert. Durch Anwenden des oben genannten Lemmas lédsst sich nun eine Ar-
bitrage Bedingung herleiten. Fiir mehr Details siehe [Heath et al., [1990].

3.4 Stetiges Heath-Jarrow-Morton Modell

Grundlage fiir diesen Abschnitt bildet hier [Heath et al..|1992] und [Musiela und Rutkowski,
2006]. Diese Arbeiten beschéftigen sich mit einer stetigen Version des Heath-Jarrow-Morton
Konzepts.

3.4.1 Basismodell

Es wird vorausgesetzt das W = (W,);>0 eine auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P,
FY = (FV);>0) gegebene d-dimensionale Brownsche Bewegung ist. F ist also die ver-
vollstiandigte, rechtsstetige natiirliche Filtration der Brownschen Bewegung W. Sei [0, 7]
der Betrachtungszeitraum fiir ein fixes 7% € R*. Zur Formulierung einer Forward-Rate in
einem stetigen Kontext werden wiederum die Preise von Nullkupon Anleihen herangezogen.
Dazu sind einige Bedingungen an den Preis P(¢,T") notwendig.

Bedingung 3.2. Es existieren fir alle t € [0,T*] und T' € [t,T*| die Preise von Nullkupon
Anleihen P(t,T), das heifit zu jeder Laufzeit existiert ein Preis. Des weiteren gilt fir jedes
t € [0,7*] das P(t,t) =1 ist und fir 0 <t <T < T* ist der Preis P(t,T) differenzierbar
im zweiten Argument.

Definition 3.2. Die Forward-Rate in einem stetigen Markt von Nullkupon Anleihen ist
definiert durch
Oln P(t,T)
9T
Durch diese Definition kann der Preis fiir eine Nullkupon Anleihe in Termen der Forward-
Rate gegeben werden durch

F(4,T) = 0<t<T<T, (3.8)

P(t,T) = exp (— /tT f(t,u)du) . vtelo,T). (3.9)
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Diese Formel ist sehr anschaulich, denn dadurch wird der Preis einer Nullkupon Anleihe
durch einen Diskontierungsfaktor beschrieben. Der Faktor besteht aus dem Integral der
Forward-Rate iiber die Laufzeit der Nullkupon Anleihe, also das Integral iiber zukiinftige
Zinssétze im Zeitraum der Laufzeit der Anleihe. Nach der Definition der Forward-Rate
gibt man nun der Foward-Rate eine Struktur. Im Detail wird die Forward-Rate als ein 1t
Prozess modelliert.

Bedingung 3.3. Fir jedes fizierte T in [0, T erfillt die Forward-Rate in einem infini-
tesimalen Betrachtungszeitraum die Bedingung

df (t,T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW, <=

f&,T)=f(0,T)+ /Otoz(u,T)du + /Ota(u, T)dw, Vt € (0,7 (3.10)

fir borelmessbare Funktionen f(0,-) : [0,T*] — R und Funktionen a : C' x Q@ — R bzw.
o:0xQ— R wobei C = {(u,t):0<u<t<T*} ist.

Dieses Gefiige der Forward-Rate wirft natiirlich die Frage der Integrierbarkeit der zwei
Funktionen o und o auf, da in diesem Falle auch stochastische Prozesse als Integratoren
erwiinscht sind. Die folgende Bedingung geniigt zur Erfiillbarkeit der Integrierbarkeit nach
dem Ito Integral.

Bedingung 3.4. Fiir jedes T sind o(-,T) und o(-,T) an W adaptierte Prozesse (a(t,T)
bzw. o(t,T) sind F}V messbar). Fiir diese Prozesse gilt

T T
/ |a(u, T)|du + / lo(u, T)|*du < 0o P-fast sicher.
0 0

Hierbei konnen die Funktionen a und o auch von der Forward-Rate abhéngig sein. Die
Dynamik des Preises einer Nullkupon Anleihe P(t,T) lasst sich nun durch die Funktionen
a und [ sowie die Short-Rate f(t,t) ausdriicken.

Lemma 3.3 (|Musiela und Rutkowski, |2006] Lemma 13.1.1). Der Nullkupon Anleihen
Preis P(t,T) ist gegeben durch

dAP(t,T) = P(t,T)(a(t, T)dt + b(t, T)dW,), (3.11)
wobet a und b
(b, T) = f(t.1) — a*(LT) + %|a*(t, TV bt T) = —o" (£, T).

Fiir jedes t € [0,T)] ist
T T
o (6, T) = / ot w)du, o*(tT) = / o (1, u)du. (3.12)
t t
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Beweis. Sei I; = In P(t,T). In Hinblick auf (3.8) und (3.10]) ldsst sich [; schreiben als

I = —/tTf(O,u)du—/tT/Otoz(v,u)dvdu—/tT/Ota(v,u)qudu,

Wendet man den Satz von Fubini an folgt

T t pT t T
]t:_/ f((),u)du—/ / a(v,u)dudv—/ / o (v, u)dudW,,
t 0o Jt o Jt
oder dquivalent,
T t T t T
L=- [ fowdi- [ [ a@udido- [ [ ot mduan,
Ot (1 12 tO tv
—l—/ f(O,u)du—i—/ / a(v,u)dudv—i—/ / o (v, u)dudW,.
0 0 v 0 v

Fiir die Short-Rate r, gilt,

re = flu,u) = f(0,u) +/0 a(v,u)dv—l—/o o(v,u)dW,,

und daraus folgt dann fiir I,

t t T t T
I, =1+ / rydu — / / a(u,v)dvdu — / / o (u, v)dvdW,.
0 0 u 0 Ju

Setzt man nun die Gleichungen ([3.12)) ein kommt man zu

¢ ¢ ¢
I, = I +/ rodu — / o (u, T)du — / o*(u, T)dW,,.
0 0 0
Um (3.11)) zu erhalten, wendet man auf I; das It6 Lemma an.

3.4.2 Arbitragebedingung

Durch eine Formulierung eines dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafles P* auf einen nor-
mierten Prozess, wie zum Beispiel in , kann man eine Bedingung an die Funktion «a
konstruieren unter welcher dieser normierte Prozess ein Martingal bildet. So erhélt man
eine Arbitrage freie Familie von Bondpreisen die durch die Forward-Rate dargestellt ist.

Die Wahl des normierenden Faktors ist hierbei entscheidend.

e Wihlt man ein Bankguthaben, P, = exp ( fot f (u,u)du) als normierende Grofe,

erhédlt man ein Wahrscheinlichkeitsmafl welches als ,,spot “Martingalmafl bezeichnet

wird. Der normierte Prozess hat die Form
P(t,T)
P

Z(t,T) =
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e Wihlt man die Nullkupon Anleihe P(¢,7*) als normierende Grofle, erreicht man ein
yforward “Martigalmafl. Der normierte Prozess hat in diesem Fall die Form
P(t,T)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kann fiir jede Laufzeit T' ein solches Mafl gewéhlt
werden. Durch den Satz von Girsanov ist Fg(t,T,T*) ein Martingal unter P wenn

(I(t, T) - a(ta T*) = (b(t> T*) - ht)(b(t> T) - b(ta T*))
Hierbei definiert h = (hy)seo.7+ das MafB (siehe (3.4)))

dP* '
- = Eps ( /0 huqu) P-fast sicher.

Bedingung 3.5. Es existiert ein adaptierter R -wertiger Prozess h = (ht)tejo,r+), sodass

Ep <5T* (/0 huqu)> =1,

und, fir jedes T < T* die Bedingung

T 1 [T
/ a(t,u)du + —’/ o(t,u)du
2| Jr

T

2 T*
+ ht/ o(t,u)du =0,

T

erfillt.
Analog kann das Prozedere fiir den Prozess Z(t,T') formuliert werden.

Bedingung 3.6. Es existiert ein adaptierter R*-wertiger Prozess \ = (At)tepo,r+], sodass

e (er- ([ 2w )) =1,

und fiir jedes T < T™* die Bedingung
1
o (t,T) = 5|a*(t,T)|2 —o(t,T)\, Vtel0,T],

erfillt.

Der in der Bedingung definierte Prozess A kann mit dem ,,market price of risk im
Abschnitt B.2] assoziiert werden.

Lemma 3.4. Die Bedingungen in [3.5 und [3.6 sind dquivalent.

Das oben genannte Lemma besagt, dass durch unterschiedliche Normierungsfaktoren
ein gleiches Ergebnis, ndmlich jenes, dass die durch den Normierungsfaktor normierten
Nullkuponanleihen ein Martingal unter dem entsprechendem Maf§ bilden. Dadurch ist die
Definition 3.1 erfiillt und liefert somit eine Arbitrage freie Familie von Bondpreisen. Ab-
schlieBend erhélt man eine Bedingung fiir o in der stochastischen Differentialgleichung
(13.10)):

a(t,T) = o(t, T) /t ' o(t, u)du. (3.13)
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4 Markt konsistentes Zinsmodell

Das folgende Zinsmodel nimmt Zinskurven zur Basis welche in (2.1]) aus Nullkupon Anlei-
hen definiert sind. Also nochmals

Y(t,T) = —

T_tlogP(t,T) 0<t<T.
Hierbei wird es sich spater um ein diskretes stochastisches Modell fiir die Zinskurven han-
deln welches frei von Arbitrage ist. Das Konzept beruht auf den Arbeiten |[Teichmann
und Wiithrich) [2013] sowie [Stefanovits und Wiithrich, 2014]. Man erreicht eine marktnahe
Zinsstruktur mit der auch Vorhersagen iiber zukiinftige Zinsentwicklungen getroffen wer-
den koénnen. Hierbei wird aber ein ganz neu auftretendes Problem nicht mit einbezogen,
némlich jenes Problem, dass es fiir Investitionen mit sehr langen Laufzeiten keine Produkte
am Markt gibt welche diese langen Laufzeiten abdecken. Dieses Risiko wird in [Stefanovits

und Wiithrich, [2014] als ,,reinvestment risk“ bezeichnet. Fiir mehr Details siehe [Stefanovits
und Wiithrich, [2014].

4.1 Diskretes Zinsmodell [Teichmann und Wiithrich, 2013]|

Sei 6 = = € R* fiir n € N eine konstante Schrittweite und 6Ny = {0,0,20,30,...} die
Zeitachse des Modells. Wir behandeln nun Zeitpunkte ¢ € 0Ny und Laufzeiten T € ¢+ 0Nj.
Vorerst wird ein Prozess von Zinskurven definiert welcher Zinskurven mit allen Laufzeiten
beinhaltet. Diese Definition wird spéter auf einen endlichen Zeithorizont der Zinskurven
beschriankt. Der Parameter ¢ hingegen beschreibt den Skalierungsfaktor der Zeit. Wihlt
man zum Beispiel n = 1, bedeutet dies eine jéhrliche Skalierung und fiir n = 12 eine
monatliche Skalierung.

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, P steht hier fiir das am Markt beobachtete
MaB. Sei F = (F})ien, cine aufsteigende Folge von o-Algebren, wobei F, = F' ist. Das
Hauptaugenmerk liegt nun auf dem vektorwertigen Prozess der Zinskurven

(Yt*)t65N0 = (Y<t7 t)? Y<t7t + 5)? Y(tv 1+ 25>’ s ):ﬁeéNo - (Y<t7 1+ m)/m@sNg)tE(SNO' (41)

Wir nehmen nun an, dass (Y,")ieon, €in an F adaptierter Prozess ist, also das (Y))s<
messbar beziiglich F} ist. Im Folgenden benétigen wir ein zu P dquivalentes Wahrschein-
lichkeitsmafl P* um ein Arbitrage freies Modell zu erarbeiten. Hierbei wird implizit eine
wichtige Annahme getroffen, ndmlich jene, dass es ein solches Martingalmafl P* gibt, sodass
der diskontierte Preisprozess der Nullkupon Anleihen P(¢,T') ein Martingal unter diesem
Maf3 bildet.

Es sei (€ )iesn, eine vektorwertiger Gauss-Prozess unter P der zu F adaptiert ist. Die Di-
mension dieses Prozesses wird spéter gleich einem maximalen Zeithorizont der Laufzeit
T € t+ 0Ng von Y(t,T) sein. Diese maximale Laufzeit ist fiir jede Zinskurve aus Y,* fiir
t € 0Ny gleich und wird spéter festgelegt. Im speziellen ist ¢; messbar beziiglich F;, un-
abhéngig von F, 5 und ¢, «~ N(0, 1) fiir jedes t aus 0Ny. Wir definieren P* durch einen
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Dichteprozess 11 = (7;)tesn, Wie in Formel (3.4]). Dann besitzt 7, folgende Form

t/6

1
=TT eww (~3lhall + s ). (42

s=1

Hier entspricht (A;)esn, dem ,market price of risk“. Aus dieser Konstruktion folgt, dass
P* zu PP Aquivalent ist und einen Prozess €] definiert, welcher wiederum ein Gauss-Prozess
unter P* ist. Daraus ergibt sich

€ — At{ﬂ—d = ¢ |Fis. (4.3)

Mit P, wird eine risikolose Anlagemoglichkeit bezeichnet, wie zum Beispiel ein Bankgut-
haben. Dieser Prozess P; soll im Sinne unseres Modells risikolos fiir eine Periode sein. Der
Wert von P ist eins. Die Strategie dieses Prozesses besteht nun darin, zu jedem Zeitpunkt
den Wert den man zu Beginn jedes Intervalles hat, in eine Nullkupon Anleihe fiir das
kommende Zeitintervall zu investieren. Mathematisch formuliert erhilt man dadurch

/-1 t/6—1
P, = exp Z dY (s6,(s+1)0) | = H P71(sd, (s +1)8) > 0.
s=0 s=0

Das Maf§ P* ist durch diesen normierenden Prozess also das ,,spot“ Martingalmaf. Die oben
implizite Annahme, dass der Nullkupon Anleihen Preis unter dem ,spot* Martingalmafl
ein Martingal bildet fiihrt zu folgender Gleichung,

E* [P7'P(t,t +m)|F_s] = P_5P(t — 6,t +m), t,m € oN,. (4.4)

Durch diese Konstruktion und der Annahme der Existenz von P* ist eine notwendige und
hinreichende Bedingung geschaffen worden die Arbitrage ausschlieit. Dies ist ganz im Sinne
des ,,fundamental theorem of asset pricing®, fiir Details siehe [Delbaen und Schachermayer,
1994].

Wir treffen nun im folgenden Abschnitt eine Annahme hinsichtlich der Struktur der Zins-
kurven Y. Um Arbitrage auszuschlielen, wird eine Annahme gewihlt, die dhnlich einer
deterministischen arbitragefreien Zinsstruktur ist. Die Bedingung, sodass ein deterministi-
sches Zinssystem Arbitrage frei ist, lautet vorerst

JY (t,t 4 j6) = (j + 1)8Y (t — 8),t + j6) — 6V (t — 6,1) t € ON,.

Die obige Bedingung wird nun mit zwei weiteren Faktoren erweitert. Einerseits wird ein
deterministischer Faktor o, genauer eine deterministische Funktion a;(¢, 56, (V") s<t—s) und
andererseits eine stochastische Komponente die sich aus einer deterministischen Funktion
vs(t, 70, (Y )s<t—s) und einem Zufallsvektor ¢* (wie in beschrieben) zusammensetzt,
hinzugefiigt. Die Funktion v wird dabei die selbe Dimension wie die Komponente ¢* aus
besitzen. Fiir den Prozess in (4.1)) werden nun folgende Annahmen getroffen:
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Annahme 4.1. Sei € = (€ )esn, €in mehrdimensionaler Gauss-Prozess der zu (Fy)iesn,
adaptiert ist und € ist von F,_s unabhdngig fir jedes t € ONg (siehe (4.3)). Es ezistie-
ren Funktionen os(-,-,-) und vs(-,-,-), sodass die Familie von Zinskurven (Y;)icsn, die
Bedingung
JOY (t,t + jo) =(j + 1)6Y (t — 9,6 4 j0) — oY (t — 6,1)
+as(t, 05, (Y )s<is) + vs(t, 65, (Y )sci—s)T e, VjeN

erfiillen.

Betrachtet man nun die Annahme [4.1] angewandt auf den Preis einer Nullkupon Anleihe
der sich aus (2.1 ergibt, kommt man zu folgendem Ergebnis (fiir j € N)

P(t—0,t 4+ 6j)
P(t —6,t)

P(t,t+06j) = exp (—as(t, 65, (Y )s<t-s) = ws(t, 05, (Y )s<r-5)€") - (4.5)

Wendet man das ,,fundamental theorem of asset pricing*
Ep (P7'P(t,t + 0j)|Fies) = P_sP(t — 6,1 + &7), (4.6)

welches in [£.4] besprochen wurde, auf den Preis einer Nullkupon Anleihe an, fiihrt das
unweigerlich zu einer Arbitrage freien Bedingung an das Modell in Annahme [.1]

Lemma 4.1. Unter der Annahme und der Arbitrage freien Bedingung in (4.6) hat
ag(+, -, ) folgende Form:

as(t, 07, (Y] )s<i—s) = log Ep« [exp(—vs(t, 67, (Y, )s<i—s)€r )| Fis] -

Beweis 4.1. Wir verwenden die Formel (4.6) in Kombination mit (2.1)) sowie die Figen-
schaften fiir messbare Prozesse unter dem bedingten Erwartungswert und erhalten dadurch
folgende Darstellung:

exp(—0Y (t — 6,¢))Bp- [P(t, t + jO)|Fy—s] = P(t — 0,t)Bp- [P(t, t + jO)| Fi—s]
= P<t - 57 t+ .]5) eXp(—O{(;(t, j57 ()/s*>5§t—5)]EP* [exp(—y5(t, 6]7 (Ys*)sﬁt—J)G:/”E—(S]
= P(t—6,t+ j0)

Das Lemma folgt nun aus der Formel

P(t - 57 t+ ]5) eXp(—Oé§<t,j6, <}/s*>s§t—5>EP* [eXp<_V5(t7 5]7 (Ys*)sgt—é)EI/”Ft—&]
— P(t— 6,1+ jb),

welche dquivalent zu der Aussage des Lemmas ist.

Es wird nun eine Struktur gesucht unter der man die Annahme und die Anforde-
rungen an die Funktion as vereinen kann. Um also das Modell zu vervollstdndigen muss
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eine Wahl fiir die Funktion v, sowie €* unter P* und der Maflwechsel zu P* getroffen wer-
den. Zunéachst betrachten wir endlich viele Laufzeiten, sodass M C 0N die behandelten
Laufzeiten von Nullkupon Anleihen reprisentiert, da die Annahme der Existenz von Null-
kupon Anleihen mit jeder moglichen Laufzeit eine sehr starke und auf dem Markt nicht
zutreffende Annahme darstellt. Zunéchst sei d = |M| < oo und,

Y(t,t+k) =Y t € ONg, k€ M,
P(t,t+ k) := Py t € 0Ny, k € M,

P(t,t+ k)
P(t—0,t+ k)’

Yip =kY(t,t+k)— (k+8Y(t—0,t+k) = —log (4.7)

definiert. Hierbei ist die Definition von f@k fiir die Werte t € 6Ny und k € M definiert.
Der Prozess Y ist also der negative logarithmierte Return der Nullkupon Anleihen fiir die
Laufzeit £ € M. Um das Modell nun explizit formulieren zu kénnen, miissen wir v sowie
;| Fy—s unter P* und den Mafiwechsel von P zu P* angeben. Die Zufallskomponente €;|F;_s
ist dquivalent zu und ist ein Zufalls-Zeilenvektor mit Dimension d. Die Struktur von
v hdngt vom gesamten Verlauf der Zinskurve ab. Diese Bedingung an v wird abgeschwécht
indem man die Abhéngigkeit nur auf die letzte Zinskurve bezieht, daraus folgt (zusétzlich
wurde die Funktion mit der Schrittweite 0 skaliert)
vs(t, by (Y )sct—s) = Vou(t, k, Yy 5), Yk e M.

S

Die Funktion v ist nun auch von ¢ unabhingig. Aus Lemma [4.1] folgt nun die Struktur fiir
a durch

Oé(;(t, k? (Y:)Sﬁtfts) :log E[P’* |:6Xp <_\/5V(t7 ka Y;i&)‘s:/) |Ft*5i|
) )
=log (exp <§v (t kaY}*—(s)z)> = Sl kY572, k€ M. (4.8)

In der oben angegebenen Beziehung wurde ausgenutzt, dass €|F;_s einer multivariaten
Standard-Normalverteilung folgt. Des weiteren ist v (t, kY™ 5) | F,_s ein konstanter Vektor.
Somit ist der Ausdruck

exp (—Vou(t, b, Y g)el') | Frs,

die momenterzeugende Funktion der Normalverteilung. Kombiniert man obige Formel (|4.7))
mit dem Ergebnis (4.5 und (4.8)), ergibt sich folgende Form

o P(tt+ k)
Yo = —log (P(t o+ k))

= _log (P(t - 57 t)_l exXp (—g”l/(t, k;7Y;f*—5)||2 - \/Sl/(t, kj,Y;*_(S)E:,))

1
=0 (<Vias + Il b Y IP) + VB R Y ) VEEM, (19)
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Eine mégliche Wahl fiir eine geeignete Struktur von v wird in|Ortega et al.|[2009] angefiihrt.
Zunéchst sei noch der ganze Prozess von Y, definiert durch

T = (Yir)ken-
Die Funktion v wird nun mittels zwei Parametern spezifiziert. Diese sind:

o Volatilitdatsskalierungsfaktor, welcher sich aus einer invertierbaren, linearen Abbil-
dung ¢ : R? — R9 bildet (es wird im weiteren Verlauf die Matrix £(y) = diag(&(y)1, ..., E(y)a)
verwendet).

e Richtungsfaktor, welcher sich aus einer Matrix A* = [yy,...,74] € R4 ~; € RY fiir
alle i € {1,...,d} bildet.

Die zuféllige Komponente des Modells wird nun durch diese zwei Faktoren gesteuert. Ziel
ist es eine Struktur zu erreichen bei der an der i-ten Komponente des Vektors €; ein Faktor
E(y)), y € RY wirkt. Daraus bildet sich die Kovarianzstruktur durch

Ya-(y) = E(y) A" A7E (y).

Wendet man nun die Struktur

V(t7 5]7 Yt*—é) = 5( t*—6)’7j
auf « an, fihrt dies zu (hierbei ist sp(A) = (Ay1,...,A,,) fur A € R™*")
d

5 5 5
alt, 0j,y); = 5 Y _§W)37% = SEW)3sp(NA); = Ssp(Sa- (1)
=1

Mit Formel kann nun zusammenfassend ein Gebilde fiir eine Zinsstruktur konstruiert
werden welche nur Laufzeiten aus M beinhalten. Dabei ist zu beachten, dass die Zinskurve
zum Zeitpunkt ¢ von der Zinskurve Y (¢t — d,t + m) mit m € M abhéngig ist. Dabei muss
also Vorausgesetzt werden, dass zum Zeitpunkt ¢t — § die gesamte Zinskurve (Y (t — §,t —
d +m))mesn bekannt ist.

Annahme 4.2. Sei Y,"; = ((Yiesm+s)mem) firt € ON. Fir t € 6N und Laufzeiten von
Zinskurven aus M wird das Modell gebildet durch:

T, =6 (—Yt&ﬂ + %sp(EA* (Yt_é))) +VOE(Y, )N (e — N)' (4.10)

Hierbei ist sp(X(+)) = (Z11(+), -+, Zaa()) und 1=(1,...,1) € R

In Annahme [4.2] ist das Modell in kompakter Schreibweise zusammengefasst. Um zu
zeigen, dass dieses Modell einem HJM-Modell aus (3.11)) dhnelt, fithrt man die Gleichung
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in (4.10)) in Vektorschreibweise an und erhélt (einfachheitshalber wird Angenommen, dass
M = {0,20,39,...})

-~ I

Yisg —0Yiss Yi_s.26 Yi_s.26 Y525 € — A\
Y, —0Y; 55 6 Y 535 Y 535 Y 535 & — A
~15,25 t—4, t—9,3 t—9,3 +\/5£ t—9,3 A* t +

. v * *\/
Yiss  —0Yigs 3P $ Yi 545 AT (AT)E Yi 545 Yi 545 €& — A

Wenn man nun fiir die k-te Zeile obiger Gleichung ein oy definiert als

!/

Yi_ 525 Yi_ 525
Y 535 Y 535
i BT Rl N )

Yi_s545 Yi_s545
Kk

und zusatzlich ein p, = Y;_;5 definiert, dann kommt man zu einem Preis einer Nullkupon
Anleihe von der Form (hier wurde (4.7) verwendet, sowie das Z Normalverteilt ist)

1
P, 5k = Pi_s sk+6 €XP ((Mk - 502)5 - \/(_SO'kZ) (4.11)

Wenn man genauer betrachtet, dhnelt diese Gleichung einer Losung einer stochasti-
schen Differentialgleichung, im speziellen einer geometrischen Brownschen Bewegung. Dies
spiegelt also das HIM-Gefiige wieder.

Das anschlieBende Lemma charakterisiert den Return T als einen Gauss-Prozess. Es ist zu
beachten, dass nur bedingte Erwartungswerte verwendet wurden, um so ein moglichst dy-
namisches Modell zu konstruieren. Somit ist der Informationsfluss in das Modell integriert
und kann daher laufende Information der Nullkupon Anleihe ,,online“ adaptieren.

Lemma 4.2. Unter den Annahmen 18t Tt\Ft,g ein multivariater Gauss-Prozess unter
P und mit bedingtem Erwartungswert und Kovarianz

B[ TilFis) = (—3@5,51 * %SP(EA* <Yt_5>>> — VEE(Y, D)X,

Cov [Tt|Ft—§} = 02+ (Yt:5>

Zusammengefasst haben wir ein Modell erreicht, das frei von Arbitrage ist, da die Be-
dingung an die Funktion a unter Zuhilfenahme des normierten Prozesses P, ;/P; dies ga-
rantiert. Des weiteren lédsst sich nun eine Vorhersage {iber eine Periode ¢ fiir eine Zinskurve
berechnen. Dadurch wird ermoglicht, dass man auch Zinsstrukturen iiber lange Zeitraume
berechnen kann, um so Barwerte von langfristige Verbindlichkeiten zu bestimmen.
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4.2 Schatzmethode

Im vorangegangenen Kapitel wurde ein Modell konzipiert, dass durch den Parameter

¢ : RY — R¥4 und die Parameter 7, ...,y spezifiziert wird. In diesen Abschnitt wird
nun versucht aus beobachteten Werten aus der Vergangenheit, Schétzer fiir die Parameter
Y, - - -, 7a (Richtungsfaktoren), genauer fiir die Matrix A*, zu konstruieren. Der Parameter

&, welcher den Volatilitédtsskalierungsfaktor entspricht, wird spéter definiert und beschrie-
ben.

777777777

.....

der Beobachtungen sowie von einem Vektor y € R? abhiingig ist. Es wird sich spéter zeigen,
dass die Matrix S einen verzerrten Schétzer fiir die Matrix Y« darstellt. Zunéchst aber
sel

1 -
Cp = — Yo —IT ) RdXK, 4.12
K \/K ([5( 5(k_1)) (SkL e KE ( )
Sk(y) = {(y)CrC€ (y) € R

Wéhlt man ¢t = (K + 1) dann ist Ck eine F;_s5 messbare Zufallsvariable. Wir setzen
P = P* und berechnen den Erwartungswert von Sk (y) fiir ein y € R?. Dazu wird folgende
Funktion definiert,

o) = €0 | =2+ gpEao)] | -2+ JEa0)] (€)Y,

fiir Vektoren z und y aus R?. Zu erwihnen ist, dass die Funktion fj nicht von § abhingig
ist. Aus dem Lemma [4.2 folgt nun direkt, dass

Fa(YemssL, Y Zg) = 026V, B[ DB [T (6(Y,25) )

Die linke Seite dieser Gleichung héngt nur von ¢ durch denn Zeitpunkt ¢t —d ab. Was spéiter
fiir eine Konvergenz fiir  — 0 von Noéten ist. Zunéchst kalkulieren wir den Erwartungswert
von Sk.

Satz 4.1 ([Teichmann und Wiithrich, [2013]). Unter den Modellannahmen [4.9 gilt fir alle
K aus N und y aus R?,

E5[Sk (y)] = 63 (y) + 6°€(y) <% > Eslfa(YVam-na1, Y(;Zla)]) £(y)".

Wird nun ein Zeitpunkt t = 0K fixiert, und wird Angenommen, dass die Summe
beschrankt ist, gilt fiir 6 — 0 die Beziehung

E§[Sk(y)] = 65 (y) + 6°0(1).
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Also folgt, dass bei fallender Schrittweite die Matrix ¥, durch die Matrix Sk geschétzt
werden kann. Wie kann man aus der Kovarianzmatrix ¥, die Richtungsfaktoren 7, ..., 74
bilden? Es stellt sich heraus, dass dies gar nicht von Noten ist, sondern ein Modell erstellt
wird das die selbe Kovarianzstruktur wie das Modell unter der Annahme [£.2] und Lemma
hat. Dadurch wird eine Approximation verwendet, welche die Werte 1, ..., 74 nicht
enthélt aber dafiir ¥ (y) = £(y)A*AYE(y)". Wir definieren dazu also eine zufillige Funktion
w(z,y) fiir 7,y € R? welche die Bedingung ,

= () = —0 4+ S9p(Sk(y)) + EW) Oy, (1.13)

erfiillt. Wobei W;* ein F; messbarer und F;_; unabhéngige standard noramlverteilter Zu-
fallsvektor mit Werten in R¥ ist.

Lemma 4.3. Der Zufallsvektor ki|p,_, besitzt eine d dimensionale Gaussverteilung mit
bedingten Momenten,

Pali] = —07 + Ssp(Sk(w),
Coni_slw] = Sic(y).

Somit folgt # den selben Gesetzen wie T und ist somit eine Approximation fiir die Log-
Returns. Nun ist noch die Wahl des Volatilitdtsskalierungsfaktors £ entscheidend. Dazu
verwenden wir eine Hilfsfunktion A welche wie folgt formuliert ist,

h N R+ — R+,
y = h(y) = 072yl py<e + y7 1gynay.

Die in Abbildung [5] gezeigte Skalierungsfunktion zeigt, wie der Zinssatz skaliert wird.
Bei Zinswerten iiber 6 wird die Wurzel aus dem Zinssatz genommen um groffe Ausreifler

abzustumpfen. Werte kleiner # werden mit dem Wert 02 multipliziert. Die endgiiltige
Wahl von ¢ fillt auf,

E(y) = diag(h(y1), ..., h(yq)) € R4, Vy € R%. (4.14)

Somit kann man (4.14]) in die Matrix C'x einfiigen und erhélt

£0)Cx = =) [e0i T )

= Jtinatitu), - hwa) ([inar 0T )

J

=1,...,

Mit Hilfe dieser Darstellung und mit dem Satz [4.1] kann nun ein Schétzer fiir ¥, aus einer
quadratischen Gleichung bestimmt werden. Sei y = 1 dann folgt mit Theorem (. 1] und mit
@1d),

5ESK(1)] = Sal(1) + (% ZEa[fA<n<k_1),51,n;_5>]) .

k=1
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Volatilitatsskalierungsfaktor

o
o
R
Bl
o
-
1

Abbildung 5: Skalierungsfunktion der Volatilitdat mit 6 = 0.025

Unter (4.14]) sind die Werte der Matrix ¥, (y) durch h(y;)h(y;)s;; furi,j = 1,. .., d gegeben,

wobei A*A* = (s;;);j=1,..4 ist. Betrachtet man zuerst die Diagonalelemente s;; ergibt sich

ein Schétzer aus,
< Ys(k—-1), >2
h(Ys(k—1)m;+1)

1, .
+ ZEO[h(n(k—l),mﬁ-l)ﬂS?i — E§[Ys(k—1),1)5i

-----

5 K
—1* _ *

Hierbei entspricht m; die zu Index i entsprechende Laufzeit. Dies ist eine quadratische
Gleichung a;s% + bs;; + ¢; = 0 in s und besitzt die Koeffizienten

5 o,
a; :E ; Eo[h(}%(lﬂfl),mﬂrl)z]?
5 K
b=1-— % ZES[Y(S(k_UJ],
k=1
) K Ya(kq) 1 )2
¢ =— 0 B[Sk (D] + — Eq ( ’ '
olSx (1)] K; O N\ (Ys(—1)mit1)
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Daraus ergibt sich die Losung,

. —b =+ v/ b2 — 4aici
N 2611' '

Sii
Die endgiiltige Verzerrung ;; des Schétzers der Diagonalelemente ergibt nun,
Bii = 6 (Eg[Sk(1)])is — sii-

Fiir Elemente s;; mit ¢ # j und Laufzeiten m; bzw. m; kann die Gleichung

Ysk-1)1 Ys(r-1)1 }
5VE[S = sij+ Eq [ ’
[ K( J Z }/;S f— 1) mz+1) h(}%(k—l),mj-"l)

1

t+ SR (Yath—1) mie1)h(Yoho1)m, )] 511535
1 h(Ysg—1) m+1)

— —E; Y, -
2 [ o(k=1) 1h(Y:Sk 1) m]+1)
1 h(Ys(k—1).m; +1)}

— ZE; | -
2B Ve

verwendet werden um die gesamte Matrix A*A* Schéatzen zu konnen. Daraus kann auch
die Verzerrung f3; ; berechnet werden.

Die Vorteile dieses Models liegen in der Konstruktion der Schétz-Methodik. Fiir dieses Mo-
dell gibt es eine einfache und schnelle Methode zur Schéitzung von erwarteten Zinskurven.
Auch neue Beobachtungen nach einer Zeitperiode d konnen einfach und schnell adaptiert
werden. Somit kann nach jedem Zeitschritt schnell eine neue Schiatzung berechnet werden.
Der Nachteil liegt darin, dass der Erwartungswert der zukiinftigen Zinskurve T durch das
Lemma[4.3|nur in approximativer Form durch x ermittelt wird. Auch eine zu groie Schritt-
weite kann zu groferen Abweichungen der Erwartung fiithren.

Dennoch ist dieses Modell sehr plausibel und vertritt dabei die Thematik von Arbitrage
freier Bewertung. Anders als das im néchstem Kapitel erarbeitete LIBOR Markt Modell,
verwendet das Modell von [Teichmann und Wiithrich, 2013| keine heuristischen Annah-
men, sonder verwendet die tatsédchlich vorherrschende Zinskurve als Basis.

Bei einer Kalibrierung ist zu beachten, dass die Datenqualitit eine wesentliche Rolle
spielt. Qualitative hochwertige Daten zu beobachten ist sozusagen mehr Aufwand als eine
Schétzung nach dem Modell durchzufiihren. Im folgenden Abschnitt werden Ergebnisse
solcher Schétzungen présentiert.

27



4.3 Kalibrierungs Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden Kalkulationsergebnisse aus dem diskreten Zinsmodell ausge-
wertet. Die Basis der Berechnungen bilden Renditen wie in sie in definiert sind. Es
werden Renditen aus dsterreichischen Staatsanleihen beobachtet und dabei werden Staats-
anleihen verwendet die Laufzeiten (in Jahren) aus {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} besitzen. Die
Daten wurden vom Programm Reuters entnommen. Der entnommenen Datensatz enthielt
nicht fiir jede Laufzeit aus {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} entsprechende Monatsbeobachtungen
fiir 162 Monate. Dies kann man in Abbildung [6] dadurch erkennen, dass nicht alle Linien
gleich lang sind. Ein Teil dieser rohen Daten sind in Abbildung [6] zusammengefasst. Um

Rendite aus 6ster. Saatsanleihen

Laufzeit
B 1-jahng
B 5.jahrig
B 104ahng
B 30-jahrig

Rendite in %

T T T T T T
11.02.1994 29.01.1999 31.07.2003 04.07.2007 12.07.2011 19.02.2014

Index

Abbildung 6: Renditen aus osterreichischen Anleihen

nun einen vollstandigen Datensatz zu gewéahrleisten wurden fehlende Beobachtungen durch
lineare Interpolation erzeugt. Vor allem am Beginn der Zeitreihen (Januar 2002) wurden
Interpolationen verwendet. Spétestens ab dem Jahr 2006 waren keine Interpolationen mehr
notig. Aus den Basis Daten (Renditen) wurden dann, wie im Abschnitt zwei beschrieben,
monatliche Beobachtungen gebildet. Der Zeitraum erstreckt sich von Januar 2002 bis Juni
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2014. Die Parameter sind gegeben durch

N =12
1
12

T =120

Aus diesen Daten wurde dann eine Matrix Cx mit K = 162 errechnet, wie sie in [4.12]
definiert ist. Diese Matrix kann man mit Renditen aus Staatsanleihen vergleichen um so
die Skalierung (siehe anschaulich darzustellen. Ein Teil dieses Ergebnisses sieht man
in Abbildung[7l Um noch das Konvergenzverhalten zu demonstrieren, wurde die Anzahl K

Retrun-Skalierung

Beobachtugnszeitpunkt
W 01072014 =TT

B 01072013 e
W (01.09.2009 el

Retrun in % (skaliert und unskaliert)
0
L

---- Log-Return unskaliert g
— Skalierter Log-Return el 23

I I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120
Laufzeit({delta=1/12)

Abbildung 7: Renditen (skaliert und unskaliert)
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der beobachteten Werte schrittweise erhort bist zu einem Wert von 162. In jedem Schritt
wurde die Matrix Sk errechnet. Das Resultat aus dieser Berechnung fiir S;KZ mit ¢ € {1,12}
ist in Abbildung [§] abgebildet und soll ein Konvergenzverhalten widerspiegeln. Der Index
1 = 1 spiegelt die einmonatige Staatsanleihe wieder sowie der Index ¢ = 12 die einjahrige
Staatsanleihe représentiert. Hierbei ist der Parameter der Skalierungsfunktion &, auf 0 =
0.025 gesetzt worden. Dies ist zu vergleichen mit [Teichmann und Wiithrich) 2013].

Konvergenzverhalten

05

04

B =1 (Monat)
m =12 (Jahr)

s jiin%

01

00
|

0 50 100 150

Abbildung 8: Konvergenzverhalten
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5 LIBOR-Markt Modell

Der literarische Hintergrund diese Kapitels bildet [Glasserman, 2003|,|Rebonatol [1999] und
[Rebonato, [2005]. Vor allem die letzt genannten Arbeiten bilden eine Grundlage fiir die
Struktur der Volatilitdt des LIBOR-Markt Modells. Der LIBOR ist der durchschnittliche,
Banken-interne Zinssatz fiir den sich eine ausgewéhlte Gruppen von Banken, welche an
der Borse von London notiert sind, Geld leiht bzw. entlehnt. Die Abkiirzung LIBOR steht
daher fiir ,London Inter Bank Offered Rate“. Eine gute Einfiihrung in das Modell ist
gegeben in [Fries, [2007] und wird hier als Grundlage verwendet.

Das LIBOR-Markt Modell (LMM) arbeitet anders als das Modell von [Teichmann und
Wiithrich| 2013] direkt mit den Forward-Raten auf einer diskreten Zeitstruktur. Hierbei
wird im LIBOR-Markt Modell die Forward-Rate als LIBOR-Rate bezeichnet.

Definition 5.1. Sei {71y, T1,...,T,} eine diskrete Zeitstruktur (Tenorstruktur) mit T; = 9
firo € Rt undi € {0,1,...,n}. Auf dieser Tenorstruktur wird die LIBOR-rate L; ;(t) € R
fir 1,5 € {0,1,...,n} und i < j dhnlich wie in dadurch definiert, dass L;;(t) =
L(T;,T;,t), t <T; <T; der Zinssatz tiber das Zeitintervall [T;, T;] gemessen am Zeitpunkt
t st.

Unsere Grundbausteine im LIBOR-Markt Modell sind wieder Nullkupon Anleihen
P(T;,Ty) mit Zeitpunkten T;, T} fiir i,k € {0,...,n} und ¢ < k. Die Nullkupon Anlei-
hen sind dadurch an die Tenorstruktur gebunden. Daraus lasst sich nun der Preis einer
Nullkupon Anleihe mit LIBOR-Raten darstellen:

1 P(T;,Ty) — P(T;, Th41)
L(T.. T; T = , 1 < T,
(T T, T0) Tig1 — Ty < P(T;, T41) g
1 =
LUTL T3 T) = (H (14 6Ly 1 (T3)) — 1) . T,<T, <T, (5.1)
J m=k

In der oben angefithrten Gleichung sind die Zeitpunkte T;, Ty, T; aus {0,6,20,...,nd}.
Die Nullkupon Anleihe wird nicht direkt als stochastischer Prozess modelliert. Stattdessen
wird die LIBOR-Rate L; := L; ;1 als stochastischer Prozess konstruiert und dabei wird
die Annahme getroffen, dass L; positiv ist (durch Gleichung werden alle Ly ; durch
L; bestimmt). Dies erreicht man indem man eine geometrische Brownsche Bewegung als
LIBOR-Rate Prozess wéhlt. Diese Bewegung besitzt einen Prozess p als Driftparameter,
sowie eine weitere deterministische Funktion o welche die Volatilitdat der geometrischen
Brownschen Bewegung bildet. Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Filtrati-

.....

fiir die LIBOR-Rate
dL;(t)
Li(t)
Hierbei sind W; fiir i € {1,...,n — 1} an F adaptierte Brownsche Bewegungen unter dem

Maf3 P. Somit handelt es sich pro Zeitintervall jeweils um eine Brownsche Bewegung. Die-
ses System kann zu einer mehrdimensionalen Brownschen Bewegung W = [Wy, ..., W,,_4]

= (t)dt + oi(H)dWi(t), i€ {0,...,n—1}, t<T, (5.2)
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zusammengefasst werden. Die Driftparameter y; fir ¢ € {1,...,n—1} sind an F adaptierte
Prozesse und dadurch sind die Prozesse L; fiir i € {0,...,n — 1} an F adaptierte Pro-
zesse. Diese Struktur der LIBOR-Raten bietet zusitzlich die Moglichkeit, dass man eine
Korrelation zwischen den LIBOR-Raten von verschiedenen Zeitintervallen einbinden kann,
indem man die Brownsche Bewegung W korreliert. Die Korrelationsfunktion ist mit einer
deterministischen Funktion —1 < p <1 folgendermaflen definiert:

Zusitzlich seien Startwerte der LIBOR-Raten L;(0) = L;o € [0, 00) fir alle ¢ € {0,...,n—
1} gegeben. Durch die Einfithrung folgender Notation ldsst sich das System von LIBOR-
Raten vereinfacht in einer Matrix darstellen.

L(T;, Tys1, Th) = Li(T},) = Ly, k<i, i,ke{0,...,n—1}.

Hierbei werden nur Zeitpunkte von der Tenorstruktur gewihlt. Der erste Index von L
entspricht dem Betrachtungszeitpunkt und der zweite Index spiegelt das zur LIBOR-Rate
korrespondierende Intervall wieder. Die Matrix hat die Form:

-fjo,o 1:10,1 cee e [:/o,n—1 |

O L171 e e Ll,n—l

' Loy ... Lo |- (5.4)
|0 ... . 0 L]

Mit dieser Matrix kann man nun Vorhersagen fiir Zinsstrukturen mittels LIBOR-Raten
einfach interpretieren. Am Markt wird die erste Zeile beobachtet, es wird also der Start-
wert festgelegt. Durch eine explizite Wahl einer Volatilitéit sowie einer Korrelationsfunktion
kann man nun eine Monte Carlo Simulation starten und so Preise von Nullkupon Anlei-
hen berechnen. Aus diesen Preisen kann man dann wiederum Zinssétze generieren und so
Zinsvorhersagen bis zum Endzeitpunkt 7;, treffen. Der Drift wird sich spéter durch eine
No-Arbitrage Bedingung aus der Volatilitdt und aus der Korrelation bilden. Eine weitere
Moglichkeit der Verwendung dieses Modells wére z.B. zur Bestimmung von Preisen von
Zinsderivaten wie z.B. Swaptions, Caps, Caplets, usw.

Ein wichtiger Aspekt wird dabei die Volatilitdt und ihre Anpassung an den Markt sein.
Dabei werden anders als in [Teichmann und Wiithrich, [2013] keine historischen Daten,
sondern aktuelle Daten aus Swaptions herangezogen. Das dabei entstehende nicht konvexe
Optimierungsproblem ist nicht leicht 16sbar und wird mit Hilfe von numerischen Program-
men approximiert.

5.1 Drift unter dem Martingalmaf

Um Arbitragemoglichkeiten auszuschliefen, werden Bedingungen an den Drift p in (5.2)
gefordert, sodass der normierte Prozess von L; ein Martingal bildet. Dies geschieht mit Hilfe
von einem normierenden Prozess wie in Definition |3.1] beschrieben. Der Normierungsfaktor
spiegelt hierbei die Wahl des Mafles wieder.
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5.1.1 ,,Spot“ Martingalmaf}

Als normierender Prozess wird jener Prozess N gewéhlt, welcher zum ,,Spot“ Martingalmafl
korrespondiert. Im LIBOR-Markt Modell wird dieses Mafl auch als ,,Spot-LIBOR* Maf3
bezeichnet. Der normierende Prozess hat die Form (¢ € {0,...,7,,_1})

m(t)+1 1 m(t)

N@) = Pt Tuor) 1] 57— = P& Tnwn) [T+ L (T5)8). (5.5)
Es wurde in der oben angefiihrten Gleichung folgendes benutzt,

1 P(Tj-1,Tj 1)
= =1+ L,_(T:_1)d.
P, T,) . P T)) i=1(T5-0)

Die Funktion m ist dabei durch m(t) = max{i : T; < t} definiert. Zur Vollstéindigkeit sei
noch das ,,Spot“ Martingalma$ mit dem Symbol P versehen. Durch die Forderung, dass
ein normierter Preisprozess ein Martingal unter PV bildet, muss

P, Ti)

i)y 1,....nht<T,
N(t)’ 26{077 7n}7

ein Martingal sein. Aus diesem Aufbau kann man nun den Drift fiir die Prozesse L; in (}5.2))
berechnen, denn es muss
P(t,T; :

Drift™" {%} =0 Vie{0,1,...,n},t€{0,.... T, 1 },t <T; (5.6)
gelten. In den folgenden Umformungen wird der Normierungsfaktor und der Preis der
Nullkupon Anleihe durch die LIBOR-Rate ausgedriickt und anschlielend deren Dynamiken
verwendet um eine No-Arbitrage Bedingung fiir i zu erhalten.

P(,T)  Pt,T) ¥ »
N(t)  P(t, Tow+1) 1+ L;(T3)9)

7=0
i—1 m(t)
= ] a+r;m0) " JJO+LiT)8) "
j=m(t)+1 7=0

Nun muss aus (5.6)) gelten, dass

Drift™" | ] (1 +Lid)| =0,
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da

i—1 m(t)
Drift™ | T (+Lj»)o) " [+ L))
| j=m(t)+1 J=0

i—1 m(t)

=prift™ | ] Q+L;we)~| [+ Li(T)0"

[j=m(t)+1 g=0

Da das zweite Produkt in der oben angefiihrten Formel nicht stochastisch ist kann man es
als eine Konstante betrachteten und daher geniigt zur Analyse des Drifts das erste Pro-
dukt.

Durch anwenden der Produktregel fiir stochastische Prozesse (die sich aus der mehrdi-
mensionalen It6 Formel bildet) folgen die nachstehenden Umformungen. Es wurde zur
Vereinfachung der Betrachtungszeitpunkt ignoriert, weil es sich bei jedem Element in den
Formeln (L;(t), u “(t), 0;(t), pr;(t)) um den selben Betrachtungszeitpunkt ¢ handelt.

i—1

o [ Q+Lw)!

k—m(t)+1

ddL; 62d[ L]
Z H 1+5Lk<1+6L) (1+6Lj)3)

ji= m(t)+1 k= 7n(t)+l

ddL, 62d[ L] dd L, 62d[ Ly
* Z H 1+6Lk ( (1+0L;)? i (1 +5Lj)3> <(1+6Ll)2 * (1 +5Ll)3>

l,j= m(t)+1 k= m t)+1

i—1 i—1 i1
1 —0dL; 5%d[L; —0dL; —dédL
- Il =5 | >~ 0 fa <[5L]12+ > TriTiiL
k=m(t+1) t k j=m(t)+1 T oL, ( T J) j,z:ln;(¢)+1 +ol; 1+ !
i—1 i1 j
1 odL; 0dL; &dL
= 11 1+oL 2 “Trsr 2 NI (5lL
k=m(t+1) 0Lk j=m(t)+1 ok I=m(t)+1 T oLy l+oly

Nun folgt fiir i € {1,...,n} und unter dem Mafl PV, dass

i—1 7
5L, §dL;  8dL,
Drift™ |- J J =0.
2 Drif Tvon, T 2 TienTiom
J=m(t)+1 l=m(t)+1

Hinreichend fiir oben angegebene Bedingung ist folgender Ausdruck:

5dL; i 8dL;  8dL,

Drift? |-
rif 1+6L; 1+6L; 1+ 0L

=0, j€{0,...,n—1}.
I=m(t)+1
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Setzt man folgendes ein

dL;

- = uj Nt + O'JdW]P und d[L;, L], = L;Liojo,p;,dt,

j
erhélt man eine Gleichung fiir den Drift ,ug?N. Hierbei sind WJPN fir j € {0,...,n—1} Brown-
sche Bewegungen unter dem Mafl PV. Dieser Drift stellt somit die No-Arbitragebedingung
korrespondierend zum ,,Spot—LIBOR“ Ma#f dar,

6L 5L, 6L,
%gL/l—kéLU” o151 = 0.

J I=m(t)+1

Daraus ergibt sich das Endergebnis durch

So= 3 s Oalm) 57)

Hierbei ist zu beachten, dass der Drift ,u;PN (t) fir t > T nicht definiert ist. Diese Situation
ist aber auch nicht relevant, da der Drift fiir das Intervall [T}, 7T;41] nach dem Zeitpunkt
T; nicht mehr existiert (untere Dreiecksmatrix von (5.4))). Zur Vollstédndigkeit konnte man
in dieser Situation den Drift auf 0 setzten.

In der oben Angefithrten Berechnung des Drifts wird in die Nullkupon Anleihe
P(t,Ty)+1) verwendet. Betrachtet man diesen Aspekt im Detail stellt man fest, dass
man diese Nullkupon Anleihe nicht durch die LIBOR-Raten L; darstellen kann. Bei der
Berechnung des Driftterms verschwindet diese Anleihe wieder und daher ist es moglich
ohne das man Kenntnis iiber die stochastische Zusammensetzung von P(t, Tm(t)+1) besitzt,
den Drift zu bestimmen. Es ist mit dem LIBOR Markt Modell nicht méglich solch kurze
Zinsstrukturen zu generieren. Wenn ¢ € {0,9,...,nd} gewéhlt wird ist dieser Aspekt von
P(t, Ty t)41) irrelevant, da man dann die Nullkupon Anleihen durch die LIBOR-Rate dar-
stellen kann. Das LMM ignoriert daher solch kurze Zinsstrukturen.

An diesem Punkt kann man den Zusammenhang vom LMM und einem stetigen Modell her-
stellen. Wenn man LIBOR-Raten betrachtet die nicht mehr an die Tenorstruktur gebunden
sind, wie z.B. L(T;, T.,t) fir Ty, T, & [Tp,...,T,] kann man auch die kurze Zinsstruktur
durch die LIBOR-Raten beschreiben. Dies fiihrt dann in weiterer Folge zum bekannten
Heath-Jarrow-Morton Modell welches in Kapitel |3| beschreiben wurde. Die LIBOR-Rate
entspricht dann wiederum der Forward-Rate.

Das ,,Spot“Maf} beschreibt den Zins bis zum Zeitpunkt ¢ durch ein Produkt von Auf-
zinsungsfaktoren kombiniert mit dem Abzinsungsfaktor im Intervall [¢t,m(t) + 1]. Diese
,Rollover “-Strategie kommt der Realitdt am néchsten und wird daher in spéterer Folge
als Maf fiir Simulationen gewéhlt.

5.1.2 Weitere Martingalmafle

Da das ,Spot“ Martingalmafl nicht immer die richtige Wahl fiir bestimmte Anwendungs-
zwecke ist, werden in diesem Abschnitt auch andere Mafle und dazu korrespondierenden
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Normierungsprozesse erwahnt. Genauere Berechnungen sind hier nicht mehr angefiihrt und
kénnen in [Fries [2007] nachgelesen werden.

Eine naheliegende Wahl fiir einen Prozess als Normierungsfaktor ist es jene Nullkupon
Anleihe zu wéihlen, welche die ldangste Laufzeit aus der Tenorstruktur besitzt. Demnach ist
N gleich

N(t) = P(t,T,).

Diese Bestimmung fiir N fiihrt zu dem so genannten , Terminalen“ Maf3 (entspricht dem
LForward“ Maf} aus Kapitel . Aus dem selben Argument wie oben, namlich das jede

diskontierte Nullkupon Anleihe ein Martingal unter dem terminalen Maf ist, muss folgendes
gelten (unter dem ,, Terminalen“ Maf)

P(t,T;)
P(t, T,

Dm’ft{ )}:07 Vie{0,...,n—1}.

Wiederum folgt aus der Beziehung % = 14 dLk(t), dass die nachstehende Gleichung
gilt:

n—1 n—1

[ [(1+6Lk(Ty) || = 0,...,m—1}.
,H( OLu(T) PtTk+1 - Pt T,) vie 0. on= 1y

Demnach muss folgendes gelten

k=i

Nun kann dasselbe Prozedere wie in der Herleitung der No-Arbitragebedingung fiir das
»opot* Mafl angewendet werden. Durch Verwendung der Produktregel und durch bestimm-
te Umformungen kommt man auf den folgenden Drift fiir das terminale Maf3

“?N(t) = - i %Uj(t)al@)pj,l(t)'

I=j+1

Dieser Drift verwendet also im Gegensatz zum Drift des ,,Spot® Mafles, LIBOR-Raten die
sich auf Intervalle nach dem Zeitpunkt 7} beziehen.

Bei dem letzten Mafl das hier angefiihrt wird, handelt es sich um das , Tj-Forward“ Ma#f.
Dabei handelt es sich um folgenden Normierungsprozess (mit vorher festgelegtem k €

{0,...,n—1}),

P(t, T, fir ¢t < 7T,
N(t)z{ (7 k) ur it >~ I,

m(t)+1 ..
P(t, Tm(t)Jr]_) sz(k+1 m fiir ¢ > Tk
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Der aus dem oben angefiihrten Normierungsprozess resultierende Drift lautet

k—1

N dLy(t) ,
P I
H; (t> l_§j+:1 1+ 5[4(75) 9j (t)o-l(ij,l(t)? J<k und ¢ < Tj,
NBEN(IS):(), j=k—1undt <7,
J

N dL(t) .

py (1) ;:k T 000 o;j(t)a(t)psa(t), k<j udt<T
J
N dLy(t)
P _ ! . .

py (t) = . E@H T oL () aj(t)oi(t)psa(t), t> Ty

Somit ist der Parameter MPN fiir verschiedene Mafle festgelegt. Im Nachfolgenden wird
ausschliellich das ,,Spot“ Mafl gewahlt und unter diesem Simulationen berechnet. Noch
ausstehend ist die Funktionen o der Volatilitéit sowie die Korrelation p. Diese sind frei zu
wéhlende Funktionen und fixieren damit das LIBOR-Markt Model endgiiltig.

5.2 Korrelation

Um einen Uberblick iiber die Struktur von Korrelationen von Anleihen zu bekommen,
versucht man am Markt geeignete Korrelationen zu erhalten. Dies ist mit Hilfe von histo-
rischen Daten von Anleihen moglich. Unter der empirischen Korrelation

> (i —2)(yi — 9)
\/Z?:l(xi — )2 Z?:ﬂ@/z‘ - ?))2’

wobei x,y € R" sind und & bez. § die arithmetischen Mittel von z bzw. y sind, kann eine
empirische Korrelationsmatrix aufgestellt werden. Die Vektoren x und y werden spéter

Kor(xz,y) =

..........

[9 zeigt eine solche Korrelation zwischen européischen Anleihen in einen Zeitraum iiber die
letzten 10 Jahre. Eine auf Grund der Abbildung [9] moglichst einfache Wahl, wire eine
stetige Funktion die je weiter die Intervalle [T}, T;11] und [T}, Ti44] fir j,k € {0,...,n—1}
entfernt sind desto geringer soll die Korrelation zwischen den jeweiligen LIBOR-Raten L;
und Ly sein. Die Funktion
piy(t) = piy = e 01 fiir @ € (0,00),

erfiillt diese Kriterien. Diese Wahl ist unabhéngig von dem Betrachtungszeitpunkt ¢ und
ist daher nur von der Tenorstruktur abhingig. Diese Art von Korrelation wird auch in
[Fries, |2007] angefiihrt, ist aber durch die begrenzte Flexibilitdt mit nur einem Parameter
« nicht relevant.
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Korrelation von europ. Swap-Zero-Curves

Abbildung 9: Korrelation von européischen Anleihen

In dieser Arbeit wird eine in [Schoenmakers und Coffey, 2003| behandelte Struktur fiir
die Korrelation gewéhlt. Dieser Ansatz fiihrt dazu, dass fiir jede Kombination von Inter-
vallen [T}, T;11] und [T}, Tj14] fiir 4,5 € {0,...,n—1} und ¢ < j ein Korrelationsparameter
gewihlt werden kann. Spéater wird die Anzahl jedoch reduziert um eine stabilere Schétzung

zZu garantieren.
Zunichst sei eine Zahlenfolge {cg, c1,¢o, ..., ¢} mit ¢; € RT gegeben, fiir die gilt

]_:C()<Cl<02<"'<0n_1,

c c c Cp
D22
€1 C2 C3 Cn—1

Eine solche Folge erhilt man z.B. aus einer Zahlenfolge {a1,as,...,a, 1} mit a; € Rt
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durch

= exp (nimin(l—l,i—l)al> , Vie{l,...,n—1}. (5.8)

Es wird nun durch

¢ . . ..
pij=— 1<jundi,je{0,...,n—1}, (5.9)
G
eine Korrelation definiert. Schétzt man nun die Parameter {aq,as, ..., a,_1} legt die oben
angefiihrte Formel die Korrelationen fest. Um die Anzahl der Parameter zu reduzieren wird
a=a; =ay ="+ =a,ound f = a,_; gesetzt. Setzt man in (5.9 die Bedingung (5.8)

ein, fithrt dies zu:
o o i+j+1
pig=exp|—li—jlf—li—jla{(n—1)——F—]).

Da die oben angegebene Funktion stark auf kleine Verdnderungen der Parameter a bzw.
[ reagiert kann man die Gleichung umformen, um so eine, in den Parametern, stabile-
re Funktion zu konstruieren. Fiir weitere Details siehe Schoenmakers und Coffey [2003].
Die neue Korrelationsfunktion ist wiederum unabhéngig vom Betrachtungszeitpunkt ¢ und
besitzt die Form

pij = €xXp (% {— In(pso) + U%D Vi, j€{0,1,...,n—1}.

Hierbei sind po.,n die neuen Parameter der Korrelationsfunktion und es muss gelten, dass
0 < poo < 1 sowie 0 <1 < —In(py) ist.

Somit ist die Struktur von durch die oben konstruierte Form von p festgelegt. Bei der
oben hergeleiteten Korrelation ist zu Beachten, dass es nur eine augenblickliche Korrelation
ist. Das bedeutet, dass die Abhéngigkeit vom Betrachtungszeitpunkt ausgeschlossen wurde.
Um eine bessere Approximation zu erhalten existiert die ,terminale“ Korrelation. Diese
dient zur besseren Beschreibung der Korrelation wird aber hier nicht weiter erértert. Fiir
mehr Information tiber die terminale Korrelation siehe |Brigo und Mercurio, 2007]. Da die
terminalen Korrelation sich nicht nur auf einen Betrachtungszeitpunkt bezieht, existiert
keine analytische geschlossene Formel. Man kénnte dieses Problem mit Hilfe von Monte
Carlo Simulationen entgegenwirken doch der Rechenaufwand erhoht sich dadurch deutlich.
Eine Alternative bilden hier Approximationen. Diese haben den Vorteil, dass sie kaum mehr
Rechenaufwand bendtigen.

Die Kalibrierung der Parameter 7, po, erfolgt nun durch ein Optimierungsproblem. Seien
Beobachtungszeitpunkte 0 < t; < --- < tx gegeben und sei P(t,T]) (t kann hier mit
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t =[ty,... txg] fiir j € {0,...,n — 1} identifiziert werden). Der Vektor P ist dann

A~

P(ty,t; +T})

Pty tx +Tj)

wobei P beobachtete Preise von Nullkupon Anleihen sind. Eine beobachtete Nullkupon
Anleihe P(t,TJ) besteht somit aus einem Vektor dessen Eintrdge an verschiedenen Zeit-
punkten beobachtete Preise von Nullkupon Anleihen sind wobei die Laufzeit 7; an jedem
Zeitpunkt die selbe ist (7} aus der Tenorstruktur gewéhlt). Das Optimierungsproblem hat
die Form

min (Z (01500, poe) — Kor(P(t, T, P(t@))f) (5.10)

P00
2y

sodass 0 <7< —In(peo)
0<peo <1

Somit ist die Korrelation festgelegt und wird in weiterer Folge fiir die Kalibrierung der
Volatilitat verwendet.

5.3 Volatilitat

Ein entscheidender Parameter des ganzen LIBOR-Markt Models ist die Volatilitdt. Da
die Volatilitdtsstruktur in diesem Modell frei wahlbar ist, gibt es dementsprechend viel
Auswahl fiir die Zusammensetzung der Volatilitat. Die Arbeit [Rebonato, [2005] und auch
[Fries, 2007] beschreiben mogliche Ansitze fiir die Volatilitdt. Der Ansatz in dieser Ar-
beit wird sich auf [Rebonato], 2005] beziehen ist aber auch in |Fries, 2007] vorhanden. Die
Anpassung an Marktdaten beruht auf Beobachtungen von gehandelten Derivaten und ist
daher von heuristischer Natur. Dennoch ist diese Vorgehensweise sehr praktikabel und oft
in der Literatur zu finden.

Eine Erweiterung wiére z.B. eine stochastische Volatilitdt. Dieser Ansatz wire dann das
Ende von analytischen Losungen, liefert aber auch ein flexibles System aus LIBOR-Raten.
Der Aufbau und die Bedingungen fiir No-Arbitrage miissten dabei neu iiberdacht wer-
den. Der Prozess der Volatilitit muss auch gewisse Voraussetzungen zur Integrierbarkeit
erfiillen. Eine genaue Spezifikation eines solchen Modells ist nicht Ziel dieser Arbeit. Diese
Modelle dienen hauptséchlich zur Preisfindung von Derivaten und anderen Zertifikaten bei
denen geschlossene Losungen, wie z.B. die Black-Scholes Formel, nicht ausreichend sind.
Ahnlich wie fiir die Korrelation wird eine parametrische Form fiir die Volatilitit gewéhlt.
Es handelt sich dabei um eine Funktion mit drei Parametern o, > 0 und v > —20.
Der Wert —20 ist hier frei gewéhlt, verglichen mit Marktdaten scheint dieser Wert aber
plausibel. Die Funktion o% wird als

ckt) = (a+~4(T,—t) e Tt Wie{0,1,....,n—1} und t < T}, (5.11)

7
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gewiihlt. Die oben festgelegte Struktur der Volatilitit oX hat demnach fiir jede Brownsche
Bewegung W; (sieche (5.2)) bzw. fiir alle ¢ € {0,1,...,n — 1}, L; die selben Parameter
a, B,v. Es gibt noch weitere Ansétze die eine bessere Anpassung an die Marktvolatilitéit
bieten. Eine solche Erweiterung wéren z.B. neue Parameter ¢; € R sodass

o7 (t) = o7 (t) i,
ist. Fiir weitere Details einer solchen Struktur siehe [Rebonatol 2005]. In dieser Arbeit
wird die Volatilitét ((5.11)) in weiterer Folge verwendet. Im néchsten Kapitel wird die Frage

beantwortet wie und unter welchen Annahmen die Volatilitit an den Markt kalibriert
werden kann.

5.3.1 Swaprates und Swaptions

Zu Beginn dieses Abschnitts wird zuerst die sogenannte ,,Swaprate® dargestellt und danach
der Zusammenhang zwischen Swaprates und dem LIBOR-Markt Modell. Die Existenz von
Optionsscheinen auf Swaprates ermdoglicht nun die Kalibrierung der Volatilitat der LIBOR-
Raten durch die Volatilitat der Swaprates. Dadurch erhélt man ein LMM das als Basis ak-
tuelle Marktdaten verwendet und dadurch die Vorhersage von Zinsen realistischer gestalten
soll. Der Nachteil liegt darin, dass fiir jede neue Information die am Markt auftaucht (z.B.
neue Preise von Optionen auf Swaps) das LMM neu kalibriert werden muss.

Ein ,Zinsswap“ ist ein Tausch von Zinssdtzen zu gewissen Konditionen. Eine héaufige
Form von solchen Kontrakten ist z.B. das Tauschen von fixen Zinssidtzen und variablen
Zinsséatzen. Demnach werden die zwei Zahlungen eines solchen Zinsswaps als statische bez.
dynamische Zahlung bezeichnet. Die statische Zahlung (betrachtet zu einem Zeitpunkt ¢)
kann einfach mit Hilfe von Nullkupon Anleihen definiert werden. Dazu sei Nom die No-
minale des Tauschgeschéftes und cy;, ist der fixierte Zinssatz der statischen Zahlung. Die
statische Zahlung A, , in einem Zeitraum von 7}, bis T} fiir p < ¢ ist gegeben durch (am
Startzeitpunkt 7, des Zinsswaps wird noch kein Zinssatz getauscht):

qg—1
A, (t criz) = Nochfiz(SP(t,TiH) fir p,g € {0,1,....,n} ,p<qundte€[0,T,]
i=p
Hierbei wird der Austausch im Zeitraum [T}, T,] durchgefiihrt. Somit besteht der Cashflow
aus abgezinsten Zahlungen wobei der Abzinsungsfaktor durch die Nullkupon Anleihe be-
schrieben wird. Analog kann man die dynamischen Zahlungen dieses Kontrakts wie folgt
definierten

q—1
FLyy(t) = Nom»  Li(t)dP(t, Tiya).
i=p

Diese dynamische Zahlung besitzt den gleichen Aufbau wie die statische Zahlung, es wurde
nur der fixe Zins cy;, durch die LIBOR-Rate ersetzt. Stellt man die LIBOR-Raten mit Hilfe
von Nullkupon Anleihen,

1
L(T3, T t) = < (

P(taTl) B P(taTiJrl)
; )

P(t> 7-'7;4’1)
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dar, erhélt man fiir die dynamischen Zahlungen eine vereinfachte Darstellung
Fvaq(t) = N(P(tan) - P(t7Tq))-
Die Swaprate wird folgendermafien definiert.

Definition 5.2. Die Swaprate S(1,,T,,t) zum Zeitpunkt t und iber den Zeitraum [T,,T,]
ist jener Zinssatz fir eine statische Zahlung (entspricht cyy ), welcher den Zinsswaps tiber
den Zeitraum [T, T,] zum Zeitpunkt t den Wert 0 zuteilt. Demnach gilt

FL,,(t)— A, ., ST, T,t) =0 (5.12)

Fiigt man nun in die Formel (5.12)) die dynamische bzw. statische Zahlung ein, erhélt
man eine Darstellung der Swaprate als gewichtete Summe von LIBOR-Raten.

S(T,, T, t) = Zwl ; (5.13)

Die Gewichte w; haben dabei die Form
P<t7 ,—TiJrl)
S Pt i)

Die Darstellung wird in spéterer Folge noch niitzlich sein um Volatilitdten zu kali-
brieren.

In den folgenden Schritten wird eine Option auf die Swaprate definiert. Diese ist am Markt
beobachtbar und wird als ,, Swaption“ bezeichnet. Durch Annahme einer Log-Normalverteilung
der Swaprate kann ein Zusammenhang zwischen der Volatilitdt der LIBOR-Rate und der
Volatilitat der Swaprate hergestellt werden.

P =

Definition 5.3. FEine europdische Swaption ist eine Option mit Strike K die zum Zeitpunkt
t < T, bewertet ist. Als Basiswert dieser Option wird die Swaprate iiber das Intervall
1, Ty, p < q und p,q € {0,...,n} verwendet. Demnach hat der Payoff einer Swaption
zum Austiibungszeitpunkt T, folgende Struktur

Payof f(Swaption)r, = (S(Tp, T,,T),) — K" AT, T,,T,). (5.14)

Hierbei ist A(Ty, Ty, t) die Annuitdt dber den Zeitraum [T,,T,| zum Zeitpunkt t und kann
durch

TPaTqat Z(SP t E+1

gebildet werden.

Im néchsten Schritt wird eine Formel fiir diesen Optionsschein hergeleitet um so die
implizite Volatilitét fiir die Kalibrierung zu nutzen. Dabei ist zu beachten (aus (5.13)),
dass die Swaprate eine stochastische Struktur besitzt.
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5.3.2 Swaption Black-Scholes Preis

Durch die Annahme der Log-Normalverteilung der Swaprate, dabei entspricht der Erwar-
tungswert dem heutigem Wert der Swaprate, gilt folgende Verteilung fir S(7,,,T,,T}),

1
In (S(T,, T, T},)) ~ N(In[S(T}, Ty, )] — §Uk29p’q,BlackTpv Uép,q,BlackTp)-

Oder als stochastische Differentialgleichung geschrieben

dS, 4

= psdt + s, inst(t)AW?, (5.15)
Sp,q

wobei
2 1 Tr 2
03, 4,Black = —(Tp ), Usp,q,mst(U)du-

Eine solche Annahme ist ein standard Ansatz in der Finanzmathematik. Dieses Umfeld
wird auch als ,,Black-Scholes“ Umfeld bezeichnet. Daraus resultiert die bekannte Black-
Scholes Formel fiir européische Optionen. In obiger Formel ist die Volatilitdt der Swaprate
durch 0% .0 gekennzeichnet, welche spéter durch die am Markt beobachtete implizite
Volatilitat geschétzt wird. Die Swaprate wird hier unabhéngig von der LIBOR-Rate defi-
niert. So kann man die Annuitdt in (5.8) unabhingig von der Swaprate berechnen. Diese
heuristische Annahme muss in der Realitédt nicht zwingend zutreffen. Es dient lediglich
der Vereinfachung um analytische Losungen zu erhalten. Wendet man die Black-Scholes
Formel (dabei wird der Payoff multiplitziet mit der Dichte der Log-Normalverteilung und
anschlieflend integriert) an ergibt sich der Preis einer Swaption durch

Pswaption(t) = [S(Tp, Ty, )@ (h1) — K®(hs)]A(T}, Ty, 1)
In (%) + 508 prack(Tp — 1)
05,Black\/Tp — t
hy — In (%) - %Jg,Black(Tp — )
05.Blackr/Tp — t

Hier sei Angemerkt, dass durch die Normalverteilung der Swaprate Probleme bei der Ver-
traglichkeit mit den LIBOR-Raten auftreten. Die Swaprate welche als Linearkombination
von LIBOR-Raten dargestellt ist kann nicht einer Log-Normalverteilung folgen da
die LIBOR-Raten alle log-normalvereilt sind. Dennoch ist eine solche Annahme aus Sicht
der Kalibrierung sinnvoll und niitzlich. Fiir weitere Details iiber diese Thema sieche [Rebo-
nato, 1999].

hlz

5.3.3 Implizite Volatilitit vs. LIBOR Volatilitat

Durch die Betrachtung der Swaprate als geometrische Brownsche Bewegung ((5.15) und
durch die Formel ((5.13]) wird der Zusammenhang des LMM mit der impliziten Volatilitét
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geformt. Dazu wird die Formel ({5.13]) so dargestellt, dass die Swaprate durch LIBOR-Raten
gebildet wird.

qg—1
Spﬂ = szLz
—Z P(t,T;11)0 I
= >0, P, )0
_Zi:p P(t,Tiy1)0L;
j;; p<t77—}+1)5

_P(tﬂTp) B P(taTq)
;1;; P(thj-i—l)é

Der letzte oben angefiihrte Bruch wird nun durch P(¢,T;) erweitert und die Beziehung

% 14 S Li(L),
fithrt zu folgender Darstellung der Swaprate,
Pty ~ !
Pg Zq_; PJ(Dt(tTJT:l 5
B [T 1(1 +4L;) —
o 0 TL i (1461, )

Nun differenziert man (nach It6) beide Seiten der oben angegebenen Gleichung und be-
trachtet nur jene Teile des Differentials, welche stochastische Integratoren besitzen (nur
diese Teile sind relevant fiir die Beziehung von g ;ns und ol). Daraus ergibt sich

‘” 1 9S,,(t)

dS,q(t) = (...)dt+ S, dL(t)
p,q Pq k — Spq aLk )
q—1
1 9S,,(t)
=(..)dt+S DD Gk (t) Ly (1) AW (t).
( ) p,q( )k:p Sp,q(t) aLk(t) k( ) k( ) k( )
Zur Vereinfachung der Notation sei
g Sea) 0
. AL, (t)
w;(t) = = log S, 4(%).
( ) Sp,q(t) 6L1<t> pQ( )
Daraus ergibt sich,
q—1
dSpq(t) = (... )dt + S, 4(%) Wy (1) ot (£) L (8) AW, (t). (5.16)
k=p



Es wird nun die quadratische Variation verwendet welche aus der Formel (5.15) gebildet
wird. Dadurch ergibt sich in unserem Modell eine quadratische Variation die deterministisch
ist und folgende Form besitzt

! 2
(%) d[Spq(t)]: = USp,q,mst(t)dt.

Aus der Herleitung der stochastischen Differentialgleichung sieht man jedoch, dass
die quadratische Variation von (5.16]) nicht deterministisch ist. Daher ist die Annahme
einer deterministischen Volatilitédtsstruktur der Swaprate in einem LMM nicht ausreichend
um die Variabilitdt der Brownschen Bewegung der Swaprate zu steuern. Tatsache ist, dass
die quadratische Variation aus nicht deterministisch ist und daher die Black Scholes
Formel nicht anwendbar ist. Die Struktur der quadratischen Variation besitzt folgende

Form:
q—1

(527 A9l = X OB OLO L Ot Qo ot 617

k,l=p

An diesem Punkt wird nun eine Approximation verwendet um die Parameter der Funktion
ol durch die Marktvolatilitit 05, 4.Black aus der Black Scholes Formel doch schitzen zu
konnen. Dazu wird folgende Annahme getroffen

0log Sap N 0log Sap
dlog L, ~ dlog Ly

t=0

Es wird also nur der Zeitpunkt ¢ = 0 in Formel ([5.17)) verwendet (nur bei den Termen w
und L) um deterministische Werte zu erhalten (auch als , freezing® bezeichnet),

1 <, » L L
(s;q(t)) AlSpa(t))s ~ %W(O)WOM(O)LKO)% (B (t)prdt.

Fiigt man nun die Marktvolatilitdt mit der hergeleiteten Volatilitdt zusammen ergibt sich
eine Approximationsformel fiir o~ durch

q—1 T,
. . . 1 4
0% Black & wk(O)wl(O)Lk(O)L,(O)T/ or (t)ol (t)prdt.
0

k,l=p p

Eine noch unbekannte Grofie in der oben angegebenen Formel sind die Gewichte 1wy (0).
Sie konnen folgendermafien hergeleitet werden (zur Vereinfachung der Notation wurde der
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Betrachtungszeitpunkt ¢ weggelassen, z.B. entspricht L, = Li(t) und P(T}) = P(t,T})):

> 5=, P(T:1)8

- o <1og<P<Tp> - P(T,)) ~log (Z P(Tj+1)5>)

%(P(Tp) o P(Tq)) Z}I ;agk ( ]+1>6
P(T,) — P(Ty) I P(T)6

J=p

0 1og (P(Tp> —P(Tq>>

Durch die Bedingung

6 .
ip(jj]+1> _ _P(,'Z_Yj-i-l)m falls j+ 1>k
oLy, 0 falls j + 1 < k,

kann man die Formel fiir die Gewichte vereinfachen auf (fiir ¢ = 0)

(0 P(0,T,) . 4 P(0,T;11)0 5

W = .

g P(0,T,) = P(0.T,) = 307} P(0,T;:1)0 ) 1+ Li(0)9

Mit der Formel der Annuitat aus Definition vereinfacht sich die Notation auf

o (0) = P(0,T,) A(T,, T,—1,0) 5
(0) = (P(O,Tp) — P(0,T,) A(Tl,Tq_l,O)) 1+ 6L, (0)

Durch die oben hergeleitete Approximation der Volatilitéit lisst sich die Funktion o* nun
durch numerische Losungsansétze schiatzen. Folgendes Schema fiir das LMM kann nun zur
Kalibrierung verwendet werden:

e Erhebung von folgenden Marktdaten: Preise von Nullkupon Anleihen, Swaptionprei-
se, Zeitreihen von Preisen von Nullkupon Anleihen

e Anpassung der Daten an die Tenorstruktur

e Schitzung der Korrelation (Parameter 7, p,) aus historischen Daten der Nullkupon
Anleihen

e Mit Hilfe der geschétzten Korrelation die Volatilitdt (Parameter «, 8, 7) mittels Ap-
proximationsformel schétzen.

Abschlieflend sind alle Herleitungen im folgenden Satz zusammengefasst.
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Satz 5.1 ([Fries, |2007], Theorem 216). In einem LIBOR-Markt Modell besitzt eine ana-
Iytische Approzimation eines Zinsswaps mit Hilfe der Volatilitit der Black-Scholes Formel
05, ..Black folgende Darstellung

q—1

O-Z',Black = Z Vi (0) 3, (Tp) 1 (0),
k,=p

wobei
TP
S1al(Ty) = / o (1) (Dpus(t)dt,
0

~ 0log(S,,) P(T,) ATy, T,1)\ 0Ly
- Olog(Ly) (P(Tp) - P(T,) A(TI;Tq—1>> L+ 0Ly

Analog zur Korrelation lédsst sich hier wieder ein Optimierungsproblem aufstellen. Es
wird in spéterer Form dann durch numerische Losungsmethoden approximiert.

: 2
E{Ilﬁlgl( § |:O-Si,j,Black

7—1

Vi

1 [T 2
O OLOLO [ oba . rit)ob oyt )
1 JO

kl=i
sodass 0 < a,0 < 3,7 € R.

Da das oben angefiithrte Optimierungsproblem mit wachsenden Beobachtungen von 05, ;,Black
steigenden Rechenaufwand produziert, kann man einen Teil dieses Aufwandes reduzieren
indem man die Gewichte vor dem Start der Optimierung berechnet. Die Gewichte dndern
sich nicht in Abhéngigkeit der verschiedenen Beobachtungen von og, . Biact und kénnen
(bzw. sollen) vorab berechnet und gespeichert werden. Da das obige Optimierungsproblem
nicht konvex ist kénnen auch lokale Maxima als Ergebnis einer numerischen Losung wie-
dergegeben werden. Um solche lokalen Maxima zu vermeiden, werden mehrere Durchléufe
mit verschiedenen Startpunkten kalkuliert. Jenes Ergebnis mit minimalem Abstand (also
minimalem Wert) wird dann als Losung verwendet.

Obwohl fiir diese Kalibrierung bewusst Approximationen und Annahmen getroffen wur-
den, welche nicht den theoretischen Ergebnissen des LIBOR Markt Modells entsprechen,
konnen dennoch gute Ergebnisse fiir Zinsstrukturen erzielt werden. Der grofle Vorteil des
LIBOR Markt Modells (es ist sehr nahe an den Marktdaten kalibriert) macht dieses Mo-
dell fiir viele Anwender zum favorisiertem Zinsmodell. Folgender Ausschnitt aus |[Solvency]
Kaptiel XI, Abschnitt 2, Artikel 77 schreibt z.B. die Verwendung von mafgeblichen risiko-
losen Zinssétzen vor.

,Der beste Schatzwert entspricht dem wahrscheinlichkeitsgewichteten Durchschnitt kiinftiger
Zahlungsstrome (,, Cashflows ) unter Beriicksichtigung des Zeitwerts des Geldes (erwarteter
Barwert kiinftiger Zahlungsstrome) und unter Verwendung der mafigeblichen risikofreien
Zinskurve.“[Solvency].
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5.4 Ergebnisse einer Kalibrierung

Die Datenlage ist entscheidend fiir eine gute Kalibrierung des Modells. Alle verwendeten
Daten wurden dem Programm Reuters entnommen. Das Modell wurde auf den Stichtag
31.12.2014 kalibriert. Das bedeutet, dass alle Daten und Zinssétze an diesem Tage beobach-
tet wurden und die Basis der Kalibrierung bilden. Den Anfang bilden Nullkupon Anleihen
die am Stichtag beobachtet wurden. Dazu wurde die Swap-Zero-Kurve aus européischen
Anleihen ermittelt. Dabei handelt es sich um Jahreszinssétze die Laufzeiten aus

{3m, 6m, 9m, 1y, 1y3m, 1y6, 1y9m, 2y, . .., 9y9Im, 10y,
11y, ..., 15y, 20y, 25y, 30y, 40y, 50y }

besitzen. Fiir diese Anleihen wurden auch historische Zinssédtze beobachtet und daraus
Zeitreihen erstellt (tdgliche Beobachtungen). Der Beginn einer solchen Zeitreihe startet
mit dem 31.07.2009 und Endet am Stichtag den 31.12.2014.

In Abbildung [10]ist die Zinskurve per 31.12.2014 aus européischen Anleihen zu sehen. Die

Zinskurve am 31.12.2014

15

10

% pa

05
|

0.0

Laufzeit

Abbildung 10: Zinsbeobachtung

Abbildung [11] zeigt eine historische Datenreihe des einjéahrigen Zinssatzes. Dabei féllt der
deutliche Zinsverfall in den letzten Jahren auf. Aus dieser européischen Swap-Zero-Kurve
(welche Jahreszinssétze R(t,T') tiber einen Zeitraum von [t, T'| beinhalten) wird durch die
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Abbildung 11: Zeitreihe des einjahres Zinssatzes

folgende Formel der Preis einer Nullkupon Anleihe ermittelt.

1
(1+ R(t,T;))t- T

Dabei wurde beriicksichtigt, dass nur Nullkupon Anleihen mit Laufzeiten aus der Tenor-
struktur berechnet wurden. Die Schrittweite wurde auf Jahresschritte festgelegt (6 = 1)
daraus folgen die Nullkupon Anleihen

{P(0,1), P(0,2),...,P(0,20)}.

In der Tabelle [2 sind die Preise der Nullkupon Anleihen dargestellt. Aus den historischen
Datenreihen aus diesen Anleihen lésst sich nun die Korrelation p bestimmen. Dazu wird
das Optimierungsproblem gelost. Verwendet wurde dabei ,R“ mit der Funktion
,constrOptim* welche einen adaptiven Barriere-Algorithmus zur Losungssuche verwendet.
Es wurden dabei fiinf verschiedene Startpunkte gewéhlt um ein mogliches lokales Maxima
auszuschliefen. Die Nebenbedingungen der Funktion ,,constrOptim*“ miissen linear sein,
doch das Optimierungsproblem in hat ein nicht lineare Nebenbedingung. Diese Pro-
blem wird dadurch behoben, dass man fiir den Logarithmus in den ersten Term der
Taylorreihe verwendet. Dadurch dndert sich die Nebenbedingung auf eine lineare Form von

In Tabelle |3|sind die Ergebnisse einer solchen Kalibrierung dargestellt. Man kann aus dieser
Tabelle erkennen das die ersten drei Ergebnisse fast Identisch sind. Der Funktionswert ist
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P0,T) | R(0.T)
0.9988 | 0.001201442
0.9967 | 0.001654095
0.9935 | 0.002176103
0.9889 | 0.002794413
0.9824 | 0.003557658
0.9740 | 0.004400316
0.9635 | 0.005325960
0.9508 | 0.006326370
0.9364 | 0.007328114
0.9206 | 0.008307280
0.9041 | 0.009207155
0.8877 | 0.009976220
0.8712 | 0.010662887
0.8545 | 0.011294649
0.8381 | 0.011844116
0.8227 | 0.012272425
0.8073 | 0.012671371
0.7919 | 0.013046605
0.7765 | 0.013402633
0.7612 | 0.013736447

Tabelle 2: Européische Nullkupon Anleihen

bei den ersten drei Startpunkt am geringsten und daher wird der dritte Eintrag aus Tabelle
als Optimalwert fiir die Funktion p verwendet. In Abbildung [12]ist eine Darstellung der
Funktion p zu sehen. Dafiir, dass eine parametrische Funktion mit nur zwei Parametern
gewihlt wurde, ist die Anndherung an die Marktkorrelation aus Abbildung [J] ausreichend.
Ausstehend ist noch die Optimierung der Funktion o an Volatilititen von Swaptions. Die
Daten von solchen Swaptions sind wiederum aus dem Programm ,, Reuters® entnommen
worden. Es wurden Optionen auf Swaps iiber Laufzeit-Differenzen von einem Jahr bis zehn
Jahre verwendet (demnach ist T}, T} fiir S(7;,Tj,0) aus der Menge T;, T € {1,...,20} und
es gilt T; < Tj sowie T; — T; < 10). Der Bewertungszeitpunkt ¢ = 0 ist somit der Stichtag
per 31.12.2014. Es ist wichtig die Swaptions auf die passenden Nullkupon Anleihen zu
wihlen. Es wurden also Swaptions die als Basis eine européischen Swap-Zero-Kurve haben
gewdhlt.
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Startpunkt Poo n Funktionswert
{0.1,0.1} | 0.6223425 | 0.3776575 5.806277
{0.3,0.3} | 0.6223118 | 0.3776882 5.806277
{0.5,0.49} | 0.6223201 | 0.3776799 5.806277
{0.1,0.8} | 0.6222902 | 0.3777098 5.806278
{0.8,0.1} | 0.6197049 | 0.3802951 5.806420

Tabelle 3: Parameter der Korrelation

Geschétzte Korrelation

o

O
2
co

uo Bg\a.l

Abbildung 12: Korrelationsfunktion

Im Programm Reuters gibt es die Moglichkeit, direkt Volatilitdten zu erzeugen. Es han-
delt sich dabei um die implizite Volatilitdt og pjact Welche als ,logVol“ bezeichnet wird. Dies
vereinfacht die Kalibrierung etwas, da keine impliziten Volatilitdten ausgerechnet werden
miissen. Insgesamt wird also ein Zeitraum von zwanzig Jahren abgedeckt. In Abbildung [13]
ist die Volatilitdt vom 31.12.2014 von den beschriebenen Swaptions angegeben und grafisch
dargestellt (dabei entspricht Swaptiontenor den Zeitraum des Swaps [1;, T;] und Maturity
entspricht dem Ausiibungszeitpunkt der Option). Es fillt auf, dass fiir Swaptions mit kur-
zer Laufzeit und kurzem Ausiibungszeitpunkt eine hohe Volatilitdt herrscht, wohingegen
lange Laufzeiten recht wenig volatil sind. Der Strike der Swaption wird immer so gewihlt,
dass die Swaption ,,at the money “ ist. Das bedeutet, dass der Strike K gleich der Swaprate
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Marktvolatilitéat

Abbildung 13: Marktvolatilitéit aus européischen Swaptions

zum Zeitpunkt ¢ ist,
K = S(T,,T;,0).

Die Optimierung wurde wiederum durch das Programm , R“ durchgefiihrt und mit der
Funktion ,,constrOptim* vorgenommen. Dabei sind die Gewichte aus Nullkupon Anleihen
aus der européischen Swap-Zero-Kurve verwendet worden. Die Marktvolatilitéit ist in der
nachstehenden Tabelle [4] angegeben. Die Ergebnisse der Optimierung sind in Tabelle
dargestellt. Dabei sind verschiedene Startpunkte gewdhlt worden. Es féllt auf, dass sich
die Losungen aller Startpunkte nur minimal unterscheiden. Daher ist die Losung in der
ersten Zeile von Tabelle [5| verwendet worden um einen Vergleich mit der Marktvolatilitét
aus Tabelle [4] grafisch zu eruieren. Die Abbildung zeigt diesen Vergleich. Man kann
erkennen, dass die Volatilitdten fiir kurze Laufzeiten der Schétzung geringer sind als die
Marktvolatilitét.

Die Kalibrierung der Volatilitat kann noch verfeinert werden indem man mittels der geschétzten
Volatilitat Preise von Swaptions simuliert. Naheliegend wiére hier eine einfache Monte Carlo
Simulation zu verwenden, um groflen Rechenaufwand zu vermeiden. Aus diesen simulier-
ten Swaptionpreisen kann man dann wiederum durch die implizite Volatilitdt die Giite der
geschétzten Parameter o, ¥ und [ durch Vergleich mit der Marktvolatilitét feststellen. Hier
ist zu beachten, dass durch die Simulation und durch die darin enthaltene Diskretisierung
wiederum Fehler auftreten.
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SWT/M| 1 2 3 4 5 6 7 ] 8 9 | 10
1 126,17 | 116,15 | 136,2 | 111,1 | 101,16 | 91,23 | 81,3 | 70,4 | 59,5 | 48,7
2 948 | 875 | 81,7 | 86,5 | 78,5 | 70,5 | 62,6 | 56,9 | 51,26 | 45,6
3 86,7 | 794 | 81,3 | 84,8 | 80,9 | 69,8 | 58,7 | 53,7 | 48,7 | 43,7
1 80 795 | 79,3 | 75,2 | 70,5 | 64,3 | 58,2 | 53,1 | 48 | 43
5 79,6 | 784 | 73,4 | 68,9 | 65,1 | 56,9 | 48,8 | 46,2 | 43,7 | 41,2
6 79,6 | 73,9 | 68,7 | 64,8 | 59,1 | 52,6 | 46,2 | 44,8 | 43,4 | 42,1
7 76,3 | 70,2 | 65,4 | 60,1 | 58,8 | 53 | 472|452 | 43,2 | 41,3
8 72,8 | 67,3 | 614 | 56 | 515 | 47,9 | 44,3 | 433 | 42,3 | 41,4
9 702 | 638 | 579 | 53,4 | 4908 | 46,8 | 43,9 | 43 | 42,2 | 41,4
10 66,9 | 60,6 | 55,5 | 51,8 | 51,8 | 47,6 | 43,5 | 42,8 | 42,2 | 41,6

@‘\_me o

o

bt
o

e
o

Tabelle 4: Volatilitéit européischer Swaptions

Stratp.

«

v

15} Wert

(0.1,0.1,0.1) | 2.030802e+00

-0.852877e-05

1.578525e-01 | 3.57542

(1,1,1)

2.030831e+00

-8.050388e-06

1.578783e-01 | 3.57542

(0.5,0.5,0.5) | 2.030854e+00

-1.123014e-05

1.578833e-01 | 3.57542

(1.5,1.5,1.5) | 2.030953e+00

5.570998e-05

1.579351e-01 | 3.57542

Marktvolatilitat

Tabelle 5: Losungen des Optimierungsproblems

Geschatzte Volatilitat

Abbildung 14: Volatilitétsvergleich
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6 LIBOR-Markt Modell mit Ausfallrisiko

Eine grundlegende theoretische Annahme von vielen Modellen die einen bestimmten Markt
beschreiben sollen, in unserem Fall den Zinsmarkt, ist, dass es keinen Ausfall beziehungs-
weise keine Zahlungsunfiahigkeit in den modellierten Produkten gibt. In den drei vorher
beschriebenen Zinsmodellen wird immer angenommen, dass die Nullkupon Anleihe exi-
stiert und immer zahlungsfidhig ist. In der Realitét ist das natiirlich nicht der Fall. Wie
die Wirtschaftskrise 2008 gezeigt hat, sind scheinbar sicher geglaubte Anleihen wie z.B.
Staatsanleihen auch mit Risiko behaftet. Solche Ereignisse fithren zu neuen Uberlegungen
und neuen Modellen in der Finanzmathematik. Ein solches Modell wird in diesen Abschnitt
behandelt. Es kombiniert ein schon ausgearbeitetes LIBOR-Markt Modell (Kapitel 5) mit
der Moglichkeit einer Zahlungsunfiahigkeit. Demnach gibt es in einem solchen Modell Null-
kupon Anleihen die mit dem Risiko des Ausfalls behaftet sind.

Die grundlegende Uberlegung hinter diesem Modell ist jene, dass man durch das Investieren
in risikobehaftete Anleihen mehr Ertrag erwarten kann als in Anleihen ohne Risiko. Da der
Investor in diesem Fall das Risiko iibernimmt, muss er dementsprechend einen Ausgleich fiir
seine potentiellen Verluste erhalten. Mathematisch formuliert bedeutet dies, dass der Preis
einer risikobehafteten Nullkupon Anleihe kleiner oder gleich dem Preis einer risikolosen
Anleihe ist (mit den selben Konditionen). Durch die Differenz, den sogenannten ,,Spread*,
ldasst sich der Risikoaufschlag messen. Das LIBOR-Markt Modell mit Ausfallrisiko kon-
struiert diesen Spread nun durch einen It6 Prozess so, dass keine Arbitragemoglichkeiten
vorliegen kénnen.

Als Grundlage dieses Kapitels dienen die Arbeiten [Schonbucher, 2000a] und [Fries| [2007].
Die Arbeit [Schonbucher, [2000b] bietet ein gutes Grundgeriist und beinhaltet wichtige theo-
retische Resultate. Ein solches Resultat ist eine Preisformel fiir Swaptions auf Nullkupon
Anleihen die mit Ausfallrisiko behaftet sind. Diese Formel ist natiirlich nur unter gewissen
Annahmen giiltig, dient aber grundlegend zur Kalibrierung von Volatilitdten (dhnlich wie
in Kapitel 5). Auch die Arbeit [Bjork et al., [1997] konzentriert sich auf dieses Thema.

6.1 Ausfallsprozess

Ein passende Grundlage fiir das folgende Unterkapitel bildet [Bjork et al., |1997] und
[Schonbucher, 2000b]. Den Anfang bildet hier die Ausfallzeit welche den Zeitpunkt der
Zahlungsunfahigkeit spezifiziert. Ein solcher Zeitpunkt ist logischerweise unbekannt und
wird daher als Zufallszeitpunkt 7 konstruiert.

Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F = (F})i>0, 0 < ¢t < T, wobei Fr« = F
ist, eine vollstdndige Filtration. In spéterer Folge wird diese Filtration die diskretisierte
Tenorstuktur enthalten.

Bedingung 6.1. Fir das LMM mit Ausfallrisiko werden folgende Annahmen getroffen
(t <T%):

e Die Ausfallszeit (Zeitpunkt einer Zahlungsunfihigkeit) wird durch die Stoppzeit (bzgl.
F) 7 modelliert.
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e Die Ausfallsindikator Funktion O(t) (Ausfallsprozess) ist an F adaptiert und wird
mat

](t) = 1{7->t}7
O(Zf) =1 [(t) =1- 1{T>t},

definiert. Der Ausfallsindikator ist somit 0 vor dem Ausfallszeitpunkt und springt
zum Ausfallszeitpunkt auf 1.

e Die Ausfallsindikator Funktion O(t) besitzt einen vorhersagbaren Kompensator A(t),
daher ist
M(t) .= O(t) — A1), (6.1)

ein Martingal (bzg. ).

e Der Kompensator A(t) ist monoton wachsend (da O(t) monoton wdichst), vorher-
sagbar und von endlicher Variation. Desweiteren besitzt A(t) eine Intensitit (t),
sodass

A = [ vis)as.

Die Filtration F enthélt demnach die Information des Prozesses O(t). In spéterer Folge
wird diese Filtration auch die Information einer mehrdimensionalen Brownschen Bewegung
enthalten.

Es wird sich spéter zeigen, dass in den meisten Féllen die Stoppzeit 7 fiir bestimmte
Ergebnisse nicht relevant sein wird, da die notige Information iiber den Ausfallsprozess
von der Struktur einer risikobehafteten Nullkupon Anleihe abhéngen wird.

6.2 Nullkupon Anleihen Struktur

Die Struktur des Modells basiert gleich wie das LMM auf Foward-Raten (bzw. LIBOR-
Raten) und zusétzlich existieren Nullkupon Anleihen welche ein Risiko des Ausfalls bein-
halten. Aus diesen Anleihen lassen sich dann risikobehaftete Forward-Raten definieren. Wie
in den Kapiteln zuvor wird eine Tenorstruktur fixiert. Dabei handelt es sich um Zeitpunkte
To, ..., T, mit T; = 61 fiir 6 € Rt und i € {0,1,...,n}. Dies sind also jene Zeitpunkte an
denen Nullkupon Anleihen existieren (sowohl risikolose wie auch risikobehaftete Anleihen).

Bedingung 6.2. Die folgenden Notationen bilden die Grundelemente des Zinsmodells.

e Der Preis einer risikolosen Nullkupon Anleihe (Bewertungszeitpunkt entspricht t,
Laufzeit entspricht Ty —t) ist gegeben durch

P(taTk):Pk(t)7 tSTka ]CE{O,,TL}
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e Der Preis einer risikobehafteten Nullkupon Anleihe ist gegeben durch
1P T) = I Pe(t), t<T.,, ke{0,...,n}

Hier wurde der Einfluss des Ausfalls und der Preis getrennt. Daher muss der Preis
zum Zeitpunkt eines Ausfalls nicht auf den Wert 0 springen da die Indikatorfunktion
I dies macht.

o Der Ausfallsrisikofaktor zum Zeitpunkt t mit Endzeitpunkt T), ist gegeben durch

Di(t) = D(t,T}) = ]Jj’;—g.

Spiter wird folgen, dass dieser Ausfallsrisikofaktor gleich der Uberlebenswahrscheinlichkeit

bis zum Zeitpunkt Ty, unter dem Tj.-foward Mafs ist.

Die risikobehaftete Nullkupon Anleihe P, (t) kann als versprochener Zins zum Zeitpunkt
t im Zeitraum [¢, T;], k € {0, ..., n}, interpretiert werden.
Aus diesen Elementen konstruiert man nun die Forward-Raten. Es gibt in diesem Modell die
selben Forward-Raten wie im LMM im Kapitel zuvor und zusétzlich gibt es risikobehaftete
Forward-Raten.

Definition 6.1. Durch folgende Notationen sind risikolose und risikobehaftete Forward
Raten definiert. Zusdtzlich wird noch der Forward Spread und die diskrete Ausfallsdichte
bestimmd.

e Die risikolose Forward Rate Fy(t), ist jener Zinssatz der ohne Risiko den Zinssatz
tber das Intervall [Ty, Tri1] zum Zeitpunkt t festlegt. Es gilt (. entspm'cht

Fk@)_%(PZEZ) —1), kef0,...,n—1}.

e Die risikobehaftete Forward Rate Fy(t), ist jener Zinssatz der mit ,Risiko des Aus-
falls“ behaftete Zinssatz tiber das Intervall [Ty, Tyy1] zum Zeitpunkt t festlegt (bedingt
darauf, dass der Schuldner bist t nicht zahlungsunfihig wird). Es gilt

Fi(t) = % (Pj:iit()t) - 1) , ke{0,...,n—1}.

e Der forward Spread iiber das Intervall [Tkg Tis1] zum Zeitpunkt t ist der Risikoauf-
schlag der risikobehafteten Forward Rate Fy(t). Demnach gilt

Sk(t):Fk(t)—Fk(t), ke {O,...,n—l}.

e Die diskrete Ausfallsdichte vom Zeitintervall [Ty, Ty11] zum Zeitpunkt t ist definiert

durch
Hk(t)Z%(DlZf()t) —1), ke{0,...,n—1}.
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Durch diese Definition lassen sich nun folgende Beziehungen fiir risikolose sowie Risi-
kobehaftete Nullkupon Anleihen herleiten

P(t) B(t) o
Pl = 1+ 6F,(t), Boll) = 1+ 0F(t),
Pu(t) :Pl(t)H—H;Fj(t), Pi(t) :Pl(t)H—1+(51]7j(t)’

J=1

Sk(t) = Hi(t)(1 + 6 Fy(2)).

Die oben erwéhnten Beziehungen fiir die risikolose Forward Rate stimmen mit den Formeln
aus iiberein. Die Idee ist nun den risikolosen Teil, genauer die risikolose Forward
Rate Fj, durch eine geometrische Brownsche Bewegung zu konstruieren. Dadurch kann
man die Ergebnisse aus Kapitel 5 verwenden, um eine solche Struktur beschreiben und
quantifizieren zu konnen. Der zusatzliche Aspekt der risikobehafteten Anleihe erfordert
zusitzliche Annahmen um Arbitragefreiheit zu gewéhrleisten.

6.3 Forward Dynamiken

In diesem Abschnitt werden Annahmen an die risikolose Forward Rate und an den Forward
Spread, bzw. an die diskrete Ausfallsdichte getroffen welche das Modell spezifizieren. Es
sei hier die Filtration F diskretisiert auf die Tenorstruktur gegeben (F = (Fr,)i—o...n). Des
weiteren sei W eine n-dimensionale Brownsche Bewegung, adaptiert zu der Filtration F
und o} (t) € R™ (Vektorwertige Form von (5.11])) eine Funktion in den Parametern T} und
t.

Bedingung 6.3. Die risikolosen Forward Raten haben folgende Dynamiken unter W

dFy(t)
Fy.(t)

= uj ()dt + ot ()dW ke {0,...,n— 1},

Der Drift in obiger Gleichung wird sich spéter aus der No-Arbitrage Bedingung erge-
ben. Dieser Drift dndert sich bekannterweise je nach Wahl des Mafles unter dem man die
Dynamiken betrachtet. Das Hauptaugenmerk wird hierbei auf das Spot Martingalmaf§ mit
der Normierungsgofie aus liegen.

Denselben Weg fiir die risikobehaftete Forward Rate zu wihlen, jenen der Log-Normalverteilung
fiir Forward Raten, fiihrt zu einer Arbitragemdglichkeit und wiére daher nicht sinnvoll.
Man konnte nicht garantieren, dass die Differenz von risikobehafteter Forward Rate und
risikoloser Forward Rate positiv ist (negativer Spread). Das wiirde bedeuten, dass die ri-
sikolose Anleihe einen hoheren Ertrag generieren kénnte als die risikobehaftete Anleihe.
Dadurch koénnte man durch Verkauf einer risikobehafteten Nullkupon Anleihe und durch

die Investition des generierten Kapitals in die risikolose Anleihe eine Arbitragemoglichkeit
generieren.

Daher wird der Forward Spread S oder die diskrete Ausfallsdichte H als geometrische
Brownsche Bewegung konstruiert. Folgende zwei Alternativen sind méoglich:
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e Die diskrete Ausfallsdichte Hy hat Dynamiken von der Form (selbe W wie in Bedin-
gung 6.3)

dHy(t)
Hy(t)

= ul (t)dt + o'daW, ke{0,...,n—1}.

Hierbei ist off € R™ ein konstanter Vektor und pf’ eine Funktion in ¢ und T}.

e Der Forward Spread S hat Dynamiken von der Form

dSi(t)
Su(t)

= py (Odt +o'dW, ke{0,...,n—1} (6.2)

Hierbei ist o7 € R" ein konstanter Vektor.
In diesem Model wird die erste Alternative gewéhlt, ndmlich:
Bedingung 6.4. Die diskrete Ausfallsdichte Hy hat Dynamiken von der Form

dH (1)
Hy(t)

= p(O)dt + o'dW, ke {0,...,n—1}.

Hierbei ist off € R"™ ein konstanter Vektor.

Wahlt man diese Konstruktion, dann ist daraus die risikobehaftete Forward Rate durch

dF(t)
Fy.(t)

= uF@)dt +ol'dW, ke{0,...,n—1},

definiert. Dabei ist jetzt die Volatilitiit o/ nicht mehr ein konstanter Vektor (Aufgrund der
Arbitrageméglichkeit). Man kann folgende Beziehungen zwischen den Volatilitdten errech-
nen:

O,
] 1+0F;

H_ S
O = 0 —

Letztere Gleichung folgt aus,
Fyo(t) = Hi(t) + 0 Fi(t) Hi(t) + Fi(2),

und durch anwenden der 1t6 Formel auf 0 F,(t) Hy(t). Weiters wird nun eine No-Arbitragebedingung
entwickelt welche sich auf das stetige Heath-Jarrow-Morton Modell aus Kapitel 3 bezieht.
Dabei wir nicht eine Forward Rate sondern zwei Forward Raten verwendet und durch den
Spread gekoppelt. Hat man diese Bedingung, kann durch den Tausch der normierenden
Grofle (die sogenannte ,,change of numeraire technique“ welche eine Anwendung des Sat-
zes von Girsanov ist) eine No-Arbitragebedingung unter verschiedenen Maflen erarbeitet
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werden. In diesem Modell treten neue Mafle die sogenannten ,, UberlebensmaBe auf, welche
sich darauf bedingen das der Schuldner den Status der Zahlungsunfihigkeit nicht erreicht
hat.

Ein solches Uberlebensma$l wird dann benutzt um den Wert von risikobehafteten Payoffs
(z.B. Default Swaps) zu bewerten. Daraus ergibt sich dann eine approximative Black Scho-
les Formel die wiederum die implitzite Volatilitit o enthilt. Da wir nun o7 eine gleiche
funktionale Struktur wie o geben, kann durch Marktbeobachtungen die Funktion o/ mit-
tels numerischen Optimierungsmethoden geschitzt werden. Daraus resultiert die Struktur
der diskreten Ausfallsdichte oder durch die Beziehungen der Volatilitaten die Struktur des
Spreads.

6.4 HJM Driftbedingungen in einem stetigen Kontext

Die Arbeit von [Heath et al., 1992] bildet in diesem Abschnitt den Grundbaustein fiir die
Endwicklung eines Modells ohne Arbitragemdoglichkeit. Dabei wird ein stetiges Konzept
verwendet welches aber auch auf die diskrete Tenorstruktur anwendbar ist. Fiir den risi-
kolosen Teil (Nullkupon Anleihen P, Forward Rate f, Short Rate r, Bankguthaben F;)
des Modells wird die Definition 3.2 sowie die Bedingungen 3.2, 3.3 und 3.4 herangezogen.
Spéater wird festgestellt, dass die Drift Bedingung (3.13) sich fiir die risikolose Forward Ra-
te nicht dndert. Die folgenden Definitionen spiegeln den risikobehafteten Teil des Models
wider:

Definition 6.2. Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration F = (F)i>o
gegeben (diese ist dquivalent zum Abschnitt . Die folgenden Definition gelten bis zu
einem Endzeitpunkt T* (gleich wie im Kapitel 3)

e [s existieren an allen Zeitpunkten 0 < t < T* die risikobehafteten Nullkupon An-
leihen mit allen Laufzeiten t < T < T*. Der Preis (Bewertungszeitpunkt t, Laufzeit
T —t) einer Nullkupon Anleihe ist mit P(t,T) gegeben und P(t,T) sei im zweiten
Argument differenzierbar. Die Auszahlung dieser Anleihe zum Zeitpunkt T ist gegeben
durch I(T') (aus Bedingung 6.1).

e Die risikobehaftete Forward Rate ist definiert durch:

o
= — <T<T™
ft.1) = == PT), t<T<T

e Die risikobehaftete Short Rate ist gegeben mit 7(t) = f(t,t) und
das risikobehaftete Bankguthaben sei gegeben mit P, = exp <f(f f(u, u)du> I(t),

Alle oben angegebenen Definitionen sind nur fir Zeitpunkte t < T giiltig.
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Da nun die Definition solcher risikobehafteten Anleihen festgelegt ist, wird nun ange-
nommen, dass die risikobehaftete Forward Rate mittels einer stochastischen Differential-
gleichung dargestellt werden kann.

Bedingung 6.5. Die Dynamik der risikobehafteten Forward Rate ist gegen durch:

df(t,T) = a(t, T)dt + > &i(t, T)dW'(t). (6.3)
i=1

Dabei wird fiir die Prozesse a(t,T) und 6;(t,T) angenommen, dass sie vorhersagbar sind

und das sie technische Voraussetzungen erfiillen sodass,

o differenzieren unter dem Integral und

e vertauschen von Integrationsreihenfolge maoglich sind,

e partielle Ableitung nach der Variable T existieren

e und beschrinkte Preise P(t,-) fiir fast alle w € Q produzieren.

Aus der oben angegebenen Definition 6.2 ist zu folgern, dass der Preis einer risikobe-
hafteten Nullkupon Anleihe dargestellt werden kann durch:

B(t,T) = I(t) exp ( / e s)ds) |

Der Faktor I(t) folgt aus der Bedingung das die Anleihe bei Eintritt eines Ausfalls den
Wert P(t,T) = 0 fiir t > 7 hat. Man kann nun die Dynamiken von P(t,-) errechnen. Fiir
mehr Details sieche |[Schonbucher, 2000Db].

Proposition 6.1 ([Schonbucher, 2000b] Proposition 2.1 (Punkt 1)). Sind die Dynami-
ken der risikobehafteten Forward Rate gegeben durch (6.3)), dann sind die Dynamiken der
risikobehafteten Anleihe gegeben durch:

ch(t, T)

P(t—,T)

(6 T) 470 + 5 3@ T)
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Des weiteren sind die Dynamiken der risikobehaftete Short Rate gegeben durch:

r(t) =f(0,t)+/O c‘v(s,t)ds+2/0 &;(s, t)dWi(s).

Diese Proposition kann auch fiir den risikolosen Fall erfolgen, wird aber nicht weiter
erwiahnt, da schon im Kapitel 3 eine Bedingung fiir Arbitragefreiheit erarbeitet wurde.
Das Hauptaugenmerk wird nun auf einer erweiterten Form des Satzes von Girsanov liegen.
Es wird sich herausstellen, dass durch den Wechsel zu einem Martingalmafl sich die Vola-
tilitdt der risikobehafteten Anleihe nicht &ndern wird. Dasselbe trifft auch fiir das Integral
nach dO(t) zu. Jedoch wir sich der Drift sowie der Intensitétsprozess ¢ dndern.

Satz 6.1 ([Schonbucher] 2000b] Theorem 2.3). Angenommen der Ausfallsprozess O(t) =
(1 —I(t)) = lgz<yy besitzt eine Intensitit ¢ (siehe (6.1)). Sei 6 ein d-dimensionaler vor-
hersagbarer Prozess (01(t),...,0,(t)) und sei ¢ ein strikt positiver vorhersagbarer Prozess
mit den Figenschaften:

t ¢
[ lelPds <oe. [ lo)uss <o, e 0.7,
0 0
Definiere den Prozess L mit L(0) =1 und

Zlfff)) - 2 O:(t)dW" (t) + (6(t) — 1)dM (2).

Angenommen E[L(t) = 1] fir alle t < T*,
dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs () welches dquivalent zu P ist und

dQ = LT* dP, und th = Ltht)
wobei Qy := Q|Fy und P, := P|F; die Beschrankungen von QQ und P auf F sind, sodass
dW (t) — 0(t)dt = dW (),

eine n-dimensionale Brownsche Bewegung unter @) ist und

die Intensitit des Ausfallsprozesses unter () ist. Des weiteren kann jedes zu P dquivalente
Maf$ wie oben angegeben, dargestellt werden.

Der oben Erwihnte Prozess 6 kann mit dem Marktpreisrisiko aus Kapitel 3.2 assoziiert
werden. Der Parameter ¢ ist neu in diesem Kontext und kann als Risikopramie fiir das
Sprungrisiko betrachtet werden.
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6.4.1 Driftbedingung unter einem Martingalmaf3

Wie schon zuvor erwéhnt, ist es moglich durch geschickte Wahl eines bestimmten Mafles
und der entsprechenden Normierungsgréfie, Preise von Payoffs die durch Zufallsvariablen
reprasentiert sind zu erhalten. Dabei bietet die Malwechseltechnik eine gute Alternative
um zwischen Maflen zu wechseln. Zuvor wurde erortert, dass der Satz von Girsanov (Satz
das entscheidende Kriterium ist, welches diesen Wechsel beschreibt. Die erweiterte
Form (Satz 6.1) beriicksichtigt Spriinge. Grundlegend kann man einen Satz konstruieren
welcher fiir Makierte Punkt Prozesse einen Mafiwechsel erzeugen kann (siehe Appendix E).
Es wird nun Angenommen, dass bereits ein Mafliwechsel zu einem Martingal Maf§ durch-
gefiihrt wurde.

Annahme 6.1. Das Maf§ P mit Normierungsfaktor P ist ein Martingal Maf.

Falls in diesem Fall P = Q gilt, dann folgt daraus, dass # = 0 und ¢ = 1. Der Ertrag
der risikobehafteten Nullkupon Anleihe soll in Erwartung dem risikolosen Zinssatz r(t)
entsprechen (unter dem Martingal Mafl P) da sonst eine Arbitragemoglichkeit auftreten
kann. Es wird unter dem Martingal Maf§ P gefordert, dass

dp(t, T)]
E | =———=| = r(t)dt. 6.4
P o
Setzt man nun die Dynamiken von Proposition 6.1 ein, erfolgt:
dP(t,T
r(t)dt = E 4P, T)
P(t—,T)
1 d
=E || =361 +7(t) + 5 Z

d
E Y ai(t, T)dW'(t) — dO(t)

=1

r(t) = -5, T) +

Z W(t) (6.5)

Aus dieser Bedingung wird sich spéter die Driftbedingung ergeben. Zunéchst betrachten
wir den Aspekt, dass unter dem Martingalma P das risikobehaftete Bankguthaben P,
diskontiert mit dem risikolosen Diskontierungsfaktor P, = elo 7(8)ds gin Martingal sein muss.
Sei der diskontierte Prozess durch ¢ definiert. Dann gilt:

&) = I(f) exp < /0 CH) — r(s)d5> |

Die oben angegebene Form entspricht dem Dolean Exponential von

N)Ir—t

min{¢,7}
M(t) := —0(t) +/O 7(s) — r(s)ds,
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welches wiederum ein Martingal ist. Da die Definition von 7(¢) nur fiir t < 7 definiert ist,
wird fiir ¢ > 7 die risikobehaftete Short Rate mit 7#(t) = r(t),Vt > 7, definiert. Es kann
nun gezeigt werden, dass fiir den Prozess M aus 6.1 gilt, dass —M (t) = —O(t) + fot Y (s)ds

auch ein Martingal ist. Nimmt man nun die Differenz von —M (t) und M (t), ergibt sich

M(t) — NI(t) = /0 () — 7(s) + 7(s)ds. (6.6)

Dann muss der Prozess auf der linken Seite der Gleichung ein Martingal sein. Die
rechte Seite von ist ein vorhersagbarer Prozess. Das einzige vorhersagbare Martingal
ist eine Konstante daher gilt fiir fast alle s,

P(s) =7(s) = r(s). (6.7)

Fiigt man nun die Formel als notwendige No-Arbitrage Bedingung in die Formel ([6.5))
ein, ergibt sich

(4. T) = % S @), (6.8)

i=1
Dies ist somit die Driftbedingung fiir die risikobehaftete Forward Rate. Zusammengefasst
ergibt sich folgender Satz:

Satz 6.2. Die Folgenden Aussagen sind Aquivalent:
e Das Mafl unter dem die Dynamiken spezifiziert sind, ist ein Martingal Maj.

e — Der Short Rate Spread ist die Intensitit des Ausfallsprozesses. Diese ist nicht
negativ und es gilt

o(t) = 7(t) —r(t) >0
— Der Drift Koeffizient der risikobehafteten Forward Rate erfillt firt <T,t <,

d 2

/tT@(t,v)dv _ %Z (/tT 5i(t,v)dv)

=1

— Der Drift Koeffizient der risikolosen Forward Rate erfillt die Bedingung (t <T),
d T
alt,T) =) oi(t,T) / oi(t,v)dv.
i=1 t

o —7(t)—r(t)=v({) >0
— Die Dynamiken der risikobehafteten Nullkupon Anleihe sind gegeben durch:

_ d
% — F(t)dt + 2; a(t, T)AW' (1) — dO(1),
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oder dquivalent,
d

P(t,T) =1ir-0 P(0, T) exp ( /0 ' (s)ds — %Z /0 25, T)ds

+§;/Ot ai(s,T)dWi(s)>.

— Die Dynamiken der risikolosen Nullkupon Anlethe erfillt unter dem Martingal
Mays:
dP(t,T)

T = dt+ZathdWl()

=1

6.5 Maflwechseltechnik

Wie schon zuvor erwdhnt behandelt das hier gewéhlte Modell auch risikobehaftete Nullku-
pon Anleihen. Dank dem Satz von Girsanov fiir markierter Punkt Prozesse ist es moglich
auch durch unstetige Nullkupon Anleihen Strukturen einen Mafiwechsel durchzufiihren.
Es wird nun wie in der Definition von der Arbitrage freien Familie von Bondprei-
sen ein Zinssatz r als Basis fiir risikoloses Investment betrachtet (Bank). Demnach ist der
Diskontierungsfaktor fiir das Spot Martingalmafl P gegeben durch

B(t) — e fg T(s)ds’ Pt _ efot r(s)ds

Da nun das Martigalmafl durch P festgelegt wird, kann der Preis p einer Zahlung X zu
einem zukiinftigen Zeitpunkt 7} in Abhéngigkeit des Betrachtungszeitpunktes ¢ (p(t) ist
der Preis zum Zeitpunkt ¢ < Tj,) festgelegt werden durch

- 2%

Da es sich nun um ein Martingalmafl handelt, muss 3(¢)p(t) ein Martingal unter P sein.
Andert man nun den normierenden Faktor P, auf A(t) dann ist der Preis p/ unter dem
neuen Normierungsfaktor gegeben durch

P,
X\Ft} EF [—X|Ft] :
Pr,

P P A(Ty)
(t) = ——p(t) = ——E° X'|F,
PO=30"= 340" | N
L (T,
_ g | Lal k)X’|Ft e diag (6.9)
L,(t)
Hierbei ist X’ = -2 die Zahlung die zu dem neuen Normierungsfaktor korrespondiert.

ATy,
In der Gleichung wurde ein neues Mafl P; durch die Radon-Nikodym Ableitung
folgendermaflen definiert )
dP; _ B(0) A(®)
L N a8

A(0) B(t)
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Der dichte Prozess (L 4(t)):>0 ist ein Martingal unter P, da das Martingalmafl aus jedem
gehandelten Objekt (in diesem Fall A(t)) durch Normierung mit P, ein Martingal macht. Es
wird nun durch diese Technik der Erwartungswert E4 [ X | F}] zur Berechnung herangezogen.
An diesem Punkt wird der Satz von Girsanov verwendet um die Dynamiken des Prozesses
unter dem Mafl P; zu bestimmen. Somit kann der Erwartungswert direkt unter dem Maf
Pj berechnet werden.

6.5.1 Drift unter dem 7)-forward Maf}

Der Normierungsfaktor in diesem Fall ist die risikolose Nullkupon Anleihe Py (t) = P(t, T},).
Sei nun X ein Zahlung zum Zeitpunkt 7} dann ist der Preis dieser Zahlung zum Zeitpunkt
t gegeben durch die Preis Formel mit

20 _ gy [ATIAD)

= B(0) - R0)

P(t)

Ft} = E"i[X|F)].

Weil Pi(T;) = 1 ist muss die Zahlung nicht auf die neue Form X’ transformiert werden.
Der Dichte Prozess ist in diesem Fall

Ly 2080 _an

Fi

Der Preis einer risikolosen Nullkupon Anleihe (unter dem Spot Mafl P) ist gegeben aus der

Losung der Gleichung (3.11) mit,
t T
ds—/ (/ af(s,u)du) dW¥(s) | .
0 s

fs((é?) ~ exp </0t7"(3) -3 (/T O-f(s,u)du)

Aus dieser Gleichung ist zu erkennen, dass sich der Term exp ( f(f r(s)ds) in Lj aufhebt.

2

Analysiert man nun diese Dichte Ly wird der Wechsel vom Spot Maf3 P zum Tj-Forward
Maf} P, durch die neue Brownsche Bewegung

dWTk (t) = de + Oék(t)dt,

beschrieben. Hier sei Angemerkt, dass durch den Maiwechsel von P zum Tj-Forward Maf3
die Intensitdt des Sprungprozesses nicht von diesem Wechsel beeinflusst wird. Daher ist
die Intensitat yp = Y7, .

Der Drift ay(t) wurde schon in Kapitel 5 berechnet, indem man die Dynamiken des Prozes-
ses 11;;((?) berechnet und die Eigenschaft des Martingals 1];;((?) ausnutzt um den Drift zu er-
halten. Diese Rechnungen sind dquivalent zum Kapitell 5 und werden hier nicht wiederholt.
Das Ergebnis kann auch rekursiv dargestellt werden indem man rekursiv vom Tj-Forward
Maf auf das Ty;i-Forward Mafl wechselt. Fiir weiter Details siche [Jamshidian, |1997], es

ergibt sich

OFp(t) g

oy, (1).

a1 (t) = o (t) + 1+ 0F:(t) *
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6.5.2 Spot LIBOR Maf}

Es handelt sich bei diesem mit Ausfallrisiko behafteten Modell um eine Erweiterung eines
LIBOR Markt Modells. Dabei spielt auch das Spot-LIBOR Maf eine wesentliche Rolle, da
dieses Mafl dem Spot Mafl dhnelt. Wie in auch in Kapitel 5 beschrieben, hat die normierende
Grofle N die Form

m(t)
N(t) = P(t, Tn1) [ [ (1 + F5(T))9).

j=0
Hierbei hat m(t) wiederum die Form m(t) = max{i € {0,...,n}|T; < t}. Fiir dieses Ma8
wurden keine Quellen gefunden. In diesem Abschnitt wird der Drift unter dem Spot-LIBOR
MaB fiir ein Arbitrage freies Modell kalkuliert. In Gleichung ist der Drift mit 3 (¢)
definiert. Diesen gilt es nun zu berechnen.
Es wird eine dhnliche Vorgehensweise verwendet wie in Kapitel 5. Es wird folgender Aus-

druck verwendet _
P(t,Ty)

t <T;. 6.10

N(t) ) — ) ( )

Dieser diskontierte Preisprozess muss ein Martingal unter dem Spot-LIBOR Maf sein.
Des weiteren wird verwendet, dass die Zeitpunkte ¢ aus der Tenorstruktur {7y, 77, ..., T, }

gewdhlt werden. Das hat den Vorteil, dass sich P(t, Ty )41) fiir t € {To,...,T,} auf ein
P(Tj,Tj41) vereinfacht. Des weiteren wird der bereits berechnete Drift 4 (t) aus Kapitel

5 (Gleichung (/5.7))), namlich

S0= 3 g O 00

in die Berechnung miteinbezogen. Hierbei ist zu beachten, dass die Korrelation auch wie
in Kapitel 5, eine Funktion mit zwei Parametern ist.

Nun wird die Martingal-Eigenschaft von (6.10]) verwendet (da ein normiertes, gehandeltes
Produkt ein Martingal unter dem Martingalmaf ist) um ,uf (t) zu bestimmen. Dabei ist
nun fiir ein 4,k € {0,...,n} mit k& <1 (hierbei wurde die Notation vereinfacht, P(T},T;) =

Pi(Ty), usw.),

N(T%) P (T) H?:o(l + FJ(TJ)(S)
e | CRR (AU (6.11)

Es wird nun folgende Eigenschaft (F = F + S) verwendet,

P(Ty) = H (1+0F;(Ty) + 85;(Ty)) .

j=k+1
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Daraus ergibt sich aus (6.11]),

P.(T, = :
i(Te) _ T @+ 6E;(T3) +65;(T3) 11"[ (1+ F;(T3)0) " (1 + Fi(Tx)0)
N(Ty) j=k+1 j=

-1 k—

= TI 1 +0F(T0) +85;(T0)) 1H + Fy(T;)0) "

Es muss nun gelten, dass
i1
. -1 !
Drift | [ (14 0F;(Th) +6S,(Ti,)) " | = 0.
J=k+1

Diese Vorgehensweise ist analog zur der aus Kapitel 5. Auch in diesem Fall kann hier die
Ito Formel verwendet werden. Die Funktion fiir die Itd6 Formel lautet in diesem Fall

i—1

1
F(Fs Festso o Fot, S, Sic) = [ +—n—a
AL T6F 108y

Definiert man die Dynamiken

dF;(t)
Fj’<t) = pt (t)dt + o (t)dW,
de(t) S St
= u?(t)dt () dW,
Sj(t) M]() +0—j () s
und die Korrelationen
d[F}, ], = o} (t)o] (t)p;,(t)dt,
d[S;, Sile = o7 (t)a7 (t)p7 () dt,
d[Fy, Sile = ol (t)o7 (1o} (t)dt,
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dann folgt daraus,

i—1 i—1
Z 1 H 1
I (1+0F; +695;)? 1+(5Fl+§Sld I

= o
il 1 i1 .
t 2. K
j;k;l (14 0F; +65;)? _1} 1+06F 405, °
1 L 1 1 i1 .
T3 —— _d[F}, 5,
2 ; (14 6F; +05;)% (14 65, +05,)? H 507, 1 6, U Sl
v JF#LNFEL

1—1 i—1
1 1 1
| | — dlF:. F
* Z (14+0F; +655)? (1 +0F, +65,)? 1+ 0F, 4465 [F5, £

Jyn=k+1 I=k+1
n<j J#Ln#l
i—1 1 1 i—1 1
t —————d[S;, S
MZM (14+6F; 4+ 95,2 (14 0F, + 05,)? 111 1+ d0F 405 1% Sl
n<j J#LnF#L
i—1 i—1
1 1
+ d[F;, F;
jzk;I (14 6F; +65;)? 1_11 (14 6F,+65)) [Fj 3]
1#]
i—1 i—1
1 1
+ d|S;, S;
Prd) (1 + 5F] + (55]')3 lgl (1 + 05 + 65[) [ J ]]
1]
=1 1 1 i—1 1
9 ——d|S;, F,
T3 ; (1+0F; +655)* (14 6F, 4 65,) _11 15 08, + o5 1%
n<j AL AL

il i—1
1 1 1
+j=zk;rl (L+0F; +655) (1 +0F, +65,)? H 1+5Fl+5sld[8m il

l=k+1
J#
Die Eigenschaften
izl 1 i—1 1
——————— = (14 6F; +6S;)(1+0F, +6S, _—
H T3 0F +o5 (1T 0H+08) (140 + S)HHMMSZ
I#],l#n I=k
i1 ) .
d|F;, S, =

n;11+5Fj+5Sj1+6Fn+5Sn £, )
j<n

i—1 i
1 1 1

j=k+1
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vereinfachen die Rechnung auf

i—1 i—1
1 1
df = I — -
f (H 1+5E+5Sl)j§+11+55+55j

I=k+1

1

_dF. — dS. - _JF. S,
Ay = Aoyt 1ok, + 65, J’Sf])

1
= | aiF .
1+ 0F; 1 05, (d[ i)

1 < 1 J 1
. P R
+3 2 [T 5F, 155, 15 Snl + > 17 5F. 155, 15 bl

J J
1 1 1
:Zk“ 17 5F, 785, om Sil 3 > T3 5F, 7 95.°

n=k+1

+

n

[Fmsj]

1 1
1+ 0F; +05; <1+5Fj+5sjd[ 5> S5+ dlFj, aHd[Sy,SJ])]

Die oben angegebene Gleichung kann reduziert werden auf
i—1 i—1

1 1
df = S S
7= 11 1+5ﬂ+5slj§11+5Fj+5sj

I=k+1

— dF; — ds;

+n§1m (d[Fj’Fn] + ol Sl + 5 d(Sh, Fl +d[Sj,S,J) |

Wenn der Drift von jedem einzelnen Summanden in obiger Gleichung (erste Summe iiber j)
Null ist, dann ist der Drift des ganzen Ausdruckes df Null. Daher folgt folgende hinreichende
No-Arbitrage Bedingung:

. 1 1
Drift) (=dF; = dS) 5555, + 1598, 195,
x XJ: 1 AFy B+ 3d[Fy. §] + 2dlSw B +dS.. 5] ) | =0
n:k+11_|_5Fn—{—(SSn VB n 2 ny~j 2 ny, -+ g ny~jg - .

Setzt man nun die Dynamiken und die Korrelationen (siche oben) ein, kann man den
Drift ,uf unter dem Spot-LIBOR-Maf} berechnen. Es werden dabei lediglich die Dynamiken
eingesetzt und Terme von der Form d[W] = dt und d[W, t] = 0 verwendet. Das Endergebnis
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lautet

0 == 0P+ 575 P s |BORO O 00

+ %Fl(t)Sj(t)af (t)a5 ()Pl () + % HONIOLAGEAGIANEG)

+ 8i1(6)S;(t)a5 (t)or (t)pf,z(t)] :

Dies gilt fir j € {1,...,n — 1}. Mit Hilfe aus dem LIBOR Markt Modell hat man nun
einen Drift unter dem Spot LIBOR Maf} gefunden. Spéter kann man mit Hilfe dieses Drifts
Simulationen durchfithren um vorhersagen der Zinsentwicklung zu generieren.

6.5.3 Uberlebens Maf}

Da bisher nur Numéraires verwendet wurden, welche nicht mit Ausfallsrisiko behaftet
waren, besitzt dieses Modell eine neue Klasse von Maflen. Ein solches Maf3 ist das Tj-
Uberlebens MaB. Ahnlich zu dem 7T},-Forward MaB wird das Tj-Uberlebens Maf verwendet
um Zahlungen in der Zukunft, die mit dem Risiko des Ausfalls behaftet sind, zu bewerten.
Man verwendet dazu die Preisformel fiir eine Zahlung X die zum Zeitpunkt T}, fallig wird.
Da diese Zahlung nur dann fillig wird falls der Schuldner bis zum Zeitpunkt 7} iiberlebt,
hat die Zahlung die Form X I(7}) und der Preis unter dem T,-Uberlebens Mafi P, (nor-
mierende Grofle ist hier Py (t)) hat dann die Form (mit Hilfe der Mafiwechseltechnik)

_opt) e [BTIT)P(Tk) ] o,
o okl R R

P'(t)

Die Radon Nikodym Ableitung von P zu PP}, ist gegeben mit (bedingt auf 7 > )

_ BHI(t)Py(t)  dPy
Li(t) = = = 6.12
Tt
Dieser Prozess ist ein nicht negatives P-Martingal mit Anfangswert L;(0) = 1. Dieser

Prozess ist nicht mehr strikt positiv, da im Falle eines Ausfalls der Prozess auf den Wert 0
springt. Das bedeute, dass das Uberlebens Maf jenen Fillen bei denen es zu einem Ausfall
der Anleihe kommt auf Null gewichtet,

Diese Eigenschaft korrespondiert zum Namen Uberlebens MaB, denn es werden nur jene
Szenarios gewichtet, bei den es zu keinem Ausfall kommt. Das T}, Uberlebens Ma8 ist nicht
mehr dquivalent zu P aber durch den Satz ist dennoch ein Mafliwechsel moglich, denn
Py, ist absolut stetig beziiglich P.

k
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Betrachtet man die Dichte Ly (¢) hinsichtlich des Satzes dann ergibt sich ¢(t) = 0 und
es ergibt sich ein Malwechsel mit neuer Brownscher Bewegung;:

AW, (t) = dWp(t) + ag(t)dt = dWp(t) — / " oF (¢, 5)ds.

Wiederum kann eine rekursive Form (fiir &) gefunden werden,

O Fx(t)at (1)

Qg1 (t) = ag(t) + T+ 0F (1)

Da wir F nicht direkt modellieren, muss die Form des Drifts unter PTk mit Hilfe der Prozesse
F und H dargestellt werden. Wenn wir af(t) definieren als die negative Volatilitit von
von Dy, das entspricht folgendem Ausdruck

dDy(t)
Di(t—)

dann kann wegen Py (t) = Py,(t)Dy(t) die Volatilitiit ay(t) durch folgenden Ausdruck For-
muliert werden

=...dt —ap (t)dW,

ar(t) = ap(t) + (1)
Man kann auch in diesem Fall eine rekursive Form von o (¢) finden, nimlich

0Hi(t)oy' (t)

of(t) = of () + gt

Somit ist der Drift unter dem 7T, Uberlebensmaf festgelegt.

6.6 Riickgewinnungszahlung und Ausfalls-Optionen

Fiir eine Kalibrierung der Grundbausteine bestehend aus den Nullkupon Anleihen an den
Markt, muss es auf dem Finanzmarkt Derivate geben, welche diese Nullkupon Anleihen
als Basis besitzen. Denn nur so kénnen mogliche Schiatzungen und Anpassungen des LI-
BOR Markt Models mit Ausfallsrisiko durchgefiihrt werden. Der Finanzmarkt bietet mit
Ausfalls-Swaps eine Moglichkeit sich gegen Ausfélle von Zahlungen abzusichern. Des weite-
ren existieren Optionen auf diese Ausfalls-Swaps. Da ein Ausfalls-Swap, bzw. eine Ausfalls-
Option, aus verschiedenen risikobehafteten Nullkupon Anleihen besteht, kann man durch
dieses Derivate das LIBOR Markt Modell schétzen. Es wird hier eine dhnliche Vorgehens-
weise wie bei einem gewohnlichem LIBOR Markt Modell (Kapitel 5) gewéhlt, indem man
die implizite Volatilitdat einer Ausfalls-Options Formel verwendet.

Die Riickgewinnungszahlung ist eine weitere Marktanpassung und beschreibt den Wert
eines Derivates welches vom Ausfall betroffen ist. Am Finanzmarkt besitzt ein zahlungs-
unfdhiges Derivat einen bestimmten Restwert. Dieser Restwert wird mit dem Begriff der
Riickgewinnungszahlung bezeichnet.

Die Ergebnisse in diesem Abschnitt stammen hauptséchlich aus der Arbeit [Schonbucher,
2000a].
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6.6.1 Riickgewinnungszahlung

In diesem Abschnitt werden hauptséichlich Riickgewinnungszahlungen aus Anleihen mit
Ausfallsrisiko behandelt. Die Hohe der Riickgewinnungszahlung ist vor dem Kauf einer
Anleihe nicht bekannt und daher muss die Riickgewinnungszahlung eine Zufallsvariable
sein. Kine Anleihe dieser Form besteht daher aus zwei Teilen. Der erste Teil besteht aus
den sogenannten nicht riickgewinnungsfihigen Nullkupon Anleihen P(¢,T) und der zwei-
te Teil besteht aus den riickgewinnungsfihigen Nullkupon Anleihen PP(t,T) welche eine
Riickgewinnungszahlung, bestehend aus einem Faktor 7 mal dem Nennwert (Nominale)
zum Zeitpunkt des Ausfalles, besitzt.

Bedingung 6.6. Fulls eine Anleihe im Intervall (Ty, Ti11] zahlungsunfihig wird, ist der
Restwert der Anleihe gegeben durch einen Riickgewinnungsfaktor m mal der Summe beste-
hend aus der Nominale und dem Zinssatz der Anleihe tiber das Intervall (Ty, Ti11]. Es gibt
zwet Mdglichkeiten des Zinssatzes:

e FKine konstante Zinsrate ¢ fir Anleihen mit fitem Kupon 1+ ¢ (die Nominale ist
hierbei normiert mit 1),
m(1+c).

o [ine variable Zahlung Fy,

Des weiteren wird mit eg(t) der Wert zum Zeitpunkt t von einem Kontrakt beschrieben
welcher die Auszahlung 1 am Zeitpunkt Ty.y1 garantiert, dann und nur dann, wenn eine
Zahlungsunfihigkeit im Intervall (Ty, Ty41] vorliegt.

Der Riickgewinnungsfaktor kann stochastisch aus dem Intervall [0, 1] sein, muss aber
unabhéngig von der risikolosen Nullkupon Anleihe sein.
Verwendet man nun Bedingung dann hat die Zahlung welche zum Zeitpunkt T den
Wert 1 besitzt, welche keine Kupons wiahrend der Laufzeit generiert und eine positive
Riickgewinnungszahlung besitzt die Form

PP(0,Ty) = Py(0) +7 Y _ e 1(0).

Dazu dhnlich kann eine Zahlung die N fixe Kupons 1 + ¢ generiert (zu den Zeitpunkten
i=1,...,N) und welche auf die Nominale 1 normiert ist, beschrieben werden durch

Py (0) + Z(cR(o) + (1 +c)mei(0)).

Durch diese Modellierung der Riickgewinnungszahlung ist selbst der Wert von einfachen
Derivaten wie zum Beispiel von einer Anleihe mit fixen Kuponzahlungen nicht trivial be-
stimmbar. Die folgenden zwei Ergebnisse legen den Wert von Anleihen mit fixem Kupon
und variablen Kupon fest. Dabei spielt die Unabhéngigkeits-Annahme von der risikolosen
Forward Rate F}, und der Ausfallsdichte H; eine wesentliche Rolle.
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Proposition 6.2 ([Schonbucher, 2000a)). Unter der Annahme das H, und Fy, unabhingig
sind (firl,k € {1,...,n —1}), gilt (Notation vereinfacht auf H,(t) = H,):

o Der Wert eines Kontrakts ey, der am Zeitpunkt Ty, den Wert 1 garantiert, dann und
nur dann, wenn im Zeitraum (Ty, Tx11) eine Zahlungsunfihigkeit vorliegt ist gegeben
durch

ex = Pry10Hy.

e Der Wert einer Zahlung 140 Fy,(Ty,) zum Zeitpunkt Ty 11 wenn eine Zahlungsunfihigkeit
im Intervall (Ty, Tyxy1) vorliegt hat den Wert

Py y10Sk.

o Der Wert einer Zahlung Fy(Ty) zum Zeitpunkt Ty, falls keine Zahlungsunfihigkeit
vorliegt ist gegeben mit )
Py1Fy.

Falls keine Unabhéngigkeit zw. den risikolosen Nullkupon Anleihen und den risikobe-
hafteten Nullkupon Anleihen herrscht, muss man auf Approximationen zuriickgreifen. Fiir
mehr Details siehe |[Schonbucher| 2000a].

Proposition 6.3 (|[Schonbucher, 2000a]). Falls die Prozesse Hy und F; nicht unabhingig
sind, dann gilt:

o Der Wechsel vom Ty-forward Maf$ Pr, zum T},.- Uberlebens Mafs Pr, erfolgt mittels
Dichte Dult)
L2t :e—fgw(s)dsk_.

Die approzimative Volatilitit (hierbei wurde H,(t) durch Hy(0) ersetzt) dieses Pro-

zesses ist gegeben durch
k—1

(SHlO'H
AL =Y — T,
b L+oH, "

=0

o Der Wert eines Kontrakts ey, der am Zeitpunkt Ty, den Wert 1 garantiert, dann und
nur dann, wenn im Zeitraum (Ty, Tx11) eine Zahlungsunfihigkeit vorliegt ist gegeben
durch

er = P/Lcﬂﬁf‘:FT’“+l [H]

_ _ 1
= 0H,. P P.cov™ ™ | LP(T}), ————————
ek Beow < g ’“)’1+6Fk<Tk>)

_ _ F, of AQ
~ 5Hkpk+1 — Pkl —|—5Fk (exp <1 — 5Fk —-1].
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e Der Wert einer Zahlung 140 Fy,(Ty,) zum Zeitpunkt Ty11 wenn eine Zahlungsunfihigkeit
im Intervall | Ty, Tyy1] vorliegt hat den Wert

pk+16Eka+1 [Sk] = 5Skpk+1 — 5Pk+1COUPTk (LkD_H(Tk), Fk(Tk))
~ 05, Pys1 — P10 Fy(exp{ AL ot } — 1).

o Der Wert einer Zahlung Fy(Ty) zum Zeitpunkt Ty, falls keine Zahlungsunfihigkeit
vorliegt ist gegeben mit

Py Bt [Fy] & Py Fy exp{ A1 10 }-

Es wird sich spéter herausstellen, dass die Riickgewinnungszahlung nicht direkt den
Preis von der Ausfalls-Option beeinflusst. Im folgenden Abschnitt wird eine Preisformel
fiir die Ausfalls-Option approximiert um so implizite Volatilitdten vom Markt schitzen zu
konnen.

6.6.2 Ausfalls-Option

In diesem Abschnitt wird eine Ausfalls-Option beschrieben und eine approximative Formel
fiir den Preis einer solchen Option erarbeitet. Die Basis einer Ausfalls-Option ist der so
genannte Kreditausfall-Swap.

Definition 6.3. Fin Kreditausfall-Swap besteht aus einem Schuldner A und einem Versi-
cherer B. Bei diesem Vertrag verpflichtet sich B im Falle einer Zahlungsunfihigkeit von
einer Referenz Partei C, zu einer Ausfallszahlung an A. Im Fulle, dass keine Zahlungs-
unfiahigkeit vorliegt bezahlt B nichts.

Im Gegenzug muss A fiir diese Absicherung einen Zahlung an B tditigen.

Die Zahlung vom Schuldner A kann verschiedene Formen annehmen. Die haufigste Form
ist eine Anleihe mit Kuponzahlung s (s ist fixiert). Demnach ist der Barwert dieser Zahlung
gegeben mit (die Zahlungen erfolgen an den Zeitpunkten {77, Ts,...,Tn})

s> Pi(0).

k=1

Diese Zahlung ist giiltig solange der Schuldner nicht Zahlungsunfiahig wird. Die Ausfalls-
zahlung in diesem Vertrag ist jener Aufschlag auf den Restwert einer zahlungsunfihigen
Anleihe welche den Ausfall kompensiert. Wie schon zuvor erwahnt ist der Restwert gegeben
durch

7T(]_ + C)7

und die Ausfallszahlung hat die Form
1 —m(l+c¢).
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Berechnet man nun den Barwert eines solchen Zahlungsstroms kommt man auf die Form

N-1

Dl = (1—7(1+c¢)) Zek
k=0

Analog zu einem Zins-Swap kann nun die Zahlungsrate so gewéhlt werden, dass der Wert
des Kreditausfall-Swaps zum Zeitpunkt ¢ = 0 Null ist. Dieser Zinssatz wird mit Kreditausfall-
Rate bezeichnet und besitzt folgende Form

N-1
k=0 ©k

Zl]jzl pk’m)’

N-1

s=(1-n(1+c¢) Z widHy, im Falle von Unabhéngigkeit,
=0

s=1-7(1+c¢))

N-1
sae(l—n(l+0) S wy <5Hk 4 (1 + 6H,) (O PO ARl 1)) .
k=0

Die letzte Formel oben bezieht sich auf den korrelierten Fall. Die Gewichte w; haben dabei

die Form B
_ Priq

- —=N-1 5 -
Zj:o Pj+1

Wp =
Die Swap-Rate eines gewohnlichen Zins-Swaps ist eine gewichtete Summe aus den Forward-

Raten, ndmlich
N-1
k=0

Diese Darstellung spiegelt auch die Kreditausfall-Rate wieder. Die Gewichte haben dabei
die selbe Form (den Unterschied machen hier die risikolosen Nullkupon Anleihen)

Pri1
N—1 :
Zj:o Pj+1

Diese Eigenschaft wird spéter in einem Maflwechsel ausgenutzt, um einen Preis fiir eine
Option auf einen Kreditausfall-Swap zu finden.

Um nun eine Preis einer Ausfalls-Option zu fixieren wird die Auszahlung eines solchen
Vertrages betrachtet. Demnach hat eine Ausfalls-Option mit Ausiibungszeitpunkt 7T} und
einer Laufzeit bis zum Zeitpunkt Ty einen Wert (bewertet am Zeitpunkt ¢ < T} < T und
mit Strike §*)

Wg =

=

-1

(5, Ty, Tw) — 5) S Py(1),.

<
Il
ol

Hierbei ist §(¢, Ty, Ty) die Forward-Kreditausfalls-Rate. Diese ist die Kreditausfalls-Rate
zum Zeitpunkt ¢ eines Kreditausfall-Swaps tiber den zukiinftigen Zeitraum [T, Tv]. Nimmt
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man nun an, dass Fy und Hy unabhéngig sind, folgt
5(t, Ty, Twy) = Zw](SH-.

Tritt nun keine Zahlungsunfihigkeit ein, dann wird die Option mit Strike s* dann und nur
dann ausgeiibt, falls §* < s(7T}, Tk, Tv) ist. Daraus ergibt sich eine Zahlung von

=

-1

.

(8(Tk) =577,

I
ol

Es wird im folgenden eine Technik wie sie im Kapitel 5 verwendet wurde, angewendet.
Die Forward-Kreditausfalls-Rate wird als geometrische Brownsche Bewegung angenommen.
Dabei wird ein Martingal Mafl gewéhlt welches eine Berechnung des Erwartungswertes
der Zahlung einfach gestaltet. Ein wichtiger Punkt dabei ist, dass 5(¢)I(t) Z?;l Py(t) am
Markt gehandelt wird. Dies ist die Zahlung in einem Kreditausfall-Swap tiber den Zeitraum
[Ty, Tv]. Aus dieser Zahlung kann man folgende Normierungsgrofe bilden

N-1
X(t)=1(t) Pi(t).
=k
Das dazugehorige Martingal Maf trigt das Symbol P* und wird mit Kreditausfall-Swap

Maf bezeichnet. Die Struktur von s besitzt nun die Form (Wp. ist eine neue Brownsche
Bewegung unter P* und unabhéngig von 1)

ds = ...dt + 508 dWp..

In der oben angegebenen Gleichung ist der Drift nicht relevant, da durch den Mafiwechsel
der Drift eliminiert wird. Die Volatilitat J]g wird als Konstant angenommen. Da nun P*
ein Martingal Ma#f ist, folgt (Wps ist die Brownsche Bewegung unter P*)

ds = 508 dWp..

Der Preis der Ausfalls-Option ist nun gegeben durch

N-1

B(T)I(Ty) Y Py(Ti)(5(Ty) —5°)"

C(0) =EF

Durch einen Mafiwechsel (von P zu P*) vereinfacht sich die Formel auf

<Z ) E¥[(5(Ty) — 5)"].

=k

Daraus ergibt sich nun folgende Proposition.
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Proposition 6.4 ([Schonbucher|, 2000a]). Der Wert einer Ausfalls-Option tiber das Zei-
tintervall [Ty, Ty] und einem Strike s*, welche nichtig wird falls eine Zahlungsunfihigkeit
vor dem Zeitpunkt Ty, vorliegt, ist gegeben durch

c:<§:g@)@@Nug—fN%»

=k

wobei dy,dy gegeben sind durch

In (gi*) + %(UH)2T]€
oI

Die Riickgewinnungszahlung spielt nur indirekt eine Rolle fiir den Wert einer Ausfalls-
Option. Die Riickgewinnungszahlung beeinflusst den Wert einer risikobehafteten Nullku-
pon Anleihe P, erheblich. Dadurch flieft diese Anpassung nur indirekt mit ein.

Aus der oben genannten Formel kann nun eine implizite Volatilitdt berechnet werden.
Dadurch ergibt sich eine Schétzung fiir die Volatilitdt der Ausfallsdichte Hj aus einem
Optimierungsproblem. Aus dieser Volatilitit o und aus der Volatilitéit der risikolosen
Nullkupon Anleihe o' lisst sich nun die Volatilitdt des Spreads ¢ bilden.

Fiigt man alle Komponenten zusammen, kann man Simulationen durchfiihren um so eine
Markteinschéatzung der Zinsen zu generieren. Es konnen aber auch Lebensversicherungen
Simuliert werden, um so Werte fiir eine 6konomische Bilanz zu erhalten. Die Zinsen dieses
Vertrages werden dann durch das LIBOR Markt Modell mit Ausfallsrisiko beschrieben.

dip =

6.7 Kalibrierungs Ergebnisse

Die Kalibrierung eines solchen Modells wird auf den Kalibrierungen aus Kapitel 5 aufge-
baut. Da nun zusétzlich ein Forward Spread modelliert wird, sind weitere Beobachtungen
erforderlich. Verwendet wurden die Ergebnisse aus Kapitel 5. Im Detail hat die Volatilitat
der risikolosen Nullkupon Anleihe die Form

oF (1) = (&F + 47 (T, — )e ?Bt vie{o,....n—1},

7

und die Korrelation unter den risikolosen Nullkupon Anleihen besitzt die Form

. —|i — j| P pn—1—7 o
pi,j = exXp (ﬁ |:—h’l<poo)+7] n——?):|> V'l,j S {0,1,...,77,— 1}

Diese werden dquivalent geschétzt wie im Kapitel 5. Die Ergebnisse werden adaptiert und
lauten:

CYF ,YF BF
2.030953¢-+00 | 5.570998¢-05 | 1.579351e-01
Ph n" X
0.6623425 | 0.3776575 X
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6.7.1 Unabhéingigkeit

Wenn die risikolose Nullkupon Anleihe unabhéngig von dem Ausfallszeitpunkt unter dem
MaBl @ modelliert wird, vereinfachen sich die stochastischen Differentialgleichungen der
Forward Raten. Die Eigenschaft der Unabhéngigkeit impliziert auch die Unabhéngigkeit
zw. der risikolosen Forward Rate F' sowie der Ausfallsdichte H. Diese Unabhéingigkeit gilt
nicht nur unter dem Maf} () sonder auch unter jedem anderen dquivalenten Martingalmaf.
Unabhéngigkeit bedeutet in diesem Fall, dass die Kovarianz von F' und H mit dem Wert
0 ident ist. Demnach ist (of7 aus Bedingung 6.4, of" aus Bedingung 6.3)

ofofl =0 Vkile{l,...,n}

Betrachtet man diesen Aspekt genauer, ist die Unabhéngigkeit gegeben wenn die risikolose
Forward Rate Fj, und die diskrete Ausfallsdichte Hj, von verschiedenen unabhéngigen Kom-
ponenten von W€ bewegt werden. Es ist zu beachten, dass selbst unter der Unabhéngigkeit
die risikolose Forward Rate Fj nicht unabhéngig von Sy ist, da der Zusammenhang durch
die folgende Gleichung gegeben ist

JF,
o =i - TR

Man kann errechnen, dass unter dem T} Uberlebens Maf} die_Dynamiken von Fj, S, und
Hj, gegeben sind durch (diese Prozesse sind Martingale unter Py, )

dFy,

?k = U;dekH,
dSk -
S op AW,
dH -
_H: = U;?deH,
dF, -
Tk = O-Idek-i-l'

k

6.7.2 Problem der Datenverfiigbarkeit

Die Schitzung einer impliziten Volatilitit o aus Proposition 6.4 erweist sich in der Praxis
als schwierig. Trotz langerer Recherche war es nicht moglich konkrete Daten fiir Ausfalls-
Optionen zu beobachten. Im Detail war es schwierig die passenden Anleihen zu einer
Ausfalls-Option zu finden und die dementsprechende Preise zu beobachten. Daher war
es nicht moglich eine parametrische Funktion fiir o und damit fiir o zu schétzen.

Ein weiteres Problem war es, Zinskurven aus Anleihen zu finden die sich von der eu-
ropéaischen Zinskurve (welche als risikolos betrachtet wurde) unterscheiden. Fiir fast alle
Lander in der Européischen Union wurde die européische Zinskurve beobachtet. Die Staats-
anleihe von Kroatien wies eine deutlich hohere Zinskurve auf als die européische Zinskurve,
daher wurde der Spread zu dieser Anleihe simuliert. Die Volatilitit o° wurde auf Grund
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Yield und Yield+Spread

o | |
4 1 1
A I:. I:. III.
= - II'. I'l'- \Il\.
‘;:,'H':'«. I.I.k x\\hh hxhq_\_
£ . b T T
s \x\ 1'-. ________ == saas
o oy e EEogesascREaTE R
>
o Betrachtungszeitpunkt
B 2019
B 2024
To R H 2034
H 2044
| | | | | | |
0 10 20

30 40 20 60

Laufzeit

Abbildung 15: Simulierte risikolose und risikobehafete Zinskurven

von Datenmangel gleich o gesetzt. Das Ergebnis dieser Simulation ist in Abbildung

zu sehen. Dieses Ergebnis ist nur von akademischer Natur und nicht repréasentativ fiir den
Spread von européischen Anleihen und Kroatischen Anleihen.
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7 Konklusion

Der Hauptteil dieser Arbeit liegt im wesentlichen auf vier Modellen zur Zinsbewertung auf
Basis von Staatsanleihen.

Das erste Modell (Nelson-Siegel Verfahren) ist ein deterministisches Modell und ist den An-
spriichen des Zinsmarktes der modernen Zeit nicht mehr gewachsen. Es dient aber immer
noch als Grundlage fiir die aktuelle Bewertung des Marktes. Eine mdégliche Projektion der
Zinskurven in die Zukunft, ist durch dieses Modell nicht mo6glich und auch nicht ratsam, da
die Unsicherheit einer Zinsveréinderung nicht vorhersagbar und daher nicht deterministisch
ist.

Das zweite Modell (Teichmann und Wiithrich) ist ein modernes HJM-Modell. Ein sehr
grofler Vorteil dieses Modells ist die adaptive Kalibrierung die es ermoglicht, neue Beob-
achtungen in das Modell mit einzubeziehen. Durch die spezielle Struktur der Volatilitat ist
das Modell sehr flexibel und beinhaltet zusétzlich noch die Abhéngigkeit von Zinskurven
iiber verschiedene Betrachtungszeitpunkte. Dieses Modell hélt auch fiir den Fall, dass Zin-
sen negativ sein kénnen. Da die Datenlage auch negativ Zinsen aufwies, ist dieses Modell
sehr gut geeignet um zukiinftige Zinsen schétzen zu konnen. Ein Nachteil des Modells ist,
dass fiir die Vorhersage ein approximierter Prozess verwendet wurde. Daher sind kleine
Schrittweiten ratsam um diesen entstehenden Fehler klein zu halten.

Das LMM ist aus heutiger Sicht ebenfalls ein plausibles Zinsmodell. Es bietet Dank der sto-
chastischen Komponente geniigend Flexibilitéit. Der Grofie Vorteil an diesem Modell liegt
darin, dass keine historischen Daten benétigt werden, um das Modell zu kalibrieren. Direkt
Markt Daten, und damit die direkte Einschédtzung der zukiinftigen Zinskurven durch dem
Markt flieen in die Kalibrierung mit ein. Paradoxerweise ist diese Markteinschétzung zu-
gleich auch ein Nachteil des Modells. Da die Kalibrierung tatséchlich von einzelnen Stichta-
gen abhéingt, konnen Falscheinschétzungen an diesen Stichtagen zu falschen Kalibrierungen
und damit zu falschen Ergebnissen fithren. Daher ist ein sorgfiltige Auswahl der Daten von
grofler Bedeutung.

Das LMM mit Ausfallsrisiko ist ebenfalls den modernen Anspriichen von Zinsstrukturen
gewachsen. Die zusétzliche Modellierung des Ausfallsrisikos stellt eine wichtige Erweiterung
von Zinsmodellen dar. Die Unsicherheiten der jiingeren Vergangenheit rechtfertigen diese
Annahme. Dieses Modell erbt alle Vor- und Nachteile des LMM von zuvor. Ein weiterer
Nachteil ist die nicht transparente Datenlage von Ausfalls-Option (credit default swapti-
on). Diese Datenliicke verhindert eine Kalibrierung an den Markt und somit eine mégliche
Einschétzung der zukiinftigen Zinslage.
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A Stochastische Integration

In diesem Abschnitt wird erortert wie ein Integral iiber einen stochastischen Prozess defi-
niert ist. Im wesentlichen orientiert sich dieser Abschnitt an [Miiller, 2014].

Definition A.1. e Die kleinste o-Algebra &2 von Teilmengen aus [0, 00) X Q, beziiglich
der alle linksstetigen adaptierten Prozess messbar sind, heifit o-Algebra der vorhersagbaren
FEreignisse. & ist eine Untere o-Algebra von H([0,00)) & .

e [lin Prozess X = (X;)i>0 heifit vorhersagbar, wenn er &2-messbar ist. Insbesondere
sind alle linksstetigen adaptierten Prozesse vorhersagbar.

Einer der wesentlichsten Prozesse in unseren Modellen ist die Brownsche Bewegung.
Dieser Prozess hat stetige Pfade und ist daher vorhersagbar.

Definition A.2. Ein reelwertiger stochastischer Prozess B = (By)i>o heiffit (eindimensionale,
standard) Brownsche Bewegung beziiglich einer (vorgegebenen) Filtration ((:F)i>0), wenn

er an diese Filtration adaptiert ist und die folgenden Bedingungen erfiillt
e By=0,
o Fir0<s<tist By — By unabhdingig von %, und B, — Bs «~ N(0,t — s),
e B hat stetige Pfade.

Der folgende Satz erscheint vorerst trivial ist dennoch der Grund warum stochastische
Modelle durch eine Brownsche Bewegung aufgestellt werden kénnen.

Satz A.1. Die Brownsche Bewegung existiert. Die kanonische Filtration der Brownschen
Bewegunyg ist rechtsstetig. Die vervollstindigte kanonische Filtration erfillt daher die iiblichen
Bedingungen (rechtsstetig, P-vollstindig).

In den angegebenen stochastischen Modellen ist der Begriff eines Martingals wesentlich.
Die Brownsche Bewegung ist zum Beispiel ein Martingal unter der kanonischen Filtration.

Definition A.3. FEin Prozess X = (X¢)i>o heifit ein Martingal beziiglich einer Filtration
(Z1)i>0, wenn E(|Xy]) < oo fir allet > 0 und

o X ist adaptiert,
o E(X,|.7,) = Xy P-fast sicher fiir alle 0 < s < t.

Eine Erweiterung eines Martingals ist das sogenannte lokale Martingal. Es wird spéter
dazu dienen, dass das Integral nicht nur iiber Brownsche Bewegungen méglich ist, sondern
die Klasse der Integratoren moglichst vielféltig gewéahlt werden kann.
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Definition A.4. Fin Prozess X heifit ein lokales Martingal, wenn es eine monoton wach-
sende Folge von Stoppzeiten T,, mit T,, 1 oclP-fast sicher gibt, sodass die bei T,, gestoppten
Prozesse X™ Martingale sind. Die Lokalisierungsfolge (T,,)n>1 darf dabei von X abhingen.
Analog sind lokale beschrinkte Prozesse solche, fiir die alle X' beschrinkt sind.

Es wird nun der Raum der quadratisch integrierbaren Martingale festgelegt. Dieser dient
spater fiir die Definiton eines stochastischen Integrals iiber eine Brownsche Bewegung.

Definition A.5. Ein Prozess X heifit quadratisch integrierbar, wenn

sup E(X}) < oo.
>0

Wesentlich fiir die eindeutige Existenz eines Integrals nach einer Brownschen Bewegung
ist folgender Satz

Satz A.2. Sei X = (X;)i>0 ein rechisstetiges, quadratisch integrierbares Martinngal. Dann
konvergiert X, in L? und fast sicher gegen eine quadratisch integrierbare Zufallsvariable
Xoo. Es gilt

Xi = E(Xoo|F) (P-fast sicher).

Folgender Raum, ndmlich der Raum der quadratisch integrierbaren Martingale mit
rechtsstetigen Pfaden, ist ein Hilbertraum. Das bedeutet das der Raum

M*? = {quadratisch integrierbare Martingale X mit rechtsstetigen Pfaden},
M? = {quadratisch integrierbare Martingale X mit stetigen Pfaden},

vollstandig beziiglich der induzierten Norm ist.

Satz A.3. Die zugrunde liegende Filtration % sei P-vollstindig. Dann gilt: Die Rdume
A und M2 versehen mit dem Skalarprodukt

<X', }7> = E(XYo0)
sind Hilbertrdume.

Sei ¢ : [0, 00) — R eine rechtsstetige Funktion von beschriankter Variation und schreibt
man g = hy — hg mit hy, hy monoton wachsend (ist moglich da g von beschriankter Variation
ist). Dann sind durch

vi((a,0]) := hi(b) = In(a),  wal(a,b]) = ha(b) — ho(a)

zwei MaBle auf den Borelschen Teilmengen von (0, 00) festgelegt. Das Lebesgue-Stieltjes
Integral ist dann durch

fdg = / fdv = fdun —/ fdus
(0,00) (0,00) (0,00) (0,00)
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definiert, wenn f(o ) |fldv; < oo fiir i = 1,2 ist. Ist die Funktion f nun stetig dann stimmt
das Lebesgue-Stieltjes Integral mit dem Riemann-Stieltjes Integral iiberein. Dieses ist als
Grenzwert der Riemann-Stieltjes Summen

Zf () (g(te) — g(te-1)),  (te1 St < ti)

definiert,wenn die Feinheit ||7,|| = maxi<p<,(tx — tx—1) fiir die Zerlegung 7, gegen null
strebt und der Grenzwert unabhéngig von der Wahl der Zwischenstelle ¢, ist. Da nun die
Brownsche Bewegung stetig ist konnen Integrale der Form

[ b, [ costs)ab(w). usu).

Pfadweise als Riemann-Stieltjes Integral definiert werden. Fiir unsere Modelle ist dies aus-
reichend da wir nur Integrale {iber stetige Funktionen nach einer Brownschen Bewegung
berechnen.

Im falle des It6 Integrals wird die Zwischenwertstelle nicht wie oben unabhéngig gewéhlt
sondern immer das linke Intervallende ¢;_; als Zwischenwertstelle herangezogen. Dadurch
lasst sich das Integrall nach It6 nicht nur auf stetige Funktionen anwenden sonder auch
auf Prozesse die aus dem Raum

H? = {Y Y ist adaptiert, messbar und E (/ des) < oo}
0

stammen. Zuerst sei aber eine Definition fiir einfach vorhersaghare Prozesse definiert und
anschliefend auf den Raum 5#? erweitert.

Definition A.6. Fin Prozess Y heifit einfach vorhersagbar, wenn er dargestellt werden
kann als

Y, = ®oligy(t +Z‘I)k (tprti] (

Dabei ist 0 =ty < --- <t, <oo. Die §y, smd alle beschrinkt, F;, ,-messbare Zufallsva-
riablen und ®q ist eine beschrinkte, Fy-messbare Zufallsvariable. Die Menge aller einfach
vorhersagbarer Prozesse bezeichnet man mit 2°.

Definition A.7. Das stochastische Integral Ig(Y) = (Ip(Y)t)i>0 nach einer Brownschen
Bewegung fiir einfach vorhersagbare Prozesse Y st definiert durch

]B<Y) / YdB Z q)k min(tg,t) Bmin(tk_l,t))

Fiihrt man nun in den Raum .72 die L?*-norm

mm%:E(/ nw)
0
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ein, dann kann man beweisen, dass die lineare Abbildung Iz : Z° — #? eine Isometrie
ist, d.h.
1s(Y)[l.a = [IY |-

Daraus resultiert nun die endgiiltige Definition des stochastischen Integrals {iber die Funk-
tionen aus dem Raum 572 indem man eine eindeutige Fortsetzung von Iz von Y nach

2 bildet. Dies ist moglich da 22° dicht in 5772 liegt.

Satz A.4. Es gibt eine eindeutige bestimmte Fortsetzung von Ig zu einer linearen Isometrie
Ig : A% — M?. Diese definiert das stochastische Integral Ig(Y) fir Y € 2*. Fir
Y € J? ist das stochastische Integral Ip(Y) = [YdB ein (bis auf Ununterscheidbarkeit)
eindeutig bestimmtes, quadratisch integrierbares Martingal mit stetigen Pfaden.

Eine weiter Entwicklung wére die Integration Iz nicht nur nach der Brownschen Bewe-
gung zu definieren sondern eine weiter Klasse von Prozessen zu definieren nach dem das
Integral méglich ist. Eine solche Klasse von Prozessen bilden die Semimartingale. Die Defi-
nition solcher Semimartingale bené6tigt die Formulierung eines allgemeinem stochastischen
Integral welches in [Miiller, 2014] nachzulesen ist.

Ein Beispiel eines Semimartingals wére die Brownsche Bewegung B welche selbst ein Se-
mimartingal ist. Integration nach einem Semimartingal bildet wieder ein Semimartingal.
Des weiteren sind dadurch auch Ito Prozesse Semimartingale.

B 1to Formel

Die 1to Formel ist eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential und Integral-
rechnung auf stochastische Integrale. Sie wird z.B. fiir die Berechnung des Drifts im LMM
verwendet. Fiir die Formulierung wird der Begriff der quadratischen Variation verwendet.

Definition B.1. Sei X = (X;);>0 ein stochastischer Prozess. Existiert fir ein t > 0 eine
Zufallsvariable [X];, sodass

X =3 (Xy, — Xi,,)? = [X]e (in Wahrscheilichkeit),

k=1

wenn die Feinheit ||m,|| der Zerlegung m, : 0 =ty < --- < t, =t gegen null strebt, dann
heifit [X]; die quadratische Variation des Prozesses X auf [0, t].

Diese Eigenschaft kann noch erweitert werden in dem man [ X, Z]™, wobei Z = (Z;)i>0
ein stochastischer Prozess ist, folgendermafien definiert

n

[X’ Z]?n = Z(th - th—l)(Ztk - Ztk—1)'
k=1

Daraus wird dann durch die Einfiihrung eines neuen Konvergenzbegriffes die Kovariation
definieren (Die quadratische Variation ist ein Spezialfall der Kovariation).
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Definition B.2. Man sagt eine Folge von rechtsstetigen (bzw. linksstetigen) Prozessen Y™
konvergiert upc gegen Y. wenn fir jedes t > 0
sup|Y)' = Y| = 0 in W/
s<t
Folgender Satz definiert die Kovariation welche ein wichtiger Bestandteil in der Ito
Formel ist.

Satz B.1. Seien X, Z Semimartingale. Es existieren adaptierte, linksseitigstetige mit rechts-
seitig existierenden Limiten (cddlag) Prozesse [ X| und [ X, Z] fir die
X]|™ X
[X]™ upe [X]
X, Z|™ X, 7
[X, Z]™ upe, [ X, Z]

wenn die Feinheit ||m,|| der Zerlegung gegen null strebt. [ X| = [X, X| heifst die quadratische
Variation von X und [ X, Z] die Kovariation von X und Z.

Daraus kann man nun die berithmte Ito0 Formel konstruieren. Hier wird eine allgemeine
Form formuliert welche nicht nur auf stetigen Semimartingale anwendbar ist (dadurch
existiert von einem Prozess X ein weiterer Prozess X _ welcher der linksseitige Grenzwert
an jeder Stelle ist und AX = X — X_ ).

Satz B.2. Sei X = (X!,..., X%) cine d-dimensionales Semimartingal das P-fast sicher
nur Werte in einer offenen Menge U aus R? annimmt. Sei weiters f : U — R eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion. Dann ist f (X ) ein Semimaringal und es gilt P-fast sicher

£ =)+ Y [ R axi+ 5 Z / o (XX,
+) {Af(X,) Z/ OAXE— - Z/ 8%8% OA[XE, X))

s<t

C Doléan Exponential
Eine Folgerung aus der Ito Formel ist der Exponentialprozess eines stetigen Semimartingals
das auch das Doléan Exponential genant wird.

Satz C.1. Sei X ein stetiges Semimaringal. Die bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutige
Losung der stochastische Differentialgleichung

dZt Zt dXt, ZO - 1,

15t

Ist X ein lokales Martingal, dann ist auch €(X) ein lokales Martingal. £(X) heifit auch
Dolean FExponential von X.
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Der oben angefiihrte Satz kann auch fiir allgemeine Semimartingale konstruiert werden.
Dabei kommen zusétzliche Sprungterme zur Losung hinzu. Fiir mehr Details siehe [Miiller,
2014].

D Poisson Prozess

Der Poisson Prozess ist eine vereinfachte Variante des Cox-Prozesses.

Definition D.1. Sei {Q,.% P} ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein stochastischer Prozess
heifit homogener Poisson Prozess Py mit Intensitit A € RT und t € [0,00) falls die Pfade
von Py, rechtsstetig sind und es existieren die linksseitig Limiten von Py ;. Auferdem gelten
folgende drei Figenschaften

o Sei 0 <t <ty <---<t, <oo gegeben dann sind die Zufallsvariablen Py, — Py,
fiir 2 <1 < n unabhdngig von einander (unabhdngige Zuwdichse).

o Po=0 P-fast sicher.

o Set 0 < s <t < oo gegeben dann gilt, dass die Zufallsvariable Py, — Py s einer
Poissonverteilung mit Parameter \(t — s) folgt. Demnach gilt

_ k
]P[P)\,t — P)\,S = kj] = WG—)\@—Q ke NO

Der Poisson Prozess ist ein Zéhlprozess. Weitere Eigenschaften des Prozesses Py ; erge-
ben sich aus den Ankunftszeiten 7T,, und Zwischenankunftszeiten X,, welche die Form

T, =min{t >0: P\, =n} X,=T,—-T,-.1 n>1

besitzen. Die Zwischenankunftszeit ist also die Wartezeit zwischen dem Eintreten des
n — 1-ten Ereignisses und des n-ten Ereignisses. Es kann gezeigt werden, dass die Zwi-
schenankunftszeit einer Exponentialverteilung mit Parameter A folgt und das Xy, Xo, ...
unabhéngig sind.

Ein inhomogener Poisson Prozess unterscheidet sich vom homogenen Prozess dadurch, dass
die Intensitét A durch eine Funktion in der Zeit ersetzt wird. Dabei muss die Funktion A(t)
die Eigenschaften

At) >0 tel0,00)

t
/ Ar)dr < oo s, t €RT

erfillen.
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E Markierter Punkt Prozess und Satz von Girsanov

Zur Definition eines markierten Punkt Prozesses ([Schlather, 2007]) wird zuerst ein ein-
facher Punkt Prozess definiert und aus diesem wird spéter ein markierter Punkt Prozess
definiert. Ein solch einfacher Punkt Prozess ist ein Prozess an dem an bestimmten Punkten
in der Zeit ein Ereignis aus einem Wahrscheinlichkeitsraum passiert.

Definition E.1. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum gegeben. Ein einfacher Punkt
Prozess ist ist eine Folge von Zufallsvariablen T = (T,)n>1 aus dem Raum RT (ist der

Abschluss vom Raum [0, 00[= R™" ). Dabei erfillen die Zufallsvariablen

P(T, <Thi1, T, <o0)=P(T, <o0) n>1,
P(lim T,, = o0) = 1.
n—o0
Demnach ist ein einfacher Punkt Prozess eine Folge von strikt positiven, monoton

wachsenden Zufallsereignissen. Die letzte Bedingung legt auflerdem fest, dass es in einem
Intervall [a,b] mit a < b und a,b € [0, 00) nur endlich viel Ereignisse gibt. Des weiteren ist
der Grenzwert des Zeitpunktes des letzten Ereignisses fast sicher Unendlich.
Daraus kann man nun einen markierten Punkt Prozess definieren. Dazu sei (F, &) ein
messbarer Raum mit o—Algebra &. Dieser Raum wird als ,mark space® bezeichnet. Zu
diesem Raum fiigt man nun jenes Event A hinzu, welches als irrelevantes Event bezeichnet
wird, denn dieses Event tritt nie ein. Demnach ist

E=FEUA & =a(&,{A}),
der mark space mit dem irrelevantem Ereignis.

Definition E.2. Ein markierter Punkt Prozess mit mark space E st eine Doppelfolge
(T,Y) = (Ty)n>1, (Yn)ns1) mit Werten aus dem Raum RY x E. Wobei die Zufallssequenzen
(T)n>1 und (Yn)n>1 auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) definiert sind und T einem
einfachen Punkt Prozess entspricht. Des weiteren gilt,

P(Y, € E,T,, <) =P(T, <), n>1,
P(Y, =AT,=00)=P(T, =00), n>1.

Ein einfaches Beispiel fiir einen markierten Punkt Prozess wére z.B. ein Poisson Prozess.
Dabei Handelt es sich bei dem Raum E = N und der einfache Punkt Prozess (7,)n>1
erfiillt dabei die Bedingung 7,, = > | 7; wobei (7,),>1 ist eine Folge von unabhéngigen
und exponentialverteilten Zufallsvariablen (Parameter ) ist. Der Marker (Y},),>1 ist in
diesem Fall eine Folge von Einsen.

Der Grund warum hier ein markierter Punkt Prozess eingefiithrt wurde, liegt darin, dass
es moglich ist ein zufélliges Mafl mit Hilfe solcher Prozesse zu definieren. Es wird zunéchst
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der einfache Fall behandelt bei dem ein einfacher Poisson Prozess die Grundlage bildet.
Dazu sei (N;)>o ein Poisson Prozess mit Sprungzeiten T4, Ty, . ... Dann ist N; die Anzahl
der Spriinge im Zeitraum [0, ¢]

N, =#{i>1,T; € [0,t]}.
Des weiteren ist fir t > s
Ny — Ny =#{i > 1,T; € (s,t]}.

Eine solche Zahleigenschaft definiert ein Zdhlmafl M auf dem Raum [0, 00). Fiir jede
messbare Menge A C R sei

M(w, A) = #{i > 1, Ty(w) € A},

Dann ist M (w,-) ein positives und ganzahliges Mafl und M (A) ist mit Wahrscheinlichkeit
1 endlich fiir jedes beschriankte Intervall A. Da dieses Mafl von w abhéngig ist, ist dieses
Maf ein zufélliges Mafl und es kann gezeigt werden, dass folgendes gilt (mit | - | wird das
Lebesgue Maf} bezeichnet),

E[M(A)] = AA|.

Man kann auch den Weg umkehren und von einem zufélligem Mafl ausgehen und daraus
durch

N(w) = M(w.[0.8) = [ M(w.ds),
[0,2]

einen Poisson Prozess definieren. Dabei muss man beachten, dass die Eigenschaften die eine
Poisson Prozess ausmachen in dem zufélligen Ma3 M vorhanden sind. Fiir mehr Details
siehe [Cont Ramal, |2003].

Die Einschrankungen auf das verwendete Lebesgue Mafl und auf den Raum R* kénnen
verallgemeinert werden. Dadurch erhélt man ein Maf3 das als Poisson Zufallsmafl bezeichnet
wird.

Definition E.3 ([Cont Ramal, 2003|). Sei (Q, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, E C R?
und p ein (positives) Radon Maf$ auf (E,&). Ein Poisson Zufallsmafl auf E mit Intensitits
Maf$ (Kompensator) p ist ein ganzzahliges, zufilliges Mafl mit

M QOQx& — N
(w, A) = M(w, A),

sodass

o Firw € Q ist M(w,-) ein ganzzahliges Radon Maf$ auf E, d.h. fir jede beschrinkte
und messbare Menge A C E ist M(A) < oo und M(A) ist eine ganzzahlige Zufalls-
variable.
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o [ir jede messbare Menge A C E ist M(-,A) = M(A) eine Poisson Zufallsvariable
mit Parameter ju(A):

P(M(A) = k) = e #A) (’“‘(A))k, Vk € N.

o Falls die Mengen Ai, A, ..., A, € & disjunkt sind, dann sind die Zufallsvariablen
M(Ay),..., M(A,) unabhingig voneinander.

Es kann noch gezeigt werden, dass zu jedem Radon Mafl i ein Poisson Zufallsmaf
existiert welches als Kompensator das Maf§ 1 besitzt (Proposition 2.14 in [Cont Ramay,
2003]). Des weiteren ist es auch méglich eine kompensiertes Poisson Zufallsmal M zu
konstruieren indem man

MI(A) = M(A) — u(A),

setzt. Aus solchen Maflen kann man durch Integration Prozesse erzeugen die Martingale
sind. Fithrt man eine Verallgemeinerung fort fithrt dies zu einem Zufallsmafl welches nicht
mehr ganzzahlig sein muss. Demnach korrespondiert ein solches Zufallsmafl welches auf
einem Raum E = [0, 7] x R? definiert ist mit einem markierten Punkt Prozess.

Durch eine allgemeinere Form des Satzes von Girsanov fiir markierte Punkt Prozesse ist
es nun moglich auch in diesen Féllen von Zufallsmaflen einen Mafiwechsel durchzufiihren.
Dabei spielt der folgende Satz die Hauptrolle. Dieser Satz und die Existenz von dquivalenten
Wahrscheinlichkeitsmafien stammt aus der Arbeit [Bjork et al., [1997].

Satz E.1 (|Bjork et al,[1997], Theorem 3.13). Sei (2, (F})i>0, Q) ein filtrierter Wahrschein-
lichkeitsraum. Sei Wq(t) eine n-dimensionale Brownsche Bewegung adaptiert an (Fy)i>o
und p(dg; dt) ist ein Marked Point Prozess auf (€, (F})i>0, Q).

Der marker q vom Marked Point Prozess ist aus dem Raum (E,&). Es wird Angenommen,
dass der Kompensator von p(dg,dt) die Form vg(dg,dt) = K,(dq)A\,(t)dt unter @ besitzt.
Hierbei ist A\y(t) die Dichte der Ankiinfte des Punkt Prozesses und Kq(dq) ist die bedingte
Dichte des makers auf (E,&).

Sei 0 ein n-dimensionaler vorhersagbarer Prozess und ®(t,q) eine nicht negative vorher-
sagbare Funktion (vorhersagbar im Sinne das die Funktion messbar beziiglich & & & ist,
P ist die o-Algebra der vorhersagbaren Prozesse) mit den Figenschaften

/0 16(s)|Pds < oo, / / (s, 0)| Koldg)o(s)ds < 0o, ¢ < .

Definiert man einen Prozess L(t) mit L(0) = 1 und

dL(t)
L(t—)

= 0(t)dWy(t) + /E(<I>(t, q) — 1)(u(dg, dt) — vg(dg, dt)).

Zusdtzlich mimmt man an, dass E®[L(t)] = 1 fiir t < co. Dann gilt fiir das Wahrschein-
lichkeitsmafs
dP

40k~ L(t),

F
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die Bedingung, dass
dWq(t) — 0(t)dt = dWp(t)

eine Brownsche Bewegung unter P ist und
vp(dg, dt) = ®(t, q)vg(dyg, dt),

der vorhersagbare Kompensator von p unter P ist. Definiert man ¢(t) fE (t,q9)Ko(dg)
und Lg(q) = ¢€t‘)7 fir ¢(t) > 0 und andererseits ist Lg(q) = 1. Dann ist

Ap(t) = ¢(t)Aq (1),

die Dichte der Ankunftsrate des markierten Punkt Prozesses unter P. Des weiteren ist

Kp(dg) = Lr(q)Kq(dg),

die transformierte bedingte Dichte des markers unter P.
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