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Kurzfassung

Ziel dieser Arbeit sind die numerische Umsetzung sowie die Untersuchung der nicht-
symmetrischen Kopplung der Finiten Elemente Methode (FEM) und der Randelement-
methode (BEM) fiir das Stokes—Problem. Lange Zeit war die Analysis der nichtsym-
metrischen Kopplung an spezielle Voraussetzungen gebunden. Heute kann auf Grund
erheblicher Fortschritte in der Analysis der nichtsymmetrischen FEM-BEM Kopplung
auf diese Einschrankungen fiir andere partielle Differentialgleichungen verzichtet wer-
den. Somit ist die numerische Untersuchung der gemischten Formulierung der nicht-
symmetrischen FEM-BEM Kopplung fiir das Stokes—Problem in dieser Arbeit von
groffem Interesse. Um die gemischte Formulierung der FEM-BEM Kopplung nume-
risch untersuchen zu koénnen, wird zuerst das Dirichlet—Randwertproblem des Stokes—
Problems betrachtet. Die Diskretisierung der gemischten Formulierung erfolgt mittels
modifizierten Taylor-Hood—Elementen und wird anhand numerischer Beispiele getes-
tet. Im Speziellen wird der Nachweis der Erfiillung der diskreten Inf-Sup-Bedingung
im Detail ausgefiihrt. Zusétzlich werden die Randintegralgleichungen fiir Stokes einge-
fithrt, um damit anschlieBend die nichtsymmetrische Kopplung aufzustellen. Im Rah-
men dieser Masterarbeit wird die nichtsymmetrische FEM-BEM Kopplung im Zwei-
dimensionalen implementiert und anhand einiger numerischer Beispiele untersucht.






Abstract

The aim of this master thesis is the numerical realization and examination of the non—
symmetric coupling with the finite element method (FEM) and the boundary element
method (BEM) of the Stokes problem. In the past, the analysis of the non—symmetric
coupling needed to fulfill specific requirements. Due to progress made in the analysis
of the non—symmetric FEM-BEM coupling, these requirements can now be neglected
for other partial differential equations. Therefore, the numerical investigation of the
mixed formulation of the non-symmetric FEM-BEM coupling of the Stokes problem
is the focus of this thesis. In order to do so, the Dirichlet boundary value problem
of the Stokes problem is considered first. The mixed formulation is discretised with
modified Taylor-Hood finite elements and tested with the help of numerical examples.
In particular, the proof of the discrete Inf-Sup condition is discussed in detail. In
addition, the boundary integral equations for the Stokes problem are introduced in
order to establish the non—symmetric coupling. Finally, the non—symmetric FEM-
BEM coupling is implemented for the two—dimensional case and is tested with several
numerical examples.
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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist die numerische Umsetzung der nichtsymmetrischen FEM-BEM
Kopplung fiir das Stokes—Problem. Die nichtsymmetrische Kopplung geht auf |6, 22]
fiir das Laplace-Problem zuriick. Deren Analysis nutzte zunéchst die Kompaktheit
des Doppelschichtpotentials, die allerdings nur bei geniigend glattem Rand gegeben
ist, um die Eindeutigkeit des gekoppelten Problems zu zeigen. In [33] 34] gelang es
erstmals, die eindeutige Losbarkeit der nichtsymmetrischen FEM-BEM Kopplung fiir
das Transmissionsproblem der Yukawa—Operatoren und der Laplace—Gleichung mittels
Elliptizitat, insbesondere fiir beliebige konforme Ansatzraume, zu beweisen. Dies lésst
sich auf Randwertprobleme iibertragen [16]. In [29, 130, 42] wird der Beweis fiir das
Transmissionsproblem der linearen Potentialgleichung gefiihrt. Fiir die Elastostatik
lassen sich &hnliche Resultate zeigen [13] 43].

Die FEM-BEM Kopplung des Stokes—Problems wurde in [14, |15, |19, [26} 31, 32, 3§]
betrachtet. In den frithen Arbeiten zur nichtsymmetrischen Kopplung des Stokes—
Problems wurde wieder iiber die Kompaktheit des Doppelschichtpotentials argumen-
tiert 19, |26, 38], wodurch sich fiir die Analyse Einschrinkungen in Bezug auf die
diskreten Ansatzraume ergaben. In Folge der Fortschritte fiir die Laplace—Gleichung
erfolgte die Analyse einer dualen Formulierung |14} [15] ohne Zuhilfenahme des Kom-
paktheitsarguments. Daher ist die numerische Untersuchung der primalen gemischten
Formulierung der FEM-BEM Kopplung, welche in dieser Arbeit diskutiert wird, von
groflem Interesse.

Dafiir wird in Kapitel [} 2] und [3] auf das Dirichlet-Randwertproblem des Stokes—
Problems, welches mit den Finiten Elementen numerisch umgesetzt wird, eingegangen.
In Kapitel [I] werden die Gleichungen von Stokes und die Variationsformulierungen fiir
die Sattelpunktprobleme eingefiihrt. Die eindeutige Losbarkeit von kontinuierlichen
Sattelpunktproblemen wird in Kapitel [2| unter Anwendung des Brezzi’s—Splitting—
Theorems[2.7]genauer besprochen. Mit diesem Satz wird fiir das Stokes—System die ein-
deutige Losbarkeit im Kontinuierlichen gezeigt. In Kapitel [3| wird das Stokes—Problem
mit Hilfe der Taylor-Hood—Elemente bzw. der modifizierten Taylor-Hood-Elemente
[44], [4, S. 163] diskretisiert. Fiir diese stabilen, diskreten Stokes-Probleme muss die
eindeutige Losbarkeit erneut gezeigt werden. Deshalb liegt das Hauptaugenmerk dieses
Kapitels auf dem Nachweis [17] der Erfiillung der diskreten Inf-Sup—Bedingung, fiir die
Taylor—-Hood—Elemente und die modifizierten Taylor—-Hood—Elemente. Zum Abschluss
des [3] Kapitels wird ein Dirichlet—Randwertproblem, jeweils mit den Taylor-Hood-
Elementen und den modifizierten Taylor-Hood—Elementen numerisch umgesetzt und
die Ergebnisse ausgewertet. Damit die FEM-BEM Kopplung durchgefiihrt werden
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14 Einleitung

kann, werden im [ Kapitel die Randintegralgleichungen eingefiihrt. Einige Eigen-
schaften der Randintegraloperatoren konnen von der linearen Elastizitédt iibernommen
werden, weil die Gleichungen der linearen Elastizitdt und die Gleichungen von Sto-
kes iiber die Fundamentallésungen der Geschwindigkeit des Stokes—Systems, mit den
Fundamentallosungen des Systems der linearen Elastizitét zusammenhédngen. Im [4]
Kapitel werden die Darstellungsformeln mit Hilfe der Fundamentallosungen fiir das
Stokes—Problem im Innen— und Auflenraum angegeben und die Eigenschaften der je-
weiligen Randintegraloperatoren fiir das Stokes—Problem betrachtet. Mit Hilfe der 1.
Randintegralgleichung fiir Stokes kann die nichtsymmetrische FEM-BEM Kopplung
im [5] Kapitel aufgestellt werden. In diesem Kapitel wird ein kurzer Literaturiiberblick
zu Arbeiten, in denen eine FEM-BEM Kopplung fiir das Stokes—Problem betrachtet
wird, gegeben. Im Rahmen dieser Masterarbeit wird die nichtsymmetrische Kopplung
in R? implementiert. AbschlieBend werden einige numerische Beispiele analysiert. Hier
wird die FEM mit den modifizierten Taylor-Hood-Elementen und die BEM mit der
1. Randintegralgleichung realisiert.



1. Variationsformulierungen fiir
das Dirichlet—Randwertproblem
des Stokes—Problems

Sei @ C R? ein beschrinktes, zusammenhingendes Gebiet mit Lipschitz-stetigem
Rand I' := 09. Gegeben sind die Krifte f € [Ly(Q)]¢, g € [HY2(T)]?, die Viskositits-
konstante v, und gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld u : @ — R? und der Druck
p: Q — R. Die Geschwindigkeit soll einer Dirichlet-Randbedingung ~{™u = g auf I'
geniigen, wodurch man das Dirichlet-Randwertproblem der Gleichungen von Stokes

—vAu+Vp=1f inQ, (1.1)
divu=0 in Q,
ytu =g auf T (1.3)

erhélt. Die Gleichungen von Stokes beschreiben die Bewegung einer inkompressiblen,
stationdren und zahen Fliissigkeit [5] in einem mehrdimensionalen Kérper d = 2, 3.

Fiir den dreidimensionalen Fall lauten die Gleichungen (1.1))

B
Auy 9, P i
—v | Auy | + 3%,2 = | fo
Aug 9 3
Ox3

Die Dirichlet-Daten g miissen einer divergenzfreien Stromung entsprechen, sodass sich
mit dem Integralsatz von Gaufl die Ldsbarkeitsbedingung

O:/divudm:/u~ndsz:/g-ndsm (1.4)

Q r r

ergibt. Der Druck p in (1.1)) ist bis auf die Addition von Konstanten eindeutig be-
stimmt. Deshalb wird er durch die Normierung

/pdx =0 (1.5)

Q

15



16 1. Variationsformulierungen des Stokes—Problems

festgelegt |4, S. 152]. Aufgrund dieser Normierung wird der Raum Lo ¢(£2) (1.6) einge-
fithrt

Loo(Q) == {q € Ly(Q) : /qdm - o}. (1.6)
Q
Um die Variationsformulierung der Gleichungen von Stokes herleiten zu kénnen, wird

die 1. Greensche Formel fiir das Stokes—Problem benétigt. Diese wird im folgenden
Abschnitt ndher betrachtet.

1.1. Die 1. Greensche Formel fiir die Gleichungen
von Stokes

Damit die 1. Greensche Formel [41, S. 12ff] hergeleitet werden kann, werden einige
Eigenschaften des linearisierten Verzerrungstensors [7] benotigt.

Definition 1.1. (Der linearisierte Verzerrungstensor). (28, Kapitel 3.4],(7, S.
285] Sei Q) C RY, d = 2,3 ein Gebiet und u die Verschiebung, dann ist der linearisierte
Verzerrungstensor e : @ — R durch

e(u) := %((VU)T + Vu),

bzw.

1
eij(u) i= 5 (O + dui) - fiiri,j=1,..d, (L7)

definiert.
Lemma 1.2. (Eigenschaften des linearisierten Verzerrungstensors).

Fir den linearisierten Verzerrungstensor e : Q —>_RdXd, d = 2,3 und den Funktionen
u: Q=R ueC?*Q) undv:Q —=RY v eC?Q) gelten folgende Beziehungen:

0 0 0
al,] [6l] (U)UZ] =V 836] ez]( ) + ez]( )a_xjvz (18)
d d
> € Z (1.9)
ij 1 j=1
10 .
Z o, Auz 20, divu (1.10)

d
Z Auv; = 2 Z eij(u)e;;(v) —2 Z %[eij(u)vi] + Zvla% divu (1.11)
j J i=1 ’



1.1. Die 1. Greensche Formel fiir die Gleichungen von Stokes 17

Beweis.

i. Die Gleichung 1St zu zeigen.

Die Gleichung kann durch die Anwendung der Produktregel bewiesen werden.
ii. Die Gleichung 1st zu zeigen.

Die Gleichung (1.9) wird fiir d = 2 bewiesen, fiir d = 3 kann analog vorgegangen
werden. Im ersten Schritt wird e;;(u)d;v; = e;;(u)ey;(v) gezeigt

Im zweiten Schritt wird unter zu Hilfenahme der Eigenschaft ejp(u) = e9;(u) gezeigt,
dass e12(u)0av1 + €91 (1)01v2 = era(u)erz(v) + ea1(u)eg (v) gilt. Damit ergibt sich

1 1
612(11)82’01 + €921 (11)(911)2 = 5 (612(11) + €91 (u))@wl + 5 (612(11) + €91 (u))@lvg

1

=3 <612(u) + 621(11)> (321)1 + 31”2)

- (612(11) + 621(11))612(") = enz(w)enn(v) + ex(u)ern(v)

= ep(u)ern(v) + ex(u)esr (v).

Beide Schritte vereint ergeben die Gleichung ([1.9)).
iii. Die Gleichung (1.10)) ist zu zeigen.

3
1 1 1
Z Gjeij (u) = 81 <§<81U1 —+ 81u1)) + 82 <§(81U2 + (%uz)) + 83 <§(81U3 + 83u2))
j=1
1 1 1 1 .
= §AU2 + 581(811“ + 82u2 + 83U3) = EAUIZ + 561 divu

iv. Die Gleichung (1.11)) ist zu zeigen.
Ausgehend von (|1.8)) werden jeweils ((1.10) und ((1.9) angewandt, und es ergibt sich

> dilesupn] =7 dresw+ 3 eswiyn,

ij=1 ij=1 ij=1
L d
— <AUZ + 02 div 11) V; + Z eij(u)eij(v).
24 “
=1 7,7=1
d
Dies nach Z Awu;v; umgeformt, ergibt die Aussage (1.11)). O

i=1
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1.1.1. Herleitung der 1. Greenschen Formel fiir die
Gleichungen von Stokes

Im Folgenden wird die 1. Greensche Formel fiir das Stokes—Problem hergeleitet. Dafiir

werden die Eigenschaften des linearisierten Verzerrungstensors (Lemma benotigt.

Die i-te Komponente der ersten Gleichung des Stokes-Problems (L.1)), wird mit einer
Testfunktion v; multipliziert und iiber €2 integriert |41, S. 12ff]. Danach fithrt partielle

Integration zu
0
—v | Auwv;dx + dr = —v | Auv;dr — pa sdx + | pnv;ds,.
Ty

Q Q Q Q r

Auf die Summe iiber ¢ werden die Ergebnisse aus Lemma fiir den linearisierten
Verzerrungstensor angewandt

—V/Au vdx—i—/Vp vda: QV/ZQJ u)e;;(v)dx

2,j=1

d
_QV/Z oz, ew )v; dx—l—l//ZvZaxl divudzx + /Zaiipvidx.
o i=1

AnschlieSend wird das 2., 3. und 4. Integral partiell integriert und es ergibt sich

= 21// Z e;j(u)e;;(v dl‘—2l// Z nje;;(u v(l)ntvz dsy

7,7=1 1,7=1

—v / divudivvdr +v / divun'~Mv ds,

Q r

—/pdivvdx—l—/pnTvémvdsr.
Q T

Dies umgestellt fiithrt zu

/Ze” u)e;;(v dx—y/divudivvd:c:

i,7=1 Q

/[—VAu—i—Vp] -de—i—/pdivvdx
Q

Q
. /[p + divujn” Yo'tv ds, + 21// Z nje;;(a (0)y" v; ds,.
r

i,7=1
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Daraus erhélt man die 1. Greensche Formel fiir das Stokes—System

d
a(u,v) :/[—VAu—i-Vp] -de—l—/pdivvdx—i—/zn(u,p)vidsm 1.12)
» 1.12
T =1

= (£, v)q — b(v,p) + (t(u,p), 7" V)r.

Unter Berticksichtigung von divu = 0, definieren sich die symmetrische Bilinearform
a(+,-), die Bilinearform b(+,-) und die Konormalenableitung ¢;(-, -) wie folgt:

a(u,v) = 2V/ Z eij(u)e;(v (1.13)

2,j=1
b(v,p) = —/pdivvdm, (1.14)
0
d
ti(u,p) := —[p+vdivuln; + ZVZeij(u)nj, rel,i=1,..4d. (1.15)
j=1

1.1.2. Alternative Herleitung der 1. Greenschen Formel fiir
die Gleichungen von Stokes

Fiir das Dirichlet—Randwertproblem des Stokes—Problems kann die 1. Greensche For-
mel auch mit einer alternativen Vorgehensweise hergeleitet werden. Fiir die alternative
Herleitung, wird die Gleichung mit einer Testfunktion v € [H}(Q)]%, d = 2,3 mul-
tipliziert und iiber das Gebiet () integriert. Fiir das erste Integral wird die 1. Green-
sche Formel fiir die Potentialgleichung verwendet; das zweite Integral wird partiell
integriert. Damit ergibt sich

— _yz:/Au,vz d$+2/8zpvz dx

=1 Q =1 Q
d u. d
= VZ{ /’y(l)ntvza . dsac /vuz ' V'UZ‘ dl‘}'f_ Z{/pn176ntvz ds:v - /pézvz dl'}
i=1 T Q =1 Q
d{/v Vo, d /8d+i/ inty, /mtauld}
= v u; - Vu; dr — V; x n;Ye U dSy — U V; Sy ¢
ZZI J p > pnag F Wi

Dabei verschwindet das Randintegral

d
Z/ (—pnayd™v; + Vvantvzaa Yds, =0 fiir v € [Hi(Q)]
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Es ergibt sich eine, fiir das Dirichlet—Randwertproblem des Stokes—Problems, alterna-
tive Darstellung der 1. Greenschen Formel

a(u,v) = /[—VAqu V) -Vd:):+/pdivvdx
Q Q
— (£, v)a — b(v,p) fir v € [HA(O)],

mit den Bilinearformen

d
a(u,v) := VZ/VUZ' - Vv, dx (1.16)
i=1 {)

d
b(v,p) = —/p(Z 8%%) dx = —/pdivvdm.
o =L Q

Bemerkung 1.3. |5, Remark 8.1.3, S. 461] Falls Neumann—Daten auftreten gilt diese
Vorgehensweise nicht mehr, da sich in diesem Fall die Neumann—Spur verdndert.

1.2. Variationsformulierungen

In diesem Abschnitt wird zunédchst auf die Variationsformulierungen des Dirichlet—
Randwertproblems der Gleichungen von Stokes eingegangen (Abschnitt [1.2.1)). In Ab-
schnitt wird die Aquivalenz zwischen den Bilinearformen und ge-
zeigt. Abschlieflend wird die Skalierungsbedingung p € L ¢(§2) mit Hilfe eines Lagra-
nge—Multiplikators umformuliert. Dadurch erhélt man dquivalente Variationsformulie-

rungen (Abschnitt [1.2.3)).

1.2.1. Variationsformulierungen fiir die Gleichungen von
Stokes

Um die erste Variationsformulierung zu erhalten, ben6tigt man zunéchst die 1. Green-
sche Formel fiir das Stokes—System ([1.12)). Durch Umformen ergibt sich

a(u,v) +b(v,p) = /[—uAu + Vp] - vdz + (t(u,p), %" V)r,
0
wobei das Randintegral in (1.12)) (t(u,p), vi*v)r = 0 ist, da mit v € [H(Q2)]¢ getestet
wird. Fiir die rechte Seite wird (|1.1]) eingesetzt.

Fiir die zweite Variationsformulierung wird (1.2)) mit einer Testfunktion g € Lo (€2)
multipliziert und iiber das Gebiet €2 integriert. Daraus ergibt sich

b(u,q) = —/qdivudx =0.
Q
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So erhilt man die Variationsformulierungen fiir das Dirichlet-Randwertproblem des
Stokes—Problems:

Gesucht sind (u,p) € [Hl( NE X Loo(R), d=2,3, mit yi"u =g auf T':

(f,v)q fiir alle v € [Hy(Q)]%,
0 fiir alle ¢ € Ly o(2).

2
s
=
+
I

(1.17)

=

—~
s
Q

~—
I

1.2.2. Aquivalenz der Bilinearform a(u, v)

Fiir das Dirichlet-Randwertproblem des Stokes Problems kann die Aquivalenz zwi-
schen den Bilinearformen (1.13) und (L.16) gezeigt werden. Fiir den Beweis des Lem-
mas [1.4] wird die Aussage (L.18) aus [17, S. 82] benétigt.

Lemma 1.4. Seien u € [HY(Q)]% v € [H}(Q)]4, d = 2,3 und divu = 0 und der
linearisierte Verzerrrungstensor sei wie in (1.7) definiert, dann stimmen die beiden
Bilinearformen

d
UV—QV/E eij(u)e;;(v
Q

3,j=1

a(u,v) I//ZVUI Vu;)d
Q

aus (L.13]) und (L.16]) dberein.

Beweis. Die Aquivalenz zwischen (1.13) und (T.16) ist zu zeigen. Zur Vereinfachung
wird v = 1 gesetzt und es wird hier der Beweis fiir den zweidimensionalen Fall gefiihrt.
Fiir den dreidimensionalen Fall kann analog vorgegangen werden.

i. Es ist die Aussage [17, S. 82]

ou (%Z ov;
Z/@xz o, —Z<dlvu (9x1> =0, (1.18)

Zj_

2u zeigen.

Es seien zunichst u € [C®(Q))%, v € [C5°(2)]?, und ausgehend von der linken Seite

von ([1.18]), ergibt sich

2
Z / auj % dr = /(81’&1811)1 + O1ug05v1 + Oouq O1vo + aQUQaQ'UQ) dz
1 2 8@ 81’j 2

= Z/au]vm]dsm 2/6’ O;u;v; dx.

3,j=1 1,]= IQ
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Die Randintegrale sind jeweils 0, weil v € [C°(€)]* ist. Die Differentiationsreihenfolge
kann vertauscht werden, da auch u € [C*(Q)]? ist, sodass

2
Ou, 8%
19, dr — ) d
”21 or; axj /&L‘l O1uy + Oquz) vy dx /ax2 Ovuy + Oyt vy da
, @ =divu =divu

:_Z<agh;“, 9. Par!“i@wu gZ> (1.19)

1=

Da [C*(Q)]? dicht in [H*(2)]? und [C§°(Q)]? dicht in [H(Q)]? liegt, gilt (T.19) auch
fiir u € [HY(Q)]?, v € [H(Q )]2 Unter Verwendung von divu = ( folgt m

ii. Die Aquivalenz zwischen und -, wird mit Hilfe von (1.18)) gezeigt.
Dazu wird zuerst ( - ) betrachtet:

2
/Z(Vul . V?Jl) dr = /(811“811)1 + 32u182111 + 81u281v2 + aQUQaQ/UQ) dz.

Q

Fiir (1.13) wird die Definition ((1.7)) verwendet und man erhalt

2 Z /62J 62]( )dI = /(2811/4817)1 + = [81U2 —+ 82u1][821)1 + (911}2]

INES 1 Q
+ 5@2“1 + O1ug][01v9 + Davr] + 252”2821)2) dx
= /(281114811)1 -+ 282’11,282?)2 + 81U281U2

Q
+ 81u282111 + azulalvg + 82’&1621]1) dz

Es wird (1.16)) = (1.13]) gesetzt. Alle Terme der linken Seite kiirzen sich mit Termen
der rechten Seite, sodass auf der linken Seite 0 iibrig bleibt. Mit (1.18)) kann jetzt die

Aquivalenz zu (T.16) gezeigt werden

0= / 81u181v1 + (92’&2(92?)2 + 81u282v1 + 82u1811)2d:c

=1

2 ou; Ov; (INE) 2 ov;
_ J ? e . 7 o
_Z / oz, 8xjdx = Z<dlvu, 8xi>9 =0.
Q
]

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird fiir das Dirichlet—Randwertproblem mit der
dquivalenten Bilinearform a(-,-) aus ([1.16) gearbeitet.
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1.2.3. Variationsformulierungen mit Lagrange—Multiplikator
fiir die Gleichungen von Stokes

Die Nebenbedingung des Raumes Ls o(2) soll iiber eine Stabilisierung in die Variations-
formulierungen einflielen, sodass mit dem Raum Lo(§2) gearbeitet werden kann. Dazu
wird die Skalierungsbedingung p € L, ¢(2) (vgl. (1.6)), zur Fixierung des Druckes, mit
Hilfe eines Lagrange—Multiplikators A € R umformuliert [41, S. 82]. In weiterer Folge
wird mit der Variationsformulierung gearbeitet.

Gesucht sind (u,p) € [H'(Q)]? x Ly(Q), d = 2,3, mit vi\"u =g auf T

a(u,v) +b(v,p) = (f,v)q

1.20
b(u,q) —d(p.q) =0 (120
fiir alle (v,q) € [Ha(Q)]? x Ly(©2) und mit der Bilinearform
d(p,q) = /pdx/qu. (1.21)
Q Q

Satz 1.5.
Unter der Voraussetzung, dass die Losbarkeitsbedingung (1.4)) erfillt ist, sind die Va-

riationsformulierungen (1.17) und (1.20)) dquivalent.

Beweis.

Schritt 1. ,(1.17) = (1.20)“

Die Nebenbedingung p € Lo(Q2) in kann mittels Lagrange-Multiplikator um-
formuliert werden. Gesucht sind (u,p,\) € [HY(Q)]? x Ly() x R, d = 2,3 mit
—

a(u,v) + b(v,p) = (f,v)a
b(u, q) - A dr =0
! Q/q (1.22)
/pdm =0,

fiir alle (v, q) € [H3(Q)]? x Ly(€2). Wird die Testfunktion ¢ = 1 gewiihlt, in die zweite
Gleichung von ([1.22)) eingesetzt, und die Losbarkeitsbedingung (1.4)) angewandt, ergibt
sich

/\|Q|:A/ldx:b(u,l):—/divudx/g.ndsxzo'
I

Q Q
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Daraus folgt A = 0. Deshalb kann die dritte Gleichung von ([1.22)) als

/pdx—)\:()

Q

geschrieben werden. Nun ldsst sich der Lagrange-Multiplikator in ((1.22)) eliminieren
und es ergibt sich ({1.20]).

Schritt 2. ,([.17) < (1.20)*

Es wird die Testfunktion ¢ = 1 gewdhlt, und in die zweite Gleichung von ([1.20))
eingesetzt. Daraus ergibt sich

—/divudx—|Q|/pdx:0.
Q Q

Mit der Losbarkeitsbedingung ([1.4)) folgt

|Q|/pdx——/divudx—0.
Q Q

Also ist [ pdx = 0. Daraus folgt p € Lo () und fiir v € [HJ(2)]¢ folgt aus (1.20) das
Q
System ((1.17]). O

Fiir das Stokes—System ([1.20) wird die Aufspaltung u = uy + u, eingefiihrt, wobei
u, € [H'(Q)]¢ eine beliebige aber fixe Fortsetzung der Dirichlet-Daten g € [H/?(T)]
ist. Diese Fortsetzung existiert nach dem inversen Spursatz. Damit ergeben sich die
Variationsformulierungen: Gesucht sind (ug,p) € [Ha(Q)]¢ x Lo(Q), d = 2,3,

a(ug, v) +b(v,p) = (f*,v)q  fiir alle v € [HE(Q)]%,
b(ug,q) —d(p,q) = —b(uy,q) fiir alle ¢ € Ly(9),

mit der zugehorigen rechten Seite
(f*,v)a = (f,v)ao —a(ug, v).

Da fiir f € [L(Q)]? und u, € [H'(Q)]%, die beiden Linearformen fiir v € [HJ(Q)]?
wohldefiniert sind, folgt insbesondere f* € [H~1(£2)]%.

Die Variationsformulierungen wie jene in ({1.17)) werden auch als Sattelpunktprobleme
bezeichnet. Sattelpunktprobleme werden in Kapitel [2] ndher betrachtet.



2. Die eindeutige Losbarkeit des
Stokesschen
Sattelpunktproblems

In diesem Kapitel werden Betrachtungen zur eindeutigen Losbarkeit von Sattelpunkt-
problemen angestellt. Zentrale Aussage ist Brezzi’s-Splitting—Theorem [2.7, welches
besagt, dass ein Sattelpunktproblem genau dann ein Isomorphismus L ist, wenn die
symmetrische Bilinearform a(-, -) elliptisch ist und die Bilinearform b(-, -) die Inf-Sup—
Bedingung erfiillt. Somit erhélt man die eindeutige Losbarkeit des Sattelpunktpro-
blems.

Eingangs, in Abschnitt wird die Inf-Sup-Bedingung fiir allgemeine kontinuierli-
che Sattelpunktprobleme diskutiert. Anschliefend wird die eindeutige Losbarkeit fiir
die Variationsformulierung des kontinuierlichen Stokes—Problems gezeigt, wel-
che dann auch fiir die dquivalente Formulierung des Stokes—Problems gefolgert
werden kann.

2.1. Die Inf-Sup—Bedingung fiir allgemeine
Sattelpunktprobleme

Es gelten stets folgende Bedingungen: Seien X, M Hilbertraume, die Bilinearformen
a(+,*) : XxX = Rund b(+,-) : X x M — R seien stetig. Weiters sei a(-, -) symmetrisch
und a(v,v) > 0 fiir alle v € X. Mit (-, -) wird das Dualitdtsprodukt und mit (-,-) das
Skalarprodukt in X bezeichnet. Betrachtet wird folgendes Sattelpunktproblem:

Gesucht sind (u,p) € X x M mit

a(u,v) +b(v,p) = (f,v) furallev € X,

2.1
b(u, q) = (g,q) furalleqe M. (21)

Die eindeutige Losbarkeit von Sattelpunktproblemen wird mit Hilfe der Inf-Sup-—
Bedingung gezeigt. Weitere Bezeichnungen fiir die Inf-Sup-Bedingung sind
Stabilitatsbedingung, Brezzi-Bedingung, Babuska—Brezzi-Ladyzenskaya—Bedingung
oder kurz BBL-Bedingung oder LBB-Bedingung.

25
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Definition 2.1. (Inf-Sup—Bedingung). [4, S. 125]
Seien X, M Hilbertrdume und die Bilinearform b(-,-) : X x M — R sei stetig. Falls
eine Konstante B > 0 existiert, fir die

b
inf sup (. 9) > (2.2)
gemvex |[0]lx [lqllas
gilt, dann erfillt b(-,-) die Inf-Sup—Bedingung.
Die Sattelpunktgleichungen ({2.1]) kénnen als Operatorgleichungen geschrieben werden.
Dabei werden den Bilinearformen folgende Abbildungen

A: X — X'
B: X —M
B M — X',

mit

(Au,v)
(Bu,q) :
(v, B'p) :

a(u,v)
)

q
p)

b(u,
b(v,

zugeordnet. Mit diesen Operatoren erhélt man eine zu (2.1)) dquivalente Formulierung

A B\ (u\ [(f
B 0)\p) \g)°
Weiters definiert das Sattelpunktproblem ({2.1]) eine lineare Abbildung

L:XxM-—X xM

(w,p) —> (f.9). (23)

Um im weiteren Verlauf mit Hilfe der Inf-Sup—Bedingung (2.2) zeigen zu kénnen, dass
L eine Isometrie ist, werden folgende Raume definiert [4, S. 125]

V(g) :={ue X :b(u,q) = (g,q) fur alle g € M},

2.4
Vi:=kerB={ue X :b(u,q) =0 fir alle ¢ € M}. (24)

Weil b(-, ) stetig ist, ist V' ein abgeschlossener Unterraum von X. Der Kern von B
bzw. ker B wird mit V' bezeichnet. Zu V' werden das orthogonale Komplement [4], S.
118]

Vi={ze X :(z,v)=0firallev € V}
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und die Polare von V' [4, S. 118]
Ve={le X" :({,v) =0firallev eV}

definiert. Die Bedeutung eines Isomorphismus wird in Definition eingefiihrt. Der
Satz der unter gewissen Voraussetzungen einen Isomorphismus liefert und das
Closed Range Theorem [2.4], werden hier ohne Beweis angefiihrt.

Definition 2.2. (Isomorphismus). (4, Definition 3.5, S. 119]
Seien U und V' normierte Riume. Eine bijektive, lineare Abbildung L : U — 'V ist ein
Isomorphismus, wenn L und L= stetig sind.

Satz 2.3. /4, Satz 3.6, S. 119]
Seien U und V' Hilbertrdume. Eine lineare Abbildung L : U — V' ist genau dann
ein Isomorphismus, wenn die zugehiorige Bilinearform a(-,-) : U x V. — R folgende
Bedingungen erfiillt
1. (Stetigkeit): Fir C > 0 ist:
|a(u, v)] < Cllulloflv]lv.
2. (Inf-Sup—Bedingung): Fir o > 0 gilt
a(u,v
Supu > af|lul|y.
vev [vllv
3. Zu jedem v € V,v # 0, gibt es ein u € U mit

a(u,v) # 0.

Satz 2.4. (Closed Range Theorem). [41, Theorem 3.6, S. 48]
Seien X und Il Banachrdume, und sei B : X — 11" ein beschrdnkter, linearer Operator.
Dann sind folgende Figenschaften dquivalent

e Imy B ist abgeschlossen in II'.
e Imyp B’ ist abgeschlossen in X'.
Imx B = (ker B')°.

e Imp B’ = (ker B)°.
Dabei ist der Nullraum vom Operator B wie folgt definiert:

ker B :={v e X : Bv =0}.
Das orthogonale Komplement zum ker B € X st wie folgt definiert:
(ker B)Y == {w € X : (w,v)x = 0Vv € ker B} C X.
Der Polarraum ist wie folgt definiert:
(ker B)* :={f € X :(f,v) =0Vv € ker B} C X".

Das nachfolgende Lemma [2.5] wird dazu verwendet, dquivalente Aussagen zur Inf-

Sup-Bedingung aufzustellen, und um damit spater Brezzi’s Splitting Theorem zu
beweisen.
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Lemma 2.5. [/, Hilfssatz 4.2, S. 125]
Seien X, M Hilbertraume und X', M' die zugehorigen Dualrdume. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) Die Bilinearform b(-,-) erfillt die Inf-Sup—Bedingung (2.2)), d. h. es existiert eine
Konstante > 0, sodass

b
inf sup (v.9) > 3
gemvex [Vl xlgl[ae

b) Der Operator B : V+ — M’ ist ein Isomorphismus, und es gilt
| Bv|lar > Bllv|lx  fiirve VE, (2.5)

¢) Der Operator B : M — V° = {v € X : b(v,q) = 0 fir alle g € M}° ist ein
Isomorphismus, und es gilt

|Balx > Bl fir g € M. 26)
Beweis. Nach [4, S. 125f].
Es wird
a) <= c¢) und a)<=0b)<=c)
gezeigt.

Schritt 1. ,a) = ¢)“. (vgl. [4, Satz 5.6, S. 119f])
i. Zu zeigen: Die Eindeutigkeit, bzw. Injektivitit von B'.

Es wird angenommen, dass B'v; = B'v,. Fiir ¢ € M folgt aus der Definition von B’
b(v1,q) = b(vg, q); und mit Hilfe der Inf-Sup-Bedingung (2.2)) ergibt sich

b(v1 — va,q
lor — o < sup A= 0200)
vex  vllx
Da > 0, muss ||v; — vs]|x = 0 sein und somit ist vy = vs.
ii. Zu zeigen: Die Stetigkeit von B'~' und die Abschitzung ||B'q||x: > Bllq||x-

Zu f € B'(M) = Imy B gibt es, wegen der Injektivitét, eine eindeutige Inverse
q = B'7'f. Aus der Inf-Sup-Bedingung (2.2) und der Dualitét folgt

- b(v, B'q,v
BIB" fllar = Bllgllar < sup w.9) _ sup 5e,0)
vex vl x vex |lv]lx

B/Blflf’v
= supg = fllx = 1Bqllx-
vex  |lvllx

Damit wurde die Abschitzung (2.6]) gezeigt. Weil B’~! beschriinkt ist, folgt, dass B!
stetig ist. Aus der Stetigkeit von B’ und B! folgt (siehe [45, S. 208]), dass B'(M)
abgeschlossen ist.
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iii. Zu zeigen: Die Surjektivitit, bzw. Imy, B' = V°.

Es gilt B'(M) = Imy; B'. Da B'(M) abgeschlossen ist, erhdlt man aus dem Closed
Range Theorem [2.4] die dquivalente Aussage B'(M) = (ker B’)°. Damit erhdlt man

B'(M) = (ket B')® = {v € X : B'(v) = 0}°
={ve X:{(q,Bv)=0firalle g e M}°
={ve X :(Bg,v) =0 fir alle g € M}°
={ve X :bv,q) =0firalleqe M}°*=V".
Schritt 2. ,a) < c¢)“ (vgl. |4, Satz 3.6, S. 119f])

Der Operator B’ ist ein Isomorphismus. Also sind B’ und B'~! stetig (siehe Definition
und es gibt ein f € B/(M) mit B'q = f. Aus der Abschétzung (2.6) und der
Dualitét folgt die Inf-Sup-Bedingung

fyv B'u,v b(v, q
Bllallar < |1Ballxr = I llx = sup W2 = gup Bt) _ o B0 )
vex Ullx  wex lvllx  wex |lvllx

Schritt 3. ,b) = a)*

Sei B : V+ — M’ ein Isomorphismus. Zu einem gegebenen ¢ € M wird die Norm
mittels Dualitétsprodukt beschrieben

lallas = sup 229
S ol

Weiters wird g = Bv gesetzt und die Abschétzung (2.5) verwendet

HqHM = sup M = sup M < b(U7Q) < su b(U,q) '
veV+ ||BU’ M’ veV L HB'UHM/ - veyL ﬁHUHX — veX BH'U”X

Schritt 4. ,c) = b)“

Zu einem gegebenen v € V4 = {z € X : (z,v) = 0 fiir v € V} wird mit w — (v, w)
ein Funktional g € V° ={f € X': (¢,v) =0 fiir v € V'} durch

{g,w) = g(w) = (v,w) (2.7)
definiert. Weil B’ ein Isomorphismus ist, gibt es ein ¢ € M mit
(B'q,w) =b(w,q) = (v,w) fiir alle w € V. (2.8)

Fiir den Beweis des 4. Schrittes werden die drei Eigenschaften von Satz 2.3 benétigt.
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i. Zu zeigen: Die Stetigkeit.
Auf (2.8) wird die Cauchy—Schwarz—Ungleichung angewandt
|b(w, q)| = [(v, w)| < [Jo][x]lw]x.
ii. Zu zeigen: Die Inf-Sup—Bedingung.
Aus der Definition ([2.7) des Funktionals g folgt
l9llx = llvllx.

Weiters folgt mit (2.8]) und der Abschéitzung (12.6))

Z3)
olx = lgle =22 1B glx = Bllgllar (2.9)

Dieses Ergebnis (2.9) wird fiir die Abschéitzung des Supremums verwendet, und in
(2.8) wird w = v gesetzt

B b b
| Bv||arr = sup (Bu.p) _ sup (v, p) (v.q) _ (v,0) < Bllallallvllx

vert Il penr llpllae = llallar — llallar = llalla

= Blvllx-
(2.10)
iii.

Aufgrund der Konstruktion und (2.10f) gibt es zu jedem ¢ € M,q # 0 ein v € X mit
b(v, q) # 0.

Es wurden alle Voraussetzung von Satz gezeigt. Daraus folgt, dass B ein Isomor-
phismus ist; die benétigte Abschitzung wurde bereits in (2.10]) gezeigt. O

Damit die zentrale Aussage dieses Kapitels, das Brezzi’s—Splitting-Theorem [2.7| bewie-
sen werden kann, wird vorher der Charakterisierungssatz [2.6], ohne Beweis, angegeben.
Satz 2.6. (Charakterisierungssatz). (4, Charakterisierungssatz 2.2, S. 34]

Sei V' ein linearer Raum und a : V XV — R eine symmetrische, positive Bilinearform,
das heif$t es sei a(u,u) > 0 fir alle u € V,u # 0. Weiters sei l : V — R ein lineares
Funktional. Die Grdfle

J(v) = %a(v,v) (L)

nimmt i V' ihr Minimum genau dann bet u an, wenn
a(u,v) = (l,v) firaleveV

gilt. Auflerdem gibt es genau eine Minimallosung.
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Der nachfolgende Satz, Brezzi’s—Splitting—Theorem [2.7], liefert die Voraussetzungen
fiir die eindeutige Losbarkeit eines Sattelpunktproblems ([2.1)).

Satz 2.7. (Brezzi’s—Splitting—Theorem). [/, Theorem 4.3, S. 120]
Seien X, M Hilbertraume und X', M’ die zugehorigen Dualrdume. Durch das Sattel-

punktproblem (2.1)) wird mit (2.3)), also
L: XxM-—X"xM
(u,p) — ([, 9),

genau dann ein Isomorphismus erkldrt, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt
sind:

1. Die symmetrische Bilinearform a(-,-) ist V—elliptisch, d. h.
a(v,v) > allv||%  fir allev €V,

wobei V- =ker B = {u € X : b(u,q) =0 firq € M} und a > 0 die Elliptizitits-

konstante ist.

2. Die Bilinearform b(-, ) erfillt die Inf-Sup—Bedingung (2.2). Das heifit es existiert
eine Konstante B > 0 mit

b
inf sup (v.9)
gemvex [Vl xllgllae

Beweis. Nach [4, Theorem 4.3, S. 126ff].

Schritt 1. Zu zeigen: L ist ein Isomorphismus unter den Annahmen, dass a(-,-) V-
elliptisch ist und b(-,-) die Inf-Sup—Bedingung erfillt.

Schritt 1.1. Zu zeigen: Die Losbarkeit des Sattelpunktproblems (2.1)) bzw. die Surjek-
tivitdt von L.

Das heift, zu jedem Paar von Funktionalen (f,g) € X’ x M’ gibt es ein Losungspaar
(u, p) welches das Sattelpunktproblem (2.1]) erfiillt und es gilt

_ _ C
s <a™'[1flx + 87 (14 =) llglhr

C

o o (2.11)
ol <87 (14 2 )7+ 87 (14 ) Flallar

i. Zu zeigen: Fir g € M' ist V(g) ={v € X : b(v,n) = (g, p) fiir p € M} nicht leer.

Nach Lemma b), ist der Operator B : V+ — M’ ein Isomorphismus, und es gilt
| Bv||ar > Bllv]|x fiir v € V+. Also ist B bijektiv und es gibt ein uy € V+ mit

Bugy = g. (2.12)
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Auf (2.12) kann die Ungleichung (2.5) aus Lemmal[2.5 angewandt werden, und es ergibt

sich
9llarr = || Buol[ar = Blluollx,
also ist

luollx < B~ lgllar- (2.13)

ii. Konstruktion einer Lisung (u,p) € X x M.
Gesucht sind (u,p) € X x M des Sattelpunktproblems (2.1)) mit

a(u,v) + b(v,p) = (f,v) firveX
b(u, q) = (g,q) firqe M.

Ein dquivalentes Sattelpunktproblem ergibt sich wenn w := u — ug gesetzt wird, wobei
ity = uy am Rand T und g = 0. Gesucht sind (w,p) € V x M

a(w,v) + b(v, p) i (() ,v) = afug,v)  fiiralle v € X (2.14)

b(w, q) fir alle ¢ € M.

In Anlehnung an die erste Gleichung von (2.14) wird das Funktional J : V' — R
1
J(w) = Sow, w) = {f,w) + alug, w)

definiert. Der Charakterisierungssatz [2.6] wird angewandt und liefert ein Minimum

w eV, falls

a(w,v) = (f,v) —a(ug,v) firalleveV (2.15)
gilt. Die erste Gleichung von ([2.14) wird nach

b(U,p) = <fa U> - a(“O; U) - a(w7 U) (216)

umgestellt. Die rechte Seite in (2.16)) definiert ein Funktional in X’ und wegen ([2.15))
liegt dieses in V° = {B'p € X' : b(v,p) = 0 fur alle v € X}. Die Bilinearform b(-, -)
erfiilllt laut Annahme die Inf-Sup-Bedingung. Nach Lemma ¢) ist B’ ein Isomor-
phismus, mit B’ : M — V° C X'. Also existiert ein p € M, sodass

b(v,p) =0 fiiralleve X

und es gilt die Abschétzung (2.6) ||B'p||x: > B||pl/a. Damit wurde die Existenz einer
Losung (u,p) € X x M gezeigt.
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iii. Zu zeigen: Die Giiltigkeit der Ungleichungen ([2.11]).
Zu zeigen: Die erste Ungleichung von (2.11)).
Aus der Beschranktheit (f,w) < || f|x/||w|x und der V-Elliptizitdt der Bilinearform
a(-,-) ergibt sich aus den Gleichungen von ((2.14), fir w € V
alwlk < a(w,w) = =b(w,p) + {f,w) — aluo, w) < [|flx]|wl|x + Clluollxw]|x.

Dies nach ||w||x umgestellt ergibt
-1 -1 c
lwllx < ol fllx + Clluollx) = a™ | fllx + —luollx- (2.17)
Mit Hilfe von (2.17) und (2.13) wird die erste Ungleichung von (2.11)) gezeigt
1 C
[ullx = [luo + wl[x < [luolx + [[wllx < a™|[fllx + E”uO”X + [[uollx
_ _ C
<a ! lf e+ 87 (14 =) gl (2.18)
Zu zeigen: Die zweite Ungleichung von (2.11)).
Aus der Abschétzung (2.6)) || B'p||x > Bllp||ar (vgl. Punkt ii)), der Dualitét, der Glei-

chung (2.16]), und in weiterer Folge aus der Beschranktheit von f und der V—Elliptizitat
von a(-, -) ergibt sich

_ _ B'p,v) @19) _ fivy  a(u,v
Iphas < 8| Bpl = 571 sup EP0 DD gt g (0] o)y
vex lvllx — llvllx

o (Ul Clullslioly g gy gy ey
< g tsup (R 4 S ) =8 (I e+ Clullx)- 2.9

[ollx vexX

Die zweite Ungleichung von (2.11)) wird mit (2.18]) und (2.19)) gezeigt
_ _ c _ (G C
Ipllar < 810+ Cllull) < 87l + o~ e + 567 (1+ ) ol
_ C _ Cc\C
=571+ )+ 87 (14 =) S lgllare
e al B

Schritt 1.2. Zu zeigen: Die Findeutigkeit des Losungspaars (u,p) € X x M bzw. die
Injektivitit von L.

Es werden jeweils zwei Losungen uq, us und py, p; angenommen. Nach dieser Annahme

seien u1,p; die Losungen von

a(uy,v) +b(v,pr) = (f,v) fir alle v € X,
b(uy, q) =(g.q) firallege M
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und wus, po seien die Losungen von

a(ug,v) + b(v,pe) = (f,v) firallev € X,
b(us, q) = (g,q) firalle g € M.

Die zwei Sattelpunktprobleme werden subtrahiert und man erhalt

a(u; — ug,v) +b(v,pr —p2) =0 fiir alle v € X,

2.20
b(uy — ug, q) =0 fiir alle ¢ € M. (2.20)

i. Zundchst wird u; = s, fir p1,ps € M beliebig, gezeigt.

Dafiir wird v = uy —us und ¢ = p; — po gesetzt. Es ergibt sich aus der ersten Gleichung
von (2.20) und der V-Elliptizitat von af(-, )

0= a(u1 — U2,U1 — Uz) > 04”7«01 - u2“?x

Wegen o > 0 muss ||u; — us||x = 0 sein, und somit ist u; = us.
ii. Nun wird py = ps, fiir uy,us € X beliebig, gezeigt.

Dafiir wird die Inf-Sup—Bedingung, mit der Wahl p; — ps und der zweiten Gleichung

aus (2.20)), betrachtet

0= sup b(vapl - p2)

> Bllp1 — pallm-
vex  |vllx

Da > 0, muss ||p1 — p2|lm = 0 sein und somit ist p; = p,. Die Eindeutigkeit der
Losung ist damit gezeigt.

In Schritt 1.1 und Schritt 1.2 wurde die eindeutige Losbarkeit fiir das Losungspaar
(u,p) € X x M gezeigt. Damit ist die lineare Abbildung L injektiv und surjektiv. Die
Beschrinktheit und somit die Stetigkeit von L~! folgt aus . Deshalb ist L ein
[somorphismus.

Schritt 2. Zu zeigen: a(-,-) ist V—elliptisch und b(-,-) erfillt die Inf-Sup—Bedingung
unter der Annahme, dass L ein Isomorphismus ist.

Schritt 2.1. Zu zeigen: Die Bilinearform a(-,-) ist V—elliptisch.
i. Zu zeigen: Die Beschrinktheit der Bilinearform a(-,-).

Da L ein Isomorphismus ist, folgt, dass L™! stetig (siehe Deﬁnition und somit auch
beschriankt ist. Weiters sei f € V' gegeben. Das heifit f : V' — R ist ein Funktional
auf dem Kern von B (ker B = V). Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine
Erweiterung f : X — R mit ||f|| = || f]|. Weil L isomorph ist, wird zu jeder rechten
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Seite eine eindeutige Losung gefunden. Deshalb kann (u,p) = L™!(f,0) gesetzt werden.
Das heifit (u,p) € X x M ist das Losungspaar von

a(u,v) + b(v,p) = (f,v) fiir alle v € X,
b(u,q) =0 fiir alle ¢ € M.

Wird X auf dem Kern von B, also ker B =V = {u € X : b(u,q) = 0 fiir ¢ € M},
eingeschréankt, ergibt sich

a(u,v) = (f,v) firalleveV.

Weil u die eindeutige Losung ist, ist u auch das Minimum von ja(v,v) — (f,v) fiir
v € V. Die Abbildung L~ ist beschrinkt. Daher ist auch die Abbildung f +— u € V

beschriankt, und in weiterer Folge ist auch a(-, -) beschriankt.
ii. Zu zeigen: Die Bilinearform a(-,-) ist V—elliptisch.

Nachdem L ein Isomorphismus ist, gilt nach Lemma die Inf-Sup-Bedingung .
Da nach Voraussetzung die Bilinearform a(-,-) symmetrisch und stetig ist, kann die
Cauchy—Schwarz—Ungleichung angewendet werden. Anschlieend wird die Beschrankt-
heit von a(-, -) verwendet (siehe Schritt 2.1.i). Damit ergibt sich, mit Hilfe der Inf-Sup—
Bedingung fiir u,v € V

alw o) pawnao) o awd ol o,

S A o A N A
die V-Elliptizitdt von af(-,-).
Schritt 2.2. Zu zeigen: Die Bilinearform b(-,-) erfillt die Inf-Sup—Bedingung.
Dafiir werden die Voraussetzungen von Lemma b) gezeigt und iiber die Aquiva-
lenzaussage wird die Stabilitdtsbedingung gefolgert. Es sei g € M’ gegeben. Weil L

isomorph ist, wird zu jeder rechten Seite eine eindeutige Losung gefunden. Daher wird
(u,p) = L7(0, g) gesetzt. Das heiBt (u,p) € X x M ist das Lésungspaar von

a(u,v) + b(v,p) =0 fir alle v € X,
b(u, q) = (g,q) fir alle ¢ € M.

Aus dem Tsomorphismus folgt die Beschrinktheit von L™'. Daher ist |lul|x < c||g||rr-
Zu einem u € X wird die Projektion P(u) = uy1 € V1 bestimmt. Mit der Aufspaltung
u = uy + upr, wobei uy € V und uyr € V4, und unter Beriicksichtigung von
uy L uy 1, liefert der Satz von Pythagoras

lullx = lluy +uys % = luvllx + luv [l

Deshalb ist die Projektion ||P(u)||3% = |Juy.||% < ||lull% beschriinkt. Da L isomorph

ist folgt, dass L~! beschriankt ist. Aus der Beschrinktheit der Projektion und der
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Beschriinktheit von L' ergibt sich, dass die Abbildung ¢ 51 u s uy 1 beschrinkt ist.
-1
Falls u € V*, ist P(u) = u. Fiir diesen Fall ergibt die Abbildung g e |7

luvsllx = IL7 gllx < I llgllar < Cllgllar.
Wird Buy 1 = g gesetzt, folgt aus obiger Abschétzung
luvslx < Cligllar = CllBuy|[ar-

Die Abbildung B : V+ — M’ ist ein Teil von L. Deshalb ist B auch ein Isomor-
phismus. Damit sind die Voraussetzungen von Lemma b) erfiillt, und iiber die
Aquivalenzaussage aus Lemma folgt die Inf-Sup—Bedingung fiir b(-, -). [

Bemerkung 2.8. Wenn die Voraussetzungen 1. und 2. von Brezzi’s—-Splitting—Theo-
Tem erfillt sind, also die Bilinearform a(-,-) V —elliptisch ist und die Bilinearform
b(-,-) die Inf-Sup—Bedingung erfillt, dann ist das Sattelpunktproblem der Form
eindeutig losbar. In dieser Arbeit wird nur diese eine Aussage von Brezzi’s—Splitting—
Theorem 2.7 bendtigt.

2.2. Die eindeutige Losbarkeit des
Dirichlet—Randwertproblems
In diesem Abschnitt wird die eindeutige Losbarkeit der Variationsformulierung ((1.17))

des Stokes—Problems betrachtet: Gesucht sind (u,p) € [H'(Q)]x Ly (), d = 2,3, mit
N—_—l

a(u,v) +b(v,p) = (f,v)q fiir alle v € [H}(Q)]
b(u, q) =0 fur alle ¢ € Lyo(2),

und den Bilinearformen (1.16]) und ([1.14)

d

a(u,v) = I//Z(Vui - V) dz,
b(v,p) = — /p(:z:) div v(z)dz.

Q

Hier kann mit der Bilinearform a(-,-) aus (1.16) gearbeitet werden, da in Lemma
die Aquivalenz zwischen den Bilinearformen ((1.13) und (|1.16)) fiir das Dirichlet—
Randwertproblem gezeigt wurde. Der Kern von B (vgl. (2.4])) ist definiert als

Vi=ker B={ve[Hj(Q)]:b(v,q)=0fiir g € Lyo(Q)}.

Der Beweis des nachfolgenden Lemmas ist in [12] nachzulesen. Das Ergebnis aus
Lemma [2.9] wird zumeist Olga LadyZzenskaya zugewiesen.
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Lemma 2.9. [/, Satz 6.3, S. 154]
Sei Q@ C R d = 2,3 ein beschrinktes, zusammenhingendes Gebiet mit Lipschitz—
stetigem Rand, und das orthogonalen Komplement von V' [4), S. 154] definiert als

Vi i={ue [H} Q)] a(u,v) =0 fir alle v eV},
dann ist die Abbildung

div : VJ_ — LQ’O(Q)
v — divv

ein Isomorphismus, und zu jeder Funktion q € Lyo(2) gibt es ein v € V+ C [HE(Q)]¢
und eine Konstante ¢ = ¢(§2) mit

divv = gq, (2.21)
VIl @) < llallLa@) = [1divviiz,@)- '

Bemerkung 2.10. /4, Bemerkung 6.5, S. 155] Wenn die Voraussetzungen von Satz
erfillt sind (Sei Q C R?, d = 2,3 ein beschrinktes, zusammenhingendes Gebiet
mit Lipschitz—stetigem Rand), dann ist fiir das Stokes—Problem die Ungleichung
von LadyZenskaya aquivalent zur Inf-Sup—Bedingung .

In Satz wird mit Hilfe der Lemmata und gezeigt, dass das kontinuier-
liche Stokes—Problem eindeutig l6sbar ist, und in Satz wird die eindeutige
Losbarkeit auf das dquivalente Stokes—Problem iibertragen.

Lemma 2.11. (Die Beschrdinktheit und Elliptizitdat der Bilinearform a(-,-)).
Fiir d = 2,3 ist die Bilinearform a(-,-) [HE(Q)]?~elliptisch, das heifit es existiert eine
Konstante ¢t > 0, sodass

a(v,v) = 014||V||[2H1(Q)]d fiir alle v € [Hg(Q))?
gilt. Die Bilinearform a(-,-) ist beschrdnkt
a(u,v) < 0124||U||[H1(Q)]d||V||[H1(Q)}d fUT alle u,v c [H&(Q)]d

Beweis. Nach |4, S. 154].
Fiir die symmetrische Bilinearform (1.13)) aus der Elastizitatstheorie

a(v,v) =2v Z eij(v)e;(v)dx,
[

2,7=1

kann die erste Korn’sche Ungleichung [41, Lemma 4.15, S. 74]

d
1 N
|3 coientv)de = Sl fir v e Q)
o ij=1
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verwendet werden, und fiir die symmetrische Bilinearform aus (1.16]) wird

t,j=1

d
81)1‘ 2
alv,v) = V/ 2. <0$~> da = V[V Iz = VIVl @y
Q

betrachtet. Mit Hilfe der Friedrichschen Ungleichung (siehe [4, S. 29])
IVIlizo@e < eVl e  fiir v e [H(Q)]? und ¢ > 0,

kann gezeigt werden, dass |V|;ziqe und ||V qye im Raum [H}(Q)]? dquivalente
Normen sind [4, S. 40]. Daraus folgt, dass die Bilinearform af(-,-) beschrénkt und
[H(Q)]%elliptisch ist. O

Lemma 2.12. (Die kontinuierliche Inf-Sup—Bedingung). Fir d = 2,3 erfillt
die Bilinearform b(-,-) die kontinuierliche Inf-Sup—Bedingung. Das heifit es existiert
eine Konstante B > 0 mit

. b(v,q)
inf sup
geLoo(@) verai@ IVl @allalra@

> p.

Beweis. Nach |4, S. 154].
Die Bilinearform b(-, -) erfiillt die Inf-Sup—Bedingung, indem auf den Operator B aus
Lemma [2.5] das Lemma [2.9] angewandt wird. ]

Bemerkung 2.13. Brezzi’s—-Splitting—Theorem ist erst nach Abspaltung der Fort-
setzung in (1.17) anwendbar. Dasselbe gilt fiir den Beweis von Satz .

Deshalb wird zuerst das Lemma [2.14] das die Unabhéngigkeit der Losung von der
Fortsetzung gewéhrleistet, gezeigt. Anschliefend wird daraus die eindeutige Losbarkeit
des kontinuierlichen Stokes-Problems gefolgert.

Lemma 2.14. Das Lisungspaar (u,p) ist unabhingig von der Wahl der Fortsetzung
u, in das Gebiet €.

Beweis. Ahnlich zum Beweis von Brezzi’s Splitting Theorem , Schritt 1.2.
Gegeben seien zwei Fortsetzungen u,, Gy. Dazu seien jeweils (ug +ugy, p) die Losungen
von

a(ug +u,,v) +b(v,p) = (f,v) fiir alle v € [H(Q)]*,

b(ug + uy, q) =0 fur alle ¢ € Lyo(92)

und (g + 1y, p) die Losungen von

a(fy +0,,v) +b(v,p) = (f,v) fiir alle v € [H}(Q)]*,
b(ay + 1y, q) =0 fur alle ¢ € Lao(Q2).
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Die zwei Sattelpunktprobleme werden subtrahiert, und man erhélt

a(ug +u, — iy — 0y, v) +b(v,p—p) =0 fiir alle v € [H}(Q)]*,

o ) (2.22)
b(ug +u, — 0y — 0y, q) =0 fiir alle ¢ € Lyo(Q).

i. Zundchst wird ug +u, = Gy + 0y, fir p,p € Loo(S2) beliebig, gezeigt.
Dafiir wird v = ug +u, — (g + 10,) € [H3(Q)]? und g = p — p gesetzt. Es ergibt sich
aus der ersten Gleichung von (2.22) und der V-Elliptizitiat von a(-, )

0=a(uy+u, — 0y — 4y, up+u, —ty — y) > afjug +uy, — g — ﬁgH[QHl(Q)]d.

Wegen o > 0 muss [[ug +uy — g — Uy |10« = 0 sein, und somit ist ug+uy = Gy +1,.
ii. Nun wird p = p, fiir ug+u,, G + 4, € [H*(Q)]? beliebig, gezeigt.

Dafiir wird die Inf-Sup-Bedingung, mit der Wahl p — p € Lo(Q2) und der zweiten
Gleichung aus (2.22)), betrachtet

b V7p_l3 ~
0= sup g > 5|\P—pHL2(Q)-
ve[HE(Q)]d 1V 1 e

Da 3 > 0, muss ||p — p||r.0) = 0 sein und somit ist p = p. Es wurde die Eindeutigkeit
des Losungspaars (u, p) gezeigt, das unabhéngig von der Wahl der Fortsetzung ist. [

Satz 2.15. (Eindeutige Losbarkeit des kontinuierlichen Stokes—Problems).
M S. 154] Das kontinuierliche Stokes—Problem (1.17)) ist eindeutig losbar. D. h. Ge-
sucht sind (u,p) € [H*(Q)]? x Lao(Q), d = 2,3 und yi*u =g auf '

a(u,v) + b(v,p) = (f,v)q fiir alle v € [Hy(Q)]*
b(u, q) =0, fir alle g € Ly (),

mit den Bilinearformen a(-,-) und b(-,-) aus (1.16]), (1.14). Weiters gilt die Stabili-
tatsabschdtzung

HUH[HI(Q)]d + 1Pl za@) < C{HfH[HI(Q)]d + Hg‘|[H*1/2(F)]d}'

Beweis. Nach |4, S. 154].

Fiir die Aufspaltung u = ug + u, mit einer Fortsetzung u, € [H'(2)]¢, kann Brezzi’s-
Splitting-Theorem angewandt werden, weil a(-,-) nach Lemma [HE(Q)]4el-
liptisch ist und b(-,-) nach Lemma die Inf-Sup—Bedingung erfiillt. Somit liefert
Brezzi’s-Splitting—Theorem die eindeutige Losbarkeit und auch die Stabilitétsabschét-
zung. O

Die eindeutige Losbarkeit des Stokes—Problems ((1.17)) kann auch auf das dquivalente
Stokes—System ([1.20)) {ibertragen werden.
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Satz 2.16. (Eindeutige Losbarkeit des dquivalenten kontinuierlichen Sto-
kes—Problems).

Das kontinuierliche Stokes—System (L.20): Gesucht sind (u,p) € [H'(2)] x Ly(€2),
d=2,3 mit y"u=g auf T

a(u,v) +b(v,p) = (£,v)q fir alle v € [H}(2)]
b(u,q) —d(p,q) =0 fir alle g € Ly(Q),
ist eindeutig losbar, wenn (1.20)) dquivalent zu (1.17)) ist, und die Stabilititsabschdtzung

||u||[H1(Q)]d + ||p||L2(Q) < C{Hf”[Hl(Q)]d + ||g||[H—1/2(F)]d}
qgilt.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Losung und die Stabilitéitsab.schéitzung des kontinuier-
lichen Stokes-Problems (T.17)) (Satz [2.15), kann wegen der Aquivalenz der Variations-
formulierungen (1.17) und (1.20) (Satz[L.5), auf das Stokes—System (1.20) iibertragen
werden. [

Bemerkung 2.17. /5, Kapitel 4.5.1] Durch Erweiterung d'('ar Theorie von Sattelpunkt-
problemen um die Bilinearform d(-,-), kann auch auf die Aquivalenz zu (1.17)) in Satz
verzichtet werden.



3. Die eindeutige Losbarkeit des
diskreten Sattelpunktproblems
fiir das
Dirichlet—Randwertproblem

In diesem Kapitel wird zuerst die eindeutige Losbarkeit von diskreten Sattelpunktpro-
blemen im Allgemeinen diskutiert. Anschlieend wird die stabile Diskretisierung des
Stokes—Problems fiir den zweidimensionalen Fall, mit Hilfe der Taylor-Hood-Elemente
und einer Modifikation der Taylor-Hood—-Elemente untersucht. Eine weitere M6glich-
keit fiir eine stabile Diskretisierung wire das MINI-Element [4, S. 163], dieses Ele-
ment wird in dieser Arbeit aber nicht beriicksichtigt. Da die eindeutige Losbarkeit,
die mit Hilfe der Inf-Sup—Bedingung fiir das kontinuierliche Stokes—System erhalten
wurde, nicht auf das diskrete Problem iibertragen werden kann, muss die Inf-Sup—
Bedingung im Diskreten erneut gezeigt werden. Zum Abschluss dieses Kapitels, wird
ein Dirichlet-Randwertproblem jeweils mit den Taylor-Hood-Elementen und den mo-
difizierten Taylor-Hood—Elementen numerisch umgesetzt und die Ergebnisse ausge-
wertet.

3.1. Diskretisierung von Sattelpunktproblemen

Fiir die numerische Berechnung von Sattelpunktproblemen ({2.1)) werden die endlich—
dimensionalen Teilrdume X, C X und M, C M gewahlt |4, S. 128], sodass folgendes
Sattelpunktproblem gelost werden kann:

Gesucht sind (up, pp) € X x My, mit

a(up,vp) + b(vp, pr) = (f,vn)q fur alle v, € X,

3.1
b(un, qn) =(g,qn)o fur alle g, € M. (3.1)

Diese Problemstellung wird als gemischte Methode bezeichnet.
An die Finiten Elemente Rdume werden dhnliche Forderungen wie an Brezzi’s—Split-
ting—Theorem [2.7] gestellt. Dazu wird

Vi = {vn € Xi : b(vp, qn) = 0 fiir g, € My}

41
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eingefiihrt. In der Stromungsmechanik ist die Erfiillung der Inf-Sup-Bedingung im
Diskreten kritisch. Daher wird fiir die Finiten Elemente Radume X}, M), die Babuska—
Brezzi—Bedingung eingefiihrt.

Definition 3.1. (Babu$ka—Brezzi—Bedingung). |4, Definition 4.4, S. 128]

Die Finiten Elemente Rdume Xy, My, erfillen die Babuska—Brezzi—Bedingung, wenn
es von h unabhdngige Konstanten o > 0 und 8 > 0, mit den folgenden Eigenschaften,
qibt:

1. Die Bilinearform a(-,-) ist Vi, —elliptisch, d. h.
alvy,vp) > allvpl|3  fiir alle vy, € Vi,

wobei o > 0 die Elliptizitatskonstante ist.

2. Die Bilinearform b(-,-) erfillt die Inf-Sup—Bedingung, das heifit es existiert eine
Konstante 8 > 0 mit

. b(vn, qn)
inf sup —————
gh€EMp, v EXp, thHXHQhHM

(3.2)

Fiir die eindeutige Losbarkeit des diskreten Sattelpunktproblems kann Brezzi’s—
Splitting-Theorem verwendet werden [41, S. 196]. Das heiit, die Bilinearformen
a(+,+) und b(-, ) miissen die diskrete Babuska—Brezzi-Bedingung [3.1] erfiillen. Im All-
gemeinen ist die diskrete Inf-Sup—Bedingung keine direkte Folgerung der kon-
tinuierlichen Inf-Sup-Bedingung . Fortin’s-Kriterium bietet die Moglichkeit,
mittels einer geeigneten Projektion, die Inf-Sup-Bedingung vom kontinuierlichen auf
das diskrete Problem zu iibertragen. Erst in Lemma [3.12] wird eine geeignete Projek-
tion fiir die Diskretisierung mittels Taylor-Hood-Elementen diskutiert.

Lemma 3.2. (Fortin’s—Kriterium). /1, Lemma 8.9, S. 199], [4, Fortins Kriterium
4.8, S. 130]. Die Bilinearformb(-,-) : X x M — R erfiille die Inf-Sup—Bedingung ([2.2]).

Falls eine lineare, beschrdnkte Projektion 11, : X — X, existiert, sodass
b((v —yv),qn) =0  fiir alle g, € My,
und
Ipo||lx < c||v|lz  fir allev € X,

gelten, dann erfiillen auch die Finiten Elemente Rdiume Xy, My die Inf-Sup-Bedin-
qung.
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3.2. Diskretisierung des Stokes—Problems mittels
Taylor-Hood—Elementen und modifizierten
Taylor-Hood—Elementen

Eine stabile Diskretisierung des Stokes-Problems erhélt man mit Hilfe der Taylor—
Hood-Elemente oder den modifizierten Taylor-Hood-Elementen. Deshalb werden zu-
erst die Taylor—-Hood—-Elemente und die modifizierten Taylor—-Hood—Elemente einge-
fithrt, um anschliefend damit, jeweils eine stabile Diskretisierung durchfiihren zu kon-
nen. Zunichst wird vom kontinuierlichen Stokes—Problem ausgegangen (wie
schon in Kapitel ausreichend diskutiert wurde).

Gesucht sind (u,p) € [H'(Q)]* x Lao(Q) mit v*u =g auf T':

a(u,v) +b(v,p) = {f,v)q fiir alle v € [Hj(Q)]?
b(u,q) =0 fir alle ¢ € Lao(€2),

mit den Bilinearformen a(-,-) und b(-,-) aus (1.16) und (1.14). Das kontinuierliche
Stokes—System kann nun mittels Taylor-Hood-Elementen oder den modifizierten Tay-
lor-Hood-Elementen diskretisiert werden.

3.2.1. Die Taylor-Hood—Elemente

Die Taylor-Hood-Elemente (siche [44] bzw. [4, S. 163]), Abb. B.1] stellen eine Mog-
lichkeit der stabilen Diskretisierung der Geschwindigkeit u und des Drucks p dar.

® u gegeben
@ u und p gegeben

Abbildung 3.1.: Taylor-Hood-Element

Dafiir wird der Druck mit linearen, global stetigen Polynomen und die Geschwindigkeit
mit quadratischen, global stetigen Polynomen angesetzt. Es werden die Rdume

X = {vi € [CEOP N HYQP : vy, € P fiir 7, € Ta}

3.3
Mh = {qh EO(Q)QLZ()(Q) :Qh|’rz- GPl flﬂ' Ti ETN} ( )
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definiert, wobei Ty eine zulédssige Triangulierung des Gebiets €2 ist. P;, P, sind Poly-
nome ersten Grades, bzw. Polynome zweiten Grades. Also

P = {U(a?,y) = > ckwyk}

i+k<1
i,k>0

P, = {u(x,y) = Z clk:v’yk}

i+k<2
i,k>0

(3.4)

3.2.2. Die modifizierten Taylor-Hood—Elemente

Die modifizierten Taylor-Hood-Elemente (siche [44] bzw. [17, S. 181f]), Abb. 3.2
stellen eine weitere Moglichkeit der stabilen Diskretisierung von Geschvvlndlgkelt u
und Druck p dar. Dafiir wird der Druck mit linearen und global stetigen Polynomen,
und die Geschwindigkeit ebenfalls mit linearen und global stetigen Polynomen auf
einem virtuell uniform verfeinerten Gitter, angesetzt. Dazu werden die Raume

X = {v, € [C(Q)]* N [H(Q)]*: Vi € P? fiir jedes Subdreieck 7/ € 7;,V7; € Ty}
)

My, = {qn € C(2) N Lao(Q) : g}, € Py fir 7 € Tn}
(3.5)

definiert, wobei P; Polynome (3.4)) ersten Grades sind und 7Ty eine zuléssige Triangu-
lierung des Gebiets €2 ist.

® u gegeben
(@ u und p gegeben

|
|
|
£ !
Abbildung 3.2.: modifiziertes Taylor-Hood-Element

Bemerkung 3.3. Die nachfolgenden Sdtze und Lemmata werden jeweils fiir das
Taylor—Hood—Element und fir das modifizierte Taylor—Hood—Element diskutiert. Da-
mit unndtige Doppelgleisigkeiten vermieden werden konnen, werden die zugehdrigen
Rdaume jeweils mit Xy, My, definiert. Die Unterscheidung erfolgt nur iiber die Referen-

zierung (z. B. X (3.5)).
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3.2.3. Diskretisierung des Stokes—Problems mittels
Taylor-Hood—Elementen und modifizierten
Taylor-Hood—Elementen

Die kontinuierliche Losung u = ug + u, wird aufgespalten, in uy € [Hj(Q)]* und

u, € [H'(Q2)]?, wobei u, eine beliebige aber fixe, harmonische Fortsetzung der Dirich-

let-Daten g € [H'/?(T")]? ist. Durch die Diskretisierung mit Taylor-HoodElementen

(Abb. oder modifizierten Taylor-Hood-Elementen (Abb. und durch Aufspal-
tung der Losung, erhélt man die diskrete Variationsformulierung des Stokes—Problems.

Gesucht sind (g p,pr) € Xp X My, C [Hy(Q)]* X Lao(Q)

a(uopn, va) + (v, pn) = (£, vi)o  fiir alle v, € X},
b(uo n, qn) = —b(uy, q,) fiir alle g, € M,

mit der zugehdorigen rechten Seite (3.7
(£, vi)a = (£, vi)a — a(ug, va), (3.7)

und den Bilinearformen ((1.16]), (|1.14])

a(uh, Vh) =V /(Vul,h . Vvl,h + VUQ’}L . V’Ug’h) dLL’,
Q

b(vi,pr) = —/ph(x) div vy, (z) dz.
Q

Im folgenden Abschnitt wird die Inf-Sup-Bedingung fiir die Bilinearform b(-,-), im
Diskreten untersucht.

3.3. Die diskrete Inf-Sup—Bedingung

Die Inf-Sup-Bedingung des kontinuierlichen Stokes—Problems kann nicht direkt auf
das diskrete Stokes—System {iibertragen werden, weil die im Beweis des Lemmas
von Ladyzenskaya verwendete Funktion im Allgemeinen nicht diskret ist. Deshalb muss
fiir das diskrete Stokes—System ({3.6)), welches mit den Taylor-Hood—Elementen oder
mit den modifizierten Taylor-Hood-Elementen realisiert wird, die Inf-Sup-Bedingung
im Diskreten nochmals gezeigt werden. Zuerst wird die Inf-Sup—Bedingung lokal auf
sogenannten Makroelementen bewiesen und anschliefend auf das gesamte Gebiet er-
weitert (siehe Raviart |17, S. 176ff]).
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3.3.1. Makroelemente und ihre Eigenschaften

Fiir den Beweis der lokalen Inf-Sup—Bedingung wird das Gebiet 2 in geeignete Par-
titionen, auch Makroelemente genannt, aufgeteilt. Es werden die Eigenschaften dieser
Zerlegung und weitere wichtige Annahmen zu den Makroelemente getroffen. Davor
wird noch die Definition zu formregulédren Elementen eingefiihrt.

Definition 3.4. (Formreguldr).
Der Durchmesser eines Elements ist gleichmdf$tg mit dem Radius beschrankt.

Zerlegung in Makroelemente. |17, S. 177]

Fiir ein Makroelement €2, werden alle Elemente zusammengefasst, die einen gemein-
samen Knoten a, teilen (vgl. Abb. [3.3).

Forderung 1.

Die zuléssige, formregulire Triangulierung 7y besitze eine Menge von inneren Knoten
{a,}2,, sodass {Q,} | mit

r=1

o

Q, = U , (3.8)

7; hat einen Knoten a,

eine Partition von Q, d. h. Q@ =, Q, mit Q, N Qy = 0 fiir r # s ist. Das heifit Q, ist
das Innere des Abschlusses der Vereinigung iiber die Elemente 7;, die den Knoten a,
teilen.

K

24

X

S

Abbildung 3.3.: Makroelement 2, und Referenzkonfiguration SAZT
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Die Eigenschaften der Makroelemente (2,:

Die Elemente 7; € Ty sind offen. Das Makroelement €2, ist offen. Zum Makro-
element gehoren jedoch die inneren Kanten zwischen den zugehorigen Elementen
Ti-

Jedes Element 7; € Ty gehort zu genau einem Makroelement €2,.
Alle Knoten a, liegen im Inneren vom Gebiet (2.
Jedes Element 7; teilt genau eine Kante mit dem Rand des Makroelements (2,.

Jedes Element 7; teilt hochstens eine Kante mit dem Rand von Q.

Die Forderung [I] und damit die Eigenschaften beziiglich der Partitionen, sind durch
Anpassungen der Elemente erzeugbar |17, S. 177]. Die vorher definierten Rédume fiir die
Taylor-Hood-Elemente bzw. fiir die modifizierten Taylor-Hood-Elemente (3.5)
werden auf das Makroelement €2, eingeschréankt

Xh(QT) = {Vh € Xh : Supp(vh) - ﬁr}a

Qn(,) = {q‘QT 1q€e{qeC(Q):q., € P firm € TN}}, (3.9)
Mh(Q’I‘) = Qh(Qr) N LQ,O(QT)'

Annahmen zu den Makroelementen und zu den Referenzkonfigurationen:

Sei J die Anzahl der Elemente 7; in €,.. Diese werden mit dem Index i € {0, .., J}
nummeriert, sodass 7; benachbart zu 7;,_; und 7,4 ist (vgl. Abb. , links).
Weiters sei 79 = 77 und

o

J
Qr = U Ti-
i=1

Der Knoten, der von allen Elementen 7; € €2, geteilt wird, wird mit a, bezeichnet.

Die Kante, die jeweils von den Elementen 7; und 7,41 geteilt wird, wird mit K
bezeichnet.

Der Mittelpunkt der Kante K} wird mit «; bezeichnet.

Der Tangentenvektor
ti = X; — Xj+1, (310)

der Kante K, mit der Anordnung wie in Lemma [3.7] hat die Lénge || K/||, wobei
der Tangentenvektor t; aus €2, hinaus zeigt.
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e Im Fall der Zerlegung mittels Makroelementen, gibt es nicht wie gewohnt ein
Referenzelement, sondern zu jedem Makroelement €, gibt es eine Referenzkonfi-
guration €, (vgl. Abb. , rechts). Die Anzahl der zugehorigen Elemente 7; und
deren Flache und Winkel, hingt von der Anzahl der Elemente 7; eines Makroele-
ments €2, ab. Die Referenzkonfiguration zu 2, wird bezeichnet mit

J
Q. ={J# (3.11)
i=1

e Die stiickweisen, stetigen affinen Funktionen F}., sind wie folgt definiert:

e Die Anzahl J der Elemente ist nach oben durch eine fixe Konstante I beschrénkt,
weil die Triangulierung formregulér (siehe Definition ist. Diese Konstante
I ist unabhéngig von r. Das heifit, man braucht héchstens I unterschiedliche
Referenzkonfigurationen QT. Alle geometrischen Konstanten, die von QT und 7;
abhéngen, konnen unabhéngig von h und r beschrinkt werden.

e Der Tangentenvektor in der Referenzkonfiguration t; ist definiert als

Diese Definition ergibt sich aus dem Tangentenvektor (3.10) und der affinen
Transformation ((3.12))

ti = X; — Xj41 = B)A(Z + b — B)A(iJrl — b = B()A(Z — )A(iJrl) = BEZ
Weiters sei g; durch
g =g/ B (3.14)

definiert, wobei g; € R?. Die Definition ([3.14)) ergibt sich aus dem Tangentenvek-
tor in der Referenzkonfiguration (3.13))

gi-ti=g/ti=g Bt;=(B'g)"t; =g't,. (3.15)
e Die Fuklidische Norm des Tangentenvektors in der Referenzkonfiguration sei be-
schrankt
16l < C. (3.16)
Basisfunktionen:

Die stiickweisen linearen, global stetigen Basisfunktionen ¢ und die stiickweisen qua-
dratischen, global stetigen Basisfunktionen ¢; hingen mit den linearen (A.1]) und qua-
dratischen Formfunktionen durch die lokale Parametrisierung zusammen. Die
Basisfunktionen werden dazu auf ein Finites Element 7; ihres Tréigers eingeschrinkt.
Somit entspricht ¢y, = L, fiir ein r € {1,2,3} und ¢y, = N; fiir ein s € {1,...,6}

(vgl. Abschnitt [A.3]).
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3.3.2. Hilfslemmata

Damit der zentrale Satz [3.9] die lokale Inf-Sup-Bedingung fiir das Taylor—Hood—
Element bzw. fiir das modifizierte Taylor—-Hood—Element, bewiesen werden kann, wer-
den nachfolgende Lemmata [3.5] - 3.8 benétigt.

In den nachfolgenden Hilfslemmata werden alle Knoten mit x; bezeichnet, da die Be-
zeichnung der Knoten der Makroelemente (ay, a,) zu spezifisch und fiir die Hilfslem-
mata nicht ausreichend wére.

Lemma 3.5. (Ezxakte Quadraturformeln fiir das Dreieck).
Exakte Quadraturformeln fir das Dreieck mit Taylor—-Hood—FElementen, bzw. modifi-
zierten Taylor—Hood—Elementen

/vh(x) dx = §|1p[{vn(xi—1) + va(%:) + va(Xit1) }, (3.17)

Tk

mit den Kantenmittelpunkten x;_1,%;,X;11 1st fir eine quadratische Funktion vy, € Xj,
(vgl. (3.3)), mit 6 = & exakt.

Falls in den Eckknoten X;yo,%;13,%iva gilt: vp(Xiro) = vp(Xir3) = vp(Xi0a) = 0, dann
ist die Quadraturformel mit § = }1 fiir eine lineare Funktion v, € X}, (vgl. ), d. h.

des virtuell uniform verfeinerten Gitters, exakt.

Xit1 Xi+2 Xit1 X3
Abbildung 3.4.: Knotenanordnung fiir quadratische und lineare Funktionen

Bewezs.

Fall 1. Die Ezaktheit der Quadraturformel (3.17) fir quadratische Funktionen aus
dem Raum X, (3.3) wird gezeigt.
Dafiir wird eine Transformation vom Element 7, auf das Referenzelement = mit Hilfe

der Abbildung (A.3) durchgefiihrt. Dazu wird die lokale Parametrisierung (A.5]) der
quadratischen Formfunktionen N, (A.2) bendtigt. Damit kann die Transformation der
quadratischen Formfunktionen N, von 7, nach 7 fiir r = 1, ..,6 durchgefiihrt werden

O vaarr] = / N, (x)de = / N, (€)| det Ji| dé = 2|7 / N, (€) de.
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Damit ergibt sich der lokale Vektor

QY vaar = 2|72 = |7

SR~ O O O
W= W= W= O O O

Das heif3t, nur die Kantenmittelpunkte haben Nichtnulleintrige. Damit ergibt sich fiir
cine quadratische Funktion vy (z) = SN vithi(z) mit quadratischen Basisfunktionen

v € Xy, und v; = vp,(x;):
N

/Uh(x) dr = Z/W@(:v) dr = /(Ui—lwi—l(x) + v () + Ui+1¢i+1($)> dx
=17

Tk Tk

— %]Tkth(Xi_l) + Uh<xi) + Uh(XiJrl)}-

Fall 2. Die Exaktheit der Quadraturformel (3.17) fir lineare Funktionen aus dem
Raum X3, (3.5)) wird unter der Voraussetzung

Un(Xir2) = Vn(Xiy3) = vp(Xipa) =0 (3.18)
in den Eckknoten X;1o,X;13,X;14, gezeigt.

Es wird eine Transformation vom Element 7, auf das Referenzelement 7 mit Hilfe
der Abbildung durchgefiihrt. Dafiir wird die lokale Parametrisierung der
linearen Formfunktionen L, benotigt. Damit kann die Transformation von 7y
nach 7 fiir r = 1, .., 3 durchgefiihrt werden

vl = [ Tte) = [ L (@1dct i = i [ 1460

Tk T
So ergibt sich
1 1
" 6 3
i _ 1] _ 1
h,linear ~— 2|Tk‘ 6 - |Tk| 3
1 1
6 3

Im Folgenden wird die Vorgehensweise fiir die Basisfunktion ¢; ; zum Knoten x;
betrachtet. Das Element 7, wird in Subelemente 7; aufgespalten. Auf diesen Subele-
menten wird die Transformation auf das Referenzelement durchgefiihrt. Fiir die Subele-
mente gilt || = 1|7|. Damit ergibt sich

1 1 11 1 1 1
/%—1 dr = ;/%—1 dx = g(\Tﬂ + 7| + |73]) = §(1|Tk| + Z|Tk\ + Z’TkD = 4_1|Tk|’
14

Tk
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da der Tréger von ¢; ; nur die Subelemente |7{|,|75| und |75| umfasst. Analoges Vor-
gehen fiir die Basisfunktionen ¢;, ;11 ergibt ebenfalls

1 1
/@Zdivzzh'k‘, /g02+1d$21‘Tk’

Tk Tk

Damit ergibt sich fiir eine lineare Funktion vy,(z) = S°F | vyp;(x), mit lincaren Basis-
funktionen @; € X}, (3.5) und v; = v, (x;) und unter der Voraussetzung (i3.18])

L
/vhdx:Z/vigoid:c
i=1
Tk

Tk

= / (%41%‘71 + Vi T Vir19it1 T Vip2Pito T Vip3Pits + Ui+490i+4> dx

Tk

1
= Z|rk|{vh(xi,1) + v (Xi) + vn(xit1) }
die Quadraturformel (3.17)) fiir lineare Funktionen des verfeinerten Gitters. O

Lemma 3.6. Fir quadratische Funktionen vy, € X,(9,) (vgl. (3.3)), (3.9)) bzw. fir
lineare Funktionen vy, € X,(92,) (vgl. (3.5), (3.9)) gilt die Abschdtzung

IValloir < Clmel{vin(xi1)? + vin(x)? + van(xio1)? + van(x:)*}, (3.19)
in den Kantenmittelpunkten x;_1,%;, wenn in den Knoten X;11,X;1+2,X;+3, Xi+4,
Vi(Xit1) = Vi(Xiy2) = Vi(Xit3) = Va(Xita) = 0, (3.20)
gilt (vgl. Abb. [3.4).

Bewezs.

Fall 1. Die Abschitzung (3.19) ist unter der Annahme (3.20)) fir quadratische Funk-
tionen aus dem Raum X (€2.) (3.3), (3.9) zu zeigen.

Es wird eine Transformation vom Element 7, auf das Referenzelement 7 mit Hilfe der

Abbildung (A.3)) durchgefiihrt. Es wird die lokale Parametrisierung (A.5)) der quadra-
tischen Formfunktionen N, (A.2)) benotigt, damit die Transformation von 75 nach 7
fiir r = 1, .., 6 durchgefiihrt werden kann

Q;Li,)quadr,LgNorm[r] = /NE(I’) d[L‘ = /Nf(g)l det Jk| dg = 2|Tk| /Nf(g) d£
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Es ergibt sich der lokale Vektor

60 30

1 1

60 30

@) L 1
2 60 30
Qh,quadr,LgNorm - 2|Tk| 4 - |Tl€| 8
45 45

4 8

45 45

4 8

45 45

Nun wird die Vorgehensweise fiir die Basisfunktion ¢; 1 € X, (€,.) (3.3), (3.9)) betrach-
tet. Es wird die Transformation vom Element auf das Referenzelement durchgefiihrt
und es ergibt sich

8 8
2 - 2 dr — —
/1/)1.1 dr = 45|7'k|7 /% dx 4:5|7'k|. (3.21)
Tk Tk

Ausgehend von

nmmwz/ﬁmm

Tk

fiir quadratische Basisfunktionen v; € X,(€,) (3.3), (3.9)

v, = (Um) _ (Z%l Ul,iwi(l’))
V2, > im1 Vo))
ergibt sich fiir die erste Komponente vy j,, mit v;; = v;(x;) und mit Hilfe der Binomi-
schen Formeln die Abschiatzung

/Uih(l’) dr = /(Ul,z’1¢i1 + v1t;)* da

Tk Tk

= /(Uii—lw?—l + 2v1i19iv1i; + v%ﬂbf) dx

Tk

< 2/(”%@—1%2—1 + U%ﬂﬁ) dx.

Tk

Analoges Vorgehen liefert die Abschétzung fiir die zweite Komponente v,

[iu@de <2 [ w2+ i) do

Tk Tk
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Fiir eine quadratische Funktion ergeben beide Abschiatzungen

Wil <2 [ O3ty ) o2 [ 0, + ol de. (322)
Tk Tk

Werden nun die Ergebnisse aus (3.21) und (3.22) zusammengefiihrt, ergibt sich die
Abschétzung

6
v hHL2 () = 45 |Tk‘{2’11 1+U12+’U2Z 1‘|‘U2¢}

Fall 2. Die Abschditzung (3.19)) wird nun unter der Annahme (3.20)) fir lineare Funk-
tionen aus dem Raum X (€ . . 3.9) gezeigt.

Zuerst wird eine Transformation vom Element 7, auf das Referenzelement 7 mit Hilfe
der Abbildung (A.3) durchgefiithrt. Die lokale Parametrisierung ([A.5)) der linearen

Formfunktionen L, (A.1)) wird benotigt, damit die Transformation von 74 nach 7 fiir
r =1, ..,3 durchgefiihrt werden kann

Q;j,)linear,LzNorm[T] - /ZE(ZL‘) dr = \/Lg(g)| det Jk| dg B 2|Tk’ /Lz(g) dg

Tk T
Es ergibt sich
1 1
12 6
- 1
Qh linear,LoNorm ~— 2‘Tk’ 12 - ’Tk‘ 6
1 1
12 6

Im Folgenden wird die Vorgehensweise fiir die Basisfunktion ¢; ; betrachtet. Dazu
wird das Element 75, in Subelemente 7; aufgespalten. Auf diesen Subelementen wird
die Transformation auf das Referenzelement durchgefiihrt. Fiir die Subelemente gilt
17/l = 3|7%|. Damit ergibt sich

1.1 1 1
/so”dx—Z/soH S+ [l + 178D = g (Il + i+ glmd) = g
(=1 ™
(3.23)

da der Triager von ¢;_; nur die Subelemente |77|, |75 und |74| umfasst. Analoges Vor-
gehen fiir die Basisfunktion ¢; ergibt ebenfalls

1
/cp? dx = §|Tk| (3.24)

Tk
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Fiir lineare Basisfunktionen ¢, € X5, (€,.) (3.5)), (3.9) ist

v, = (Ul,h) _ (Zf;l Ul,i%‘(l’))
U2,n 21:1 U2,i§0i(x)
Unter der Voraussetzung (3.20)) und unter analogen Berechnungen zu (3.22)), ergibt
sich eine Abschéitzung

IVall, ) < 2 / (02, 1+ 02 ?) do 12 / (21 + k) de,  (3.25)

Tk Tk

fiir lineare Funktionen v, € X, (€2,) (3.5), (3.9). Es ergibt sich die Abschétzung
1
HVhH%Q(Tk) < 1 |Tk’{viz‘71 + Uii + Ug,ifl + U%,i}a

indem die Ergebnisse aus (3.23)), (3.24) und (3.25)) zusammengefiihrt werden. O
Lemma 3.7. Fir p, € Qn(2.) aus (3.9) ist die tangentiale Ableitung %ph stetig.

Xi

Xit2 Th4+1 Tk

Xi+1
Abbildung 3.5.: Anordnung der Elemente 7y, 711

Beweis. Fiir zwei Finite Elemente 7, 71, mit der Anordnung wie in Abbildung [3.5
ist

(Xi = Xi+1) = VDp|Tk = (% — Xi1) - Vu|Ter1,
fiir

L
Ph = Zpi%' fiir ; € Qn(€2)

i=1
zu zeigen, wobei

Vou Tk = picaVeii| e + piV il Tk + pisa Vi | Tk
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V| Tk = PiV@i|Teg1 + Dis1 V@i | Ths1 + Dig2 VPita|Thia

ist. Nach der Transformation auf das Referenzelement 7 mit der Jacobi-Matrix (A.4))
und der lokalen Parametrisierung (|A.5]), ergibt sich

1 /x0—x L e
Vph’Tk = Di_1— (Xz,Z Xz+1,2> + pi— <XZ+1,2 X; 172)

(A
D; \Xit1,1 — X1 D; \Xi—1,1 — Xi4+1,1

1 Xi— — X
+ Piv155 < 12 ’2>

D; \Xi1 —Xi—1.1
1 1 (3.26)
Xi+2,2 — Xi41,2 Xi,2 = Xi422
Vpu|Tes1 = pi + Pit1
Dy \Xit1,1 — Xig21 Dy \Xit2,1 — X1
I (X120 — %
14+1,2 7,2
+ Dit2
D1 \Xig — Xit1,1
mit den Divisoren
D; = (Xi+1,2 - Xi—l,Z)(Xi,l - Xi—l,l) - (Xi—1,2 - Xi,2>(xz‘—1,1 - Xi+1,1),
Div1 = (Xi2 — Xiy1.2) (Xt 1,1 — Xir21) — (Xir22 = Xir12) (Xiv1,1 — Xi1)-
Wegen den Orthogonalitéiten
i Xi,l = Xi+1,1 | (X2 7 Xit1,2 ) 0
- 9
D; \Xi2 — Xit1,2 Xit1,1 — Xi1
1 Kil = XKi+1,1 | [ Ri+12 T X2\ 0
- 9
Di1 \Xi2 = Xit+1,2 Xi1 = Xit1,1
. . 1 . . Xi1 — Xi+1,1
bleibt nach Multiplikation von ({3.26)) mit | =" v
Xi,2 — Xi+1,2
p‘i Xil = Xit1,1\ (X412 —Xi—12) _ ” L1 = X1 (Xit2,2 — Xit1,2
1 - 1
D; \Xi2 = Xit1,2 Xi—1,1 — Xi+1,1 Dy \Xi2 — Xit1,2 Xi+1,1 — Xi42,1
(3.27)
P 1 Xi, 1 — Xi4+1,1 Xi—1,2 — X2\ P 1 Xi1 ™ Xi41,1 Xi,2 = Xi42,2
i+1757 ) = Pi+1 .
D; \Xi2 = Xit1,2 Xi1 — Xi—1,1 D1 \Xi2 — Xit1,2 Xi+2,1 — X1
(3.28)

zu zeigen. Zuerst wird die Gleichheit von (3.27)) gezeigt. Dazu wird die linke Seite von
(3.27)) mit £x;_11 bzw. mit £x;_; o erweitert

(Xi,l - Xi+1,1)<xi+1,2 - Xi—1,2) 4 (Xi,2 - Xi+1,2)(xi—1,1 - Xz’+1,1) _
(%1 —Xi—1,1) + (Xi—11 — Xi+1.1) ] (Xit1,2 — Xi—1,2)

D;
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[(Xi,Q - Xi71,2) + (Xi71,2 - Xi+1,2>](xi71,1 - Xi+1,1)
D;

+ =1

Anschlieflend wird die rechte Seite von (3.27)) analog berechnet als

1 Xil = X110 ) [ Xi42,2 — X412 ) 1
D1 \Xi2 — Xit1,2 Xi+1,1 — Xi+2,1 '
Hiermit wurde die Gleichung (3.27) gezeigt. Analoges Vorgehen liefert die Aussage
(3-28)). Somit wurde gezeigt, dass die tangentiale Ableitung %ph stetig ist. ]

Lemma 3.8. Es sei die Forderung[1] an die Triangulierung erfillt, und die Tangenten-
vektoren in der Referenzkonfiguration t; sind definiert durch (siehe Definition (3.13)))

BEZ = ti7

wobei t; der Tangentenvektor (3.10) mit t; = x; — X;41 ist. Dann gilt:

e Jede Menge von Tangentenvektoren {f:i_l, fi} st eine Basis der Referenzkonfigu-
ration §Q,.

o Die Abbildung g — {(g-t;i_1)>+ (g-t:)2}'/2, ist fiir ein beliebiges, aber konstantes

A

g € R? in der Referenzkonfiguration Q,., dquivalent zur Euklidischen Norm ||g||3.

Bewess.

Schritt 1. Jede Menge von Tangentenvektoren {f:i,l,fi} bildet eine Basis in der Re-
ferenzkonfiguration Q.

Nachdem Forderung (1] erfiillt ist, handelt es sich um eine zuléssige, formregulare Tri-
angulierung, die in Makroelemente €2, und iiber die affine Transformation in die
Referenzkonfiguration , iiberfiihrt werden kann. Deshalb sind die Tangentenvektoren
ti1 K t; nicht parallel und bilden eine Basis von Qr.

Schritt 2. Fir ein beliebiges, aber konstantes g € R? ist die Aquivalenz der Abbildung
g — {(g-ti-1)?+(g-t:)*}/? 2ur Buklidischen Norm ||g||3 in der Referenzkonfiguration
Q,., zu zeigen.

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit wird hier der Beweis fiir die Basisvektoren
{t1,t2} durchgefiihrt.

i. Die Abschitzung |(g-t1)> + (g - t2)%| < C|\g||3 ist zu zeigen.

Zuerst wird die Dreiecksungleichung und anschliefend die Cauchy—Schwarzsche Un-
gleichung auf |(g - t,)? + (g - t2)?| angewandt. AbschlieBend wird max;||t;||3 mit (3.16))
nach oben abgeschétzt. Somit ergibt sich

(g t1)* + (g t2)°| < (g t1)*[ + (g t2)°] < llgll2litallz + lIgllltallz < Clisll3-
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ii. Die Abschitzung ||g||3 < C[(g - ti_1)?+ (g - t:)?] ist zu zeigen.

Die Standardbasis {e;,e;} des R? kann mit den Basisvektoren {t;,t,} und v;; € R
dargestellt werden

2
e = ity i=12 (3.29)
j=1

Ausgehend von der Euklidischen Norm ||g||3 wird die Darstellung (3.29) eingesetzt
und spéter mit der Abschatzung, die man aus dem Binomischen Lehrsatz kennt, weiter
abgeschétzt. Damit ergibt sich

(3.29) A A A A
Igl;=(g-e1)’+(g-e)’ E3 (g (yiat1 +712t2))° + (8 (h2.1b1 + Y22t2))?

=g’ (71,1t1 + 291,1t171,080 + 712,2{33) +g*- (722,1% + 2792, 1t172,080 + 73,2{33)
<2g”- (1467 +770t3) + 287 (3,87 + 15,t3)

2 2
< 2 max|y2, 2(g-t;)2<C -t)?
<2ma |%,J|; (8- t:)" < ;(g )

3.3.3. Die lokale Inf-Sup—Bedingung

Der nachfolgende Satz[3.9)ist die zentrale Aussage dieses Kapitels. Hier wird die lokale
Inf-Sup-Bedingung fiir das Taylor-Hood-Element bzw. fiir die modifizierten Taylor—
Hood—Elemente in den Raumen X,,(€2,.), M;(£2,) gezeigt. Die Inf-Sup—Bedingung
wird mit Satz auf das gesamte Gebiet erweitert.

Satz 3.9. (Die lokale Inf-Sup—Bedingung). (17, Th. 4.2, S. 178, Th. 4.4, S
182] Sei T eine zuldssige und formregulire Triangulierung von Q und zerlegbar in
Makroelemente (siehe ), dann existiert eine, von der Wahl h und r unabhdngige,
positive Konstante Biorar > 0, sodass die lokale Inf-Sup—Bedingung

fqh ) div vy, (z)dx

sup > Brokatllan || Loy fiir alle g, € M (€,), (3.30)

vheXh (Qr) ’Vh|H1 Q)

in den Raumen Xp,(Q,.), Mp(Q,) (3.9), fir die Taylor-Hood—Elemente (3.3|) und die
modifizierten Taylor—-Hood-Elemente (3.9)), gilt.

Beweis. Nach [17, S. 178ff].

Dieser Beweis gilt fiir die Taylor-Hood—Elemente (3.3 und auch fiir die modifizierten
Taylor-Hood-Elemente (3.7]). An den notwendigen Stellen wird zwischen den beiden
Fillen unterschieden. Es gelten die Eigenschaften und Annahmen zu den Makroele-
menten und zur Referenzkonfiguration, wie in Abschnitt vereinbart wurde.
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Ziel ist die Konstruktion einer Funktion v, € X,(,), sodass fiir ein gegebenes
qan € My(£2,) die lokale Inf-Sup—Bedingung erfiillt ist. Im Fall der Taylor-Hood—
Elemente wird eine stiickweise quadratische Funktion v;, € X (€2,.) mit

(3.31)

gewdhlt (vgl. Abbildung [3.6).

® vi(a,) =0 und vy(x) =0 fiir x € 99,
‘ Vi, 7é 0

ay

Abbildung 3.6.: Eigenschaften der Funktion vy, fiir Taylor—-Hood—Elemente

Im Fall der modifizierten Taylor—Hood—Elemente wird eine auf dem virtuell verfeiner-
ten Netz, stiickweise lineare Funktion v, € X,(€Q,) mit vi(a,) = 0 und v,(z) = 0,
x € T, gewdhlt (vgl. Abbildung [3.7).

® v,(a,) =0und vy,(x) =0 fiir x € 99Q,
’ Vi, 7é 0

Abbildung 3.7.: Eigenschaften der Funktion vy, fiir mod. Taylor-Hood—Elemente
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Schritt 1. Fir die lokale Inf-Sup—Bedingung wird ein geeignetes vy, € X,(£2,) mit
den Figenschaften (3.31) konstruiert.

Sei ¢, € Qn(£2,.) beliebig; g, ist eine lineare, stetige Funktion. Daher ist ¢, € H'(,.).
Mit partieller Integration fiir v, € X(€2,.) ergibt sich

/%(37) div vy (z) do = — /vh(x) -Van(z) dz = —g/vh(:v) - Van(r) de.

Qp Qr

WEeil g, eine lineare Funktion ist, ist V¢, konstant auf jedem Element 7;. Deshalb wird
in weiterer Folge Vq|,, = g; gesetzt. Das ergibt

/qh(w) div vy () do = _gfvh@) —

Q,

Damit diese Gleichung berechnet werden kann, wird die Quadraturformel (3.17)) fiir
das Dreieck, in den Kantenmittelpunkten x; 1,x; 2,%; 3

/ on(@) dz = 8173 {vn(xi1) + v (x62) + vn(xis)}

Ti

mit dem Koeffizienten

¥

verwendet. Sie ist fiir quadratische bzw. lineare Polynome v, € X, (€2,) exakt (siehe
Lemma . Deshalb wird die Quadraturformel fiir jede Komponente vy, von vy,
welche ein Polynom 1. bzw. 2. Grades von P; bzw. P, auf 7; ist, verwendet. Es ist
zu beachten, dass v, am Rand I', verschwindet (siehe (3.31])). Deshalb ergibt sich fiir
eine Komponente vy, j, auf einem Element 7

fiir eine quadratische Funktion vy,

= Wl

fiir eine lineare Funktion vy,

/ on(x) da = 8 |7 {on () + vnr(cs 1)}

i

Diese Ergebnisse vereint ergeben

J J
/qh(x) div vy (z) de = — Z/Vh(as) cgidr = —0 Z |Til{vin(a;) + vi(ai-1)} - g

(3.32)
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Die Funktion v, wird im gemeinsamen Kantenmittelpunkt «; so gewahlt, dass die
Inf-Sup-Bedingung erfiillt sein wird. Dazu wird

vi(ai) = —( tts = —(gi - ti)ti = —(git1 - to)ts (3.33)

gesetzt. Wobei t; der Tangentenvekor (3 ist. Die tangentiale Ableltung 5-qn des
Tangentenvektors nach Lemma [3.7]ist stetlg Dabher ist sie auch auf der Kante d1e von
den Elementen 7; und 7,41 geteilt wird, stetig. Wird nun (3.33)) in (3.32)) eingesetzt,
ergibt sich

/qh(x) divvi(e)dr = —6 3 7l {valas) + valar)} - g

Q, =1

J
== Y (a0t = 8-t}

=9 Z\n\{ g ti)>+ (8- ti1)?).

Setzt man den Tangentenvektor in der Referenzkonfiguration Bt; = t; (3.13) und

g; = g/ B (3.14) ein, ergibt sich

/qh(x) divvy(z) dz = 5 Zm{ b))

Q,

Die Abbildung g — {(g - ti_1)? + (g - t;)2}"/? ist fiir ein_beliebiges g € R?, nach
Lemma, dquivalent zur Euklidischen Norm ||g]|s. Diese Aquivalenz wird fiir einige
nachfolgende Abschétzungen bendtigt. Weiters gilt

il o = 1Vl = [ (Vin(o)? o = / S = lllel 63
Schritt 2. Fir die lokale Inf-Sup—Bedingung wird gezeigt, dass eine Abschditzung
_ 1 ! o 2
/C]h(x) div vy (z) de > C4;|Vh|H1(Q,«){Z |7 |Qh|H1(+i)} fiir qn € Qn(€2,),
g, i=1

(3.35)

und o > 0 qilt. Hierbeu ist

o, = (3.36)
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wobet o, der Inkreisradius und h,, die lingste Kante des Dreiecks 1; sind. Weiters ist

sup h.,

P (3.37)
inf o,
1<i<J

Wegen der Formregularitat der Triangulierung folgt, dass o, mit einem fizen o nach
oben beschrinkt werden kann (siehe [1])

o, < Co, (3.38)

wobei 0 = max; o,.

Um die Ungleichung (3.35) zu zeigen, werden die Abschétzungen (3.39) und (3.40)
benotigt.

i. Die Abschdtzung (3.39) ist fiir v, gemaf$ (3.31) zu zeigen.

Es werden das Lemma zur Norméquivalenz der Euklidischen Norm und (3.34))
verwendet. Damit ergibt sich

/ anl) div (o) do = 8 D7l {(8:- 0 + (8- 60)%)

Qr
J J
’Ti’ - “
>cd Y ol &l 15 = Z Tilldnlin gy, (3:39)
i=1 " i=1
wobei C := ¢ ¢c(max;—1__;|7:|)”" und |7;| beschréinkt ist.
ii. Fir vy nach (3.31) ist die Abschitzung
|Vh|12ql(n) < Csli ai |@|?{1(+i) (3.40)

2U zeigen.

Damit die Ungleichung (3.40|) gezeigt werden kann, benotigt man nachfolgende Ab-
schitzung, die sich aus der Definition (3.31)) von vy, ergibt. Auf

2
Wil =3 / o;(2)? de
=17

wird Lemma angewandt und anschlieflend (3.33)) eingesetzt. Es ergibt sich

HVhH%Q(T, < élml{vin(@)® + vin(ei)? + van()® + van(i1)?}

elmil{lvalanls + [Iva(ei-1)ll2}
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= ¢|mi|{(gi - t:)?t7 + (gi - ti1)*t] 1 }-

Die Lange von t; ist || K||2. Die Linge der lingsten Kante im Dreieck 7; wird mit h.,
bezeichnet. Mit Hilfe von (3.15)) g;-t; = g;-t; und der Norméquivalenz zur Euklidischen

Norm (Lemma [3.8) und (3.34) ergibt sich

IVallZ iy = ~\Ti\{(gi' D)7+ (g tio1)?t] )
|Tz|max{tz 1 z}{(gz z) (gz ti1 )2}

9 ¢ | max{t?_ ptz}{(gz £)% + (& - £i1)?)
LES “ |Tz| . - 1 .
< |7-1’ h “3 |7A_| — CC |7A_‘ |Tz‘ hi ’(Jhﬁfl(ﬁ-)

= Cy |7l B2, |Gl (5, (3.41)

mit Cy : —c| T

Die Abschétzung (3 erhédlt man aus der lokal inversen Ungleichung, welche z. B.
in [41, Lemma 9.8, S. 213] oder in [17, S. 96 und Lemma A.6, S. 103] nachzulesen ist.

Mit Hilfe von (3.36]) und (3.41]) ergibt sich

Vil Ty < CR2 VAT, < Clmil 02, [dnl s,y

iii. Zum Abschluss von Schritt 2 wird nun die Abschdtzung (3.35]) gezeigt.

Dazu wird die Abschétzung (3.40) umgestellt
o 11
|7l ‘Qh|H1(ﬁ-) 2 EUTZ |Vh|H1 ()

und iiber alle Elemente aus QT summiert

J
. 11
glnll%l?p O Z |Vh|H1 Z G 2 Vilin @), (3.42)

mit o = max; o,, > o,,. Aus (3.39), (3.42) und der Formregularitét (3.38) erhéilt man

. S
/qh(x) divvp(z)de > Z 173l 11 l3 (5,
i=1

Qp

J 12 ¢ 1/2
=D Inllanlngy ) {0 il lanfs |

i=1 =1
€52 4 . 1/2
2 4—|Vh|H1 Q){Z 7] |Qh|12ql(+i)} :

i=1
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Schritt 3. Fiir eine formreguldre Triangulierung ist

J 1/2
(> mllakney} " = Clal,  fir alle g € H' () 0 Log(),  (3.43)
=1

2U zeigen.

Die Eigenschaft (3.43) wird fiir kontinuierliche Funktionen gezeigt. Durch die Abbil-

A

dung F, : H'(Q,) — H'(€,) aus (3.12) wird der Nullmittelwert fiir ¢ € Lo o(€2,) nicht
erhalten. Daher wird ¢ € H'(Q,) N Ly o(Q,) durch § = F7(g) mit

AL 1 /
q=q— —= qgdx
12, .

Q

ersetzt. Die Funktion g erhélt den Nullmittelwert, da

. 1

de—/@dx— - //dedx—o.
/ : AP
Q, Q.

Q. Q,
Jetzt unterscheiden sich ¢ und § nur durch eine Konstante ¢ = = Ql| [ Gdxz. Fir
r QT
die Konstante ¢ gilt nur dann ¢ = 0, wenn [ §dz = 0. Aus der Betrachtung fiir
Q,

q € Lop(£2,) von

/qzda;: inﬂg{/(Q‘i‘C)de} = inﬂg{/QQd:c—l—%/qu%—cQ/ dx} < /qzdx,
ce ce
Q. Q Qr Q. Q, Q.

=0

folgt
lallza@n) = nfllg + cllra@n) < llallz@n- (3.44)
Aus der Ungleichung und der Formregularitét
o2 < im<|n| <h2,

wobei ., der Inkreisradius und h,, die lingste Kante des Dreiecks 7; sind, erhélt man

J
lallZ,.) < 1lZ,@.) = 22 17l g2,
i—1

J
2 =112 _ 2 15112
< 2, 6, 3 Mo =2 242 W Al
1=
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Darauf die Poincaré-Ungleichung angewandt und die Konstante in g weggelassen, er-
gibt

lgllZ, 0, < € max h2 170,

J
=1

Es wird mit |7;] erweitert und mit der Fliche des Inkreises w2 nach unten abgeschétzt

mi”}h J J
lallZ,,) < S mldlh g < Co2 > Imilldlh s (3.45)
“min e & =

wobei o, in (3.37)) definiert wurde. Die Ungleichung (3.45)) umgestellt, ergibt

d 1o 1/2 1
X lnllifng } 2 0l

i=1

Wegen der Formregularitit der Triangulierung folgt, dass o, mit einem fixen ¢ nach
oben beschrénkt werden kann (siehe (3.38))).

Schritt 4. Die lokale Inf-Sup—Bedingung
f qn(z) divv(x)dx

sup

> Biokatll@n |l oy fiir alle g € My(2,)
veXx, (Qr) |V’H1(Q

wird nun gezeigt.

Dazu werden die vorher bewiesenen Abschétzungen (3.35)) und (3.43) fiir g, € My ()
aus Schritt 2 und Schritt 3 verwendet. Damit ergibt sich

J
1 A 1/2
C4;‘Vh|H1(QT){Z ’TZ’ ’qhﬁfl(ﬁ)}
i=1

B39)
/ qn(z) div vy (z) dx
Qr

> 05;|Vh|H1(Qr)C||qh||L2(Q)

Diese Ungleichung wird umgestellt, das Supremum darauf angewandt und alle Kon-
stanten werden zu [j.r zusammengefasst, sodass sich die lokale Inf-Sup—Bedingung

f qn(x) div vy (z)dx

sup

> ﬁlokal”QhHLz(Qr) fir alle g, € My ()
VREX () ‘Vh|H1(QT)

ergibt. ]
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3.3.4. Die globale Inf-Sup—Bedingung

Die lokale Inf-Sup-Bedingung fiir die Taylor-Hood-Elemente bzw. fiir die
modifizierten Taylor-Hood-Elemente kann mit Satz auf das gesamte Gebiet
erweitert werden. Dazu werden Satz und Lemma bendtigt. Diese werden in
dieser Arbeit jedoch nicht bewiesen.

Satz 3.10. (17, Theorem 1.12, S. 130]
Die Riume X5(92,.), My (€2,) (3.9) erfillen die lokale Inf-Sup—Bedingung (3.30). Wei-
ters set

My, = {q € Lyo(Q) : qlq, ist konstant fiir alle r}

und X, C Xp,, sodass _Yh,ﬂh ebenfalls die Inf-Sup—Bedingung mit einer von h un-
abhangigen Konstante 3 erfillen. Dann erfillt das zugehérige Paar Xy, My ebenfalls
die Inf-Sup-Bedingung (3.48) mit einer von h unabhdngigen Konstante 3.

Der Interpolationsoperator Ry, wurde von Clément [9] eingefiihrt.

Definition 3.11. (Interpolationsoperator Ry). |17, S. 110]
Fiir k > 1 sei der Finite Elemente Raum (17, S. 98]

O = {v, € C(Q) : Upjr, € Py, fiir 7o € Tn'}

gegeben. Wezters sei ), ein Makroelement . ) und Q, die zugehdrige Referenzkon-
figuration (3.11). Fo, sei die stetige und invertierbare Abbildung - von , nach
Q,. Firoe Ll(QT) sei R;0 das eindeutige Polynom aus Py(Q,), das mittels

/(]%Z@ —0)pdx =0 fir allep € Pk(flr)
Qr

berechnet wird. Anschlieffend wird fir v € L1(Q2) und 0; € Oy, der Interpolationsopera-
tor Ryv € Oy durch

’UOFQ )(91

IIM&

definiert, wobei a; := F(,'(a;) und J der Anzahl der Knoten eines Makroelements (3.8)
entspricht.

Lemma 3.12. (17, Lemma 2.2, S. 136]
Seien Xy, = {vi € [C(Q) : Vi, € Py fiir 7 € Ty} 0 [Hy(Q)]* und Ry, der Interpola-
tionsoperator aus Definition |3.11. Die Projektion 11, € L(HY ()%, X},) sei durch

II,v(a) = Ryv(a) fir alle Knoten a von Ty,
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/(Hhv —v)-nds, =0 fir alle Kanten e von Ty

e

definiert. Fir eine requlire Triangulierung Ty gilt
v — I,v|gmq) < CR* | V|gry  fir alle v e [H*(Q)], (3.46)

firm = 0,1 und k = 1,2 und einer von h und r unabhdingigen positiven Konstante
C. Unabhdngig von der Triangulierung gilt

/div(v — I, v)gndx =0 fir alle g, € Qp, (3.47)
Q
mit Qn = {q € L2(Q) : qpr, € Py fiir 7; € Tn}.
Damit die Giiltigkeit der globalen Inf-Sup—Bedingung fiir die Bilinearform b(-,-) in
Satz bewiesen werden kann, wird zuerst die Aussage aus Lemma bendtigt.

Lemma 3.13. Wenn die Voraussetzungen von Satz erfillt sind, existiert eine,
von der Wahl h und r unabhdngige, positive Konstante Biopa > 0, sodass die lokale
Inf-Sup—Bedingung

b(qhavh)

sup ————

VREXH(Qr) ’Vh|H1(QT)

in den Rdaumen Xp,(Q,), Mp(Q,) (3.9), fir die Taylor-Hood—Elemente (3.3|) und die
modifizierten Taylor—Hood-FElemente (3.5)), gilt.

Beweis. Die lokale Inf-Sup—Bedingung wurde fiir —b(g,, vy,) in Satz gezeigt. Aus-
gehend von ([3.30]) ergibt sich

> Brokall@n || Loy fiir alle gn € Mp(€2,),

—b(qn, vn) S —b(qn, vi,n)

sup > > Biokat|lanl Lo,y fiir alle g, € M (€,),
VREXH (D) |Vh|H1(QT) |V1,h|H1(Qr)
mit
b(qn, W) Wh=_Vir b(qn, —Vin b(qn, —vin
up 0w We) e M —vin) g Vin) gy
wnexXn (@) [Walm ) |=vinlmie)  [Viplaa,)

fir alle g, € My, (Q,.). Damit ist die lokale Inf-Sup—Bedingung fiir b(gy, v,) gezeigt. O

Satz 3.14. (Die globale Inf—-Sup—Bedingung). (17, Corollary 4.1, S. 180]

Sei Ty eine zulissige und formregulire Triangulierung von € und zerlegbar in Ma-
kroelemente €, , dann erfillen die Rdaume fir die Taylor—Hood—FElemente
und die Rdaume fir die modifizierten Taylor—Hood—FElemente , jeweils die globale
Inf-Sup-Bedingung

b(q}wvh)
sup ————>=
onexn() [Valm @)

> ﬁ”th|L2(Q) f’d?“ alle qn € Mh(Q>, (348)

mit einer von h unabhdngigen positiven Konstante [3.
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Beweis. Nach [17, S. 180].
Fiir diesen Beweis werden die Voraussetzungen von Satz |3.10} jeweils fiir die Taylor—
Hood—Elemente und fiir die modifizierten Taylor-Hood—Elemente iiberpriift.

Fall 1. Fir die Taylor-Hood—-Elemente (3.3) werden die Voraussetzungen von Satz
[5.10 geprift.

Dafiir werden die Raume
Wy, = {V c [C(ﬁ)P : V’K c P12 fir K € TN},
X, = Wy N H(Q)?

und

M), = {q € Lyo(9) : q|q, ist konstant fiir alle 7}

eingefiihrt.

Schritt 1, Fall 1. Zu zeigen: Die Raume X, (2,.), M (Q2,.) erfillen die lokale Inf-Sup—
Bedingung.

Nach Satz ist diese Bedingung fiir die Taylor-Hood-Elemente erfiillt.
Schritt 2, Fall 1. Zu zeigen: X, C X,.

Die Funktionen von X, sind stiickweise lineare, und global stetige Polynome und sind
somit elementweise in PZ. Deshalb liegen die Funktionen des Raums X, in X (vgl.

(3-3))-

Schritt 3, Fall 1. Zu zeigen: Die Riume X, M, erfillen die uniforme Inf-Sup—
Bedingung.

Dazu wird die Projektion II; aus Lemma verwendet.
i. Nach Lemma gilt , d. h.
b(v,qn) = b(IIpv, qn)  fiir alle g, € Q. (3.49)
ii. Zu zeigen:
IL,v]mi) < c|vlg o firveX. (3.50)
Dafiir wird die Abschéatzung (|3.46))
v —Iyv|me) < c|vlm firalle v e [H'(Q)]?

fir m = 1 und k£ = 1 des Lemmas verwendet. Diese Abschétzung (3.50) und die
Dreiecksungleichung ergeben.

’HhV|H1(Q) < |V|H1(Q) -+ |HhV — V‘HI(Q) < C‘V|H1(Q).



68 3. Die eindeutige Losbarkeit des diskreten Dirichlet—Randwertproblems

iii. Die Inf-Sup—Bedingung

[ qdivvy,dx

Q
sup

> Bllanllro)  fir alle g, € My,
wnex, Vil

wird fir die Riume X, M}, bewiesen.

Da M), C M kann auf die kontinuierliche Inf-Sup-Bedingung aus Satz zuriick
gegriffen werden. Weiters ist M), C Q5. Deshalb kann (3.49) verwendet werden. Mit
der Abschétzung (3.50) und der Projektion II,v € X, ergibt sich

b(v,qn) _ b(IIyv, gn) < Supcb(HhV7Qh) < sup Cb(Vinh)

Bllan || £ < sup

vex [Vl vex Vg T vex avlmie) ~ y,ex, [Valm@)

die Inf-Sup-Bedingung fiir die Rdume X, M,.

Fiir die Taylor-Hood-Elemente (Fall 1) wurden in den Schritten 1,2 und 3 die Voraus-
setzungen von Satz m gezeigt. Deshalb erfiillen die Raume X, M, (3.3]) die globale

Inf-Sup-Bedingung (i3.48)).
Fall 2. Fir die modifizierten Taylor-Hood—-Elemente (3.5) werden die Voraussetzun-
gen von Satz[3.10 gepriift.

Dafiir werden die Rdume
X, =X,
und
M), = {q € Lyo(9) : q|q, ist konstant fiir alle 7}

gesetzt.

Schritt 1, Fall 2. Zu zeigen: Die Raume X,(Q,), Mp(Q,) erfillen die lokale Inf-Sup—
Bedingung.

Nach Satz[3.9]ist diese Bedingung fiir die modifizierten Taylor—Hood—Elemente erfiillt.
Schritt 2, Fall 2. Zu zeigen: X, C X,

Fiir die modifizierten Taylor-HoodElemente ist X, = X,.

Schritt 3, Fall 2. Zu zeigen: Die Riume X, My, erfillen die uniforme Inf-Sup—
Bedingung.

Die Beweisfithrung erfolgt analog wie in Schritt 3, Fall 1 der Taylor-Hood—Elemente

B3).
Fiir die modifizierten Taylor-Hood-Elemente (Fall 2) wurden in den Schritten 1,2 und
3 die Voraussetzungen von Satz [3.10] gezeigt. Deshalb erfiillen die Raume Xj,, M, aus

(3.9) die globale Inf-Sup-Bedingung (i3.48)). ]
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3.4. Die eindeutige Losbarkeit des diskreten
Stokes—Systems

Mit der globalen Inf-Sup—Bedingung (Satz|3.14]) erhilt man ein stabiles Taylor-Hood—-
Element (3.3) und auch ein stabiles modifiziertes Taylor-Hood-Element (3.9) und es
lésst sich dadurch die eindeutige Losbarkeit des diskreten Stokes—Systems folgern.

3.4.1. Die eindeutige Losbarkeit des diskreten
Stokes—Systems fiir Taylor-Hood—Elemente

Es werden Betrachtungen zur eindeutigen Losbarkeit des Stokes—Problems ((3.6]), das
mittels der Taylor-Hood-Elemente aus (3.3]) diskretisiert wird, angestellt. Weiters wird
die Aquivalenz zum diskreten Stokes—System (3.52)) gezeigt.

Satz 3.15. Das diskrete Stokes—Problem (3.6)), das in den Raumen Xy, M, aus (3.3),

mattels Taylor—Hood—FElementen diskretisiert wird, ist eindeutig losbar.

Beweis. Damit Brezzi’s-Splitting-Theorem angewandt werden kann, und dar-
aus die eindeutige Losbarkeit des diskreten Stokes—Problems folgt, muss a(-,-) Xj—
elliptisch sein und b(+, ) die globale Inf-Sup—Bedingung erfiillen.

i. Zu zeigen: Die Bilinearform a(-,-) ist Xy —elliptisch.

In Lemma wurde gezeigt, dass die symmetrische Bilinearform a(-,-) [Hj(2)]*~
elliptisch ist. Weil X, C [HJ(2)]?, kann diese Eigenschaft fiir die diskrete Bilinearform
tibernommen werden (vgl. [41, S. 249]).

ii. Zu zeigen: Die Bilinearform b(-,-) erfillt die globale Inf-Sup—Bedingung.

Die globale Inf-Sup-Bedingung fiir Taylor-Hood-Elemente wurde in Satz bewie-
sen. O

Der Raum M), enthélt die Losbarkeitsbedingung (1.4)). Dazu soll eine &dquivalente,
diskrete Variationsformulierung der Gleichungen von Stokes erstellt werden. Es wird
ein weiterer Raum

My, = {qn € C(Q) N Ly(R) : Qnjr € Py fur 7 € Ty} (3.51)

ohne die Nebenbedingung Ls($2) (vgl. Mj (3.3) eingefiihrt. Im nachfolgenden Satz
wird die Aquivalenz der Variationsformulierungen (3.6)) und (3.52)) gezeigt.
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Satz 3.16. Die diskreten Variationsformulierungen (3.6) und (3.52) sind dquivalent,
fir Xy, aus (3.3)), und der rechten Seite ({3.7))

<f*, Vh>Q = <f, Vh>Q — a(ug, Vh),
wobei im dquivalenten System (3.52)), (won, pn) € Xp X J\Yh gesucht sind fiir

a(uagp, vi) + (v, pr) = (£, va)a  fir alle v, € X}, (3.52)
b(uop, gn) — d(pn, qn) = —b(ug, qn)  fiir alle g, € M. '

Beweis. Die Beweisfithrunng erfolgt analog zu Satz [I.5]
Es werden die Rdume nochmals angegeben:

NHY ()] : vy, € Py fiir 73 € Ty},
Lyo() : quyr, € Py fiir 73 € Ty},
2(Q) : gy, € Py fiir 7, € Tn '}

X ={vi € [C(Q)*N
Mh = {Qh S C(Q
Mh = {Qh c C(Q

Schritt 1. ,(3.6) = B52)“

Die Nebenbedingung py, € Ly o(2) in (3.6) kann mittels Lagrange-Multiplikator um-

)n
)N L

gesetzt werden. Gesucht sind (g p,pn, ) € X x M), x R mit u, =gy, + u,
a(uop, vi) + b(v,p) = (f*, vi)a

(1o, ga) ) / an dz = —b(uy, )
J (3.53)

/phdx =0,
Q

fir alle (vp,qn) € Xp X ]\Afh Fiir die Testfunktion ¢, = 1 erhilt man aus der zweiten

Gleichung von ([3.53)) und der Losbarkeitsbedingung ([1.4])

A = )\/ Ldz = b(ugp, 1) +b(u,, 1) = —/div(uoﬁ +u,)dr = /g ‘nds, =0.

Q Q r

Daraus folgt A = 0. Deshalb kann die dritte Gleichung von (3.53)) als
/ prdr — A =0
Q

geschrieben werden. Nun lésst sich der Lagrange-Multiplikator in (3.53) eliminieren
und es ergibt sich (3.52]).
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Schritt 2. ,([B.6) « B.52)*

Es wird die Testfunktion ¢, = 1 gewéhlt und in die zweite Gleichung von (|3.52)
eingesetzt. Daraus ergibt sich

—/divuovhdx— |Q|/phdm:/divugdx.
Q

Q Q

Mit der Losbarkeitsbedingung ((1.4)) folgt

‘Ql/phdx:—/le(uo,h—i—ug)dw:/g.ndsx:()
Q

Q T

Also ist [ pydz = 0. Daraus folgt, dass p, € Lao(2) und somit p, € M, sein muss.
Q
Fir v, € X}, folgt aus (3.52)) das System (3.6)). O

Satz 3.17. Das dquivalente Stokes—System (3.52)), das in den Rdumen X (3.3) und
My, (3.51) mit den Taylor-Hood-FElementen diskretisiert wird, ist eindeutig l6sbar und
es gilt die Stabilitdtsabschdtzung

[wonlliz e + Pl o) < CLUIElE @ + I8llm-12(mya }-

Beweis. In Satz wurde die Aquivalenz zum diskreten Stokes-Problem (3.6) ge-
zeigt. Dieses Stokes—Problem ist nach Satz eindeutig losbar und Brezzi’s Splitting
Theorem [2.7] liefert die Stabilitdtsabschitzung. O

3.4.2. Die eindeutige Losbarkeit des diskreten
Stokes—Systems fiir modifizierte
Taylor-Hood—Elemente

Es werden Betrachtungen zur eindeutigen Losbarkeit des Stokes—Problems (3.6]), das
mittels modifizierten Taylor-Hood—Elementen (3.5)) diskretisiert wird, angestellt. Wei-
ters wird die Aquivalenz zum diskreten Stokes—System (3.52)) gezeigt.

Satz 3.18. Das diskrete Stokes—Problem (3.6)), das in den Rdumen X, My, (3.5]) mit-
tels modifizierten Taylor—Hood—Elementen diskretisiert wird, ist eindeutig losbar.

Beweis. Analoge Beweisfithrung wie in Satz [3.15] O

Im nachfolgenden Satz wird die Aquivalenz der Variationsformulierungen angegeben.
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Satz 3.19. Die diskreten Variationsformulierungen (3.6) und (3.54) sind dquivalent,
fir Xy, aus (3.5)), und der rechten Seite ({3.7))

<f*, Vh>Q = <f, Vh>Q — a(ug, Vh),
wobei im dquuialenten System (3.54) (won, pr) € Xp X J/\/[vh gesucht sind fiir

a(Won, Vi) + b(Va, o) = (£, vi)o  fiir alle vy, € X, (3.54)
b(Wop, qn) — d(pnan) = —b(ug,qr)  fiir alle gy € M, '

Beweis. Analoge Beweisfithrung wie in Satz [3.16] O

Satz 3.20. Das dquivalente Stokes—System (3.54), das in den Rdumen X5, aus (3.5
und My, aus (3.51)) mit den modifizierten Taylor-Hood-Elementen diskretisiert wird,

st eindeutig losbar und es gilt die Stabilitatsabschdtzung
lwonllim e + Pl o) < CLIElE @ + I8llm-120mya }-

Beweis. In Satz wurde die Aquivalenz zum diskreten Stokes-Problem (3.6) ge-
zeigt. Dieses Stokes—Problem ist nach Satz[3.18|eindeutig losbar und Brezzi’s Splitting
Theorem [2.7] liefert die Stabilitdatsabschitzung. O

3.5. Fehlerabschitzung,
Approximationseigenschaften

In diesem Abschnitt werden zum Einen Sétze zur Fehlerabschétzung der Geschwin-
digkeit und des Drucks und zum Anderen zu den Approximationseigenschaften von
S}H(Tx) und SZ(Tx) angegeben. Der allgemeine Satz liefert eine Fehlerabschét-
zung fiir die gewahlte diskrete Approximation der Losung eines gemischten Problems.

Der Satz wird ohne Beweis angefiihrt.

Satz 3.21. (4|, Satz 4.5, S. 129/, |5, Theorem 5.2.5, S. 278]

Seien X, M Hilbertrdume, und dazu werden die endlich—dimensionalen Teilrdume
Xn € X und My, C M gewdhit. Seien (u,p) € X x M und (up,pp) € Xp X M,
die zugehdrigen Liosungen der Variationsformulierungen

a(u,v) +b(v,p) = (f,v)q firaleve X
b(u, q) =(g9,q)a fir alleqe M

und

a(up, vy) +b(vi,pn) = (£, vp)a  fir alle v, € X,
b(ap, qn) =(9,qn)o fir alle g, € Mj,.
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Die Bilinearform a(-,-) sei V —elliptisch, mit einer Konstante oy > 0,
a(v,v) > aq|[vl[}  fiir allev €V,

wobei V :=ker B ={v € X : b(v,q) =0 fir ¢ € M}. Die Bilinearform b(-,-) erfille
die Inf-Sup-Bedingung

b
inf sup (v, q)

> 51> 0.
geEM veX ||V||V||Q||M

Fiir das diskrete Problem sei ebenfalls die diskrete Inf-Sup—Bedingung fir die Biline-
arform b(-, )

inf sup bV, 4n)

T > 33 >0
gn€Mp, vpeX), ||Vh||V||Qh||M

erfillt, und die Bilinearform a(-,-) sei Vi, —elliptisch, mit einer Konstante cg > 0,
a(vi, Vi) > aol||vill3,  fir alle v, € Vy,

wobei Vy, := ker B, = {vy, € X}, : b(vp,qn) = 0 fiir g, € My, }.
Dann gilt, mit einer von h unabhdingigen Konstante C' > 0, folgende Abschatzung

— — <C| i — i — . .
lu =il + [l = pallar < C(inf Ju=vally + nf p—aillar).  (355)

Im Allgemeinen ist Vi, € V. Im Sonderfall der konformen Approzimation, falls der
Kern Vi, C V', wobei V. = ker B ist, gilt folgende bessere Abschitzung [5, Theorem
5.2.5]

lu—unfly < € inf flu—vally.

Im nachfolgenden Satz [3.22] werden der allgemeine Satz und insbesondere die
Fehlerabschéitzung (3.55) auf das Stokes—Problem angewandst.

Satz 3.22. Das kontinuierliche Stokes—System st eindeutig losbar. Ebenfalls
ist das diskrete Stokes—System , das entweder mit Taylor—Hood-FElementen aus
oder mittels der modifizierten Taylor—Hood—FElemente aus diskretisiert wird,
eindeutig l0sbar. Deshalb gilt die Fehlerabschdtzung

[uo — wonllfmr e + I — all o) < C(Vgg)f(hﬂuo — Vi e + qhigﬂghllp — qh||L2(Q)>
(3.56)

Beweis. Es werden die Voraussetzungen von Satz tiberpriift.

Die Eindeutigkeit des kontinuierlichen Stokes—Systems wird in Satz m gezeigt.
Die Eindeutigkeit der diskreten Systeme wird in Satz sowie in Satz [3.18] gezeigt.
Somit wurde gezeigt, dass alle Voraussetzungen von Satz erfiillt sind, und deshalb
die Fehlerabschéatzung fiir das Stokes—Problem gilt. m
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Fiir weitere Abschitzungen von (3.56) sowie fiir die Interpretation der numerischen
Ergebnisse werden die Approximationseigenschaften von S} (7y) und S?(7y) benétigt,
wobei S} (Ty) der Raum der stiickweise, linearen und global stetigen Funktionen und
S?(Tx) der Raum der stiickweisen, quadratischen und global stetigen Funktionen ist.
Diese Satze werden im Folgenden ohne Beweis angefiihrt.

Satz 3.23. (Approximationseigenschaft von S}(Ty)). [41, Theorem 9.10, S.
220] Wenn u € H*(Ty) und s € [0,2] mit o = [0,1], wobei S}(Tn) der Raum der
stetigen, stickweisen linearen Ansatzfunktionen ist, dann gilt die Approrimationsei-
genschaft

inf |lu—vp||gory) < ch*Nu

Hs ’7’ .
un€SL (Tw) (Tv)

Satz 3.24. (Approximationseigenschaft von Si(Ty)). [41, Theorem 9.16, S.
224] Wenn u € H*(Ty) und s € [0,3] mit o = [0,1], wobei S(Ty) der Raum der
stetigen, stickweisen quadratischen Ansatzfunktionen ist, dann gilt die Approximati-
onseigenschaft

inf )Hu = vnllme(my) < b fulbs (7).

’U}LGS,%(TN

Fiir Taylor-Hood-Elemente ergibt sich aus den Sitzen —[3:24] fiir geniigend glatte
Losungen, die optimale Konvergenzordnung 2,

[uo — ol 2 + lp = Prll o) < C(R* Nl imsry2 + B21plu2r))-

Die Fehlerabschéatzung fiir die modifizierten Taylor-Hood-Elemente ergibt eine redu-
zierte Konvergenzordnung

h
luo — o llimr @)z + 1P — Prllr.@) < C(§|11|[H2(TN)}2 + W2 [Pl 2 (Te))- (3.57)

Wird das Stokes—Problem entweder mit Taylor-Hood—-Elementen oder mit modi-
fizierten Taylor—-Hood—Elementen diskretisiert, die Losung in u;, = ug, + g, auf-
gespalten, dann erhélt man die diskrete Variationsformulierung des Stokes—Problems
mit gestorter rechter Seite. In dieser Arbeit wird die diskrete Fortsetzung g, der
Dirichlet—Daten in das Gebiet {2 mit Hilfe der Interpolation g; = Ij,g am Rand berech-
net (siehe |41, Abschnitt 11.1]). Die diskrete Fortsetzung g, der Dirichlet—Daten ist im
Fall der Taylor-Hood—Elemente eine stiickweise quadratische und global stetige
Funktion und im Fall der modifizierten Taylor-Hood—Elemente (3.5)) eine stiickweise
lineare und global stetige Funktion. Es wird das gestérte Problem betrachtet:

Gesucht sind (agp,pr) € Xp X My, C [HE(Q)]* x Lao(2)

a(ugp,vy) +b(vp,pp) = (£, vp)q  fur alle v, € X,
b(uo,n, qn) = —b(8n,qn) fiir alle g, € My,
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mit der zugehorigen rechten Seite (3.7)

(", vi)a = (£, va)o — a(8h, vn),
und den Bilinearformen (1.16]), ((1.14))

a(up,vy) =v /(Vum - Vi + Vugy, - Vuey,) de,
Q

b(Vi,pn) = — /ph(x) div vy, (x) dz.
Q

Bemerkung 3.25. Der durch Approximation der Dirichlet-Daten entstehende zu-
satzliche Fehler kann dhnlich wie in [41, Abschnitt 11.1] analysiert werden und stort
bei hinreichender Regularitit die optimale Konvergenzordnung nicht. Der zusdtzliche
Fehler kann tiber das Strang—Lemma abgeschdatzt werden. Fine andere Mdglichkeit wd-
re eine Quasi—Interpolation im Sinne von [37] mit geeignet gewdhlten Momenten zur
Garantie der Divergenzfreiheit. Dieses Vorgehen wird hier aber nicht weiter betrachtet.

3.6. Numerische Ergebnisse der FEM mit
Taylor—-Hood—Elementen und modifizierten
Taylor-Hood—Elementen

Die numerischen Berechnungen von Dirichlet-Randwertproblemen werden jeweils mit
Taylor-Hood—Elementen und mit den modifizierten Taylor-Hood-Elementen reali-
siert. Die numerische Umsetzung der Matrizen der Taylor-Hood-Elemente wird im
Masterprojekt [27] genauer diskutiert. Die numerische Umsetzung der Matrizen der
modifizierten Taylor-Hood-Elemente wird in Abschnitt nur kurz betrachtet.
Fiir die numerischen Tests werden Losungen vorgegeben, die sich nicht in den Ansatz-
rdumen befinden. Der theoretische Fehler (siehe Sitze —[3.24), den man aus den
Approximationseigenschaften erhélt, wird mit der FEstimated Order of Convergence
[41) S. 253] verglichen

1Og||u - uhe” - logHu — Uhpiy ||
= . 3.58
o log hy — log heyq ( )

Fiir den Druck wird eine Funktion p € L o(2)NH?(Q2) und fiir die Geschwindigkeit eine
geniigend glatte Funktion u € [H3(Q2)]? gewihlt. Es wird mit folgenden Funktionen in
Polarkoordinaten

p(r, @) = 320r° — 96r* + 1
uy (7, p) = sin(p)(—4096r* 4 1280r°)
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uy (r, ) = cos(ip)(40967* — 1280r?),
bzw. in kartesischen Koordinaten

p(z,y) = 320(z” + y*)*? — 96(2° + y*) + 1
uy(z,y) = y(1280(x? 4 y?) — 4096(2> + ?)*/?)
us(x,y) = 2(—1280(z% 4 32) + 4096 (2% + 3?)*/?),

und der zugehorigen rechten Seite

64
Neawe (15x3 + 96022y — 160y(—6y2 + /2% + 4?)
22ty
e.1) —3x(—5y* + /a2 + y2)>
T,Y) = 64
Nea=r (—960:c3 +152%y + 1602(—6y® + /72 + 3°)
e +y

—3y(=5y* + /a7 + 7))

und mit dem Gebiet Q = By(R = }1), also einem Kreis um den Ursprung mit Radius
%1, gerechnet. Es wird mit der Ausgangsvernetzung, wie in Abbildung (3.8, gearbeitet.

0.00

Abbildung 3.8.: Ausgangsvernetzung, L= 0

Diese Ausgangsvernetzung wird in den weiteren Verfeinerungsschritten dem Kreis
Bo(i) weiter angendhert. In Abbildung ist beispielhaft das Netz des 4. Verfei-
nerungsschrittes L = 4 angefiihrt. Der Fehler durch die Randapproximation wird in
dieser Arbeit nicht weiter abgeschétzt, weil dieser Fehler die Konvergenzordnung der
linearen Finiten Elemente nicht stort (vgl. [8]).
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Abbildung 3.9.: Verfeinerungsschritt, L= 4

-0.%0

Beispiel 3.1. Die numerische Umsetzung der Finiten Elemente Methode mit den Tay-
lor—-Hood-Elementen.

L N ur —uinllm, eoc  |luz —ugnllpi, eoc  |[p—pullLy,, eoc
0 1 2,19E+00 2,19E+00 5,13E-02

1 16 2,01E-+00 0,22 2,01E+00 022  505E-02 0,04
2 64 6,89E-01 1,58 6,89E-01 1,58 2,75E-02 0,90
3 256 1,90E-01 1,95 1,90E-01 1,95 6,62E-03 2,15
4 1024 4,91E-02 1,97 4,91E-02 1,97  131E-03 236
5 4096 1,24E-02 1,99 1,24E-02 1,99 2,81E-04 2,22
6 16384 3,10E-03 2,00 3,10E-03 2,00 6,60E-05 2,09
7 65536 7,77E-04 2,00 7,77E-04 2,00 1,60E-05 2,03
8 262144 1,94E-04 2,00 1,94E-04 200  4,00E-06 2,01
Theorie: 2 2 2

Tabelle 3.1.: Taylor-Hood-Elemente, H'(Q;)-Fehler fiir u, Ly(Qy)-Fehler fiir p

Es wird mit den Ansatzraumen (vgl. (3.3)))

X, = {v, € [C(Q)]*: Vi, € Py fiir 7y € Ty}
My, = {qn € C(2) N Lyo(Q) : qnjr, € P fiir 7y € Ty}

gearbeitet. In Tabelle sind die Ly(€2,)-Fehler des Drucks und die H'(€,)-Fehler
der Geschwindigkeit fiir 8 Verfeinerungsschritte aufgelistet. Hier stimmt die Estima-
ted Order of Convergence jeweils mit der erwarteten Konvergenzordnungen iiberein.
In diesem Beispiel beeintrachtigt die linear affine Randapproximation die Konvergen-
zordnung der Taylor-Hood-Elemente nicht. Dabei ist zu beachten, dass die Normen
auf der jeweiligen Approximation €2, des Gebiets €2 berechnet werden.
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Beispiel 3.2. Die numerische Umsetzung der Finiten Elemente Methode mit den
modifizierten Taylor—Hood—FElementen.
Bei der Berechnung der modifizierten Taylor—-Hood-Elemente wird mit den Ansatz-

raumen (vgl. (3.5)))

)?h ={v, € [C(Q)]*: Vi € Py fiir jedes Subdreieck 7, € T0,Y70 € Tn}
My, = {qn € C(Q) N Lap(2) : qnjr, € P fiir 7y € Ty}

gearbeitet. In Tabelle sind die Lo(€,)-Fehler des Drucks und die H'(€,)-Fehler
der Geschwindigkeit fiir 9 Verfeinerungsschritte aufgelistet. Werden die Ergebnisse aus
der Tabelle mit den theoretischen Fehlern aus Abschnitt verglichen, lasst sich
erkennen, dass die Konvergenzordnung des H'(Q;)-Fehlers der Geschwindigkeit mit
der Estimated Order of Convergence iibereinstimmen. Fiir den Lo (€, )-Fehler
des Drucks konvergiert die Estimated Order of Convergence gegen 1.5, obwohl die
Theorie zunédchst einen Wert von 1 erwarten lédsst. Die lineare Konvergenz aus dem
Geschwindigkeitsanteil in beeinflusst die Ordnung des Drucks p. Dieses Phéno-
men wird genauer in [39] betrachtet. So kann in solchen Féllen im préaasymptotischen
Bereich eine hohere Konvergenzordnung beobachtet werden.

L N ur —uinllma, eoc  |luz —ugnllmi, eoc  |[p—pullLy,, eoc
0 4 2,42E+00 2,42E+00 5,29E-02

1 16 2,32E+00 0,10 2,32E+00 0,10 5,04E-02 0,12
P 64 1,55E-+00 0,60 1,55E-+00 0,60  244E-01  -2.3
3 256 8,55E-01 0,89 8,55E-01 0,89 1,08 E-01 1,23
4 1024 4,41E-01 0,96 4 41E-01 0,96  3.96E-02 146
5% 4096 2,22E-01 0,99 2,22E-01 0,99 1,36 E-02 1,54
6 16384 1,11E-01 1,00 1,11E-01 1,00  4,63E-03 1,56
7 65536 5,57E-02 1,00 5,57E-02 1,00 1,59E-03 1,54
8 262144 2,79E-02 1,00 2, 79E-02 1,00  555E-04 1,52
9 1048576 1,39E-02 1,00 1,39E-02 1,00 1,95E-04 1,51
Theorie: 1 1 1

Tabelle 3.2.: mod. TH-Elemente, H'(Q)-Fehler fiir u, Ly(Q)-Fehler fiir p

Werden die Lo(€,)-Fehler und H'(€,)-Fehler der jeweiligen Diskretisierungen mit-
einander verglichen, féllt auf, dass die Fehler bei der Diskretisierung mit den Taylor—
Hood—Elementen schneller gegen Null gehen, als bei der Diskretisierung mittels modi-
fizierten Taylor-Hood—Elementen.



4. Randintegraloperatoren fiir das
Stokes—Problem

Sei © ¢ R% d = 2,3 ein beschriinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet mit Lip-
schitz Rand T' = 99Q. Gegeben sind die Krifte f € [Ly(Q)]?, die Viskositéitskonstante
v, und gesucht sind das Geschwindigkeitsfeld u : Q@ — R? und der Druck p : Q — R.
Die Gleichungen von Stokes

—vAu+Vp=f in Q,
divu=0 in Q,

sollen gelost werden. Die Gleichungen der linearen Elastizitdt und die Gleichungen von
Stokes héngen iiber die Fundamentallosungen der Geschwindigkeit des Stokes—
Systems, mit den Fundamentallosungen des Systems der linearen Elastizitidt zusam-
men. Es kann das System der linearen Elastizitdt mit Hilfe der Lamé-Konstanten in
das Stokes—System iiberfiithrt werden |21} S. 61f], [41, S. 103]. In diesem Abschnitt zu
den Randintegraloperatoren wird in erster Linie auf die Arbeiten von [21] 41] verwie-
sen. Weitere Ergebnisse zu den Randintegraloperatoren kénnen |11} 23} 25, 35, 40, 47|
entnommen werden. Bevor jedoch die Randintegraloperatoren betrachtet werden kon-
nen, werden zuerst die Greenschen Formeln und die Darstellungsformeln angefiihrt.
Danach wird kurz auf das Innen- und Auflenraumproblem eingegangen und abschlie-
Bend werden die Randintegraloperatoren und die Randintegralgleichungen aufgestellt.

4.1. Die Greenschen Formeln

4.1.1. Die 1. Greensche Formel
Die 1. Greensche Formel fiir die Gleichungen von Stokes ([1.12)

a(u,v) = /[—yAu + Vp| - vdx — b(v,p) + (t(u,p), 7"v)r,

mit den Bilinearformen (1.13]), (1.14)

79
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b(v,p) = —/pdivvdx,
Q

und der Randspannung (1.15)) , d = 2,3

d
ti(u,p) := —[p+vdivuln; + 21/Ze,j(u)nj, xel,i=1,...4d,
j=1

wurde in Abschnitt , mit Hilfe des linearisierten Verzerrungstensors herge-
leitet. Ab jetzt muss mit der Darstellung aus der linearen Elastizitatstheorie,
fiir die Bilinearform a(-, -) gearbeitet werden (vgl. [35, S. 74]). Unter Beriicksichtigung
von divu = 0, kann [21, S. 63, (2.3.6)]

T(u,p) ;= —pn+v(Vu+ Vu')n, (4.1)

fiir die Randspannung verwendet werden. In Lemma wird die Aquivalenz zwischen
den Darstellungen und gezeigt.

Lemma 4.1. Die Randspannungen und sind dquivalent, firu € [H1(2)]%,
d=2,3 und diva = 0.

Bewers. Hier wird der Beweis fiir d = 3 gefiihrt, fiir d = 2 kann analog vorgegan-
gen werden. Fiir jede Komponente von ([1.15) wird die Definition vom linearisierten

Verzerrungstensor ((1.7) und in (4.1)) wird

8u1 aul 8u1
Oxry Oxy Oxs
8U2 8u2 8u2
Vu =
8x1 0m2 8903
8U3 aU3 8u3
6.771 5’x2 81’3
eingesetzt. Ein Koeffizientenvergleich liefert die Aussage von Lemma 4.1} O

In weiterer Folge wird mit der Darstellung

a(u,v) = /[—yAu +Vp| - vdz — b(v, p) + (T(u, p), ¥ v)r,

fiir die 1. Greensche Formel gearbeitet.
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4.1.2. Die 2. Greensche Formel

Aus der Symmetrie von a(u,v) = a(v,u) und der 1. Greenschen Formel fiir den formal
adjungierten Operator

ofvow) = [[vav = Vgl vdo + b q) + (T'(v.0) o wr,
Q

mit [21] S. 63, (2.3.6)]
T'(u,p) ;= pn+ v(Vu+ Vu')n (4.2)
und divu = 0 21} S. 63, (2.3.7)] ergibt sich die 2. Greensche Formel fiir die Gleichun-

gen von Stokes

/[_VAV —Vql - wdz +b(v,p) = (T(u,p), %" v)r — (T"(v,q), %" w)r

“ (4.3)

- /[—yAu + Vp| - vdz.
Q

Im nachfolgenden Abschnitt werden die Darstellungsformeln mit Hilfe der Greenschen
Formeln und den Fundamentallésungen, jeweils fiir die Geschwindigkeit und den Druck
aufgestellt.

4.2. Darstellungsformeln und
Fundamentall6sungen

Die Fundamentallésungen des Stokes—Problems [21], S. 64, (2.3.10)] sind gegeben durch

r 1 B - _
o —10g|$ - y|(5k€ + (yk xk)(yg xﬁ) d= 27 kag = 172
. 4y |z —y|?
Upi(z,y) = ] r 5 ( )( )
ke Yk — T )\Ye — Ty d=3,k(=1,...,3
| 87 |z — y |z —y|?
4 1 —
o yp dT2EeL2
§ Tr—y
_—_— d:?), k/': ]-7 73
L Ar |z —y?

Aus (4.4]) lassen sich der fundamentale Geschwindigkeitstensor U*(x, y)
U(xz,y) = [U7,..., U}, (4.5)
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und der fundamentale Druckvektor Q*(x,y)

Q" (z,y) = [Q71,.... Q4" (4.6)

definieren. Die Herleitung der Fundamentallosungen des Stokes—Problems ist in [41]
S. 101ff] ausgefiihrt.

4.2.1. Darstellungsformel fiir die Geschwindigkeit

Damit die Darstellungsformel fiir die Geschwindigkeitskomponenten ug(z), z € € des
Geschwindigkeitsfelds u aufgestellt werden kann, sind jeweils Losungen v*(z,7) € R
und ¢*(z,y) € R gesucht, sodass

d

0
/Z[_VAUf + ay‘qk]ui dy = uk
o =1 v

div,vF =0 ze€Qk=1,...,d

(4.7)

fiir d = 2,3, gilt (Herleitung siche [41, S. 101]). Werden die Gleichungen und
die Fundamentallsungen fir v(y) = Uj(z,y) und q(y) = Qi(z,y) in die 2.
Greensche Formel fiir die Gleichungen von Stokes eingesetzt, ergibt sich die Dar-
stellungsformel fiir die Geschwindigkeitskomponente wuy, [21, S. 64, (2.3.8)]

1%@Z/W@w%meMM%—/%WWWMMLWMWM

r

+ [ Uit ds

firx € Q, k=1,...,d. In kompakter Schreibweise ergibt sich die Darstellungsformel
fir die Geschwindigkeit [21} S. 64, (2.3.11)], wie folgt

mm:/wuwnm@m@m%—/nwwwmywwm@wy
: : (4.8)
+/U*(a:,y) f(y) dy,

Q

fir z € Q, mit dem fundamentalen Geschwindigkeitstensor U*(x,y) aus (4.5)) und den
Randspannungen 7" und 7" aus (4.1)) bzw. (4.2).
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4.2.2. Darstellungsformel fiir den Druck
Die Darstellungsformel fiir den Druck |21} 41], d = 2,3

d d
p@) = [ S t(al)p )@ p) ds, — 20 [ 57 2@t gy ()usly)ds,
: “— Oz,

d
+ [ S r@iedy firsen
o =1
kann auch in kompakter Schreibweise [21, S. 64, (2.3.12)]

plz) = / Q* (2, 9)T, (u(y), ply)) ds, — 20 / Q2. y)uly) ds,
r r (4.9)
T / Q" () £(y) dy,

fiir z € 2, mit dem fundamentalen Druckvektor Q*(x,y) aus (4.6) und den Randspan-
nungen 7" und 7" aus (4.1) bzw (4.2)), geschrieben werden. Im Folgenden werden die

Stokesschen Gleichungen jeweils im Innenraum und im Auflenraum betrachtet.

4.3. Innenraumproblem

Fiir die Gleichungen von Stokes im Innenraum

—vAu+Vp=1f inQ

4.10
divu=0 1in €, ( )

wird entweder das Dirichlet-Randwertproblem oder das Neumann-Randwertproblem
betrachtet. Beim Dirichlet-Randwertproblem |21, S. 66] ist die Spur der Geschwindig-
keit am Rand gegeben

int

Y u=gp aufl,
und es muss die Losbarkeitsbedingung (1.4), (bzw. |21} S. 66])

O:/divudx:/u-ndsx:/gp-ndsx (4.11)

Q r T

erfiillt sein. Das heif3t, die Dirichlet—Daten gp miissen einer divergenzfreien Stromung
entsprechen. Beim homogenen Neumann—Randwertproblem, d. h. £ = 0, ist die hydro-
dynamische Randspannung (4.1))

Tz(uap) = gnN aU-f r
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gegeben. Fiir einfach zusammenhéngende Gebiete muss die Losbarkeitsbedingung [21],
S. 66]

/gN (a+bxx)ds, =0 firalleacRlundbe R g=213 (4.12)

r
erfiillt sein. Falls d = 2 wird

X2

a+b><x::a+b<

) acR*bhcR (4.13)

gesetzt.
Herleitung 4.2. Die Ldsbarkeitsbedingung (4.12) fir das Neumann—Randwertpro-
blem.

Beweis. Nach [46] S. 345].
Fir die Herleitung der Losbarkeitsbedingung (4.12)) werden die Randdaten in das

homogene Neumann-Randwertproblem eingesetzt. Fiir d = 2 werden die Funktionen

q=0, v:b($2>+<‘“) mit b € R,a € R?

a2

by X a1
q=0, v=|[by| x|z2]+|az] beR)’acR?
b3 T3 as

in die 2. Greensche Formel (4.3) eingesetzt. Es ergibt sich jeweils die Losbarkeitsbe-
dingung (4.12)). O

Der Vektor (a+b x x) aus (4.12) entspricht einer Starrkorperverschiebung |20} S. 113],
wobei der Anteil a einer Translation und der Anteil b einer Rotation entspricht. Wird
die Starrkorperverschiebung auf den Rand I' eingeschrénkt, ergibt sich die Menge

{mr =a+bxxp firac R be R g=23} (4.14)

Fiir den zweidimensionalen Fall wird (4.13]) auf den Rand I' eingeschrénkt.

4.4. Auflenraumproblem

Die homogenen Gleichungen von Stokes im AuBenraum Q¢ := R? \Q

—vAu+Vp=0 in Q™

4.15
divu=0 in Q% ( )
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werden mit den Darstellungsformeln |21, S. 66]

u(z) = —/U*(:c,y)Tj’“(u(y)m(y))dsy + /Ti"“(U*(%y),Q*(:r,y))U(y) dsy +w

(4.16)
p() = — / Q (2, )T (u(y), ply)) ds, + 2 / Q" (2, y)uy) ds,

r

fiir x € Q% gelost, wobei w in (4.16]) ein unbekannter konstanter Vektor ist, der fiir
d = 3 verschwindet. Die Randspannung im Auflenraum Q%' |35, Proposition 3.2, S.
73] ist definiert als

T™(u,p) i= —(3p)n + 2v(3e(w))n, (4.17)

Fiir das Dirichlet-Randwertproblem ~v§*u = gp bzw. das Neumann-Randwertpro-
blem T, (u,p) = gy sind geeignete Abklingbedingungen, auch Abstrahlbedingungen
genannt, |21, S. 66], [35, S. 81]

o(1) Q=3

||

fo(t)  d=2

1 _
u(z) = {Cl—i—cglog]x\ +O(|7\) d=2

(4.18)

fiir |z| — oo zu wihlen. Es sind ¢; € R? und ein konstanter Vektor

cy = /T(u,p) ds,

T

gegeben. Fiir das Auflenraumproblem werden keine Losbarkeitsbedingungen benotigt
[21, S. 72].

4.5. Randintegraloperatoren

In diesem Abschnitt werden die Randintegraloperatoren des Drucks und der Geschwin-
digkeit besprochen. Abschliefend werden noch weitere Lemmata und Abbildungsei-
genschaften der Randintegraloperatoren angegeben. Bevor iiber die Randintegralope-
ratoren des Drucks und der Geschwindigkeit gesprochen werden kann, werden einige
Réaume nach [21] eingefiihrt. Zuerst wird der Raum [21, Korrekturen zu S. 196]

H;Y(Q) c H Q) = {f € H'(R") mit kompaktem Tréiger supp f C 0}
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eingefiihrt. Der Raum ﬁg 1(Q) besteht aus allen f = f; + fo mit der Norm
nf{|[fill g1 () + [l e}

wobei f; € H~'(Q) mit dem kompakten Triiger supp fi C Q und fo € H'(Q) fiir
t> —%. Damit werden

HYQ,A) :={ve H(Q): Av e H; (Q)}
vl 0.a) = [[Vllm(0) + [[AV]| F-1 ()
nach [21, S. 196] definiert. Weiters werden die Rédume [21, S. 169]
H,o(Q) = {v € D'(Q)| Vo € CF°(Q) = pv € H'(R")}
He b (Q) :={v e &(Q): fiir v existiert eine kompakte Menge K C
und v € HH(K)}
benotigt. Wobei der Vektorraum der Distributionen hierbei mit D’(€2) und der Raum

der Distributionen mit kompaktem Trager in © mit £'(2) bezeichnet wird |21, S. 98].
Damit kann der Raum

Hl%)c<QeXta A) = {U € Hl{)c(QeXt) AU € H (QeXt)}

comp

nach [21, S. 198] definiert werden. Die nachfolgenden Raume werden im Lemma {iber
die Stetigkeit, bzw. fiir die Abbildungseigenschaften der Randintegraloperatoren be-
notigt (vgl. [21} S. 272])

Hi (Q,A) = {ve H(Q,A) : dive =0in Q}

4.19
(%4 A) = {v € HL(Q% A) : dive = 0 in Q™). (4.19)

Hl

div,loc

4.5.1. Randintegraloperatoren des Drucks
Das Newton—Potential des Drucks Nojp, wird fiir f € [ﬁgl(Q)]d durch

Nop /Q z,y)f(y)dy firz e Q

definiert. Fiir w € [H-Y/2%(I')]4 ist das Einfachschichtpotential des Drucks V, [21, S.
65, (2.3.15)] wie folgt definiert

/Q z,y)w(y)ds, firz € QUQ™.
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Fiir v € [HY%(T")]¢ ist das Doppelschichtpotential des Drucks W, |21, S. 65, (2.3.16)]
wie folgt definiert

(Wyv)(z) :=2v /’yin; “(z,y)v(y)ds, firze QUQ™,

r

Das Einfachschichtpotential 17, das Doppelschichtpotential W, und das Newton-Po-

tential ]A\?OJ, sind nach Lemma lineare und beschrénkte Abbildungen in den Raum
Ly(2). Das Lemma [4.3| wird ohne Beweis angefiihrt.

Lemma 4.3. (21, Lemma 5.6.6, S. 274] Die Druck-Operatoren

V,: H V(D) = Ly(Q)
W, : Hl/Q(F) — Ly(Q)
No, : Hy1(9) = Ly(Q)

definieren lineare und beschrankte Abbildungen.

Aus der Darstellungsformel (4.9)) fiir den Druck p und dem Lemma kann fiir eine
gegebene Geschwindigkeit u der Druck p berechnet werden.

4.5.2. Randintegraloperatoren der Geschwindigkeit

4.5.2.1. Newton—Potential ]vo,u

Das Newton—Potential der Geschwindigkeit Np,, wird fiir £ € [H;'(€2)]¢ durch

(Noof)(x) := / U*(z,y)f(y)dy fiir z € Q,

definiert. Ny «f ist linear und beschrénkt [25 S. 52]. Das nachfolgende LemmaM wel-

ches besagt, dass die Newtonpotentiale NO ws NO p das nicht homogene Stokes—Problem
erfiillen, wird ohne Beweis angegeben.

Lemma 4.4. [25, S. 52, (7)] Fir £ € [Hy' ()%, d = 2,3 erfiillen die Newton—
Potentiale der Geschwindigkeit Ny, und des Drucks Ny, das nicht homogene Stokes—
Problem

—VA(Nouf) + V(Nopf) = in Q
div(Nof) =0 in Q.
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4.5.2.2. Einfachschichtpotential ‘N/u

Fiir w € [H~Y/2(I")]¢, d = 2, 3 ist das Einfachschichtpotential der Geschwindigkeit [21}
S. 65]
(Vow)(z) := /U*(:p,y)w(y) ds, firz € QUQ™,

r

ein linearer Operator ‘7u : [Hil/z(r)]d - [Hélv(Q’A)]d X [Héiv,loc<QeXt7 A)]d (Lemma
. Der Einfachschichtrandintegraloperator V,, bezeichnet die innere und duflere Spur
von V,, und kann fiir geniigend glattes w als schwachsingulires Oberfléchenintegral |41,

S. 157] dargestellt werden

d
(Vaw)i(z) = / S UL (e puws(y)ds, fixzeT,i=1,..,d (420
r J=1
Dieser Operator V, := AV, = 4otV : [HY2(D)]4 — [HY2(I)]? ist linear und

beschriankt (Lemma
”VuWH[Hl/Q(F)]d < C;/HHWH[H—I/Q(F)}d fir w e [H_l/Q(F)]d.
Die Sprungbedingung fiir den Einfachschichtrandintegraloperator (Lemmal4.10)) lautet
o(Vaw)] () = 7§ (Vaw) () — 3" (Vaw)(2) = 0 fiir & € T

Das heifit 4"V, = 7&V,. Im Gegensatz zum Einfachschichtrandintegraloperator der
Laplace-Gleichung, hat der Einfachschichtrandintegraloperator V, einen Kern.

Lemma 4.5. [21, S. 72] Fir ein einfach zusammenhingendes Gebiet Q) hat der Ein-
fachschichtrandintegraloperators V,, (4.20) einen Kern

ker V,, = span{n}. (4.21)

Beweis. [41, S. 166] Fiir das homogene Stokes—Problem werden die Lésungen u = 0
und p = —1 gewéhlt. Werden diese weiter in die erste Randintegralgleichung eingesetzt,
erhélt man

(Vb)) = (37 + Ku)u(x) =0 firzeT,

Aus der Randspannung (4. 1])
T(u,p) = —pn+ (Vu+ Vu')n =n,

ergibt sich der Kern des Einfachschichtpotentials V. ]



4.5. Randintegraloperatoren 89

Wegen Lemma [4.5]ist der Einfachschichtrandintegraloperator V,, nicht [H~"/2(I')]%-el-
liptisch. Der nachfolgende Satz liefert jedoch die Elliptizitdt auf einem Unterraum

[H;i/ ?(I")]%. Dieser wird ohne Beweis angefiihrt.
Satz 4.6. [/1, Theorem 6.3, S. 166] Fir ein einfach zusammenhdingendes Gebiet ) ist

der Stokessche Einfachschichtrandintegraloperator V,, [H_l/2

oo (D)) elliptisch mit einer
Konstanten ¢/ > 0

(Vaw, W)t > of [ WPy joqya fiir alle w € [Hy," (D)),

wobet der Unterraum

[Hy 2@ = {w e [HVXD)): (w,n)y2 =0},

mit dem inneren Produkt

d

(W, T)yL = Z<VLwi,Ti>[‘,

i=1
iiber den H=Y/2(T")-elliptischen Einfachschichtrandintegraloperator 41, Theorem 6.22,
S. 141] der Laplace-Gleichung V* : H-Y/2(T') — HY2(T') [41, S. 119], definiert ist.
Fiir ein Gebiet mit mehreren Teilrindern T';, kann [21, Theorem 5.6.13, S. 292] ver-
wendet werden.

Bemerkung 4.7. 21, S. 65] Das Paar V., 17;; sind die Einfachschichtpotentiale fiir das
Stokes—Problem. Man spricht auch von hydrodynamischen Einfachschichtpotentialen.

4.5.2.3. Adjungierter Doppelschichtrandintegraloperator K|
Fiir w € [H~'/2(I")] besitzt der adjungierte Doppelschichtrandintegraloperator der
Geschwindigkeit [21], S. 67, (2.3.27)] die Darstellung
. 1
T, (V,w)(x) = §W(x) + (K, w)(x) fiir fast alle x € T,

wobei der adjungierte Doppelschichtrandintegraloperator [21], S. 47, (2.2.20)] wie folgt
definiert ist

(K, w)(z) := lim T.(U (z,y))v(y)ds, firzel.

e—0
yel:|y—a|>e

Dieser Randintegraloperator K : [H~1/2(T")]* — [H~Y/2(T")]% ist beschriinkt und linear
(vgl. Abschnitt [4.5.2.7). Wird die duBere Konormalenableitung [21} S. 67, (2.3.28)]
angewandt, erhélt man

~ 1
T (Vow)(z) = —§W(9€) + (K, w)(x) fiir fast alle x € T,
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mit der duBeren Randspannung T°** aus (4.17)). Damit ergibt sich die Sprungbedingung
(Lemma 4.10))

[T(V,w)]|r(z) = T(Vow) () — Ty (Vow)(z) = —w(z) fiir 2 € T.

Fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet € ist der Kern des adjungierten Doppel-
schichtpotentials |21} S. 72| fiir die Geschwindigkeit durch

ker{%] — K;} = span{n}

gegeben. Fiir ein Gebiet mit mehreren Teilrdndern T';, also mit Einschliissen, kann [21],
Theorem 2.3.2, S. 68] angewendet werden.

4.5.2.4. Doppelschichtpotential W,

Fiir v € [HY2(I')]¢, d = 2,3 ist das Doppelschichtpotential fiir die Geschwindigkeit
21 S. 65, (2.3.16)]

(Wuv)(z) == /T;(U*(x,y), Q*(z,y))v(y)ds, fiirz e QU™

mit [21] S. 65]
T,(U*(x,y), Q" (z,y)) = Q" (z,y)In(y) + (VU (z,y) + VU*(z,y) " )n,

ein linearer Operator W, : [H2(D)]* — [HY, (2, A)]? x [Hi, 100(Q2%, A)]¢ (Lem-
ma . Die innere Spur des Doppelschichtpotentials der Geschwindigkeit ist ein be-
schréinkter und linearer Operator AW, : [HY2(T)]¢ — [HY*(T)]* (Lemma [4.9), mit
der Darstellung

YW, v) () = —%V(l’) + (K,v)(x) firzel,

wobei der Doppelschichtrandintegraloperator durch 21}, S. 67, (2.3.29)]

(K,v)(z) = lim / T, (U (x,y), Q" (x,y))v(y)ds, firzel,

e—0
yelly—z|>e

mit 7" aus (4.2), definiert ist. Der Doppelschichtrandintegraloperator K, kann formal
partiell integriert werden [21], S. 49, (2.2.30)]. Hier wird der Fall fiir d = 2

(k)@ = 5-{ [ (—a% loglar — y1) v(y) ds,

r
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0 0

0 na(y) m— —ni(y)5—
+ [1ogla —y 5 5 & O | v(y)ds, }
2 n1(y)a—y2 — nz(y)a—yl 0
0 0
. 0 ”2(y)a—y1 - ”1(?4)8—y2
+2v | U(x,y) P P v(y) ds,
2 711(3/)8—2/2 - n2(y)8_y1 0

angefiihrt, fiir d = 3 siehe |21}, S. 49]. Die duflere Spur des Doppelschichtpotentials der
Geschwindigkeit ist ein beschrinkter und linearer Operator mit der Darstellung

1
VW) (z) = §V(ZE) + (Kv)(z) firzel
und der Abbildung W, : [HY2(T)]? — [HY*(T)]? (Lemma [4.9). Damit ergibt sich
fiir die Sprungbedingung (Lemma [4.10) des Doppelschichtpotentials
o (Wav)]lr(z) = 75 (Wuv)(z) — 15" (Wuv)(z) = v(z) firz €T

Fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet {2 hat das Doppelschichtpotential einen
Kern |21, Theorem 2.3.2, S. 68]. Dieser ist durch

1
ker{§I + Ku} = span{m}

gegeben, wobei {myr = a+ b x xr} aus (4.14)) ist. Fiir ein Gebiet mit mehreren
Teilrdndern I';, kann |21, Theorem 2.3.2, S. 68] verwendet werden.

Bemerkung 4.8. (21, S. 65] Das Paar W,,, W, sind die Doppelschichtpotentiale fiir
das Stokes—Problem. Man spricht auch von hydrodynamischen Doppelschichtpotentia-
len.
4.5.2.5. Hypersinguldrer Operator D,
Fiir v € [HY2(I")]¢, d = 2, 3 ist der hypersingulire Operator [21, S. 68, (2.3.30)] durch
(Dyv)(z) = =T, (Wyv)(z) :=— lim T.(0,,2)(W,v(2)),
Q3z—zel
mit 7 aus (1)), definiert. Dieser Operator D, : [HY*(I)]¢ — [H~Y2(T)]? ist be-
schrénkt und linear (Lemma
||DuV||[H*1/2(F)]d < CQD“||V||[H1/2(F)]d fiir v e [H1/2(F)]d

Der hypersingulidre Randintegraloperator D, ist als Cauchy—Hauptwertintegral |21} S.

68, (2.3.31)], mit 7" und 7" aus (4.1)) bzw. (4.2)

(Duv)(z) = —p.v. /Tx(T;(U*(%y), Q" (z, ) (v(y) —v(z))ds, firzel

r
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darstellbar (p.v. ist aus dem Englischen und heifit "principal value”). Der hypersingu-
lare Randintegraloperator kann formal partiell integriert ([21], S. 68], [23| Lemma 3.5,
S. 1350], |41} S. 164, (4.64)]) werden:

D)) =g oy [ {202 ant) - () = vie)

*W“(” 0 (o= ) (v0) — v(o) | (=) f sy

e/ { A ) i)

x| = ) n)] [ =) (v(o) - v@)|x - y)
- ([l 0] [l - ) (v = v |t
+n(2) - (v(y) = v(@) |y~ 2) 0| (x - )

+ =y @] |@ -y 0] (vo) - v(x))) } s,

Die Sprungbedingung (Lemma [4.10)) des hypersinguldren Operators fiir die Geschwin-
digkeit ist

[T(W,)]|r(z) = TS (W) (x) — Tp(Wyv)(z) =0 fiirz el

Das heiflt, fiir die &uflere Konormalenspur 7" aus (4.17)) ist T5W,, = T,,W,,. Fiir ein
einfach zusammenhéngendes Gebiet € ist der Kern 21, Theorem 2.3.2; S. 68] durch

ker{D,} = span{m}

gegeben, wobei {mj = a+b x xp} aus (4.14)) ist. Fiir ein Gebiet £ mit mehreren
Teilrdndern T';, kann [21, Theorem 2.3.2; S. 68] verwendet werden. Obwohl der hyper-
singulédre Operator D,, einen Kern besitzt, kann fiir eine stabilisierte Formulierung die

Elliptizitéit gezeigt werden (siehe Satz 4.11)).

4.5.2.6. Lemmata zu den Randintegraloperatoren

Alle nachfolgenden Lemmata werden ohne Beweis angefiihrt. Es gilt jeweils d = 2, 3.
Die Ergebnisse dieser Sitze und Lemmata[4.9—[.11]sind schon in die vorangegangenen
Abschnitte eingegangen.

Lemma 4.9. (21, Lemma 5.6.4., S. 272/, (25, Theorem 3.7., S. 1352]
Die Abbildungen der hydrodynamischen Potentiale sind lineare Operatoren

Vit [H2D)) = [Hy (9 8)] X [Hise 100 (27, A))



4.5. Randintegraloperatoren 93

Wt [HT2(D)] = [Hy (2, A)]d X [Hgie 10 (2, M),
wobei die Riume [Hj, (Q, A)]%, [Hiy 10627, A)| wie in (A.19) definiert sind.

Weiters sind die folgenden Abbzldungen lmeare und beschrinkte Operatoren
WV s [HAD)] — [HY(T))
AT [ PO (D)
1nth [Hl/Q(F>]d N [H1/2 )]
exth [H1/2(F)]d—> [H1/2 F)]
wt [HYPP@O) = [HV2D))
Lemma 4.10. /21, Lemma 5.6.5, S. 275]
Fiir gegebene (w,v) € [H™V2(I)]? x [HV?>(I)]* und x € T, erfiillen die hydrodynami-
schen Potentiale die Sprungbedingung
o(Vaw)]le(x) = 75 (Vaw) (2) — )
[T (Vaw)r(z) = T (Vaw) () — To(Vaw)
o (Wav)]r(z) = A6 (Wuv) (@) — %" (W
[T(Wouv)lr(z) = Tf"t(WuV)(l“) T (Wuv)

Satz 4.11. j21, Theorem 5.6.13, S. 292]
Die stabilisierten hydrodynamischen Randintegraloperatoren sind fir ein zusammen-
hingendes Gebiet Q0 und fiir gegebene (w,v) € [H~Y2()]? x [HY?(I)]? elliptisch

J

1nt (

w)(z) =
(2) = —w(x)

)(@) = v(x)
(x) =0.

(x

Viow,wie + (W), > allwl?spye fiir alle w e [H™Y2(1))
3(d—1)
(Duv Ve + S (vom? = allvIPs fiir alle v € [H'(D)]",
k=1

fiir Konstanten ¢; > 0, co > 0, wobei my, Basisvektoren aus (4.14)) und n aus (4.21)
sind. Fir ein Gebiet mit mehreren Einschlissen kann (21, Theorem 5.6.13, S. 292]
verwendet werden.

4.5.2.7. Abbildungseigenschaften

Sei I' der Rand eines Lipschitz— Gebietes dann sind die Randintegraloperatoren der
Geschwindigkeit, fiir alle s € (—1,1), d=2,3

Vo [H-Y2H(D))4 =5 [HY2s(D))d

Ko : [HY2H(D))? = [HY2+5(1))

K2 [HY2(D))4 = [H- Y2 (r))d

D : [HYZH (D)) — [H-Y/25(1))4,
linear und beschriankt |23, Theorem 3.7, S. 1351].
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4.6. Randintegralgleichungen

In diesem Abschnitt werden, jeweils fiir das Innen- und Auflenraumproblem, die Ran-
dintegralgleichungen fiir die Geschwindigkeit angegeben.

4.6.1. Randintegralgleichungen im Innenraum

Die Randintegralgleichungen im Innenraum (|4.10))

—vAu+Vp=f inQ
divu=0 1in €,

ergeben sich, indem jeweils der Spuroperator i und die Randspannung T, aus (4.1])
auf die Darstellungsformel (4.8)) fiir die Geschwindigkeit u angewandt werden. Die
Randintegralgleichungen fiir das Stokes—Problem im Innenraum |21} S. 67], fir z € T

lauten: . .
Tt %I - K, Vi Ttu No.f
= 1 / + 7 :
T,(u) D, 31+ K, ) \T;(u) Nyt

Der Calderdn-Projektor (C? = C,) im Innenraum ist wie folgt definiert |21}, S. 67]

oo (MK VL

Vi, Ky, K, und D, sind die in den vorhergehenden Abschnitten besprochenen Randin-
tegraloperatoren fiir die Geschwindigkeit. Zur Losung des Innenraumproblems
konnen jeweils die 1. oder die 2. Randintegralgleichung verwendet werden und es miis-
sen die jeweils zugehdrigen Losbarkeitsbedingungen (.11, erfiillt sein.

4.6.2. Randintegralgleichungen im Auflenraum

Fiir das Aulenraumproblem ({4.15)),

—vAu+Vp=0 in Q™

divu=0 in Q%

miissen die Abstrahlbedingungen erfiillt sein. Hierfiir wird in (4.18) ¢; = 0
gesetzt. Die Randintegralgleichungen im Auflenraum ergeben sich, indem jeweils der
Spuroperator 7§ und die Randspannung 7" aus auf die Darstellungsformel
fiir die Geschwindigkeit u im Auflenraum angewandt werden, wobei hier
w = 0 gesetzt wird. Die Randintegralgleichungen fiir das Stokes—Problem im Auflen-
raum [21, S. 67], fir z € I lauten:

ot B %[—i—Ku -V, Ye¥tu
(TeXt(u)) - < _Du %[ o K{L Text(u> : (422)
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Der Calderén-Projektor (Co4* = C%) im AuBlenraum ist wie folgt definiert [21| S. 67]

Oext R %[ + Ku _Vu
« =\ -D, 3I-K.)

Aus ergeben sich die 1. Randintegralgleichung

(%I . Ku>7§"tu L VT (w) = 0 (4.23)
und die 2. Randintegralgleichung

D5 u+ (%I + KL) T (u) = 0,

im Auflenraum. Mit Hilfe der 1. Randintegralgleichung (4.23)) wird im kommenden
Kapitel die nichtsymmetrische FEM-BEM Kopplung aufgestellt.






5. Nichtsymmetrische FEM—-BEM
Kopplung

In diesem Abschnitt wird die nichtsymmetrische FEM-BEM Kopplung fiir den zwei-
dimensionalen Fall mit folgenden Bedingungen betrachtet: Es sei Q@ C R? ein be-
schrinktes, einfach zusammenhingendes Gebiet mit Lipschitz—Rand T' := 0f2, dem
AuBenraum Q°* := R*\Q und v sei eine gegebene Viskosititskonstante.

Es wird zuerst das Transmissionsproblem aufgestellt. Anschlieflend wird ein kurzer
Literaturiiberblick zur eindeutigen Losbarkeit gegeben. Abschliefend wird die nicht-
symmetrische FEM-BEM Kopplung diskretisiert und numerisch umgesetzt.

5.1. Das Transmissionsproblem

Das Transmissionsproblem setzt sich aus (5.1)), (5.2)), (5.3) und den Abklingbedingun-
gen (4.18)) zusammen. Das heifit, im Innenraum € soll fiir f € [Ly(£2)]? das inhomogene

Stokes—Problem
—vAu+Vp=f inQ

5.1
divu=0 in , (5:1)
und im AuBenraum Q° := R*\Q soll das homogene Stokes-Problem
—vAu, +Vp. =0 in Q=
veteT VP ne (5.2)
divu, =0 in Q%
mit den Transmissionsbedingungen am Rand I’
intu — extue a f r
Yo Y0 u (5?))

T(u,p) = Te"t(ue,pe) =t auf T,

gelost werden. Zusitzlich miissen die Abklingbedingungen aus (4.18)

u,(z) = o(ﬁ)
pe(z) = O(ﬁ),

97
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fir |z| — oo, mit der Vereinfachung ¢; = ¢y = 0 erfiillt sein und es wird hier

/pdx:()
Q

wie in (1.5]) gefordert.

5.2. Nichtsymmetrische Kopplung

Das inhomogene Stokes—Problem im Innenraum (|5.1) wird mit der 1. Greensche Formel
(11.12)

a(u,v) + b(v,p) — (T(w,p), WVIr = (£,v) firalle v € [H(Q)F,  (5.4)
und durch die Inkompressibilitat (vgl. (1.14))
b(u,q) =0 fiir alle ¢ € Lo o(9?) (5.5)

gelost. Dabei sind die symmetrische Bilinearform a(-, -), die Bilinearform b(-, -) und die

Randspannung 7" wie in (1.13)), (1.14)) und (4.1))

a(u,v) = 20 / 3 exwes(v) dr

t,j=1

b(v,p) = — /pdivvdx
9)

T(u,p) = —pn+ v(Vu+Vu')n

gegeben. Das homogene Stokes—Problem im Auflienraum Q%' wird mit der 1. Randin-

tegralgleichung (4.23]) im variationellen Sinn

1
((51 — Ku>'y§’“ue, T + (VT (u,), 7)r = 0 fiir alle 7 € [H- VX)) (5.6)

gelost. Dabei wird die Randspannung im Auflenraum (4.17)
T (u,p) = —(75"p)n + 2v(75"e(u))n

verwendet. Die Figenschaften des Einfachschichtpotentials V,, und des Doppelschicht-
potentials K, kdnnen in den Abschnitten [4.5.2.2)und [4.5.2.4| nachgelesen werden. Wer-
den nun die Transmissionsbedingungen (/5.3) jeweils in die Gleichungen fiir das Innen-
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und AuBenraumproblem (5.4)), (5.5)), (5.6 eingesetzt, ergibt sich die nichtsymmetri-
sche Johnson—-Nédélec Kopplung fiir das Transmissionsproblem des Stokes—Problems:

Gesucht sind (u,p,t) € [HY(Q)]? x Lao(Q) x [H~V(T))?

a(u, v) +b(v,p) — (t,7"V)r = (f,v)q fiir alle v € [H'(Q)]?
b(u,q) =0 fiir alle ¢ € Lo (2)

1 .
<<§I — Ku>76ntu, T)r + (Vut,m)r =0 fiir alle 7 € [H~Y*(I)).

(5.7)
Die Bezeichnung Johnson—Nédélec Kopplung geht auf die urspriinglichen Arbeiten
6], 22] zurtick.

5.2.1. Literaturiiberblick zur eindeutigen Lésbarkeit der
FEM-BEM Kopplung

Eine komplette Analysis zur eindeutigen Losbarkeit der nichtsymmetrischen FEM—
BEM Kopplung fiir das Stokes—Problem aus wiirde den Rahmen dieser Arbeit
sprengen. Daher wird hier ein kurzer Uberblick vorhandener Arbeiten zur FEM-BEM
Kopplung gegeben.

Die nichtsymmetrische Kopplung geht auf [6, 22| fiir das Laplace-Problem zuriick.
Deren Analysis nutzte zunéchst die Kompaktheit des Doppelschichtpotentials, die al-
lerdings nur bei geniigend glattem Rand gegeben ist, um die eindeutige Losbarkeit zu
zeigen. In [33] 34] gelang es erstmals, die eindeutige Losbarkeit der nichtsymmetri-
schen FEM-BEM Kopplung fiir das Transmissionsproblem der Yukawa-Operatoren
und der Laplace—Gleichung mittels Elliptizitédt, insbesondere fiir beliebige konforme
Ansatzraume, zu beweisen. Dies lisst sich auf Randwertprobleme iibertragen [16].

In [42] wird der Beweis fiir das Transmissionsproblem der linearen Potentialgleichung
gefithrt. Hier wird fiir eine explizite Stabilisierung die Elliptizitdt der Bilinearform
der nichtsymmetrischen Kopplung gezeigt. In [29] wird fiir das Ergebnis aus [42] eine
schirfere Bedingung angegeben, unter der die Bilinearform des stabilisierten Problems
elliptisch ist. In [30] wurden die Ergebnisse aus |29, 42] auf Randwertprobleme erwei-
tert. Fiir die Elastostatik lassen sich &hnliche Resultate zeigen [13] 43].

Aktuelle Arbeiten zur FEM-BEM Kopplung des Stokes—Problems sind [14} |15} 19, 26,
31, [32, 138]. Diese betrachten zumeist das Dirichlet—Randwertproblem im Auflenraum
eines beschrinkten Gebietes. Dabei wird héaufig ein kiinstlicher Koppelrand einge-
fithrt 19, 26, |38]. Solange der Koppelrand glatt ist, kann wieder die Kompaktheit
des Doppelschichtpotentials zur Analyse der eindeutigen Losbarkeit genutzt werden
[19, [26| 138], wobei sich die Arbeit von [19] in erster Linie mit der Existenz, Eindeutig-
keit und Regularitit des kontinuierlichen gekoppelten Stokes—Problems in R® beschéf-
tigt. Zusétzlich wird die Eindeutigkeit des diskreten Problems diskutiert, und es wird
eine Moglichkeit fiir passende Finite Elemente Rédume [19, S. 321] angefiihrt. In [26]
wird unter anderem die Eindeutigkeit des kontinuierlichen gekoppelten Problems in
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R? besprochen, wobei das Hauptaugenmerk jedoch auf die eindeutige Losbarkeit und
Konvergenz der diskreten FEM-BEM Kopplung gelegt wird. Die Diskretisierung der
FEM-BEM Kopplung wird mittels der gemischten Finiten Elemente von Bernardi-
Raugel [2] durchgefiihrt. Stabilitéitsabschétzungen und Ergebnisse zur Eindeutigkeit
des kontinuierlichen gekoppelten Problems in R* werden in [38] angegeben. Weiters
wird die eindeutige Losbarkeit und Fehlerabschédtzungen der diskreten FEM-BEM
Kopplung betrachtet und zwei Moglichkeiten fiir passende Finite Elemente Raume
[38, S. 373f] genannt.

Erste Ergebnisse fiir die eindeutige Losbarkeit einer nichtsymmetrischen FEM-BEM
Kopplung fiir das inhomogene Stokes—Problem im Auflenraum eines allgemeinen Lip-
schitz—Gebietes gibt es in [14, [15] fiir die duale gemischte Formulierung und die hyper-
singuldre Randintegralgleichung. In den Arbeiten von [14, [15] wird die nichtsymme-
trische FEM-BEM Kopplung des Stokes—Problems fiir das Dirichlet— bzw. Neumann—
Randwertproblem fiir einen kiinstlichen Koppelrand in R* betrachtet. In [14] wird die
Existenz und Eindeutigkeit des Transmissionsproblems ohne die Kompaktheit des zu-
gehorigen Doppelschichtpotentials K, gezeigt. Es wird mit der Elliptizitdt und der Inf-
Sup—Bedingung argumentiert. In [15] werden Beweise zur eindeutigen Losbarkeit, Sta-
bilitdtsabschétzung und Konvergenz der Johnson-Nédélec Kopplung mit homogenen
Neumannranddaten durchgefiithrt. Weiters werden auch die symmetrischen Costabel-
Han Kopplungen mit homogenen Neumanndaten bzw. mit inhomogenen Dirichlet—
oder Neumanndaten diskutiert. In [15] werden die jeweiligen besprochenen Probleme
auch diskretisiert. Dafiir miissen die Orthogonalititsbedingungen im Diskreten erfiillt
sein. Es wird die eindeutige Losbarkeit der diskretisierten Probleme zwar bewiesen,
jedoch empfohlen, in der numerischen Umsetzung auf Lagrange-Multiplikatoren zu-
riickzugreifen.

In [31] wird das Dirichlet— bzw. Neumannrandwertproblem in einem beschrinkten
Gebiet in R? mit Lipschitz-stetigem Rand fiir das Stokes-Problem betrachtet. Dazu
werden die symmetrische und nichtsymmetrische FEM-BEM Kopplung mit Lagrange—
Formfunktionen diskretisiert und numerische Ergebnisse [31, S. 964ff] prisentiert. In
[32] wird schliellich eine nicht konforme FEM-BEM Kopplung behandelt. Hierzu wird
die Geschwindigkeit mit den nicht konformen Crouzeix-Raviart-Elementen [10] und
der Druck mit stiickweisen, stetigen Formfunktionen im Innenraum in R? angesetzt,
und numerisch umgesetzt [32, S. 532].

5.2.2. Aquivalente nichtsymmetrische Kopplung

Ein zu (.7) dquivalentes System ([5.8)) kann aufgestellt werden, indem die Nebenbe-
dingung Ly ((2) als Lagrange-Term ((1.21))

d(p,Q)z/pdx/qu

Q Q
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in das System ({5.8)) einflieft (vgl. Abschnitt [1.2.3)).
Gesucht sind (a,p,t) € [H(Q)]? x Ly(Q) x [H~/?(I)]?

a(u,v) +b(v,p) — (t, V) = (f,v)q fiir alle v € [H'(Q)]?
b(u, q) —d(p,q) =0 fir alle ¢ € Ly(92)

1
<<§I ~K >75ntu r F (Vb ) =0 fiir alle T € [H~1/2(T)]2.

(5.8)
Damit ergibt sich die dquivalente nichtsymmetrische Johnson-Nédélec Kopplung fiir
das Transmissionsproblem des Stokes—Problems (/5.8)).

5.3. Diskretisierung der nichtsymmetrischen
Kopplung

Das System (j5.8) wird in den R&umen (3.5, (3.51) mit den modifizierten Taylor—
Hood-Elementen

Xy = {vn € [COPN[H(Q)]? : vy, € P} fiir jedes Subdreieck 7{ € 73, V7 € Ty}
My, = {gn € C(Q) N La(Q) : qupr, € P fiir 7, € Ty}

diskretisiert. Damit auch die Randspannung diskretisiert werden kann, wird der Raum
Sh(T) = [span{xj};L,]?, (5.9)

der stiickweisen konstanten Funktionen mit

0 {1 fir x €
Xi =
0 sonst

eingefiihrt. Damit erhélt man die nichtsymmetrische diskrete FEM-BEM Kopplung
(5.10)). Gesucht sind (wy, py,ty) € Xp x My, x SP(T)

a(uy, vi) + b(vi, pn) — (b, 7 v = (F, vi)q  fiir alle vy, € X,
b(up, qn) — d(pn, qn) =0 fir alle g, € M,

1 .
<<§I — Ku>75ntuh,7'h>p + <Vuth, Th>F =0 fiir alle Ty € S,?(F)

(5.10)

Bevor mit dem System (5.10) weitergearbeitet werden kann, miissen zuerst noch die
Basisfunktionen besprochen werden.
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5.3.1. Basisfunktionen und Approximationseigenschaft

Zur Diskretisierung der modifizierten Taylor-Hood—Elemente bietet es sich an, das
Netz einmal zusétzlich uniform zu verfeinern. Dann kénnen die reguléren, stiickweise
linearen Basisfunktionen dieses Netzes als Basisfunktionen fiir X} aus der mo-
difizierten Taylor-Hood-Elemente verwendet werden. Fiir Mh aus (3.51)) werden die
stiickweise linearen Finiten Elemente des urspriinglichen Netzes herangezogen. Diese
Unterscheidung wird durch

oh € M,

h/2 0
(5 ) () =

verdeutlicht. Bevor die Diskretisierung der nichtsymmetrischen Kopplung mit den mo-
difizierten Taylor—-Hood—Elementen betrachtet werden kann, wird noch die Approxima-
tionseigenschaft von SP(I') angegeben. Diese Approximationseigenschaft wird spéter
in Abschnitt zur Bewertung der numerischen Ergebnisse benotigt.

Satz 5.1. (Approzimationseigenschaft von S)(T)). [41 Theorem 10.4, S. 237]
Wenn v € H¥(T) und s € [o,1] mit o = [—1,0], wobei S)(T') aus (5.9) der Raum der
stiickweisen konstanten Ansatzfunktionen ist, dann gilt dze Approxzmatzonsezgenschaft

inf ||u— vp|lger) < b’ ulgs(n)
’L}hGSO(

5.3.2. Diskretisierung der nichtsymmetrischen Kopplung mit
modifizierten Taylor-Hood—Elementen

Fiir die Diskretisierung des gekoppelten Systems wird die Losung u, € X, und
die Testfunktion vy, jeweils in u;, = u; + ue und v, = vy 4+ v aufgespalten, wobei u;
alle Anteile innerer Knoten und u¢ alle Anteile der Knoten am Koppelrand beinhalten.
Die erste Gleichung aus wird jeweils mit v; und mit vo getestet. Somit ergibt
sich:

a(ur,vr) +a(uc, vi) +b(v1,pn) = (f,vi)a Vv,
a(ur,ve) + a(ue, ve) +b(ve,pn) = () ve)r = veda Ve
b(ur, qn) + b(uc, qn) — d(ph; qn) =0 Vg, € M,

1
((51 - K )'y(‘)“tuc, Th)T + (Vutn, Tn)r =0 V7, € Sp(l),
wobei i™uy, = iMu; + yMtue = yMue und vy, = Atvy + i%ve = Aittve ent-

spricht. In Matrixschreibweise resultiert daraus das lineare 4 x 4-Blockgleichungs-
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system
Arr A B/Tu ON Uy i I
Act Ace Bic My | | uc _ | e (5.11)
Bar Bac —Daa 0 p 0
0 IMu—K, 0 W ! 0

mit den Losungsvektoren im Innenraum u; und am Rand u., dem Koeffizientenvektor
der Randspannung ¢ und den zugehorigen rechten Seiten f . f o

uy = (21,1) v — (Hl,c) = (h) Fo= Lo fo= fie ‘

a ) T ) T &) T\, ) 0 e
Der Index C' entspricht den Knoten am Koppelrand I" und der Index I den inneren
Freiheitsgraden. Die Gesamtanzahl der Knoten der Triangulierung der Geschwindigkeit
wird mit N bezeichnet. Die Indizes 1 und 2 kennzeichnen jeweils die Zugehorigkeit zur
1. oder 2. Komponente. Fiir die Triangulierung des Drucks wird die Gesamtanzahl der
Knoten mit N bezeichnet und die Gesamtmenge der Knoten erhélt den Index A. Fiir
die Triangulierung des Randes wird die Gesamtanzahl der Knoten mit R bezeichnet.
Mit diesen Vereinbarungen kénnen die Matrizen der Finiten Elemente Methode und

der Randelementmethode bestimmt werden. Die Finiten Elemente werden mit den
modifizierten Taylor-Hood-Elementen und den Basisfunktionen

N h/2 0
o € M, und <¢’6 ) ,( h/2) € Xy

Pk
h/2 h/2 h/2 0
diskretisiert, wobei hier \Ifl/k = (%6 ) ,\IIQ/k = ( h/g) definiert wird. Es werden
’ ’ Pk
die Matrizen
Bar = (Bl,AI B2,AI) , Bac = (BLAC Bz,Ac) (5.12)
durch
g
By p17,1] —/ Fy, ol dx
Q
Dt
BQh[]’Z]_/ a; @?dxv .]_]-7 7-/\/’72_17 aN
J 2
und der Lagrange-Term
DAA[j,i]:/ap?dx/go?dx i,j=1,....N (5.13)
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berechnet. Die Komponenten der Steifigkeitsmatrizen setzen sich
A, — A A A — Ao Awc
11 — A A c — A A
21,11 2211 21,1Cc  A1C

Ay = Aner Ancr Ace = Ace Ao
Asior Asacr Asicc Ance

(5.14)

aus der Gesamtmatrix A, mit den Eintrdgen

y — —2V/Z€kg mlek )d:v i,j=1,...N, myn=1,2
k=1

zusammen. Ahnlich wie im Projekt [27] lassen sich diese Matrizen (5.12)), (5.13)), (5.14)
implementieren. Die Implementierung der Matrix A, beruht auf der Darstellung aus
[18]. Die Matrizen der Randelementmethode werden mit der Fundamentallésung der
Geschwindigkeit U}, (z,y) aus , den Basisfunktionen x! € S?(T") und der Spur der
linearen Basisfunktionen ~i"¢ ©; "/2 berechnet. Fiir k.¢ = 1,2 konnen die Matrizen des
Einfachschichtpotentials der Geschwindigkeit fiir Stokes

Vir Vig
Vv, = : 0.15
' <V21 sz) (515)
mit
VielJ, 1] /XZ/UMI:U dsydsz //nga:ydsydsx ,7=1,..., R,

die Matrizen des Doppelschichtpotentials der Geschwindigkeit
K11 Ky
K, = 5.16
' (Kzl Ko, (5.16)
mit

Kilg, 1] Z/X?/[T;U*(a:,y)hvé%?/ ds,ds, i,j=1,...,R
I N

und die Massematrix
M, = <Mh 0 ) (5.17)
mit

Mol = [ Xt ds,, i, =1,...,R,

—
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aufgestellt werden. Nachdem Aj; invertierbar ist, wird die erste Gleichung von ([5.11])
Uy = Al_Il (L — Arcuc — B/Tu]_9>a (5.18)

umgeformt und mit Hilfe des Schur-Komplements das lineare 4 x 4-Blockgleichungs-
system ([5.11]) zu einem 3 x 3—Blockgleichungssystem (5.19)) vereinfacht. Deshalb kann
das reduzierte 3 x 3-Blockgleichungssystem ((5.19))

Sco Ei M\ (uc

B -D 0 pl=1f1 (5.19)
M, —K, 0V, t

[~
Q

e}

mit den Komponenten

Scc = Ace — Aci AT Arc
B =Buc— Bar A Arc
D= —Das— BarA7}' Bl (5.20)
EC - ic - ACIA?IliI
ip = _BAIA[_IIiIa

im néchsten Abschnitt gelost werden.

5.4. Numerische Umsetzung der FEM-BEM
Kopplung

Fiir die numerische Berechnung der FEM-BEM Kopplung wurde der C++ Programm-
code des Institutes fiir Numerische Mathematik der TU Graz adaptiert. Zuerst wurde
die Finite Elemente Methode mit den Taylor-Hood-Elementen realisiert. Die Taylor—
Hood-Elemente wurden im Projekt [27] auch numerisch umgesetzt und anhand von
Dirichlet—Randwertproblemen getestet. Es stellte sich jedoch heraus, dass es geschick-
ter ist, mit den modifizierten Taylor—Hood—Elementen zu arbeiten, weil im C++ Pro-
grammcode des Institutes fiir Numerische Mathematik der TU Graz die Randinte-
graloperatoren fiir das Stokes—Problem fiir lineare Ansatzfunktionen schon vorhanden
waren. Fiir die FEM-BEM Kopplung mit Taylor-Hood—Elemente hétten jedoch die
Randintegraloperatoren fiir Stokes fiir quadratische Ansatzfunktionen implementiert
werden miissen. Deshalb erschien es giinstiger mit den modifizierten Taylor—Hood—
Elementen, die mit linearen Ansatzfunktionen berechnet werden, und den schon vor-
handenen Randintegraloperatoren zu arbeiten, und fiir die Masterarbeit zuséatzlich die
Matrizen der modifizierten Taylor-Hood-Elemente (5.12)), (5.13)), (5.14)) zu implemen-
tieren. Die numerischen Ergebnisse der Berechnung eines Dirichlet-Randwertproblems
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mittels FEM, jeweils mit Taylor-Hood—Elementen und modifizierten Taylor—-Hood-
Elementen, sind in Abschnitt dargestellt. Weitere numerische Ergebnisse zu den
Taylor-Hood-Elementen sind in [27] ausgefiihrt. Fiir die Berechnung der Matrizen
muss zwischen den Freiheitsgraden I und den Randknoten C' unterschieden werden.
Mit Hilfe der Randknoten werden die Randintegrale Vj, Ky, M} aus , ,
fiir die Berechnung der Geschwindigkeit u, und des Koppelterms ¢ aufgestellt.
Somit kénnen fiir das Gleichungssystem ([5.19)

B -D 0 pl=1/1
sM,—K, 0V, 14 0

alle Komponenten ([5.20) vollsténdig berechnet werden. Dazu wird die Steifigkeits-
matrix A;; mittels Pardiso [24] invertiert. Das Gleichungssystem ([5.19) wird mit der
GMRES-Methode gelost und liefert die Losungsvektoren uc, p,t. Aus diesen Losungs-

vektoren kann u; mit (|5.18])
Ur = A;Il (L — Arcuc — BLQ)

berechnet werden.

5.5. Numerische Ergebnisse der FEM-BEM
Kopplung

Fiir die numerischen Tests werden Losungen fiir das Transmissionsproblem , ,
, also Funktionen, welche das Innen- und Auflenraumproblem sowie die Transmis-
sionsbedingung und die Abklingbedingungen erfiillen, vorgegeben. Der theoretische
Fehler (siehe Sitze - , den man aus den Approximationseigenschaften er-
h&lt, wird mit der Estimated Order of Convergence (3.58), [41, S. 253]

log||u — up, || —log|lu — up,,, ||

log hy — log hyyq

verglichen. Fiir die FEM-BEM Kopplung wird ein 2D-Problem gerechnet. Damit
eine analytische Losung fiir das Transmissionsproblem konstruiert werden kann, wird
das kreistérmige Gebiet BO(%;) mit dem Radius }l betrachtet. Ausgehend von einem
quadratischen Netz werden bei dessen Verfeinerung die Randknoten auf den Kreis
By(3) projiziert. Dadurch kann die quadratische Ausgangsvernetzung (Abb. 5.1]) mit
weiteren Verfeinerungsschritten dem Kreis Bo(i) gut angenéhert werden. In Abbildung
ist beispielhaft das Netz des 4. Verfeinerungsschrittes L = 4 angefiihrt.
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Abbildung 5.1.: Ausgangsvernetzung, L= 0
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Abbildung 5.2.: Verfeinerungsschritt, L= 4

Fiir den Druck und die Geschwindigkeit im Innenraum werden dieselben Funktionen
wie in Abschnitt 3.6 vorgegeben. Das heift, fiir den Druck ist p € Ly o(Q) N H?(2) und
fiir die Geschwindigkeit wird eine geniigend glatte Funktion u € [H3(Q2)]* gewéhlt. Es
wird mit folgenden Funktionen in Polarkoordinaten

3201 — 96r% 4 1
sin(p)(—40967* + 1280r°)
cos(¢) (4096r* — 12807,

p(r, )
ui(r, )
Uy (T7 90)

S
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bzw. in kartesischen Koordinaten
p(z,y) = 320(2” + y*)** — 96(2® + y°) + 1
uy(z,y) = y(1280(x? + 32) — 4096(z* + y*)*/?) (5.21)
us(,y) = x(—1280(x* + y?) + 4096(2? + y*)*/?),
und der zugehorigen rechten Seite f im Innenraum €2 gerechnet

64

\/932:+y2 (15x3 + 96022y — 160y(—6y2 + /22 + 1)

f(z,y) = o —3x(—5y* + \/m))

\/ﬁ:erQ (‘960%3 + 1522y + 1602(—6y> + /22 + 42)
—3y(=5y* + \/W)>

Im AuBenraum Q%% werden die Funktionen

pe<x7y) =0
ure(x,y) = _Yy
Lel® x2 + y2 (522)
(2,) x
Use(T,y) = ———
2, Yy 22+ o2

vorgegeben. Insbesondere erfiillt u, komponentenweise die Laplace-Gleichung und die
Abstrahlbedingung im Auflenraum Q.

Beispiel 5.1. Mit den vorgegebenen Funktionen aus , und der Ausgangs-
vernetzung (Abb. wird die FEM-BEM Kopplung berechnet.

In den Tabellen , und sind die Lo (€, )-Fehler des Drucks, die H'(Q;,)-Fehler
und die Ly(£2;)-Fehler der Geschwindigkeit, und die Ly(I")-Fehler der Randspannung
fiir 8 Verfeinerungsschritte aufgelistet.

L N flur —uipllgiq, eoc  |luz —ugnllpi,) eoc  |p—pulli,@,) eoc
0 4 7,13E+00 7,13E400 7,65E-02

1 16 3,81E+00 1,60 3,81E+00 1,60 6,64E-02 0,36
2 64 1,77E4-00 1,13 1,77E+00 1,13 5,91E-02 0,17
3 256 8,82E-01 1,05 8,82E-01 1,05 4,37E-02 0,46
4 1024 4,44E-01 1,00 4,44E-01 1,00 2,43E-02 0,86
5 4096 9,23E-01 1,00 9,23E-01 1,00  1,04E-02 1,22
6 16384 1,11E-01 1,00 1,11E-01 1,00 4,00E-03 1,38
7 65536 5,57E-02 1,00 5,57E-02 1,00 1,47E-03 1,44
8 262144 2,79E-02 1,00 2,79E-02 1,00 5,42E-04 1,44
Theorie: 1 1 1

Tabelle 5.1.: Ly(Qy,)-Fehler fiir p, H*(€;,)-Fehler fiir u
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L R Jlui—uffyr) eoc  [lupg —u§®llp,r) eoc
0 8 4,35E+00 4,35E+00
1 16 1,60E+00 1,63 1,60E+00 1,63
2 32 4,42E-01 1,01 4,42E-01 1,91
3 64 1,13E-01 1,98 1,13E-01 1,98
4 128 2,85E-02 1,99 2,85E-02 1,99
5 256 7,13E-03 2,00 7,13E-03 2,00
6 512 1,78E-03 2,00 1,78E-03 2,00
7 1024 4,46E-04 2,00 4,46E-04 2,00
8 2048 1,11E-04 2,00 1,11E-04 2,00
Approx.eigenschaft: 2 2
Tabelle 5.2.: Ly(I")-Fehler fiir u
L Rt —t9w  eoc  flta — 15[, eoc
0 8 9,82E4-00 9,82E+00
1 16 6,24E4-00 0,74 6,24E4-00 0,74
2 32 3,33E4-00 0,93 3,33E4-00 0,93
3 64 1,67E+400 1,01 1,67E+400 1,01
4 128 8,23E-01 1,02 8,23E-01 1,02
5 256 4,07E-01 1,01 4,07E-01 1,01
6 512 2,02E-01 1,01 2,02E-01 1,01
7 1024 1,01E-01 1,00 1,01E-01 1,00
8 2048 5,04E-02 1,00 5,04E-02 1,00
Theorie: 1 1

Tabelle 5.3.: Lo(I")-Fehler fiir t

Vergleicht man die Ergebnisse aus Tabelle mit den theoretischen Vorhersagen, die
man aus Satz [3.23| erwarten mochte, 14sst sich erkennen, dass die Konvergenzordnung
(eoc) des H'(Qy)-Fehlers der Geschwindigkeit mit der Theorie iibereinstimmt. Fiir
den Lo(€2,)-Fehler des Drucks néhert sich die Estimated Order of Convergence dem
Wert 1.5 an, obwohl die Theorie zunéchst einen Wert von 1 erwarten lédsst. Die li-
neare Konvergenz aus dem Geschwindigkeitsanteil in (3.57]) beeinflusst die Ordnung
des Drucks p, dessen Approximation eigentlich quadratische Ordnung zulassen wiir-
de. Solche Phidnomene werden in [39] genauer betrachtet. So kann in solchen Féllen
im priaasymptotischen Bereich eine hohere Konvergenzordnung beobachtet werden. In
Tabelle [5.2] wird der Lo(T")-Fehler der Geschwindigkeit am Rand und in Tabelle
wird der Lo(I")—Fehler der Randspannung ausgewertet. Die Estimated Order of Con-
vergence fiir u und t stimmen mit den erwarteten Konvergenzordnungen iiberein.

In den Abbildungen [5.3]— sind die grafischen Auswertung des Drucks pj,, der Rand-
spannung ¢ , und der 1. Geschwindigkeitskomponente im Inneren u; 5, und am Rand
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uﬁxﬁb, des 7. Verfeinerungslevels angefiihrt. Es ldsst sich erkennen, dass beim Druck py,

(Abb. Oszillationen auftreten, die in Bahnen zum Rand verlaufen. Die Randspan-
nung t;, (Abb.|5.5) und die Geschwindigkeit im Inneren u; und am Rand uf% sind
unauffillig (Abb. [5.4))

ph
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—0.67487
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Abbildung 5.3.: L= 17, p,,
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Abbildung 5.4.:
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Abbildung 5.5.: L=17, t1

Nachdem beim Druck p;, in Abbildung Oszillationen auftreten, die die Struktu-
ren groberer Verfeinerungsstufen zeigen, werden zur genaueren Untersuchung weitere
Beispiele berechnet, in denen die Netze mit Netgen [36] erzeugt werden.
Beispiel 5.2. Die FEM-BEM Kopplung wird mit den vorgegebenen Funktionen aus
, und einer Ausgangsvernetzung, dessen Netz aus 5394 Elementen besteht
und mit Netgen generiert wurde, berechnet.

L N up — U/l’hHHl(Qh) eoc |lug — 'U;Q’]-LHHl(Qh) eoc |lp = pullr,,) eoc
0 5304 2,12E-01 2,12E-01 3,57E-03

1 21576 1,06E-01 1,00 1,06E-01 1,00 2,35E-03 0,60
2 86304 5,30E-02 1,00 5,32E-02 1,00 9,56E-04 1,30
3 345216 2.65E-02 1,00 2,66E-02 1,00  3,75E-04 135
Theorie: 1 1 1

Tabelle 5.4.: Ly(Qy,)-Fehler fiir p, H'(,)-Fehler fiir u

L R Jui—ufll,r eoc  [lup —ug|[p,a) eoc
0 320 4,57TE-03 4,57TE-03

1 640 1,14E-03 2,00 1,14E-03 2,00
2 1280 2,88E-04 1,99 2,88E-04 1,99
3 2560 7,26E-05 1,99 7,26E-05 1,99
Approx.eigenschaft: 2 2

Tabelle 5.5.: Ly(I')-Fehler fiir u

Das Ausgangsnetz mit 5394 Elementen wurde mit Netgen [36] erzeugt und in weite-
ren 3 Verfeinerungsschritten mit der oben beschriebenen Routine verfeinert. In den
Tabellen und sind die Lo(€)-Fehler des Drucks, die H*(€,)-Fehler und
die Lo(§2p,)-Fehler der Geschwindigkeit, und die Ly(I")-Fehler der Randspannung fiir
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4 Verfeinerungsschritte aufgelistet. Die Estimated Order of Convergence fiir u und t
stimmen mit den jeweiligen Konvergenzordnungen aus der Theorie iiberein. In diesem
Fall bewegt sich die Estimated Order of Convergence fiir den Druck p um den Wert
1.3.

R lt1 — 5|y eo

o

L [t2 = 15| L) eoc
0 320 3,21E-01 3,21E-01

1 640 1,61E-01 1,00 1,61E-01 1,00
2

3

1280 8,04E-02 1,00 8,04E-02 1,00
2560 4,03E-02 1,00 4,03E-02 1,00

Theorie: 1 1

Tabelle 5.6.: Lo(I")-Fehler fiir t

Beispiel 5.3. Die FEM-BEM Kopplung wird mit den vorgegebenen Funktionen aus

(5.21)), (5.22) und mit 4 in Netgen generierten Netzen, berechnet.
In diesem Beispiel wird das Netz eines jeden Verfeinerungsschrittes mit Netgen [36] er-

zeugt. In den Tabellen 5.7, [5.8 und 5.9 sind die L (€2),)-Fehler des Drucks, die H*(£2;)~
Fehler und die Lo(£2;)-Fehler der Geschwindigkeit, und die Lo(I")-Fehler des Koppel-
terms t fiir 4 Verfeinerungsschritte aufgelistet. Die Estimated Order of Convergence
fiir u und t stimmen mit den jeweiligen Konvergenzordnungen aus der Theorie {iber-
ein. In diesem Fall strebt die Estimated Order of Convergence fiir den Druck p gegen
den Wert 0.8.

Werden die Beispiele miteinander verglichen, fillt auf, dass fiir eine vergleichbare An-
zahl an Elementen die jeweiligen Fehlerordnungen gleich sind. Zusétzlich bemerkt
man, dass die Estimated Order of Convergence des Drucks p aus Tabelle ge-
gen 1.5, aus Tabelle gegen 1.3 und aus Tabelle gegen 0.8 strebt. Die
beobachteten Fehler entsprechen im wesentlichen den Fehlern der FEM Loésung des
Dirichlet-Randwertproblems mit den entsprechenden Daten. Fiihrt man fiir diese rei-
nen FEM-Rechnungen weitere uniforme Verfeinerungsschritte fiir die Netze mit 78704
bzw. 312284 Elementen durch, so stellt sich im néchsten oder iibernéchsten Verfeine-
rungsschritt auch im Druck die erwartete lineare Konvergenz ein. Insbesondere zeigt
das einmal uniform verfeinerte Netz mit 78704 Elementen im Druck einen kleineren
Fehler als das Netz 312284 mit Elementen.

L N flur —winllmq, eoc  |lug —ugnllgi, eoc  |p—pullL,q, eoc
0 5394 2,12E-01 2,12E-01 3,57E-03

1 19880 1,06E-01 1,14 1,06E-01 1,14 1,90E-03 1,03
2 78704 5,09E-02 1,06 5,09E-02 1,06 1,03E-03 0,89
3 312384 2,47E-02 1,03 2,47E-02 1,03 6,05E-04 0,76
Theorie: 1 1 1

Tabelle 5.7.: Ly(Qy,)-Fehler fiir p, H*(€;,)-Fehler fiir u
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L R Ju—ufpe  eoc  [up —uf|p,m) eoc
0 320 4,57TE-03 4,57TE-03

1 632 1,17E-03 2,00 1,17E-03 2,00
2 1312 2,68E-04 2,02 2,68E-04 2,02
3 2712 6,52E-05 1,95 6,52E-05 1,95
Approx.eigenschaft: 2 2

Tabelle 5.8.: Ly(I')-Fehler fiir u

L R |t =t eoc |t —t§"|,r) eoc
0 320 3,21E-01 3,21E-01

1 632 1,63E-01 1,00 1,63E-01 1,00
2 1312 7,84E-02 1,00 7,84E-02 1,00
3 2712 3,82E-02 0,99 3,82E-02 0,99
Theorie: 1 1

Tabelle 5.9.: Lo(I")-Fehler fiir t
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Abbildung 5.6.: L= 2, u; 5, und Uixii

In den Abbildungen f sind die grafischen Darstellungen von uy, py, ty, us™* des
2. Verfeinerungslevels, also dem Netz mit 19880 Elementen angefiihrt. Die Randspan-
nung ty , (Abb. nd die Geschwindigkeit im Inneren u;, und am Rand u{% sind
unauffillig (Abb. [5.6). Es lasst sich erkennen, dass beim Druck p, (Abb. wieder
lokale Oszillationen auftreten. Vergleicht man die Abbildungen der Driicke aus Abb.
[5.3] und Abb. 5.8 miteinander, fallt auf, dass die Oszillationen des Drucks in Abb. [5.§]
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nicht so markant ausfallen. Deshalb erweisen sich die beobachteten Oszillationen unter
anderem als netzabhéngig.
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Abbildung 5.8.: L= 2, p,

In den nachfolgenden 2 Beispielen wird jeweils nur die rechte Seite

tte) = ( 5o (529

vorgegeben und die Geometrie gedndert. In den Beispielen und kann optische
Konvergenz fiir uy,, p, t;, beobachtet werden.
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Beispiel 5.4. Die FEM-BEM Kopplung wird anhand der vorgegebenen rechten Sei-
te £ aus (5.23) und mit dem Gebiet (Abb. Abb. , welches dem Kreis Bo(%)
angendhert wird, berechnet.

Die Erstellung des kreisférmigen Gebiets Q@ = By(3) wurde anfangs in Abschnitt
(Abb. , beschrieben. Die grafischen Darstellungen von uy, pp, tp, uf™ sind fur
den 7. Verfeinerungsschritt in den Abbildungen [5.9] [5.10] dargestellt. Die Geschwindig-
keit u;, (Abb. zeigt keine Besonderheiten. Dasselbe gilt fiir den Druck p, und die

Randspannung t;, (Abb. [5.10)).
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Abbildung 5.9.: L= 7, u 5, und UTXftL
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Abbildung 5.10.: L= 7, p, und t; 5,

Beispiel 5.5. Die FEM-BEM Kopplung wird anhand der vorgegebenen rechten Seite
f aus und dem quadratischen Gebiet Q = [—0.4,0.4]% berechnet.

Das Gebiet Q = [—0.4,0.4]* wird uniform verfeinert. In diesem Fall sind wieder die
grafischen Darstellungen von uy, pp, ty, u$** fiir den 7. Verfeinerungsschritt in den Ab-
bildungen [5.12) abgebildet. Der Druck pj, (Abb. oszilliert nicht. Die Rand-
spannung t;, (Abb. |5.12b|i ist langwellig, und die Geschwindigkeit im Inneren u, und
am Rand u§** zeigen auch keine Oszillationen auf (Abb. [5.12)).
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Abbildung 5.12.: L= 7, p, und ¢,

Die beobachteten lokalen Oszillationen erweisen sich als netzabhéngig. Auflerdem hén-
gen sie von den Losungen bzw. rechten Seiten ab und sind selten so ausgeprégt wie in

Beispiel [5.1]



A. Referenzelement,
Formfunktionen und lokale
Parametrisierung

In diesem Abschnitt werden, ausgehend von einer zuléssigen und formregulédren Trian-
gulierung, das Referenzelement, die Formfunktionen, die lokale Parametrisierung und
die Basisfunktionen besprochen. Dieser Abschnitt wird zur Génze aus dem Masterpro-
jekt [27] entnommen.

A.1. Referenzelement und Formfunktionen

Fiir Dreieckselemente ist das Referenzelement im betrachteten zweidimensionalen Fall
gegeben als

T={eR*:0<<1,0<6E <16
Die zugehorigen linearen Formfunktionen lauten
Li(§,6) =1-& - &

L2(€1752) =& (A‘D
L3(&1,&2) = &2

und die zugehorigen quadratischen Formfunktionen lauten

Ni(&1,&) =267 + 4&52 — 36 +262 - 36 +1

Ny(&1, &) = 267 —
Ns(&1,&) = 265 — 52 (A.2)
Ny(€1,&) = —4E7 — 4616 + 46,

N5(&1,&2) = 4616
Ng(£1, &) = —4E5 — 4616 + 46,

Der Raum M), aus ist der Raum der stiickweisen, linearen und global stetigen
Ansatzfunktionen. Der Raum X}, der Taylor-Hood—Elemente aus ist jener der
stiickweisen, quadratischen und global stetigen Ansatzfunktionen. Der Raum X} der
modifizierten Taylor-Hood—Elemente aus ist jener der stiickweisen linearen und
global stetigen Ansatzfunktionen.
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A.2. Lokale Parametrisierung
Fiir die Assemblierung wird die lokale Parametrisierung iiber dem Referenzelement [41]

S. 206f] verwendet. Die Eckpunkte des Finiten Elements 7, werden mit x,,, i = 1,2,3
und dessen Komponenten mit x, 1, X, 2 gekennzeichnet.

Xeg & A

@
X¢,, (0,0) (1,0) &

Abbildung A.1.: Finites Element 7, und Referenzelement 7

Dazu gehort die lokale Parametrisierung

2
T =Xp + Z SZ (Xfi-u - Xﬁl)
=1

=Xy + 51 (sz - Xf1) + €2<X53 - Xfl)
= Xg, + Ji€, (AS)

fiir £ € 7. Aus der Parametrisierung ergibt sich die Jacobi-Matrix

Xep,1 = Xep, 1 Xes, 1 — Xy 1
JZZ ( 2, 1 35 1 ) (A4)

Xep,2 = Xe1,2 Xe3,2 7 Xy,2
Die Flache des Elements 7, errechnet sich aus

1 1-&

1
Ag:/dl‘:/|det(]g|d£:|deth|// d§1d§2:§|deth|.

T 0O O

Fiir eine Funktion v(z) fiir € 74, erhélt man mittels der Parametrisierung

v(x) =0(xg + J&) = v(€), fir&er. (A.5)
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Darauf die Kettenregel angewandt ergibt
Veu(€) = J; V.0(2),

beziehungsweise

V. 0(x) = J; T Vev(§).

A.3. Basisfunktionen

Die stiickweisen linearen, global stetigen Basisfunktionen ; und die stiickweisen qua-
dratischen, global stetigen Basisfunktionen ¢; hingen mit den linearen und qua-
dratischen Formfunktionen durch die lokale Parametrisierung zusammen. Die
Basisfunktionen werden dazu auf ein Element 7, ihres Trégers eingeschrénkt. Somit
entspricht ¢;,;, = L, fiir ein r € {1,2,3} und v;},, = N, fiir ein s € {1, ...,6}.
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