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Vierter Abschnitt.

Relationen zwischen mehren Orten im Raume.

110. v

Die in diesem Abschnitte zu betrachtenden Relationen sind von dem
Naturell der Bahn unabhiingig und stiitzen sich lediglich auf die Voraus-
setzung, dass alle Punkte der Bahn in derselben Ebene mit der Sonne liegen.
Wir wollen hier nur die einfachsten dieser Relationen beriihren, und die
complicirteren und specielleren zum zweiten Buche aufsparen.

Die Lage der Balmebene ist durch zwei Orte des Himmelskorpers im
Raume vollig bestimmt, sobald nur diese Orte nicht in derselben geraden Linie
mit der Sonne liegen. Da sich nun der Ort eines Punktes im Raume vor-
ziiglich auf zwei Arten angeben lisst, so bieten sich daraus zwei Aufgaben
zur Losung dar.

Setzen wir zuerst voraus, dass zwei Orte durch die mit resp. 4, 4,
B, ' bezeichneten heliocentrischen Lingen und Breiten gegeben seien; die
Abstiinde von der Sonne gehen nicht in die Rechnung ein. Wenn dann die
Linge des aufsteigenden Knotens mit €2, und die Neigung der Bahn gegen
die Ecliptik mit ¢ bezeichnet wird, so ist

tang 8 = tang¢sin (A—)
tang 3 = tangisin(A —Q).
Die Bestimmung der Unbekannten @ und tang¢ wird hier auf die in Art. 78 II.
betrachtete Aufgabe zuriickgefiihrt. Man hat daher nach Anleitung der ersten
Auflosung
tang¢sin (A—Q) = tang 3
tang ' — tang fcos (A —2)

sin (A’ —2) 2

Zufolge der dritten Auflosung aber findet sich der €2 durch die Gleichung

tangicos(A—Q) =
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; sin (8’ ) tang 4 (A’ —24)
tang (41444 —@) =TEELRELE =0,

und noch etwas bequemer, wenn die Winkel /3, 5° unmittelbar, mnicht aber

durch die Logarithmen der Tangenten gegeben sind. Zur Bestimmung von ¢
muss man jedoch auf eine der Formeln
tangf  tangf

sin(A—Q) = sin(A’ —Q)
recurriren. Im Uebrigen ist die Zweideutigkeit bei. Bestimmung des Winkels
A—Q, oder 144+12—Q durch die Tangente so zu entscheiden, dass tang?
positiv oder negativ wird, je nachdem die auf die Ecliptik projicirte Bewegung
eine directe oder riickliufige ist. — Diese Ungewissheit kann daher nur dann
gehoben werden, falls es bekannt, von welcher Seite her der Himmelskorper vom (126)
ersten zum zweiten Orte gelangt ist; wenn man dies daher nicht wiisste, so
wiirde es in der That unmioglich sein, den aufsteigenden Knoten vom
niedersteigenden zu unterscheiden.

Nach Auffindung der Winkel Q und ¢ werden die Argumente der Breite
u, % durch die Formeln

tangt =

tang (A — Q)
cost Y

tang (¥ — Q)

tanguw = ;
g COS 1

tangy ==
ermittelt, die im ersten oder zweiten Halbzirkel zu nehmen, je nachdem die
entsprechenden Breiten nordlich oder siidlich sind. Diesen Formeln fiige ich
noch die folgenden hinzu, von denen man, falls es beliebt, die eme oder
andere zur Priifung der Rechnung brauchen kann:

cosu = cosfBcos(A—Q),  cosu = cosf3 cos(A —R);
: sin ! sin '
BIDY = — ﬁ, smu’:—.—ﬂ.;

s1n sS1me

e = sin (A2 —2Q)) cos fcos '

sin (A’ —21) cos B cos '
cos? 4 '

sin (¥ —u) = s

111.

Nehmen wir zweitens an, dass die beiden Orte gegeben seien durch
ihre Abstinde von drei, in der Sonne unter rechten Winkeln sich schneidenden
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Ebenen.  Bezeichnen wir diese Abstinde fiir den ersten Ort mit z, ¥y, z,
fiir den zweiten mit «', ¥, 2, und setzen voraus, dass die dritte Ebene die
Ecliptik selbst sei, dass aber die positiven Pole der ersten und zweiten Ebene
in der Linge N und 90°+ XN liegen. Dann wird nach Art. 53, wenn man
die beiden Radien Vectoren mit 7, 7' bezeichnet, sein:

x = reoscos (N—Q) -7 sinusin(N—Q) cos
y = rsinucos(N—Q) cosi—rcosusin (N — Q)
z = rsinusini
' = ' cost cos (N—Q) 47 sinw sin (N— Q) cos ¢
7 sinw’ cos (N—Q) cost—1' cosu' sin(N—Q)

— 7' sinw'sin?.

8
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Daraus folgt:
2y — y2' = 7' sin (W' —u)sin (N—Q) sint
a7 —za = rr'sin (W —u) cos (N—Q)sin¢
xy —ya' = rr'sin (W' —u)cos .

Aus Combination der ersten mit der zweiten Formel bekommt man N—¢, und
7' sin (v'—w)sind.  Hieraus und aus der dritten Formel erhdlt man ¢, und
rr' sin (' —u).

Insofern der Ort, dem die Coordinaten «', y, z' entsprechen, als der
der Zeit nach spitere angenommen wird, muss % grosser als » werden. Falls
es deshalb iiberher bekannt ist, ob der zwischen dem ersten und zweiten Orte
um die Sonne beschriebene Winkel kleiner oder grosser ist, als zwel rechte,
so miissen 77sin(v' —u)sin¢ und 77'sin(w’—wu) im ersten Falle positive,
im zweiten negative Grossen sein. Es liisst sich daher dann N—@Q
ohne Zweideutigkeit bestimmen, und zugleich aus dem Zeichen der
Grisse ay —yx entscheiden, ob die Bewegung recht- oder riicklidufig ist.
Umgekehrt lisst sich, falls die Richtung der Bewegung bekannt ist, aus dem
Zeichen der Grosse ay —yx entscheiden, ob #'—u kleiner oder grosser als
180" genommen werden muss. Wenn aber sowohl die Richtung der Bewegung,
als die Beschaffenheit des um die Sonne beschricbenen Winkels ginzlich un-
bekannt ist, so kann man offenbar zwischen dem aufsteigenden und nieder-
steigenden Knoten nicht unterscheiden.
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Uebrigens sieht man leicht, dass, sowie cos? der Cosinus der Neigung
der Bahnebene gegen die dritte Ebene ist, so sin(V —Q)sin¢ und cos(N—Q)sin¢
respective die Cosinus der Neigungen der Balmebene gegen die erste und
zweite Ebene sind; sowie dass rsin(s'—u) die doppelte I Liiche des zwischen
den beiden Radien Vectoren eingeschlossenen Dreiecks, und dass endlich
2y —yi, a7 —za', wy —yx die doppelte Fliiche der Projectionen desselben
Dreiecks auf die einzelnen Ebenen ausdriickt.

Qohliesslich kann offenbar die dritte Ebene statt der Ecliptik auch
jedwede andere Ebene sein, wenn nur alle Grissen, die durch ihre Beziehun-
gen auf die Ecliptik definirt sind, ebenso auf diese dritte beliebige Kbene
bezogen werden.

112.

/!

Es seien o/, 3, #' die Coordinaten eines dritten Orts, u" dessen
Argument der Breite, ' der Radius Vector. — Dabei sollen die Grossen
77 sin (u'—u), rr'sin(w’—wu), 71”'sin(w'—w), welche die doppelten Dreiecks-
fliichen zwischen dem zweiten und dritten, dem ersten und dritten, dem ersten
) )
und zweiten Radius Vector sind, resp. mit n, 7’ 7' Dbezeichnet werden. Man
7 1 b) il
wird daher fiir @', 7', #' Hhnliche Ausdriicke haben, wie die in dem voran-
ehenden Artikel fiir z, y, z und 2/, y, Z gegebenen, woraus sich mit Hiilfe
) 5} ) 7 g )

des Satzes I, Art. 78 leicht folgende Gleichungen ableiten lassen:

0 = nw—una +n'z"

0 =ny—ny +n'y'

0 = ng —n'Z +n'"2".
Es seien nun die jenen drei Orten des Himmelskorpers entsprechenden
geocentrischen Lingen o, ¢, o' und die geocentrischen Breiten 3, 3, 3';
die auf die Ecliptik projicirten Abstinde von der Erde 0, 0% 0"s  ferner: die
entsprechenden heliocentrischen Léngen der Erde L, L, L'; die Breiten
B, B, B', die ich nicht = 0 setze, sowohl um auf die Parallaxe Riicksicht
nehmen, als um, falls es beliebt, statt der Ecliptik irgend eine andere Ebene

wihlen zu konnen. Enmdlich seien D, D', D" die auf die Ecliptik projicirten (128)
20~
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Abstinde der Erde von der Sonne. Wenn man sodann z, y, z durch L, B,
D, a, 3, & ausdriickt, und in #hnlicher Weise die auf den zweiten und dritten
Ort sich beziehenden Coordinaten, so nehmen die vorangehenden Gleichungen
folgende Gestalt an:

[1] 0 = n(d'cos e+ Dcos L)—mn' (0" cos & 4+ D' cos L) +n" (0" cos &’ + D" cos L")
[2] 0 =n(dsine~+D sinL)—n'(d'sine’ 4 D'sin L') 4" (8" sine” + D" sin L")
[8] 0 = n(dtang 3+ Dtang B)—'(0"tang '+ D'tang B')+ " (0"tang 3'D"tang B").
Falls hier e, 3, D, L, B und die analogen Grossen fiir die beiden iibrigen
Orte als bekannt angesehen, und die Gleichungen mit 7, oder 7/, oder ="
dividirt werden, so bleiben fiinf Unbekannte iibrig, von denen man also zwei
eliminiren, oder durch zwei beliebige die iibrigen drei bestimmen kann. Auf
diese Weise bahnen jene drei Gleichungen den Weg zu sebr vielen wichtigen
Ableitungen, von denen ich einige der vorziiglichsten hier entwickeln will.

113.

Um nicht durch die Linge der Formeln iiberladen zu werden, gebrauche
ich die nachfolgenden Abkiirzungen. Zuerst bezeichne ich die Grosse
tang sin (¢ — ') 4 tang 3 sin (0 — &) 4 tang 3" sin (¢ — )

mit (0.1.2). Wenn in jenen Ausdruck fiir die einem jeden geocentrischen
Orte entsprechende Linge und DBreite, diejenige Liinge und Breite substituirt
wird, welche einem jeden der drei heliocentrischen Orte der Erde entspricht,
so werde ich in dem Zeichen (0.1.2) die dem ersteren entsprechende Zahl

mit derjenigen romischen Zahl vertauschen, welche dem zweiten entspricht.
So z. B. soll das Merkzeichen (0.1.I) die Grosse

tang 3sin (L' — o) 4 tang 3’ sin (¢ — L) 4- tang B'sin (&' — )
ausdriicken, und das Merkzeichen (0.O .2) folgende:
tang 3sin (¢’ — L) 4 tang Bsin(¢— ") 4 tang 3" sin (L— «).

Auf dhnliche Weise veriindere ich das Merkzeichen, falls in den ersten Ausdruck statt
zweier geocentrischen Lingen und Breiten irgend zwei heliocentrische der Erde



Relationen zwischen mehren Orten im Raume. 157

substituirt werden. Wenn zwei Lingen und Breiten in denselben Ausdruck
eingehen und nur unter sich vertauscht werden, so muss man auch in dem
Merkzeichen die entsprechenden Zahlen vertauschen. Dadurch wird aber der
Werth selbst micht verindert, sondern es wird nur aus dem positiven ein
negativer, aus dem negativen ein positiver. So z. B. wird

12— 2 ) =(1.2:00——(1.0.2=(2.0.1)=—(2.1.0).

Alle o entstehenden Grossen lassen sich also auf folgende neunzehn zuriick-
fiihren:

e s O 01D, 0110, (0.0.2), (0.5.2), (0,IL.2) (129
N e 12, 0.0, 0.0.11, (0.1.1), (1. 0.1,
WO MNP T I, (2.0.1),'(2.0.101), (2.1.11), welchen als: zwanzigste
hinzutritt (O .I.II).

Uebrigens lisst sich leicht zeigen, dass diese einzelnen Ausdriicke,
wenn man sie mit dem Producte aus den drei Cosinussen der eingehenden
Breiten multiplicirt, dem sechsfachen Volum einer Pyramide gleich werden,
deren Scheitel in der Sonne liegt, deren Basis aber das Dreieck ist, welches
von denjenigen drei Punkten der Himmelskugel gebildet wird, die den in
jenen Ausdruck eingehenden Orten entsprechen, wobei der Halbmesser der
Kugel = 1 gesetzt wird. So oft daher diese drei Orte in demselben grissten
Kreise liegen, muss der Werth des Ausdrucks = 0 werden. Da dies nun bei
den drei heliocentrischen Orten der Erde immer Statt findet, wenn man aaf
die Parallaxen und die durch Storungen entstandenen Breiten der Erde keine
Riicksicht nimmt, d. h. wenn man die Erde in die Ebene der Ecliptik selbst
setzt, so wird unter dieser Voraussetzung stets (O .I.II) = 0, welche Gleichung
identisch ist, falls als dritte Ebene die Ecliptik selbst genommen wird. Sobald
iibrigens sowohl B, als B, als B’ =0, so werden alle jene Ausdriicke, mit
Ausnahme des ersten, viel einfacher; denn dieselben werden vom zweiten bis
zum zehnten aus je zwei Theilen zusammengesetzt sein, vom elften bis zum
neunzehnten aber aus einem einzigen Gliede bestehen.
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114.

Multiplicirt man die Gleichung [1] mit sine’tang B'—sin L' tang 3", die
Gleichung [2] mit cos L' tang 3'— cos o' tang 5", die Gleichung [3] mit sin(L'—0"),
und addirt die Producte, so erhiilt man:

4] 0 =mn {(O.Q.II)J—}—(O.Q.II)D} . {(1.2.II)(F’—{—(I.2.II)D’},

und auf ihnliche Weise, oder bequemer durch alleinige Vertauschung der
Orte unter sich:

] 0 =nf0.1.00+4(0.1.0) D} 4+ = {(2.1.00"+(I.1. DD}

[6] 0=n{1.0.0)0'+(I.0.0) L {(2.0.0)J”-}—(II.0.0)D”}.

Wenn daher das Verhiiltniss der Grossen m, % gegeben ist, so ldsst sich mit
Hiilfe der Gleichung [4] aus O die Grisse o' bestimmen, oder 0 aus d', und
o in dhnlicher Weise aus den Gleichungen [5] und [6]. Aus Combination der
Gleichungen [4], [5] und [6] entsteht folgende:

7 (042, Hys 450 . 2. XyD (1:0:0)¢ Sl 0. Q) B
J @1 D05 (0 T lD | (12 100 L (052 D
—

1.1y 8 -(L.1.0) D"
0.0)0 - (I[.0.0) D"

@.
e rn

mittelst welcher man aus zwei Abstinden des Himmelskérpers von der
Erde den dritten bestimmen kann. Es liésst sich aber auch zeigen, dass
diese Gleichung [7] identisch, und daher zur Bestimmung eines Abstandes
aus den beiden iibrigen unbrauchbar werde, sobald

B—05 5 &
und
(130) tang 3’ tang 3" sin (L — e)sin (L"— L)
+tang 3" tang 3 sin (L' — o)sin (L —L") 1 = 0.
+ tang 3 tang 3 sin(L'—«")sin(L'— L)

Von dieser Unzutriiglichkeit frei ist folgende Formel, die sich leicht
aus den' Gleichungen [1], [2], [3] herleitet:



Relationen zwischen mehren Orten im Raume. 159

8] (0.1.2)000"+(0.1.2)D&d" 4+(0.1.2)D'3"+(0.1.IND"dd'+
(.0, I D D'8+(0.1.IDDD'&+(0.1.2) DD+
(0.I.IDDD D' = 0.

Multiplicirt man Gleichung [1] mit sine'tang’ —sine” tang/3’, die
Gleichung [2] mit cosetang 3’ —cosd tang 3", die Gleichung [3] mit sin(¢"— )
und addirt die Producte, so erhilt man:

[9] 0=={0.1.2)0+(0.1.2)D}—n'(I.1.2)D +»"(II.1.2) D"
und ebenso

[10] O———n(0.0.Q)D—n’{(O.l.2)§’+(O.I.2)D’}+n”(O.II. 2) D"
[11] O=n(0.1.Q)D—n’(O.1.I)D’+n”{(0.1.2)()‘”—{-(0.1.11)1)”}.

Mit Hiilfe dieser Gleichungen lassen sich aus dem bekannten Verhiltnisse
zwischen den Grossen 7, 7, #' die Abstinde d, J', 0" bestimmen. Dieser
Schluss gilt jedoch nur im Allgemeinen gesprochen und leidet eine Ausnahme,
sobald (0.1.2)=0 wird. Denn es lisst sich zeigen, dass in diesem Falle
aus den Gleichungen [8], [9], [10] nichts anderes folgt, als die nothwendige
Relation unter den Grissen 7, %, #', und zwar aus den einzelnen dreien
die niimliche. Analoge Finschrinkungen in Beziehung auf die Gleichungen
[4], [5], [6] werden dem erfahrenen Leser sich von selbst darbieten.

Uebrigens sind alle diese hier entwickelten Schlussfolgerungen un-
brauchbar, sobald die Ebene der Bahn mit der Ecliptik zusammenfillt; denn
wenn f, g, f/, wnd B, B, B’ alle =0 sind, so ist die Gleichung [3]
identisch, und mithin auch alle folgenden.



