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�
���� �
�$��� /�������'�
���
 �
�� ��
��������& -�� 	��� ��
����
�� ��
�� ��� ��������
������� �� ��� ������ �
���������
��� 9�
����
������ 
�������
� �� ����
 	��� ������
��

=@
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�

�
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��������� A&=K /�������'�
���
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&�
�

��

��������� A&@K ���������'�
���
�� ��� ��� ���� %���
���� ��� �������

���������'�
���
 +���& A&@,& 9����
� ��� ��� ��� 2�
������ ��� 4���
��� ��
 ���'�
��
��
	�
����� ��� 2�
#������ 	�� 2�
���'���������
��� +���
 �&/& .�������, �
����������
��� ��
 ����
��� ��
 9�
���'�����
��������� ��� 7���
���� ��
����
� %'����� �� ���
2�
������ ��
 /����� ��� ���������'�
���
 ����
����&
-�
 9�
�����
�
�� ��
�� %�
������ +����� B�'���� A&=, �����
� ��� #����������� /���
�
�� ��
 L���������� ��� ���
������� 2�
������� ��
 �3����������� ��� ���� ����

����� ��
 9�
��������� �� ��
 8���� +����� B�'���� A&>, ������
 ����
����� #�
���&

=A



 �� !"��
�
����

-�
 
������ ��� ���'�
���
������ ϑ(x, t) ������ ��� �
����� ��� ���
����
���'�
��
��
�� 9�
��������� �� ����� 7���
��� ��
 N=O� #���� ��� ���'�
���


ϑ = T − T0

��
 -�3�
��� ��� ��
 ���
���(��������� ���'�
���
 T ��� ����
 /��������'�
���

T0 ����'
����& -�� 9�
����
��������

dq
dt
��� ���
 ��� ����
������������ 9�
���������

������� λ '
�'�
������ ��� 
�������� ������ ���'�
���
������� �&�&

dq

dt
= −λ �
��ϑ(x, t) . +A&>,

�� ����������� :��� ��
 ��������
�� ���������������� 9�
��������� �#������ �#�� '��

������� I��
5����� ��� ��� ���'�
���
�� ϑ1 ��� ϑ2 ����� ��� �������� +A&>, ��
 ���
9�
����
��

d q

dt
=

λmAm

δ
(ϑ2 − ϑ1) .

-���� ���� λm ��� ������
� 9�
���������������� Am ��� ������
� :����� ��� E��
������
��� δ ��
 ������� ��
 ������ I��
5�����&

:�
 ��� 7�������
��� ��
 9�
��������� �� ��
 �3����������� 
����� ����� �������� /��
���
������ ����� ���& /�
���� ��� ��������� 2�
������ �� ��
 
����� ������ ����� ���� ���
	�
�$��
��
 9�
�����
�
�� �&/& �#������ ������ ��� 2�
���'�������� � ���� /����
���
���� ��
 ����������
�� 2�
����� ��� ��
 9�
��������� ��� ���� ��������� ���#�����&

�

�
� �

��������� A&AK ����������
� 9�
��������� +"���
���,

�� ����������� :��� ��� 	�� ��	�� %���� ����
������� ��������� ������������ "���
����
+���& A&A, �
���� ���� ���� 	�� ��
 ��	�� I
�����
������ ��������� ���'�
���
	�
����
���� ϑ(x, t)& ��� �������� +A&>, ����� ��� �������$
��� '�
������ -�3�
���������������

∂ ϑ

∂t
= a

∂2ϑ

∂x2
+A&=,

���

a =
λ

cρ
,

#���� ��� 9�
��������������� λ� ��� �'���0���� 9�
����'������ c ��� ��� -����� ρ ���
E��
�
������������� ��� �������� ���������� #�
���&
-�� -�3�
��������������� +A&=, ������� ����
 ��
 ������� ��
 ����������������

ϑ(x, 0) = 0

=C



�� /�����
���� ��� ���������� 1$����

θ(x, s) = C1 e
−
√

s
a
x + C2 e

√
s
a
x

���
θ(x, s) � � ϑ(x, t) .

/�
����������� ��� ���� ��� ���������������

ϑ(0, t) = ϑ1 = �����& � � θ(0, s) =
ϑ1

s

���
lim
x→∞

ϑ(x, t) < ∞ � � lim
x→∞

θ(x, s) < ∞ ,

����� ��
 x = L ��� �'������� 1$���� �� /�����
����

θ(L, s) = e−
√

s
a
L ϑ1

s
. +A&@,

:���� ��� ϑ(x = 0, t) ��� ���������
$6� ��� ϑ(x = L, t) ��� ���������
$6� ���� ����
�'
���� ��
 ����
���

G�(s) = e−
√

s
a
L

��
 �
������������ E��
�
�������������� ��
 ����������
�� 9�
��������� �� �����
"���
��� +"�,& ��������� A&C ����� ��� ���'�
���
	�
����� �� ����
 %����� L = 1 ��
7���
�������
�� ��
 	�
��������� 9�
�� ��� .�
�����
� a& /�� -�0������ ��
 9�
���

� � � � � ( � � �  � � �
�

� � �

� � �

� � �

� � �
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&�
�

�

� ; �
� ; � � �
� ; � � � �

��������� A&CK ���'�
���
	�
����� +"���
���,

��
�������� q̇(x = L, t) ��� ���������
$6� �
���� ���� ��� E��
�
��������������

G�,q̇(s) =
λ√
a

√
s e−

√
s
a
L .

=F



�

� �

� �

��������� A&FK ����������
� 9�
��������� +8(�����
,

:�
 ��� /����
������ ��
 
���������(����
������ �3����������� ��� ��
 :��� ��� ���
������� ������������ ����������(�����
 ��� ������ R 	�� /�������� +���& A&F,& -��
��������'���� ��
 ��� /�
������� ��� ���'�
���
	�
������ ϑ(r, t) ������ ��� '�
�����
�� 9�
�����������-�3�
��������������� +A&>, �� 8(�����
�B��
�������� #���� ����
���
��
 ����������� ���������� ��
 ��� 
������ B��'������ �� ��
������������ ���K

∂ ϑ

∂t
= a

(
∂2ϑ

∂r2
+

1

r

∂ ϑ

∂r

)
.

7�� "���� ��� .
������������� N=� >DO

ϑ(r, t) = F (r)G(t)

�����

F (r)
dG(t)

dt
= a

(
d2F (r)

dr2
+

1

r

dF (r)

dr

)
G(t)

��#&
1

G(t)

dG(t)

dt
=

a

F (r)

(
d2F (r)

dr2
+

1

r

dF (r)

dr

)
. +A&A,

-�� ����� %���� 	�� �������� +A&A, ��� ��
 	�� ��
 8��� t ��������� ��� 
����� %����
��
 	�� ������ r& ���� ��������� ���� ��
 ���� �

����� #�
���� #��� ����� %�����
����
 B��������� ����'
�����& 9�
� ����� B�������� ������ −μ2 ��#����� ��
����� ���
������ +A&A, �� ���� ��#$������� -�3�
��������������� >&I
����� ��
 ��� 8�����������
G(t)

dG(t)

dt
+ μ2G(t) = 0 +A&C,

��� ���� /������-�3�
���������������

d2F (r)

dr2
+

1

r

d F (r)

dr
+

μ2

a
F (r) = 0 +A&F,

��
 ��� I
���������� F (r)& -�� ���������� 1$���� ϑ(r, t) ����� ���� ��� ��
 1$���� 	��
-�3�
��������������� +A&C,

G(t) = C̄1 e
−μ2 t

��� ��
 1$���� 	�� -�3�
��������������� +A&F,

F (r) = C̄2 J0

(
μ r√
a

)
+ C̄3 Y0

(
μ r√
a

)

=G



��������K

ϑ(r, t) =

[
C1 J0

(
μ r√
a

)
+ C2 Y0

(
μ r√
a

)]
e−μ2 t .

"��
��� ������� J0 ��� /������������� >&�
� ��� Y0 ��� /������������� =&�
� ��
 +-�0�
�������� ����� N>DO,& -�� B��������� C1 ��� C2 ������ �� �������� %��
��� ��� "����
��
 ��������������� �
������� #�
���&

-�
�� ��� :�
��
��� ����
 ��������� ���'�
���
 ��� r = 0 ���� Y0 	�
���#������
��
�� �����

C2 = 0 .

-�� �
��� �������������
ϑ(R, t) = 0

�����
� ��� ��������

J0

(
μ r√
a

)
= 0 ,

��� ����
��� ��
 /������������� >&�
� +J0, ��������� 	���� 1$������ μi +i = 1, 2, . . . ,∞,
�������& -�� ���
 ����������� �
������� �#���� �������������

∂ ϑ

dr

∣∣∣∣
r=0

= 0

����� ��� ��
 ��������� ���� ��
�� ��� 8(�����
�(����
�� ��
 9�
��5��� ��� r = 0
	�
���#����� ����&
-�� B��������� Ci ��
 �'�������� 1$����

ϑ(r, t) =
∞∑
i=1

Ci J0

(
μi r√
a

)
e−μ2

i t

#�
��� ����
 8����������� ��
 ����������������

ϑ(r, 0) = ϑ0 = 1

��������K

Ci =
2
√
a

μiRJ1

(
μi R√

a

) .

�� ��������� A&G ���� ��� ���'�
���
	�
����� ��� r = r1 = R/2 ��� 	�
����������
9�
��� ��� .�
�����
� a ��
��������& -�� ���#�
� ��� %(����� R��������� ����������
��
 8(�����
S ��� ��
 ���������
$6� ϑ(r = r1, t) ��� ���� �'
�������� 4���
��� ��

���������
$6� ϑ(r = R, t) 	�� 9�
� ϑ = 0 ��� ϑ = 1◦C ��� ���

ϑ(r1, t) = 1−
∞∑
i=1

Ci J0

(
μi r√
a

)
e−μ2

i t +A&G,

�������&

/�� ��
 
����� �3����������� ����� ;� ������� #������ ��������� ���
������ #�
�� ���
��
����#���� ��� /����
������ ��
 ����������
�� 9�
��������� �� "���
��� ���
 ��
8(�����
 ��
 �������������� L���������� 	�
#����� #�
���&

=D
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&� �

�

�
� ; � � �
� ; � � � �
� ; � � � �  

��������� A&GK ���'�
���
	�
����� +8(�����
,

 �� !"��
����#���

�� :�������� #�
� ��� ��
 ��� 	�
�������� ���������������� 
���	���� ����
�� ��
 9�
�
����
������ ��������������� N=� =A� =CO& ��������'���� ��� ��� :������������� dA ���
��
 I��
5����� ��� ��� %�
�������5��� +%�
���������������� 9�
����
��, dΦ �� �����
"���
��� �������
�& -�� �'���0���� �����
������

M =
dΦ

dA

#�
� ��
�� �����
����� ��
 ��
�������� �'���
���� %�
��������� L(λ, ϑ, ϕ, T ) ���
 ���
�������� "���
��� +"�, ��������& -�� ����
�������
������� r ��
 %�
������ ����
��� "���� ��
 9����� ϑ ��� ϕ �����
����� #�
��� +���& A&D,& -�� �� ��� "���
���

�

�

�

� �

�

��������� A&DK B�������
�������

����
������ �'���
��� �'���0���� %�
������

Mλ(λ, T ) =

∫
�

Lλ(λ, ϑ, ϕ, T ) cos(ϑ) dΩ

=?



��� ���� :������� ��
 9���������� λ ��
 ������������ %�
������ ��� ��
 ���
���(���
������� ���'�
���
 T ��� %�
����
�& -�
 :����
 cos(ϑ) ����� ��� ��
 -�0������ ��

%'���
�������� ������� ��� ��� .
�;������ ��
 :����� dA ����
���� ��
 %�
���
��������
��� dΩ #�
� ��
 ����#����� ����������& ���� #����
� �����
����� ���
 ��� ��������
9�������������
���� �����
� ��� �'���0���� �����
������ M(T )&
9��� ��� �'���
��� %�
��������� L(λ, T ) ����� 	�� ��
 �������� �������� �� ����������
��� ��� %�
����
 ��� ��3���� %�
����
 ��#& 1����
��%�
����
& -�� %�
������
��� �&�&
��� %�
��������������� ������� ��� ��� ����
������� :����� ��� ��� ����#������ ���
����� �������� 	�� cos(ϑ) +B�������2�
�������,&
������ ���� ���� ��� /���
������
�� ��#& /���
��������� ��
 ��� :������������� dA
��������� #�
���& /���� 
$6�� ������ ��
 ���
 	�� ��������#����� ��� ��
 9���
�������� ��
 �������
������ 9�
�� �� � ��� ���'�
���
 ��
 ����
������ :����� �'����
����� �����&
-�
 ��
������� �'���
��� ����
'������
�� a(λ, ϑ, ϕ, T ) �����
���� ��� 	�� ��
 :�����
����
���
��� /
������� ��
 ������������ %�
������� ��
 ��
������� �'���
��� ��5�)�����
�
��

r(λ, ϑ, ϕ, T ) = 1− a(λ, ϑ, ϕ, T )

��� 
�5�����
��� ������&
��� ��
 ��� ����
'������
�� a(λ, ϑ, ϕ, T ) = 1 ��
 ���� ��������#����� ��� 9������������
�� �'
���� ��� 	�� ����� ���#�
��� B$
'�
& %����� ��� ���'�
���
� �� 	�
������� ����
��� 7�)���� ��
 �'���
���� �����
������ ���� ��� 9���<����� ����� �� ��������
������
�
 9�����������& :�
 ��� �'���0���� �����
������ ��� ���#�
��� B$
'�
�MS(T )
����� ��� ��
 %������/���������B�������� σK

MS(T ) = σ T 4

/�� 
������ ����� ���#�
��� B$
'�
� ��� ��� �'���0���� �����
������ �� ��� ����������
�
�� ε(T ) ��
���������� �&�& �� ����

M(T ) = ε(T )MS(T ) = ε(T ) σ T 4 .

-�
 ��
������� �'���
��� ����
'������
�� ������ ������� ��� ��� ��
�������� �'���
�
���� ����������
�� ���
���� ����

a(λ, ϑ, ϕ, T ) = ε(λ, ϑ, ϕ, T ) .

-� ��� ����������
��� 	�� 7���
���� ���� ����
'������
��� ���
 	�� ��
 ������������
%�
������ ��������� ������ ��� ��������� ���������� ��
 ����
 �������
�� /��������
���K

• ��� ��3�� ��
�������� I��
5����� ���� �'���
���
 ����
'������ ��� ����������
�
�� ������ +
������������������,

• ��� �
�� ��
�������� I��
5����� ���� ��
�������
 ����
'������ ��� ����������
�
�� ������ +#���������������������,

• ��� ��3�� ��� �
�� ��
�������� I��
5����� ���� �������
 ����
'������ ��� ���
�����
 ����������
�� ������ +
��������� ��� #���������������������,

@H



��� 9�
�����
�
�� ��
�� %�
������ ����'
���� �� �������� ��
 9�
��������� �����
���
������������ �#������ ����
 #�
��
�� ��� ����
 �����
�� :����� ��� �������
�&
8�
 /����
������ ��� 9�
������������� #�
��� ��� �� ��������� %���������
�� ���$�
����& -���� ����� ��� ��#��#��� ���� :����� 	�� ����
 ����
�� ��� ������� #�
��� �����
��#& #�� 	��� ��� 	�� ����
 :����� ����������� %�
�������5����� ��� ��� ����
� :�����
�����& ��������� A&? ����� ��� ���
����� �#���
 :������ ��
 /�
������� ��
 %��������

� � �

� �

� �
� �  �  

�  

�

��������� A&?K /�
������� ��
 %���������
��

��
��& 9��� ��� :������ ��3�� ��
������ ���� ���
 ��� :����� ��������6��� ���'�
���

�������� ��� ������� ��
 :����� ������� %�
�������������������� 	�
������� ����� ��
 ���
%���������
 F12 �#������ ��� :������ A1 ��� A2K

F12 =
1

π A1

∫
A1

∫
A2

cos(ϑ1) cos(ϑ2)

r2
dA1 dA2

��� ��
 %(����
�� ��
 �������������� /���������� ����� ��� ����'
����������������
��
 %���������
�� Fij� �&�&

A1 F12 = A2 F21 .

�������� ����'����#���� �#�� ���#�
�� :������ ��
� %�
����������
��� ���� ������ ����
��
 L����5���

Φ = Φ12 − Φ21 = A1 F12 σ
(
T 4
1 − T 4

2

)
���� #���� Φ12 ��� 	�� :����� A1 ��� :����� A2 �
�3����� 9�
��5��� ��
������& /�����

�  
�  

� �

� �

� �

� �

! �

!  

! �

��������� A&>HK �����������
 "���
���

N I��
5����� ����� ������������� "���
��� +���& A&>H, ���� ��� %���� ��
 %�����
�����
�� ������ ���� ����&

N∑
j=1

Fij = 1
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:�
 ;���� :������������� i ���� ����
 ���������� ��
 ����'
���������������� ��� ���
�
���������

Q̇i :=
dQi

dt
= Ai σ

N∑
j=1

Fij

(
T 4
i − T 4

j

)
��� i = 1, 2, . . . , N .

9�
� ����� ������� 	�� ��6�� ��
 9�
����
�� Q̇i �������
�� �
����� ��� ��������� �#��
����� ��� ���'�
���
�� ��
 ��������� :��������������& ���� M3���� �� "���
���
#�
� ��
�� ���� ���#�
� ��
������� :����� �
�����& -�� ���'�
���
 �����
 0���	�� :���
��� ��� ��
�� ��� ���'�
���
 ��
 	�� ��6�� ����
������� %�
������ �������&

9��� ��� :������ ����� ��� ���#�
� ��������� #�
��� �$����� �����
� ��
 �
����
1����
��%�
����
� ����'
������ ������ ���� ��� ����
������� ��5�)����� ��
��������
���� #�
���& -� ��� �
���� 1����
��%�
����
� ��
 ����������
'������
�� ������ ���
����������������
�� εi ���� ���� ��
 ��� ��5�)�����
�� ��
 :����� i

ri = 1− εi .

8�
 :�
�����
��� ��
 /���������������� #�
� ��� ��
 �'���0����� �����
������ Mi

��� ��� 
�5�����
��� ������ ��
 /���
����������
�� Ei ��� "���������

Hi = Mi + ri Ei

��0���
�� ��� ��� �������� 	�� ��
 :����� ����������� 9�
����
�� �������& 9�� ��


 � � � �

! �
" � � � �

� �

��������� A&>>K ���
��������� �� ��
 :����� Ai

��������� A&>> ��
��������� ������ ��� ���
���������K

Q̇i = Ai (Hi −Ei)

L��� ����������� ��
 /���
������
�� Ei ���� ��
 ��� 9�
����
�� �� ������������ ��

���� ����������� "����������� HiK

Q̇i =
Ai εi
1− εi

(
σ T 4

i −Hi

)
+A&D,

����
��� #����
�
 N ���������� ��� ��� %�
���������������� �#������ ��� I��
�
5�����

Q̇i = Ai

N∑
j=1

Fij (Hi −Hj) +A&?,

������ 2N ���������� +A&D, ��� +A&D, ��
 ��� ��������� N "����������� ��� N ���'��

���
�� ��#& 9�
����
$�� ��
 2�
������& -�� /�
������� ��� %�
������������������
����
 ���������� ������
������ ���
����� �
���
 1����
��%�
����
 ��� ���
��� �$������
������� ��� 	�
������� ���
����� ��
�� �������� :������ ;�#���� �������
 ���'�
���

�''
�)����
� #�
��� ����&
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 �� $
����	����%
�#���
�

-�� 2�
���'�����	�
������ ��� �� ��� �3����������� ��������� 7���
���� �'���� ��� ����
�
��� ����� ��� ��
 7�������
��� ��
 �������� /������������������& -�� �������� ����
���'�
��� ��� ����� ���� :������� ��
 ���'�
���
 ��� 2�
���'���������� TV &

14-45 ����!"�7��� 8��#� *�����9����$���

���6 ��� "�
���B�����7����� N>AO ��
 ����������� ������
�� ������� ;���� �������
���� �� ����� ��������������� 2������ V ��� ������� ����������� ��� ���� ���� ���
����� %��6 ��� ��
 /������
#��� ���
 ����� ����
�� �������� ����� 	�
����
�& L���
7�)#��� ��� /�������� N>AO ������ ���� �� 2������ ���� ��0���
�� ����#�����������
	�
������� ��
 �������� ���� #���� ��
 ��� ������
� ����#���������

c̄ =

√
8 k T

πmT

+A&>H,

����& "��
��� ������ k ��� /���������B��������� T ��� ���
���(�������� ���'�
���

+�� B��	��, ��� mT ��� ������������� ��
& �� ������������ �����
 ������
�� ����#���
������� ��� ��
 �������������� n ���� ��� :���������6
��� +9�����
��������,

jA =
N

A t
=

n c̄

4
+A&>>,

��������� #�
���� ��� ��
 ������ ��
 9�����$6� N '
� 9���5���� A ��� 8��� t
����'
���� N>AO&
/�0���� ���� ����� ��
 ��� ����$
����� �����
� ���� ��� ���������
�� .���� ��� ����
���'������ �� ��������������� ����� �� #�
� ���� ���
������� �����
 8��� ��� ����
�����
�� �������#���� �#������ 	�
���'������ �������� ��� #����
 ���������
�����
�������� �

�����& -�� ����������
�������� jK ��
 ���������
����� �������� ���� ����
��� �� /�������� +A&>>, �
������� #�
���& -�
 �� �������#������������ ��

�������
-
��� ��� ��
 �� �������� %������������'��
��� pS� ��� ����'
������� ��������������
#�
� ��� nS ����������& ����
 /�
������������� ��
 9��
�������������� σK � ��� ��
 ���
�������� #����
 ���������
�� �
���� ���� �����

jK = σK
nS c̄

4
.

9����
� ������ �� ��������
�� 8������ ��� ����������
�������� jV ��
 	�
���'������
�������� ��� jK ���
���� �&�&

jV = jK .

7�� "���� ��
 8���������������� ������
 ���

pS = nS k T

��� �������� +A&>H, ����� ��
 ��� 2�
���'�������
��������

jV = σk
pS√

2π kmT TV

,

@@



#���� TV ��� 2�
���'��������'�
���
 ��
������& "�

���� �� ����
 2����������
 ��

-
��� p� �� ���� ��� �
������ L�����2�
���'�����
��� jN ��� "���� ��
 /�������� 	��
"�
�� ��� B������ N>HO �
������� #�
���K

jN = σk
pS − p√

2π kmT TV

+A&>=,

-�
 %������������'��
��� pS ��� ���� :������� ��
 ���'�
���
 ��� 7���
���������
�������� ��� 2�
���'���������& :�
 ����� ��������� 4���
��� ���� ����6 ��
 T��������
T��'�(
�����������

dpS
dt

=
Δh

Δv

1

TV
.

����
 ��� ��������

• -�� �'���0���� 2������ Δv +2������ '
� 7����, ��� �� 5������� ��#& ������
8������ ��������
 ��� �'���0����� 2������ �� ��
 ��'���� 	�
������������

�����&

• �� ����$
����� 8������ ��� ��� �'���0���� 2������ ��
�� ��� �'���0���� ���
��������� RS ��� ��� ������ 8����������������

pS Δv = RS TV

�������&

• -�� �'���0���� 2�
���'�����#�
�� Δh ��� ���������� 	�� ��
 ���'�
���
&

���� pS ��� "���� ��
 :�
���

pS = p1 e
Δh
RS

(
1
T1

− 1
TV

)
+A&>@,

��
������ #�
���& "��
��� #�
� 	�
����������� ���� ��� .����� ���
����
����
� ��
��
��� ���'�
���
 T1 ��� ��� -
��� p1� ������� ��� +�&/& %�������'�
���
 TSiede ���
L�
����
��� pn,&
9�� ��������� A&>= 	�
���������� ���� ��� "���� 	�� /�������� +A&>@, ��� 
���� -��'��
�
�����
	� ��� 	�
#������� 7���
���� +���
 .������� N>?O, ���
������� ����� �������
������ #�
���&
7�� "���� ��
 ���������� +A&>=, ��� +A&>@, ���� ��� ��������� 4���
��� ��
 	�
���'�
������ 7����

dmV

dt
= σk

p1 e
Δh
RS

(
1
T1

− 1
TV

)
− p√

2π kmT TV

mT A +A&>A,

�����
����� #�
���� #���� A ��� 2�
���'�����5���� 
�'
�������
�& 8��������� ����� ��

-
��� p �� ��
 2����������
 �� /�
���� 	�� 10−7���
 +10−5.�, ��� ��� ���
���
��������
 ��� %������������'��
��� ��� 2�
���'���������
���� pS 	�
������������
&

@A



� � � � �  � 9 � � 9  � � � � �  � � � � �  

� � � �

� � � �

� � � (

� � � �

� � �  

� � � �

� � � " 6 5 & � �

��
�"
,
�&
� �

�

�
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� �

1 �

��������� A&>=K -��'��
��� 	�� .�������

14-4+ %���!  ��� #�� 8��#� *������� *������

-�� 7������ ��
 2�
���'��������'�
���
 TV ������ ���� �
�6� "�
�����
��
��� ��
�
�� ��� 7���
��� �� .��	�
��
� 	�
����� ��� ����� ��� ��
���� 7������ �� ��
 I��
�
5���� ��� 2�
���'���������� �
���#�
�& �� #�
��� ���
�
� �������� �� ��
 /��
����������������� 	�
�������� �� ��� ��� 2�
���'��������'�
���
 ��� ����� ���
��� 2�
���'�����	�
������ ������6�� �� �$���� +���& A&>@,K

+�, -�
���� .���������
��� �#���
 ���'�
���
�����
�� �� 2�
���'��������

+�, �������� ��
 7���� ��� ������� ��� ����� /����� ���'�
���
������� ��� ���
/���� ��� �� 2�
���'��������

+�, 2�
#������ ����� ������� /����
������ ���'�
���
������� ��� �#�� ��������
�
��������� %����� ��� /����
����� �� 2�
���'��������

� �� �

� 1 *

� 1 �

���

� �� �

� 1 *

� 1 �

���

� �� �

� 1 � � 1 �

���

��������� A&>@K ���
����� ��
 ���'�
���
�����
�� �� 2�
���'��������

�� ��� ���
������� ��� ��� ����� ���������� ���'�
���
�� 	�
�������� �� �$����
#�
� ��� %�����
�	�
���� ��
 2�
���'���� 	�� .������� ��0���
�K
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>& 2�
������ ��� 7���
���� ��� 30% ��� ��)������ "�����
���� ��� ��� ���'�
����

�� �� ��
 �3����������� ������
�� ��������
 ����

=& �
���
 ����	�
����K %'
����$
���� 4���
����� ��� "�����
���� ��� 50%� 30%
��� 0% ��� 7�)����#�
���

@& 2�
������ ��� 7���
���� ��� 30% ��� ��)������ "�����
����

A& 8#����
 ����	�
����K %'
����$
���� 4���
����� ��� "�����
���� ��� 90%� 30%
��� 0% ��� 7�)����#�
���

:�
 ��� ��������� ���
������� ��
 %����
�� #�
� ��� ;�#���� ��� ������������ ��

������'�
��� R 	�� ��
 2�
���'��������'�
���
 TV ���
������&
-�� ��������
� 2�
���'���� ����� #�� 	�
��� �������� ��� ��
 /�������� 	�� "�
��
��� B������ +A&>=, ����
 ��
 ������� ����
 �)'����������� %������������'��
����
B�
	� +A&>@, ������������ ������������ #�
���& 8������� ��� ��� 2�
������ ���
E��
�
������#���� �#������ 8���� ��� .
��� +B�'���� C,� ��#�� ��� 2�
������ ���
������'�
���������
� +B�'���� F, ����� ��
 ��� ��������
� ������'�
��� R0 ��
 �)'��
��������� 2�
����

R0(TV ) = c1
e
− c2
TV√
TV

+A&>C,

��� ��� ���������� 
$6�� c1 ��� c2& ����������� A&>A ��� A&>C ������ ��� ���������
��� ��
����
 .���������
��� ��
 ���'�
���
�����
�� �� 2�
���'��������& -�� ���'��
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 I��
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 ���'��

���
 TS ��� 	�� �����������
 	�
��������� ���'�
���
�����
� ��& /��� "���������
#�
� 8#��� +>, ��
��������� ��� ��� ��)����� ���� �

����� #�
� � ���� ��� ����������
����� ��� ������'�
��� R ���� 8#��� +=,&
-����� 2�
������ ��� ���� �� 2�
���� ��
 ���'�
���
 T�� �� �
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��������� A&>CK ��
���� 7�������� +=&����	�
����,
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� �� ����
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�
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��� ��
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��������� A&>FK 8��������
 2�
���� ��
 ������'�
��� +=&����	�
����,

/������
� ��3����� ��� ���� ��
 ������������� 2�
���� ���� �������� +��
� 	�
 ���
���������� �#������ i��� = 30% ��� i��� = 0% �� ���& A&>C,� ��
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�$
�����
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����� ��� %����
� T�� +���& A&>@+�,, ����3��� ��� ��

���� ���
 ����� /����������� ��� ��� I��
5���� ��� 2�
���'���������� ������ #�
�&
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�$
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�

� �
� 1 �

��������� A&>GK 7�������� ��� /���� +=&����	�
����,

-���
�� �
����� ��#��� ���� 7�������� ��
 2�
���'��������'�
���
 ���
 ��� ���������
�� I��
5����� ��� ���� ��� �����
�
 9�
��������� ��� ���'�
���
�����
& -�� ���
���
��
�������
��� 2�
����� +���& A&>G, #����� ��������6���
� 2�
���'�������
	�� ���&

��������� A&>D 	�
��������� ��� ���5��� ��� ��#������ /������
�������
� ��� ��� ����
�����'���� %����������� D� ��� ��� 2�
#������ ����� /������ ��� 4mm -�
�������


� � � � � ( � � �  � � � 8 � � � 9 � � � �
�
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�  �
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	 � " $ � � & � �

�
�"
�$

&�
�

�

�

� � $ $
� � $ $
� �  � $ $

��������� A&>DK -�����	�
������ ��� 	�
���������� /������

��
 ���� ��#�� ��
����
� %����������� �� 2�
������ ��� 2�
���� ���� /���� �����& ����
#����
� 2�
�
$6�
��� ��� /������
�������
� 
�������
� �� ����
 �$��
�� +Q, %������������
�� ����
���

• ��� 	��� ��
����
�� ����������
���� ��� /������ ���

@D



• ��
� �� 2�
������ ��
 �������� I��
5���� ��� .��	�
�� 	��� ������
�� /�������
�
5����

#�����
 9�
�� ������
���� #�
� ��� ����
�� �$��
� 2�
���'��������'�
���
�� ���
������'�
���� ����
����&

-�� 2�
�����
���� ��� 	�
���������� /������
�������
� ���� ��� 2�
������ ����� ����
��
 
�6���� ��� 2�
���'���������� ��� ��� 
�������� /�
������ ��� ������� 	�
�
���'��& �� ���� �� ����
����
� #�
� ���� #����
� ���
����� +���& A&>?, ���
�������
��� ��
 ��� 	�
���'������ �������� ��
 ��
�� ����� �������� %'��� �� ������
���
����
���� �$����& -�� �� �
�������� 2�
���'�������
	�� ��
 ��� =&����	�
���� #�����

� �� �

� 1 �

� 1 *

��� 0	��(�� ��� 3����
��	���

��������� A&>?K ��������� ��
 ������$3����

���
�� 2�
��
������ ��
 "(���
��� ���� ��� ��������'��� -���� +���& A&=H, ��������
��� �
��� ��
 	�
�������� ��������� ��
 ������$3���� �� ��
 ��& 25% ��
����
 ���
���� 2�
���� ���� ���������&

� � � � � ( � � �  � � � 8 � � � 9 � � � �
�

� �

� �

� �

� �

� � �
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� � �

� � �

� � �

	 � " $ � � & � �

�
�"
�$

&� �

�

�

$ � 	 � 
 - � � � � * � #
� � � � � 
 - � � � � * � #

��������� A&=HK 7�������� ��� ��������� +=&����	�
����,

8��������� #�
� ��
 ��
�� ��� M3���� ����
������ 7�������
�� ������� ��� -��'�
���
��� �#������ ��
 I��
5���� ��� 2�
���'���������� ��� ��
 ��������� ��
����������

@?



#���
�� ���� �������� ���'�
���
����
����� ����� ����
� ��� ��� ���� ���#�
���&

�� �����
 �
���� ���� ��
 ������ ��
 �3����������� ����� 	�
����
� #�
��� � ��
 	�
���
������� ������ ��� ��������� ��
 ������$3���� ���� ���
 ��� ��������'���� ��
 ���
���#������� ����
 	$���� ����� 8�����������
�� ������&

-�� ������ ���'�
���
	�
������� ���
 ��� I��
5���� ��� 2�
���'���������� ����
��� "���� ����
 9�
����������
� ����������� #�
���& "��
�� �
����� ��� 7������
��� �3���
 2����������
� �� ��� %����������
 ��
 B����
 ��
 ��� 9�
����
������
����
�������� ����& 8��������� #�
� ��� %����
�'����� ��
 ��������� ��
 %�
������
	�
#������ ������ ��
 ������� �������
���� ��� ������� �������
 ��� ��� �������� ��
��
��� %'����� ����� #�������������������� 2�
����
��� ��
 9�
����
������ ����
���&
-�� ����������� A&=>+�, ��� +�, ������ �('����� 9�
��	�
��������� �� 	�
����������
8���'������ t #��
��� ����� �������	�
������& -�
 ���
� ������
��� ��0���� ���� ��

��� t = 69 s ��� t = 117 s

��� t = 174 s ��� t = 192 s

��������� A&=>K 9�
�������


��������� A&=>+�, �� ����������� �� ��������� A&=>+�, �� �
����������� ��6����
����&
-�� 2�
���'�������� #�
� �� ��� 
�������� /�
������ �������� ���6�
 +�� ������
2�
���� ��� �� 20◦C, ��� �� ��
 7���� ��� �������& /��� E��
���� �#������ ������
������ /�
������ ��� ��
� ��
�� ��� '��	�
�$
���� ������ ��� 2�
���'���������
����
R���$
���S ���'�
���
	�
����� �
���������& -�� 9�
��������������� 	�
���������� ���

�����	�� 4���
����� ��
 ���'�
���
 ������� ��
 2�
���'��������
5���� �� ���'��

���
��
���� 40− 100◦C&
�� ��� �� �
#�
���� ���� ����� ��������� ���'�
���
	�
������� ���� ���� /��
��� ��

8���� �� 2����� ���� ���
��
 ���������� ����� ���� ��� ���
 ����
������ 9�
������

AH



���� ���
 ��� 1��� ��#�� ��� B��	������ 	�
������������
 ���&

-� ��� ���'�
���
 �� ��� 
�������� /�
������ ��� ������� ����
 �$��
 ��� �� ���
��
�� ���� 	�
���'�� 	�� ���
 ��� ��
 
�6���� ��� 7���
����& 8�
 ���������������
�
������� �����
 2�
���'��������'�
���
 #�
� ��� ��� �#�� %����
�� T�� ��#& T��
���������
 /����
��� ���������� +���& A&>@+�, ��� A&==,& -����
 ���� #�
� �� ��� 2�
�

��������� A&==K ��������
��� ��
 7������ ��� /����
���

���'���������
��� 	�
������ �� ��� 2�
���'�����	�
������ �$������� #���� �� ���
���5����� ��� ��� ������������ ���'�
���
 �� ��
 2�
���'�����5���� �� �
�������&
�('����� 8������������ �#������ 2�
���'��������'�
���
 ��� ������'�
��� ����
�� ��� ����������� A&=@ ��� A&=A ���������&
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&� �

�

�

� �
� 1 �

��������� A&=@K 7�������� ��� ���� +>&����	�
����,

�
���� ��
 ������
� 4���
����� ��
 "����������� ��� +>&����	�
����, ����� ���� 2�
�
���'�������
	� ��� ���
 �������
� �� 7���
������� ����
�������
 "(���
���� ��� ���
��� ���� �������� L���������� ��
 ������'�
��� ��� ��� �)'����������� 2�
���� ����
�������� +A&>C, �
�����&
4���
� ���� ��� "����������� ���
 ���
� +=&����	�
����,� ��� ��� ������� ��������
�

2�
��������� ����� ���
 ��
������
���� ��� ����
��� ��
 "(���
��� ���� ����� ��� �
���
L���
��� ����	��� +���& A&=A,& ��� ��������������
 %���� ������ ��� ���
����� ���

A>
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&� �
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�

� �
� 1 �

��������� A&=AK 7�������� ��� ���� +=&����	�
����,

/����
��� ���
 ��� /���� ��
 �
������� ��
 2�
���'��������'�
���
 ��
� ��
 "(���
��
���3��� ���� �� ������ ��
 ����
������� ��� ����������
�� 2�
���'�����	�
�������
������������ #�
���&

14-4- ������!"�7��� 8��#� *�����9����$���

��� ���� '�(��������� �)���� 7������������ ��� ����������
�� 2�
���'�����	�
�������
��� "���� ��
 L������������#���������
���(����� #�
� ���
 	�
�������� �� ���� �� ����
'��)�� �������������� ����
����� ���
� ��� ����� ������������� �����
���#�
� �
�
������� �
���#�
�& E��
���� ��� ��� /����
������ ��� 2�
������� ��� .��	�
� +-�
�����
������� 9�
���������� &&&, ��� ��� /��������� ��
 �������$
����� .�
�����
 '
��
����������& �
��� ��� 2�
������ ��� 7������� ��
 L������������#���������
���(�����
����� #�� �� ������ ��������� �������� ��� ����������
� 2�
���'�����	�
������ ���
���
����� ����� �����
����� #�
���&

��� ����
����	�$���� ���� ���
 ���� 
��� ��
���� �
#����
��� ��
 ��� ��� ��������
��
/��
��������� ��#������� :������� R0(TV ) +����� �������� +A&>C,, �
������& -��
�� #�
��� �������� ��
 ��� ������������� /��
��������� ��� 7����
�������� ��
 2�
�
���'��������'�
���
 TV ��� ������'�
��� R ��
�� �#����� ������ ��3�
�����
��
�
%'����� �''
�)����
�� �� ���� ��
 ��� ����������� �����
 :��������� ��	�
������� 2�
�
����� �� �
������&
-�� �)'���������� L���
��� ���� �������� +A&>C, ��� ��
 L���������� ��
 ���� ���
���
������ ������� ���� ����� ����� ���
�� 4���
����� ��
 2�
���'��������'�
���
 �
���
��� +����� �''
�)������� ��� >&����	�
������ �� ���& A&=C,& /�� ���
��
�� 4���
�����
+=&����	�
���� �� ���& A&=C, ����� ���� "���������� �&�& ��


d TV

dt
> 0 ,

A=
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%�
&� �
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� � � � � �  � � � * � �
� � � � � �  � � � * � �
� 	 � 	 � � � = �

��������� A&=CK �''
�)������� +��������
,

��� 2�
���'�������
	� ���
���� ��
 ��������
�� L���
���� ���� ��������

d TV

dt
< 0

��
����
& ��� ������ #�
� �������6

R(TV ) = R0(TV ) + c3
d TV

dt
Ψ

(
TV ,

d TV

dt

)

��#����� #���� ��
 ��� :������� Ψ 	�
��������� �������� .�����
������������ ��#&
������� ��� �)'������������������ ��#���� #�
���& -�� ������������ �
���� .�
�����
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3 � � � * � #
� 	 � 	 � � � = �

 � � � � A � � �

 � � � � A � � �

��������� A&=FK �''
�)������� +�
#����
�� �������,

A@



+�&/& c3, #�
��� ��� "���� ����
�����
 I'�����
������������ ����
 7������
��� �����
*���
�������� ����
���
���� ��� ��� 7�������� ��������&
:�
 ���� ��#������ ������� 	�
������ ��� 2�
���'�������
	�� �� ��
 L��� ����
 ��

�� ��������� A&=F �
�� ��� ���#�
� ��
���������� 2�
�����& 7�� �����
 ��
 ��#������
:��������� ����� ���� ���� �� ��� ���������� B�
	�� ����
������ T��
����
�������
����
 ������	�� %������� ���
 ����� �
$6�
�� ���'�
���
��
���� ���� �

������ ���
�������)����� ��������& -�� ����������
� 2�
������ ��� 2�
���'���������� ����
����� ����� ��� ����� �
#����
��� ������ ��
 ��� 2�
���'���� ��� ��
 �� /����
���
���������� ���'�
���
 ��
������ #�
���&

-�� ����������� ������	� %������� ���� �

������ ��� �������)����� ���� ���
 ���
��
�� �
���
� #�
���� ���� ��� ��� ��� /����
��� ��������� ���'�
���
 TV,���� �����
��
 R�������������S 2�
���'��������'�
���
 TV ����'
����&
9�� ��� �� ��� 9�
��������������� +���& A&=>, ��
���������� ���'�
���
	�
�����
���
 ��� I��
5���� 	�
����������� �
��� ��� ������������� 2�
���'��������'�
���
 ��
��� 
�������� /�
������ ��� ������� ���& ����
��� ��� �����
����	�� �������� ���
������� ��� ��
 /���������
������ ��
 /���������� ��
 ���'�
���
�����
�� ��� ���

���� ���� #����
� ������
��� ��
 %����
�� �� ��� ������
��� ����� �$������ ����
����� ���
������� B������ ��� ������ ��
���������&
-�� R������������S 2�
���'��������'�
���
� ��� �#������ ��� /����
��� ��� ��� ����
���
��� ����
���� ���� ����
 ��� 
�����
������ 9��� ��� ��
 ���������� ���'�
���

TV,���� ��
������ #�
���& -��� #�
� ��� ����������
� 9�
��������� �� ������ �����
��
�� �(�����
�(����
������ ������ ����
�����& 1��� B�'���� A&> ���� ��
 ��� %'
����
���#�
� ����� ����� %(�����

h(t) = 1−
∞∑
i=1

Ci J0

(
μi r√
a

)
e−μ2

i t .

%�� ����� ���� ����
����#���� ��
�� ��� %'
������#�
� ����� %(����� ��� ���
�����

��������
 E��
�
�������������� ��� ������� ζ3 ��
 :�
�

G��
(s) =
ζ1(

s
ζ2
+ 1
) e−ζ3 s +A&>F,

�����
����� +���& A&=G,& :�
 ������ %(���� �$���� ��� .�
�����
 ��
 9�
���������
�������
 �������� ��� %����������� ��������
 ��
�������
� #�
���& -�� .�
�����
 ζ1
��� ζ2 ��
 ����������
�� 9�
��������� �#������ TV ��� TV 	���� #�
��� ��� �����

������ I'�����
������������ ����
 /�������� ����� *���
�������� ����
���
�����
;�#���� ��
 	�
��������� 9�
�� ��
 ������� ζ3� �
�������& -�� �� ���������� .�
�����

#�
��� ��� ��
������ 	�� TV,���� �� TV 	�
#�����& 9�� �� ��������� A&=D ��������
	�
������
� ���� ��
�� 2�
#������ �����
 ��
�������� 2�
���'��������'�
���
 ���
"(���
��� ��
 2�
���'�������
	� �
�������&

-�� ����������
� 2�
���'�����	�
������ ��
 ���
 	�
#������� �
��������� 7���
���
���� ���� ����
 ��� "���� ��
 ��� ��� ��������
�� /��
��������� ��#������� �)'��
���������� L���
��� �����
����� #�
���� ����
� ��
 ��� R������������S 2�
���'������
���'�
���
 	�
#����� #�
� N=DO& 7������� ��� ��� /�
���� ��
 L������������#������
���
���(����� ���� ���
 ����� ���#�����Q
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��������� A&=GK �''
�)������� ��
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3 � � � * � #
0 � � � � � � � 	
� 	 � 	 � � � = �

��������� A&=DK �''
�)������� +��
������� 	�� TV ,

 � &��
���
��� �
� '
��
 ��� &��
����

-�� ��������'���� ��� ��
 7������
�������� ������ ��� /��
������� ��
 �����������
9�
��5���� �#������ ��� ��������� ������ ��
 �3����������� +���& A&=?,� ��� 2�
�
���'�������� ��� ��
 2����������
& ��� ���������
$6� #�
� ��
 "�����
�� i����
��� ���������
$6� ��� ��������� 4���
��� ��
 	�
���'������ 7���� mV ����������& ��
����
�� ��
 �3����������� ���� �������� 9�
��5���� �� ��
������������ +���& A&@H,K

• 9�
����
������ �� ����
�� ��
 8���� +�#������ "������� ������� /���� ��� %���
��
, q̇���	�����

• 9�
����
������ �#������ /���� ��� 7����� q̇���	��

AC



� 1 7 $ � � � � 1

� �� �

� 3

� 0

��������� A&=?K �3����������� ��� %����
��

• 9�
����
������ �#������ 7����� ��� B����
 q̇���	��
• 9�
����
������ ��6�
���� ��
 8���� +�#������ ������� 2�
���'���������
���
��� B����
, q̇���	�����

• 9�
��������� �#������ ������ ��� 2�
���'�������� q̇�	��
• 9�
��������� �#������ ������ ��� %����
 q̇�	��

� �

� 
 	 � �

1 � � � � $ � ) � /
$ � 	 � � � � �

� � � # � �

� �

� � � � � �

� �

0 � � � �

� #

3 � � 	 � �

� $

C � $ $ � �

� 

. � � + * � #

� 


% � � � �

% � � � �

% � � � � & ' ( 	 �

% � � � � � � � 	 �

% � � � � $ 

% � � � � # $

%  � � �

� �% � � � � 
 �

��������� A&@HK 9�
��5���� �� ��
 8����

8��������� �
����� ��� 9�
��	�
���� ��
��

• ��� 	�
���'����� 7���� ṁV ���

• ��� ����
���� 9����
������� 	�� %����
� /����� 7����� ��� "������ q̇���
&

AF



8��������� �
����� ��� 9�
������
�� ��
�� ��� �����
����� "������ ��� ��
 "�����������

Pel = i2���RH(TH) ,

#���� RH ��� ����������
�� �����
������ 9���
�����

RH(TH) = R��
��� +R0

[
1 + αW (TH − T0) + βW (TH − T0)

2]
�(��������
�& R��
��� ����'
���� ��� 9���
����� ��
 8�������� ��
 8����� R0 ��� 9��
��
����� ��
 9���
���"���#����� ��� ���'�
���
 T0 +�&/& �������'�
���
,� αW ���
βW ��� �����
�� ��#& *���
�������� ���'�
���
���U������� 	�� 9���
��&
%������������� ��� ���� ��� ��
����
 9�
��5��� �#������ ��
 "������ ��� ��� 2�
�
���'�������� �� ��
������������� �� ��
 ��� ����������)�� ����
����� ������ ��
 ���
����������� %�
������ ����#���� �
���'�
��� ���& ��� ���� ��
 �������
������ "��������
���� �
��� ��
�� ��� ������ ��� ������� �� ��
��� ��� 2�
���'�������� �� ����
��
��
 8����& ����
��� ��
 '��	�
�$
����� ������ ��� 2�
���'���������� ��� ��
 �����
	�
�������� ���
 �
�6�� I��
5���� #�
� ���
 �� �
���
 L���
��� ��� ������� %�
���
���� ����
���
�& �������
� #�
� ���� ��� ���� ��
 	�� 2�
���'�������� ������������
9�
����
������ ��
�� ��� ������ ���� ��6�� �
���������
�& �� 7����� #�
� �����
 ���
����� �3��� 	�
�������� ��
�� ��� 9�
����
�� q̇���	� +���& A&@H, ��
����������� ���
��� ���������� 	�� ��
 2�
���'��������'�
���
 TV ����������& -�� ������
�����
"����������� Pel ����� ���� ����� ���

• ��� �������
�� B����������� δ1 Pel�

• ��� ��� 2�
���'���������
��� �
���������
�� 1������� δ2 Pel ���

• ��� ��� ����
� ��
 �3����������� �������
����� 1������� δ3 Pel

���& :�
 ��� B��U������� δi +i = 1 . . . 3, ����

δ1 + δ2 + δ3 = 1 .

���� #����
�� 9�
��5���� �� ����
�� ��
 8����� #�� �&/& ��� 9�
��������� ���
 ���
�������� B������ �#������ ������ ��� /����� #�
��� ���
 	�
�����������&

��������� 	�� ��� 9�
��5����� �� ��
 �3����������� ���� ��������� A&@H #�
��� ���
��������� �������� ���
 ��� ��������� �����(����� ��#& ��
�� ����
������ ���
�3��& ��
��������� A&@> ���� ���� ����������� 9�
��5���� �������������� #���� ��� ����������
��
 ����������
�� 9�
������������
�� ��
 ����� �������	�
���� ���������� #�
���&

>& -�� ��� ����
� ��
 8���� ������
����� "����������� δ3 Pel #�
� ��
�� ���� ��������
����
������� :����� ��� ��
 ���'�
���
 TH �
�����&

=& -� ��� %����
���'�
���
 TS ��� ��� /�������'�
���
 TB �� ��������� /��
���
��
 2�
������ ������� #�
��� %����
 ��� /���� ��
�� 7���'����� �
������ ���
����
��� ��
 ����������
�� 9�
��������� +���� �� ���& A&@>, �� ��� ;�#�������
I��
5����� ��� ���'�
���
�� TSi ��� TBi ��
	�

����&
���� 7�������
��� 	�� /����� ��� %����
���'�
���
 ��� ����
��� ��
 ���������
��� B����������� ����� ����	���& -���� #�
� ��
�� ���� ����
��� B��������� ������
��
� ��� ���#���� ���
 ���
� �� ������������ ��
 /�������� ��� �������� B����
�(�����&

AG
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% � � � �

% � � � � & ' ( 	 �

% � � � � � � � 	 �

� �

� � &

� � �

� # �

� �

� �

� 

� �

� � &

% � � � �

� � � 	 � � & � � * ' � +

� � � � 	 �

��������� A&@>K 7����� ��
 8����

@& -�
 ������ #�
� ��� "���� �#���
 ��
�������
 :������ ��� ��� ���'�
���
�� TT i

��� TTa� ��� ���
 ����������
� 9�
��������� ��� ��
 ����������� mT �� 2�
����
���� ������ ��������
�&

A& -�� ���'�
���
 ��
 2����������
 TK #�
� ��� �������� ����������&

C& -�� 2�
���'���������
��� #�
� ��
�� ��� 7���� mV ��� ��
 ���'�
���
 TV

��� ����
 :����� ��� ��
 ���'�
���
 TV a� ��� ��
�� ����������
� 9�
���������
��� ��
 7���� �� 2�
������� ������ �����
�����&

F& -�� 2�
���'��������'�
���
 TV �������� ���
 ��� ��������
� /�������� +A&>A,
��� ��������� 4���
��� ��
 	�
���'������ 7���� mV &

G& -�
 9�
�����
�
�� �#������ ��
 �����������mT � ��
 7���� ��� 2�
���'������
����� mV � ��#�� �#������ ��
 ����������� ��� ��� %����
 �
����� ��������� ���

����������
� 9�
��������� +�
�� �� ���& A&@>,&

���� ��
�������� +
�5�����
�����, I��
5����� #�
��� ��� �
��� ��3��� %�
����
 ���
���'�
���
������������ B�������� ��������
�& -�� 9�
����
������ ����6����
����
��
 �3����������� q̇���	����� �#������ ������5���� ATa� 2�
���'�����������
5���� AV a

��� 2����������
 +���& A&@=, #�
� ���� B�'���� A&= ��
�� �������� ����������

AD



�

� $ � A

% � � � � & ' ( 	 �

� 1 �

� � �

��������� A&@=K %�
������ ��6�
���� ��
 8����

�����
�����K

q̇���,Ta =
ATaεT
1− εT

(
σTTa

4 −HTa

)
,

q̇���,V a =
AV aεV
1− εV

(
σTV a

4 −HV a

)
,

q̇���,Ta =ATa (HTa − FTaTaHTa − FTaV aHV a − FTaKHK) ,

q̇���,V a =AV a (HV a − FV aTaHTa − FV aV aHV a − FV aKHK) .

-�� "����������� �� ��� ;�#������� I��
5������ ��� ���
 ��� %���������
�� Fij ����
�������
 �� 2�
������� ������� #�
��� ��
�� Hi 
�'
�������
�& -�
 ����������
�� ���
����������
���� #�
� ��� εT � ��
 ����������
�� ��� 2�
���'���������� ��� εV ��������
���&

�� 2�
������ ��
 �3����������� ������� ��� 2����������
 	��� �
$6�
� ���������
��� ��� ���������� ���� 	��� ��
����
� ���'�
���
� ������ ��� ��� ���#�
��
 %�
����

������������ #�
��� ����& -�� "��������� �� ��
 ����
����$3���� ��
 �3����������� ���
������� ���

HK = σTK
4

�������& ����
��� ��
 �����
�� �� ��
 8���� 	�
���#����� ��
 %���������
 FV aV a� ���

��������� %���������
�� ����
� ���� ��� ��
 :����$�� h ��� 2�
���'���������� �� ����
���& -�� ����������� ���������� �����
� ����� /���������� ��
 ��� 9�
�����������
��
�� %�
������ ��� :������� ��
 ���'�
���
�� TTa� TV a� TK K

q̇���,Ta =α1TTa
4 + α2TV a

4 + α3TK
4 ,

q̇���,V a =α4TTa
4 + α5TV a

4 + α6TK
4 .

-�� .�
�����
 αi +i = 1 . . . 6, ���� ���
��� 	�� ��
 :����$�� h ��������&

:�
 ��� 9�
����
������ �#������ ��� �� ��������� A&@@ ��
���������� :������ ���
�������
������ ��
 8���� �����

A?



% � � � � � � � 	 �� � �

� � �

� 0 �

��������� A&@@K %�
������ ����
���� ��
 8����

q̇���,T i =
AT εT
1− εT

(
σTT i

4 −HT i

)
,

q̇���,Si =
ASεS
1− εS

(
σTSi

4 −HSi

)
,

q̇���,Bi =
ABεB
1− εB

(
σTBi

4 −HBi

)
,

q̇���,H =
AHεH
1− εH

(
σT 4

H −HH

)
= δ3Pel

���

q̇���,T i =AT i (HT i − FT iT iHT i − FT iSiHSi − FT iBiHBi − FT iHHH) ,

q̇���,Si =ASi (HSi − FSiT iHT i − FSiSiHSi − FSiBiHBi − FSiHHH) ,

q̇���,Bi =ABi (HBi − FBiT iHT i − FBiSiHSi − FBiBiHBi − FBiHHH) ,

q̇���,H =AH (HH − FHTiHT i − FHSiHSi − FHBiHBi − FHHHH) ,

��� FT iT i = 0 ��� FSiSi = 0& -�� ���������� ��
 ��� ��������� 
$6�� TT i� TSi� TBi

��� Pel ������ ��� ��� B��������� βi +i = 1 . . . 16,K

q̇���,T i =β1 Pel + β2 TT i
4 + β3 TSi

4 + β4 TBi
4 ,

q̇���,Si =β5 Pel + β6 TT i
4 + β7 TSi

4 + β8 TBi
4 ,

q̇���,Bi =β9 Pel + β10 TT i
4 + β11 TSi

4 + β12 TBi
4 ,

TH =β13 Pel + β14 TT i
4 + β15 TSi

4 + β16 TBi
4 .

:�
 ��� ������ ��� ��
 7���� mT ���� ��� -�3�
���������������

cp,T mT
d TT

dt
= WL{q̇���,T i}+WL{q̇���,Ta} − q̇�	�� − q̇�	�� , +A&>G,

#���� ��� �'���0���� 9�
����'������ ��� ������� ��� ���������� -
��� cp,T ��� ���'��

���
���������� ���������� #�
�& -�
 ����
��� WL{·} ������ ���� ����������� ����
�� �'���0���
���� :������� ��
 L���������� ��
 9�
��������� ��
& %� �(��������
�
�&/& WL{q̇���,T i} ��� 9�
����������� ��� �������� ��� ��� ���������������� �
�3� ���
��
�� 9�
��������� �� ��� 7���� mT #����
������� #�
�& :�
 ��� 9�
��������� �#��
����� 2�
���'�������� ��� ����������
��� ��#& �#������ ����������
��� ��� %����

����K

q̇�	�� = WL{TT , TV } ��#& q̇�	�� = WL{TT , TS}

CH



8�
 #����
�� 2�
���������� 	�� -�3�
��������������� +A&>G, #�
��� �������� ��������
���
�3��K

• ��
 �����
����� 9���
����� ��
 "������ RH ��� �������� +�&�& ���������� 	��
��
 "������'�
���
 TH,

• ��� 9�
��������� �#������ ������������� ��������6�������� ��� ��
 7���� mT

��� ��������
 ��
 9�
��������� �#������ 2�
���'�������� ��� ����������
���
WL{TT , TV } ��#& �#������ ����������
��� ��� %����
 WL{TT , TS} 	�
��������
�����
& %���� ����K

TT i = TTa = TT

• ��� ����������
� 9�
��������� �#������ 2�
���'�������� ��� ����������
���
��#& �#������ ����������
��� ��� %����
 ����'
���� ����
 E��
����
��� ��
 9�
�
��������� �� ����� "���
��� ���� /�������� +A&@, ��� ��
 9�
��������� ��
����� 8(�����
 ���� /�������� +A&G,& %�� #�
� ���
� 	�
�������� ��
�� ��� ����
���� τ1 ��� ��� B�������� p1 ��#& ��
�� ��� ������� τ2 ��� ��� B�������� p2
��������
�� �� ����

q̇�	��(t) = p1 [TT (t− τ1)− TV (t− τ1)] ,

q̇�	��(t) = p2 [TT (t− τ2)− TS (t− τ2)] .

-�� -�3�
��������������� ��
 /�
������� ��
 ���������'�
���
 ������ �� ��
�
 �������
����� :�
�K

d TT

dt
= a1 i

2
��� + a2 T

4
T + a3 T

4
S + a4 T

4
V + a5 T

4
B + a6 T

4
K+

+ a7 [TT (t− τ1)− TV (t− τ1)] + a8 [TT (t− τ2)− TS (t− τ2)] +A&>D,

:�
 ��� ���
������� 2�
��������� ��� 2�
���'��������� ����� ��� ��������� A&@> ���
-�3�
���������������

cp,V

(
mV

d TV

dt
+

dmV

dt
TV

)
= δ2 Pel +WL{q̇���,V a}+ q̇�	�� − q̇V , +A&>?,

#���� ���
 ��
 �#���� %������ ��� ��
 ������ %���� ��
 -�3�
��������������� ��������

��� �
���� %�������� 	�
������������
 ����� ���& -�
 9�
��	�
����

q̇V = p3
dmV

dt

��� '
�'�
������ ��
 4���
��� ��
 	�
���'������ 7���� ���� /�������� A&>A ��� ��

���'�
���
 TV � p3 ��� ��������& ���� ���
 #�
��� #����
 	�
����������� ��������
���
�3��K

• ��
 �����
����� 9���
����� ��
 "������ RH ��� �������� +����� ����,

• ��� ���'�
���
 TV a ����'
���� ��
 2�
���'��������'�
���
 TV

C>



• ��� ����������
� 9�
��������� �#������ 2�
���'�������� ��� ����������
���
#�
�� �� �������� �� 	�
��
� ��
�� ��� ��������� τ3� τ4 ��� ��� B��������� p4�
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� ������������K

q̇�	��(t) = p4 TT (t− τ3) + p5 TV (t− τ4)

��� -�3�
��������������� +A&>?, �����K

d TV

dt
= b1 i

2
��� + b2 T

4
T + b3 T

4
V + b4 T

4
K + b5 TT (t− τ3) + b6 TV (t− τ4) +

+ b7
dmV

dt
+A&=H,
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8������� #�
� ��� ������� ������  ������������� ���
������� ������ 7���� m ��
 ��
����� "���
��� �������
� #�
��� ����& 4*��	����� ��� 1����
�<����� ����� ��

I'��� +����� NAO ��#& B�'���� A&=, ���� ��� 
�������� 2�
������� ��
 7���� ��
�� ����
B�������2�
������� �����
����� #�
��� N>HOK

dm

dΩ
=

m

π
cos(ϑ)

-�� �������
�� 7���� dm ������� ��� ��� ����#����� dΩ ��� '
�'�
������ ��� B������
��� 9������ ϑ ��
 :��������
����� +���& C&=,& ��� ��� 
�����	 ��
 ����
�������
����
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���� �� ��� 9����� ϑP �������� .
����������� ��� ��
 :����� dAP �
�3� ��� 7����

dmP =
dm

dΩ
dΩP .

7�� ��� 	�� .
����������� ��������� ����#�����

dΩP =
dAP cos(ϑP )

r2

����� ��� /�������� ��
 /��������� ��� 7������������

m̄P =
dmP

dAP
=

m

π

cos(ϑ) cos(ϑP )

r2
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 ����������� 9����� ��� ��� ��������� r �#������  ������� ���
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 ��������� ������������� ������ .
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��0���� +���& C&@, �
����� ���� ;� ���� L�������#����� ��
  ����� ϑQ ��� �� ������
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����� ��� ��������
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 ������������� I��
5��
��� ��� 2�
���'���������� �� ����
�� ��
 �3����������� ��0����� ��� ���� ��
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������� ��
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�
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%����������� ������� ��� ��� 7�����'���� ���
���� −10% ��� +6%&
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����� ��� ��� .
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 -���� �� ��
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�
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� � �
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� �
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�
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�� B�'���� C&> ������� ���� ���� ��������6��� 7����	�
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�
5���� ���������� #�
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�
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���� ��� ��
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�
���� ���� ���
 ��� ���������� ����������
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>& ���������� ��
 ��'��������:����
�� �� ����� ���#�
����������� ��� 100%&

=& 2�
���'���� 	�� �&/& T�.�� ��� ��� ��� �� ��
 7���� ��
 8����� ��������� %���
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@& -�� ��'��������:����
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 %����������� D1 ��#& D2K

AFi =
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Di
100% i = 1, 2
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 ������� E��
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d m̄P

dt
= KW
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dt
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��������6���� #��� ���� ���
������� ��������
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 ��� %�����������

D =
m̄P

ρ
+F&>,

��� ��
 ��� �������$
��� ������'�
���

R =
dD

dt
=

1

ρ

d m̄P

dt
. +F&=,

-�� 	�� ��
 ���#�
��������� ��� %�����������������
� �������
�� ���� ������ ;�����
����� ��� ��
 ��
��� ��� ��
 -���� ��
�������� ������'�
��� ���
���&

�� ��� ����
�� %����
�(����� ������������� #�
��� #��
��� ����� /������������'
��
������ ��
 ������
� 7���������� m̄P � ��#�� ��� ������'�
��� R ��� ��� %�����������
D �������������& -�� �� �
�������� 7�������� ������ ��� �� ����
����� �*�����������
8���'������ t = i Ta +i = 1, . . . , N, 	�
� #���� Ta ��� ���������� �(��������
�&
8�
 ������0������ ��
 -(����� ��� %�����������������
� #�
� ��� %�
����
 ���� ���
������� F&A ���������&


 - � .
�



/

� �

��������� F&AK L���������� ��
 ����
��� %����
�(�����

"��
 ���� ��
 ��� ���������� 2�
���
����������


K =
1

ρ
,

F>
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��������� F&CK 2�
������ %���������!7������ +�������
�������,

��� ��������
��� E��
�
�������������� H(z) #�
� ��� "���� ��
 7������ ��
 ���������
:����
*���
��� ��� ��� 7�������� ������0���
�&

���� ���
������� ������ 7�������
��� +���& F&C, #�
� ����� ��
 ��� �'
����������
%(���� �
����
 I
����� ��
 :�
�

H(z) =
g3 z

3 + g2 z
2 + g1 z + g0

z3 + h2 z2 + h1 z + h0

+F&@,

��� ��� ������0���
��� .�
�����
� ���� ������� F&> �

�����& /����
 ��� ��� -(�����

g0 −0.2025
g1 0.4944
g2 −0.5086
g3 0.2167

h0 −0.4080
h1 1.5143
h2 −2.0430

������� F&>K .�
�����
 ��
 E��
�
�������������� "+�,

��
 %������������������� ������ ��
 �����
����
��� -�
��������

H(z) = k
(z − n1) (z − n2) (z − n3)

(z − p1) (z − p2) (z − p3)
+F&A,

��� ��� .�
�����
� ���� ������� F&= �
������
& -�� %�
����
 ��
 E��
�
��������������

n1 1
n2 0.6733 + j 0.6937
n3 0.6733− j 0.6937

p1 0.7470
p2 0.6480 + j 0.3553
p3 0.6480− j 0.3553

k 0.2167

������� F&=K .�
�����
 ��
 �����
����
��� E��
�
�������������� "+�,

F=



����'
���� ����� -�3�
�����
�
 +L��������� ��� z = 1, ��� ���������������
 %�����0����

���& -�� �� ��
 ���#�
��������� ���������� ���� #����� 	�
 ����� ��� ���
��� ������
����
����� �
������� 	�� ��
 ������������� ������'�
��� +�
�� �� ���& F&C, ��� ����
���
 ��
�� ��� �
������� ������������� 7����� ���
 ��� ������������ #�
���&

F@
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������� +

,���������

�� ������ B�'���� #�
��� �������� ��� �
�������� ��� ��� B�'����� A ��� F ���������
�������& ��������6��� #�
� ��� ������0������ ��
 7�����'�
�����
 �����
����� ��� ���
�
�������� ��
 %����������� ��� ��� 7����
��������� 	�
�������&

.�� ������ �
� -
�������
���

�� ��������� G&> ��� ��� /�������������� ��� ������������� ��������� ��� ��
 �3����
��������� ��� E��
�
������#�� �#������ 8���� ��� .
��� ��#�� ��� %��������#�����
��� �
���������&

� 
 	 � �
2 � � � � E � #

F - � � 	 � � # * � # � / � � � � � � 	
�

� � �
� �

� � �
� �

��������� G&>K /�������������� ��� ������������

1��� B�'���� A #�
� ��� 8���� #�
� ��
�� ���� -�3�
��������������� ��
 ��� ����������
'�
���
 TT +�& +A&>D,,

d TT

dt
= a1 i

2
��� + a2 T

4
T + a3 T

4
S + a4 T

4
V + a5 T

4
B + a6 T

4
K+

+ a7 [TT (t− τ1)− TV (t− τ1)] + a8 [TT (t− τ2)− TS (t− τ2)] +G&>,

��� ���� -�3�
��������������� ��
 ��� ���'�
���
 ��� 2�
���'���������� TV +�& +A&=H,,

d TV

dt
= b1 i

2
��� + b2 T

4
T + b3 T

4
V + b4 T

4
K + b5 TT (t− τ3) + b6 TV (t− τ4) +

+ b7
dmV

dt
+G&=,

��������
�& :�
 ��� ��������� ��������� ��
 	�
���'������ 7���� mV ���� ���� B�'���� A
��
 ���������� ����������
� 8�����������

dmV

dt
= σk

p1 e
Δh
RS

(
1
T1

− 1
TV

)
√
2π kmT TV

mT A .

FC



7�� ��
 /����
������ ��� E��
�
������#���� �#������ ��
 �3����������� ��� ��
 .
���
+B�'���� C,

d m̄P

dt
= KW

dmV

dt
��� ��
 ��������� 7�������
��� ��� %��������#�������� ����� ��� ��� 7����������
�� ��
 .
��� m̄P ��� ��������'��� %�����������

D =
m̄P

ρ

��� ��� �������$
��� ������'�
���

R =
dD

dt
= c1

e
− c2
TV√
TV

+G&@,

���� B�'���� F& :�
 ��� ���������� B��U������� c1 ��� c2 ����

c1 =
KW σk

ρ

p1 e
c2
T1√

2π kmT TV

mT A ��#& c2 =
Δh

RS

.

-�� ���������'�
���
 TT ��� ��� 2�
���'��������'�
���
 TV ������� 8��������
$6��
��� ������(����� ��
 ��� ������ ��� 8�������	����


x =

[
x1

x2

]
=

[
TT

TV

]
.

�� ��������	����


u =

⎡
⎢⎢⎣
u1

u2

u3

u4

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
i2���
TS

T 4
K

T 4
B

⎤
⎥⎥⎦

#�
��� ���  ���
�� ��� "�����
����� ��� %����
���'�
���
� ��#�� ��� 	��
��� .��
������ 	�� B����
� ��� /�������'�
���
 ���������������& %����
�� B����
� ���
/�������'�
���
 ������� ���
��� 0���	� ���������
$6� ��
& -�� ���������
$6� ����
�'
���� ��
 ������'�
���

y = R .

��� ��� /���������� +G&>,� +G&=, ��� +G&@, ����� ��� ��
������� ��
 :�
�

dx

dt
= f (x) + g (u) , +G&A,

y = c1
e
− c2
x2√
x2

+G&C,

-�� 
����� %���� ��
 -�3�
��������������� +G&A, ������� ��� ��
 %���� ����
 :�������

f (x) =

[
f1 (x)
f2 (x)

]
=

⎡
⎣α1 x

4
1 + α2 x

4
2 + α3 [x1 (t− τ1)− x2 (t− τ1)] + α4 x1 (t− τ2)

β1 x
4
1 + β2 x

4
2 + β3 x1 (t− τ3) + β4 x2 (t− τ4) + β5

e
− c2
x2√
x2

⎤
⎦

FF



��
 8�������	�
������ x ��� ����
 :�������

g (u) =

[
g1 (u)
g2 (u)

]
=

[
α5 u1 + α6 u

4
2 + α7 u3 + α8 u4 − α4 u2 (t− τ2)

β6 u1 + β7 u3

]

��
 ���������
$6�� u& :�
 ��� B��������� ����K

α1 := a2 β1 := b2

α2 := a4 β2 := b3

α3 := a7 β3 := b5

α4 := a8 β4 := b6

α5 := a1 β5 := b7
ρ

KW

c1

α6 := a3 β6 := b1

α7 := a6 β7 := b4

α8 := a5

�� �������� ��������� ������ ��� ���� ����������� ���������� .�
�����
� �������	� ��

���������� ������0���
� #�
���& -��� ��������� �� �#�� %��
�����& 8��
�� #�
��� ��� ����
��� .�
�����
 ��
 ��� ��������
� 2�
���'���� �
������� ��� ��������6��� �� �#�����
%��
��� ��� .�
�����
 ��
 ��� /����
������ ��� ���
������� 2�
������� ������0���
�&

.�� /�
���0������ �
� �����
�
� �
� $
����	�����
%
�#���
��

8�
 �
�������� ��
 .�
�����
 ��
 ��� ��������
� 2�
���'���� ���� �������� ��� R����
���������S 2�
���'��������'�
���
 TV ��� ��
 ���������� 2�
���'��������'�
���

T�	���� ��
������ #�
���& 1��� �������� +A&>F, ���� �#������ ��� ������ ���'�
���
��
�� /�����
���� ����
����#���� ��
 8�����������

T�	����(s)

TV (s)
= GZyl(s) =

ζ1(
s
ζ2
+ 1
) e−ζ3 s .

"��
��� ���� ��
 ζ1 = 1 ������� �� ��� ��������� �����
 ���'�
���
�� �� ��������
��
8������ �� �����
�& -�� �� ��
������� ���'�
���
 TV �������� ���
 ��� ��������

R = c1
e
− c2
TV√
TV

+G&F,

��� ������'�
��� R& :�
 ��� .�
�����
���������� #�
��� �������� ��� B���������
ζ2 ��� ζ3 ��#���� ��� �������� /�
�����������
���� +���& G&=, ��������
�K

>& 2�
��������� ��� ����������� 2�
����� 	�� T�	���� �� ��� ������� ζ3 ���� R�����S&
��������6��� /�
������� ��
 R�������������S 2�
���'��������'�
���


TV = T�	���� + ζ2
T�	����
dt

.

FG
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� � � � 	 � �

�

 

�

��������� G&=K /�������������� ��
 /��������� 	�� c1 ��� c2

=& /��������� ��
 .�
�����
 c1 ��� c2 ��
�� /�������� ����
�����
 I'������

��������
������& ��� 8����������� #�
� ��� %���� ��
 :����
*���
��� �#������
��� ��� ��� 7�������� ���������� �����	�
���� ��� ��� ��
�������� ������
	�
���� 	�
#�����&

-���� /�
�����������
���� #�
��� ��
 ��� �������� ���������� /�
���� ��
 .�
�����
 ζ2
��� ζ3 ��� ������ 
�'
��������	� 2�
����� ��������
�& %�����6���� #�
��� ��� .�
�����

ζ2� ζ3� c1 ��� c2 �����#����� ��� ��� ��
������� 9�
� ��
 8����������� ���
��&

:�
 ��� ������������ ������0������ ��
 .�
�����
 ��
 -�3�
����������������� ��
 TT

��#& TV ���� ��� 2�
���'��������'�
���
 ��
 ���� ���
�������� 7�������� ���
 ���
������ ������������ .�
�����
 c1 ��� c2 �������� #�
���& ��� ��� ���������� 7���
�������� m̄P #�
� ���� ��
 �����	�
���� ��
������ ��� ��������6��� ���
 ��� B����
���������� +��	�
�� :������� �� �������� +G&F,, �� ��� R������������S 2�
���'������
���'�
���
 TV ����
������&

.�� /�
���0������ �
� �����
�
� �1� ��� �#
����)#

$
�#���
� �
� '
��


-�� ������0������ ��
 .�
�����
 ��
 -�3�
����������������� ��� ������(����� +G&A,
�
����� �� ���
�
�� /�
�����������
�����K

>& 9��� ��
 ���������� ��������� τ1� τ2� τ3 ��� τ4&

=& ��
����� 1$���� ����� I'�����
����'
������ ��
 ��� -�3�
��������������� ��

�
���� 8�������	�
����� x1 +���������'�
���
 TT , ��#& ��
 �#����� 8�������	��

����� x2 +2�
���'��������'�
���
 TV ,&

@& %��������� ��
 ������'�
��� R��� ���� ��������� G&@ ��� 2�
#������ ��
 ����
������� ���������� Ta&

A& 9����
������ ��
 %��
���� > ��� @ ��
 ���� �$������� B������������ ��
 ���������
τ1� τ2� τ3 ��� τ4 +2�������� ��
 ���������� Ta, ��� ����� ��������� /�
���� +�&/&
0, Ta, 2 Ta, . . . , 50 Ta, ��#�� ��
 	�
��������� 
�'
��������	� 2�
�����&

C& 9��� ��� .�
�����
������� ��
 ���
 ���� ����������'����� i ��� ���� 7��������
M ��
 ��������� 8�����������

z =
∑
M

∑
i

(R�	��� −R�	����)
2

FD
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* � > � ? H # � > � ?

�
� �

� � � �
� �

�

��������� G&@K %�
����
 ��
 %��������� ��� ������(�����

���
�&

F& ������
������ ��
 .�
�����
 ��� ��� .�
�����
���� ��
 ���� 7�������� ��������
#�
�&

�� /���'��� ��
 �
���� -�3�
��������������� ��� ������(����� +G&A,

d x1

dt
=α1 x

4
1 + α2 x

4
2 + α3 [x1 (t− τ1)− x2 (t− τ1)] + α4 [ x1 (t− τ2)− u2 (t− τ2)] +

+ α5 u1 + α6 u
4
2 + α7 u3 + α8 u4 +G&G,

���� ��� I'�����
����'
����� ��
 /��������� ��
 .�
�����
 αj +j = 1, . . . , 8, ��
�
�����
� #�
���& -� ��� 8��������
$6�� x1 ��� x2 ��#�� ���� ���������
$6�� u1 ���
u4 �� ��� 8���'������ t = i Ta �������� 
$6�� ��
�������� ��� ��� 
����� %���� 	��
-�3�
��������������� +G&G, �����
 �� ��� ��������� .�
�����
� αj& ��
� ����� %���� #�
�
��� "���� ����� -�3�
�����*��������� ��
 :�
�

d x1,i

dt
≈ 1

Ta

(x1,i+1 − x1,i) ��� x1,i := x1 (t = i Ta)

�''
�)����
�& 9�
��� N +7����,
$6�� �
������ �� ���� ��� -�3�
��������� ��� 7�����
'�������� ��� 2����
�

x1 :=

⎡
⎢⎢⎢⎣
x1,1

x1,2
&&&

x1,N

⎤
⎥⎥⎥⎦ +G&D,

��� ����
 (N − 1, N)�7��
�)

M :=
1

Ta

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1 1 0 0 . . . . . . . . . 0
0 −1 1 0 0

0 0 −1 1
& & & 0

&&&
& & & & & & & & & & & &

&&&

0
& & & −1 1 0 0

0 0 −1 1 0
0 . . . . . . . . . 0 0 −1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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��
�������� #�
���& ������ ��
 -�0������ ��� 2����
� x1 #�
��� ���� ��
 ��� �#����
8��������
$6� ��� ��� ���������
$6�� 2����
�� ��� ��� 7����%������� �
�����& L���
-�0������ ��
 7��
�)

A :=

[
x4
1 x4

2 [x1 (t− τ1)− x2 (t− τ1)] [x1 (t− τ2)− u2 (t− τ2)] . . .
. . . u1 u4

2 u3 u4

]

��� ��� 2����
�
α :=

[
α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

]T
����� ��� �
���� ��
 ��� -�3�
��������������� +G&G, ��� ��� ����������(����

Mx1 = Aα . +G&?,

������ ���� ��� .�
�����
#�
�� α ��� ���� �������� +G&?, R�$������� ���S �
�����
#�
�& "��
�� #�
� �������� ��
 ������������ ������ ��
 ����� :����
	����


ε := −Mx1 +Aα +G&>H,

���
������& -���� :����
��0������ ���
�3� ;����� ��
 ��� �
��� ��������� ��������� 	��
x1& �� ��� ��� :����
 ��
 8��������
$6� x1 �����
����� �� �$����� #�
� ��� -�0������

ε := Me = −Mx1 +Aα +G&>>,

��
 ��� :����
	����
 	�
#������ ��� ��
 ��������

M (x1 + e) = Aα

���
�& ��� 8����������� ��
 ���� .�
�����
�'�����
��� #�
�� ���
 ��� %���� ��
 :���
��
*���
��� ∑

i

e2i = eT e

��#����& 9�
� ��� 8����������� ��� %���� ��
 ����������
��� ��
 :����
 ���
 ��
 ���
��������
�� ��� ��)������ :����
� ��#����� �� �
���� ���� ���� ���������
� E��
��������
���� �#������ �������
��� ��� ���������� %�����	�
������& -�� I'�����
����'
�����
��� ��
 *���
�������
 8����������� ��� ��� I'�����
����	�
������

w =

[
α
e

]

������
min
w

eTe

����
 ��� /����������

Āw = b ��� wU ≤ w ≤ wO .

7��wU ��#& wO #�
��� ��� ����
� ��#& ���
� 
���� ��� 2����
� ��
 I'�����
����	��

������ ����������& :�
��
� ��� ���������� ��� �)���� E��
����������� 	�� %���������

GH



��� 7������ ��� 8���'���� t = 0 ������ ��� 7��
���� ��
 �����������������������
���

Ā =

[
Ã −M
0T eT1

]
��� b =

[
Mx1

0

]
.

"��
 �(��������
� Ã ��� �
���� (N − 1) 8����� ��
 7��
�) A� eT1 ��� �
���'����
���
��������	����
 ��
 ��� �
��� B��'������ 	�� e&

-�� ������0������ ��
 .�
�����
 βj +j = 1, . . . , 7, ��
 -�3�
��������������� ��
 x2 �
�����
������ ��
 ������0������ ��
 .�
�����
 αj +j = 1, . . . , 8,� �� ��� ��
 ��� 2�
���'����
����������������� B��������� c1 ��� c2 ��
���� ��	�
 ���������� #�
���&

:�
 ;���� ������0����������
��� ��� ����
 ��#������ .�
�����
������
������ ���� '
�
2�
����� #�� ���� �����
������ ;�#���� ��� I'�����
����'
����� ��
 ��� ���������'��

���
 ��#& ��� 2�
���'��������'�
���
 ���$�� #�
���&
2�
#����� ��� ���
 ����'����#���� ��� �� ��� ����������� G&C +2�
���� >, ��� G&G
+2�
���� =, ��
���������� 2�
����� ������ �#�� I'�����
����'
������ ��� 
��� =FHH
I'�����
����	�
������� =CHH L��������������� ��� =FHH /����
�������� ��#�� �#��
I'�����
����'
������ ��� 
��� >@HH I'�����
����	�
������� >=HH L���������������
��� >@HH /����
�������� ���$�� #�
���& 8�
 ����
������ 1$���� #�
� ��� RI'�������
���� %��
������ 1��
�
(S N>@O ��
 :�
�� �/7 	�
#�����&
��� ����� ������
 ��� ����� T�
� = -�� 2.66GHz .
������
� 3GB �
������'�����
 ���
7��
����� 9����#� V. +32 bit, ��� /��
�����(���� ����� ����� ��� /�
�����������
���
��& 15 %������ �� ���'
���&
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-�� ����������� G&A ��� G&C ������ ��� �
������� %�����������
�������� ��
 ��� 7���
���
.������� ��� ��������� ���������
����� +2�
���� >,& -�� �������
�� ������'�
����
������� ��� 2�
���'��������'�
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 ��� ��� ��� 7�������� ���
���&

�  � � �  � � �  ( � (  � � �   �

� � �

� ( �

� � �

�  �

� � �

� 8 �

� � �

� 9 �

 � �

 � �

	 � " $ � � & � �

�
�$

��
��
	*
��
"C

&� �

�

� � � 3 � � � * � #

� � � � � $ * � � 	 � � �

� 1 � 3 � � � * � #

� 1 � � � $ * � � 	 � � �

��������� G&AK ���'�
���
�� ��� 2�
���'���� 	�� .������� +2�
���� >,

�

�  � � �  � � �  ( � (  � � �   �

� � �  

� � �

� � �  

� � �

� � �  

� � (

� � (  

� � �

� � �  

� �  

� �   

	 � " $ � � & �

!
�"


�#

�	
��
�$

%�
&�
�

�

�

3 � � � * � #
� � $ * � � 	 � � �

��������� G&CK ������'�
��� ��� 2�
���'���� 	�� .������� +2�
���� >,
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/�� ��������
�� 4���
����� +2�
���� =� ���& G&F ��� G&G, ��
 ������'�
��� #�
���
��� ��#��������� ��#�� �
$6�
� ��� %�����������
�������� ������ ���
 ��� 7��������
����
 ���� ���
������� ��� ����&
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��������� G&FK ���'�
���
�� ��� 2�
���'���� 	�� .������� +2�
���� =,
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���� =,
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 ��� 7���
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���� >� �������� 4���
�����,& ���� ���
 ������� %��������� ���
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.�( '����
�������

-�� �
�������� ��
 .�
�����
������0������ ���� B�'���� G&= ��� G&@ ������� ���� ����
��������� τ1� τ2� τ3 ��� τ4 �� L��� ��#���� #�
��� �$����& -��� ��������� ���� ��� �#��
����� ��� ��������� ������ ��
 �3����������� ����
������ 9�
��������� ��
�� �������
��
� 8������������ ��������
� #�
��� ����& -�� ����������
�� ������� ���� ��������

��� 
��������� �3����� �� ��
 8���� 	�
������������
 �����& ������ ��� ����������
� 9�
�
��������� ����
���� ��� .��	�
� ��� ��
 ��
������� ��
 ���������� 2�
���'������
���'�
���
 �� ��� R������������S 2�
���'��������'�
���
 �� ��
������������&

-�� ����������� ��
 /������������������ ������ �����

dx

dt
= f (x) + g (u) ,

y = c1
e
− c2
x2√
x2

+G&>=,

���

f (x) =

[
f1 (x)
f2 (x)

]
=

⎡
⎣ α1 x

4
1 + α2 x

4
2 + α3 (x1 − x2) + α4 x1

β1 x
4
1 + β2 x

4
2 + β3 x1 + β4 x2 + β5

e
− c2
x2√
x2

⎤
⎦

���

g (u) =

[
g1 (u)
g2 (u)

]
=

[
α5 u1 + α6 u

4
2 + α7 u3 + α8 u4 − α4 u2

β6 u1 + β7 u3

]
.

:�
 ��� 8�������	����
 ����

x =

[
x1

x2

]
=

[
TT

TV

]
,

��
 ��� ��������	����


u =

⎡
⎢⎢⎣
u1

u2

u3

u4

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣
i2���
TS

T 4
K

T 4
B

⎤
⎥⎥⎦ .

-�� ������0���
��� .�
�����
 ��
 .������� ��� ��*@ ���� �� ������� G&> ���������&

-�� ���'�
���
�� 	�� 2�
���'��������� ������� /���� ��� 	�� ����������� %����

������ #��
��� ����� 2�
���'�����	�
������ �� ����� /�
���� �#������ 150 ◦C ���
330 ◦C& �� �������� ���� ����
� ���� ��� B����
���'�
���
 TK = u3 �� 2�
������
�� ��� ��
���� ���������� ���'�
���
�� ��
 #����& %�� ����� ����
 �� /�
���� ��

�������'�
���
 ��� #�
� ��
 ���� #����
�� /�
��������� ��� TK = 23 ◦C ����������&

-�� ������0���
��� .�
�����
 ���� ������� G&> �������� ���
 ����
����������� 
$6���
�
�������& %� ����� �&/& ��
 .�
�����
 β2 �� /�
���� 	�� 1 · 10−11� β5 �������� ��
/�
���� 	�� 1 · 1013& �
������ ��� ���� 2�
������������� ��� ��
�� ��� β2 ����� �����
�
����� �� ��
�� ��� 7����'�������� ��� x4

2 ��� ����� �� 	�
��������������
 /���
�� ��
d x2

dt
��������&

���� ���� #����
�� ��
�� ��� ������� .�
�����
 �����
� #���������� /���
��� �� ���
���������� ����������� ��
 8��������
$6��& /�� ��
 1$���� ��
 I'�����
����'
������

GF



.������� ��*@

α1 1.4 · 10−11 −1.2 · 10−10

α2 2.5 · 10−12 1.3 · 10−10

α3 −3.2 · 10−4 −8.2 · 10−2

α4 −1.0 · 10−2 −2.5 · 10−2

α5 1.5 · 10−2 3.2 · 10−2

α6 −2.8 · 10−11 −2.2 · 10−11

α7 7.8 · 10−11 1.4 · 10−9

α8 −1.3 · 10−12 −3.0 · 10−11

.������� ��*@

β1 4.0 · 10−11 3.9 · 10−11

β2 −2.9 · 10−11 −1.5 · 10−11

β3 1.23 · 10−3 1.0 · 10−3

β4 −6.2 · 10−3 −8.0 · 10−3

β5 −1.44 · 1013 −3.66 · 1012
β6 5.7 · 10−2 3.6 · 10−2

β7 1.3 · 10−10 1.01 · 10−10

.������� ��*@

c1 3.0 · 104 2.29 · 103
c2 1.5 · 104 1.4 · 104

������� G&>K .�
�����
 ��
 .������� ��� ��*@

���� ����
��� �����
 ����
������������ 
$6���
������� ��
 �� ������������ .�
����
��
� ���� L�
���
��� ��
 %'����� ��
 ������������������������� �
��
��
����&

GG



GD
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��*!��$ :, �!������� 
��$�����'���

�� #�
� ��� �����
���#�
� 	�
��������� ��� ��� ��� ��������� ��
 2�
���'������
���'�
���
 ��� ��
 	�� ��
������
������ ����������� ���'�
���
�����
 �������
��
���'�
���
 ���������� #�
�& -���� ���
�� 2�
���������� ���
� �� ����� ���

��������� �����
���#�
�� ��� �
������� ��������� ���� ���
 ����� ��
 ���� 	�
#���
����� 2�
���'���������
������ ���
�������������&

��*!��$ ), �;�/�� �!������.��������.�!����!�!�����

L��� ��
 2�
���������� ��� ������������ ��� B�'���� G #�
� ��� ��
 �)���
��� ������������������1����
����
��� ���� ����������
� B��'�������� ��
 ���
/������������������ ���#������& -�� �������� ��
 ������'�
��� ��� "���� ��

B��'�������� �� 2�
������� ��� ����� .�������
 �����
� ���
 ���� ��������� ��

���� 	�
#������� 2�
���'���������
������& %�� ������� ����
����� ��� L��������
���� ���� 8�������	�
������ �������� #�
��� ������&

��*!��$ 5<, =$�����!�����!���� ="$������$���

��� �
����� ��������������'� #�
� ���� 5�������������
�� :����
������� ���#�
���
��� �
'
���& 8�
 ��������
��� ��� B����'��� ������ ���
 ��
 ���
 ��
 "�����
��
��� ��� ������'�
��� ������� ����� ����� ���� ������� ������������� �
������
&

9�� ��������6��� ������� #�
�� 
�������
� ��� ��� ��
 5�������������
�� :����
����
���� ��
	�

������ �������� ��
 ������'�
��� ��������� �� ����
 2�
�����
���
��
 ������������� ��
 ��
���������� �
��������� -���0���
�������
��&
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������� .

��	-����� ��
����	�)��-

�� ������ B�'���� #�
� ��� ��������
 �����
���#�
� 	�
��������� ��
 ��� ����� 7�����
��
���� #������ ��� ��������
� 2�
���'�����	�
������ �����
���� N=?O&

2�� ����������
��

��� ���
� 	�
���������� 7����� ����� ��� ��� ����������� +G&>=,� #��� �� ��������
��
8������ ��� ������
��� ��������� ��
 	�� %����
 ���������� 8��������'�
���
 TS

��� ��
 ������������� 2�
���'��������'�
���
 TV ���������� #�
�� �&�&

TV ≈ TS .

���� /�
������� ��
 2�
���'��������'�
���
 ���
 ��� ����'
�������� 8���������3��

����������������� ��
 ��� ������� ��� 2�
���'��������'�
���
 ���� ����� ���������&
-�
�� ����� �
��� �''
�)������� �����

R (TS) = c̄1
e
− c̄2

TS√
TS

+D&>,

��
 /����
������ ��
 ������'�
��� R ��� :������� ��
 %����
���'�
���
 TS&
8�
 ������0������ ��
 .�
�����
 c̄1 ��� c̄2 #�
��� 2�
����� ��� 	�
���������� ����
������� 2�
���'��������'�
���
�� TS,1 ��� TS,2 ��
�������
� ��� ��� �����$
����
4���
����� ��
 %�����������

dD

dt
= c̄1

e
− c̄2

TS√
TS

+D&=,

���
������& -�
�� �����
����� 	�� /�������� +D&=, ���
 ��� 8�������
	���� [0, t1] ��#&
[0, t2] �����

ΔDi = Di(ti)−Di(0) = c̄1
e
− c̄2
TS,i√
TS,i

ti ��� i = 1, 2 .

��� ��
���
 ������ t1 = t2� �� ������ ��� ���  ��������� ΔD1/ΔD2 ��� B���������

c̄1 =
ΔD1

t1
ρ
√

TS,1e
− c̄2
TV,1

D@



���

c̄2 =

ln

(
ΔD1

√
TS,1

ΔD2

√
TS,2

)
1

TS,2
− 1

TS,1

.
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 ��� �� ��������� ��������� ��
�������
��� �����
���#�
� ����� ��� 7����� +D&>,
��� %�
����������&
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���� %��
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�� #�
� ��� ��������� L���������
���� +D&>, ��
�� ��
�
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�� :������� ���'�����
�& -� ���� ����(����� ����� �$����� ���� #�
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 ��	�
��� :������� 	�
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 ������� ��������& -��

� � � � �
! � # � � � < �

C � $ � � � 	 � � � � �
�


 � I

� &

� 
 I

� &


 � I

� &

� �

��������� D&=K ������
�����
���

"����
�������
��������� 	�� B��'�������� ��� %�
���� ������� ������
�� R�������S

DA



E��
�
������	�
������ ��� �
�$������ ����� ��� ��
��������� ���#�
� ����� �����
��
������	�
������ �����
�& ��������� D&= ����� ��� ������
�����
���� ��
 �� ��
 2�
������
������ 
�������
� #�
��& �-� ����� ���
 ��
 �������-��������������
� -�� ��
 -�������
��������������
 +��5$���� 12 bit,&

-�� �(�������� 2�
������ ��� ������
����� ���� ����� %(���� ��� ���������� .���
'��
 N>=O ����'
������ ������ %'
������#�
� ��
�� ��� ������������ tr ≈ 500 s ��� ���
'
��������� E��
���#����� � ≈ 0% ���
����
����
� ���& :�
 ���� ���������� Ta = 5 s
�
���� ���� ��� ������ %'���0�������� ��� ��#������� ��������
��� :��
�������
�
��
�������������

T (z) =
3.39 · 10−4 (z + 0.98)

(z − 0.9785 + j 0.0145) (z − 0.9785− j 0.0145)
. +D&@,

-�
��� ���� ����������
 ��� �������� �����
���
�
�������������� ����6

C(z) =
T (z)

1− T (z)
=

3.39 · 10−4 (z + 0.98)

(z − 1) (z − 0.96)
+D&A,
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������ #�
���&
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�
�� .�����K

>& %�����6�� ��
 .
�����/����� ��� M3��� ��
 8������/����� +���& =&@,
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 ���� �	������� 	�
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��
���������� �� 2�
���'�������� 	�
5��������� ��� 2�
���'��������
������ ;����� ����� 	�
���'��&

@& �������� ��
 ������'�
��� ����'
������ ��������� D&=

A& M3��� ��
 .
�����/������ #��� ��� ������'�
��� �� ��#�������� /�
����� �����

C& %�����6�� ��
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�����/������ ������ ��� ��#������� %����������� �

����� #�
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��������� D&@ ����� ��� 2�
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��� ��� 2�
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������� �������
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�������'�
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��� 7���
��� ��� R������������S 2�
���'�����	�
������ ��� ����'����#���� ��*@& ���
������� D&A 	�
���������� ���� ��� ������'�
��� ����� ���
 ��� 	�
��������� 9������
	�
���� �����& -��� #�
�� ���� ������	 ��� ���  ������� ��
 �
������� %������ ���& -��
���
� 	�
��������� ������������� 7����� +D&>, �
#���� ���� �� ������ :��� ��� �����
���*��� � �� ���� ��� 	����������� ������������� 7����� ��
 /������������������
	�
#����� #�
���&

=��!�

:�
 ��������� 7���
������ +�&/& .�������� α�L.-, �$���� ��� ��� 	�
���������� ���
���� ���� ��������� �
����� #�
���& -���� �������� �������� ��� 2�
���'�����	�
����
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���� ��� ��
 �(�������� 2�
����� ��
 ������'�
��� ��
 ������� ��������&
-�� ������0������ ��
 .�
�����
� ��� ��
 ���� 7�������� ���
�������������� �
��������
�����
�� ��� ��� ����� ��6�
�� ���#��
��� �� ����� 	�� ������ ��� ������� ��� 	�� /��
���������
�� ��������& 8�� ����
�� ��� ��� .�
�����
���������� ���
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���� ��������
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��� ����&
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�� ������ B�'���� #�
� �������� ��� ����������� ��� B�'���� G ��� ��� ���#�
���
������ 	�
��������& ��������6��� #�
� ��
� ��� ���� ��
 �)����� ������������������
1����
����
��� �����
������ ��� ��
�� "���� ���� ���� ����������
� B��'�������� ��

��� /������������������ �������� #�
�& %�����6���� #�
��� ��� �
�������� ��
 ��� ���
������ ��
 ������'�
��� 	�
��������&

3�� ����������
��

�� ��� ������������� �����
���#�
� �� �
�������
� #�
� �������� ��� ��������
���� +?&>,

dx

dt
= f (x) + g (u) ,

y = c1
e
− c2
x2√
x2

+?&>,

��� B�'���� G 	�
��������& :�
 ��� ����������
�� :��������� f (x) ��� g (u) ����

f (x) =

[
f1 (x)
f2 (x)

]
=

⎡
⎣ α1 x

4
1 + α2 x

4
2 + α3 (x1 − x2) + α4 x1

β1 x
4
1 + β2 x

4
2 + β3 x1 + β4 x2 + β5

e
− c2
x2√
x2

⎤
⎦ +?&=,

��#&

g (u) =

[
g1 (u)
g2 (u)

]
=

[
α5 u1 + α6 u2

4 + α7 u3 + α8 u4 − α4 u2

β6 u1 + β7 u3

]
. +?&@,

-�� �� +?&@, 
�� ��
���
��� 
$6�� ������� ��� ������������� �
������
��� 0���	�� ����
������
$6�� ��
& ������� ��
 �� B�'���� A ��
�������� 
���� #�
��� ����� ����� ���
���������� ������������ ��� ������ ;���� ��� ��
 7����������
������ �����
�� #�
���&
-��� #�
��� �������� ���
� 	�
������������ �������� ���
�3��K

D?



• -�� ���'�
���
 ��� ��
������
������ ����������� %����
� TS ����'
���� ��
 2�
�
���'��������'�
���
 TV � �&�& �� ����

TS ≈ TV ��#& u2 ≈ x2 . +?&A,

• -�� B����
���'�
���
 TK ��� ��������& %���� �����

u3 = T 4
K = konstant . +?&C,

• -�� /�������'�
���
 TB ����'
���� ��
 ���������'�
���
 TT � �&�& �� ����

TB ≈ TT ��#& u4 ≈ x4
1 +?&F,

����
 /�
������������� ��
 �������� +?&A, ��� +?&F, �$���� ��� ���5���� ��
 0���	��
���������
$6�� �� ��� :������� f (x) +?&=, ����������� #�
���& -�� �����	������
������ ��� ��
 ���������
$6�

u := u1

������ ����K

d x1

dt
= γ1 x

4
1 + γ2 x

4
2 + γ3 x1 + γ4 x2 + γ5 u+ γ6

d x2

dt
= δ1 x

4
1 + δ2 x

4
2 + δ3 x1 + δ4 x2 + δ5

e
− c2
x2√
x2

+ δ6 u+ δ7 +?&G,

y = c1
e
− c2
x2√
x2

.

-�� .�
�����
 γi +i = 1, . . . , 6, ��� δj +j = 1, . . . , 7, #�
��� #����
 ��� ��� �� B�'��
��� G �����
������� 2�
���
�� ������0���
�� ��� .�
�����
 ��
 ��� 2�
���'���� c1 ���
c2 ������� ��	�
����
�& ������� ?&> ������ ��� �
�������� .�
�����
#�
�� ��
 ��� 	�
����
������ 7����� +�� :�������� ���#�
�������� �������, ��� ��� 7���
������ .�������
��� ��*@ ���&

.������� ��*@

γ2 1.64 · 10−11 −1.1 · 10−10

γ3 0 −2.5 · 10−11

γ5 −1.0 · 10−2 −1.1 · 10−1

γ6 1.33 · 10−3 1.6 · 10−1

γ1 2.1 · 10−2 4.3 · 10−3

γ4 3.15 −7.69

.������� ��*@

δ2 5.2 · 10−11 3.2 · 10−11

δ3 −5.1 · 10−11 −2.0 · 10−11

δ5 7.8 · 10−4 2.2 · 10−3

δ6 0 −2.5 · 10−3

δ7 −8.48 · 109 −1.6 · 109
δ1 6.3 · 10−2 3.7 · 10−2

δ4 −1.31 −1.77

.������� ��*@

c1 3.0 · 104 2.29 · 103
c2 1.5 · 104 1.4 · 104

������� ?&>K .�
�����
 ��
 .������� ��� ��*@ +���#�
��������,
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3�� -����
�
��
 /�

 �
� �4���
�
�����������������5��
�����
���

-�� �
���������� ���� ��
 �)����� ������������������1����
����
��� N>C� =FO ���� ���

�� /���'��� ����� ���������U��� %(����� ��
 I
����� n ��� ��� 8�������	����

x� ����
 �����
�� ���������
$6� u ��� ����
 �����
�� ���������
$6� y ��
� �
�����
�
#�
���& -�� 2�
�����#���� ��� '
����'���� ���� ��� ����������
� ����������
� %(�����
�
#����
��
&
2�� ��
 �������
����

dx

dt
= a(x) + b(x) u

y = c(x)

#�
� ����������� ���� ��� ��� 
�����	�� 
�� ρ �������& -�� ��������� ���� �� ��

ρ���� ���������� ��������� ��
 ���������
$6� y ��� ���������
$6� u �
������ �)'�����
����
���& ����
 ��
 2�
#������ ��
 ����������� 1������������

La c(x) =
∂ c

∂x
a (x) +?&D,

��� ��
 k���� 1������������

Lk
a c(x) = La

(
Lk−1
a c(x)

)
��� L0

a c(x) = c(x) +?&?,

����
d ρy

dtρ
= Lρ

a c(x) + Lb

(
Lρ−1
a c(x)

)
u .

7�� ��
 9���
d ρy

dtρ
!
= v

����� ��
 ��� ���������
$6� ��� ����������
�� %(�����

u =
1

Lb

(
Lρ−1
a c(x)

) (−Lρ
a c(x) + v) .

-�� ���� 
$6� v ������ ��� ���������
$6� ��
 %�
���� ��� B��'�������� +R���'���
���
�� %�
����S, ��
& -�� ������������������2�
������ ��
 ���'�����
��� %�
���� ����

�
� � � 	 0 1 	

�
� �
0 > � ?

�

�
�
> �

� � �
0 > � ? ?

� � �

� '2

�

�

�
2

�
�

� � � � � 	 + � � 	 � 	 �

� � � � � � � � �

��������� ?&CK %�
���� ��� B��'�������� +���'�����
�� %�
����,

?@



��������� ?&C ����'
���� ����
 �����
���
����� ��� ρ �����
��
�
�& :�
 ��� /�
�������
��
 B��'�������� ��� �3����������� ��� B������� ��� 8�������	����
� x �
��
��
����&

�� � � � 	 & � 	 �
� 	 + � 	 �

1 � � � 	 � � � 	 � � 	
� � � 	 0 1 	

	 2

��������� ?&FK ������
��� ��� ���'�����
��
 %�
����

8�
 �������� ��� �� ������������ �����
�� %(����� ��� ��
 ���������
$6� v ��� ��

���������
$6� y ���� �� 	�
��������� :��� ��� .�������
 ���� ��������� ?&F 	�
#�����
#�
���& -����
 �����
 ��#��
������� ��� 
������ ��������
� ���������� ��� ������
�����&

3�� ���
���� �� ��
 6
�)#�)#���������


-�� ���������
$6� ��
 /������������������ ��� ���

y = c1
e
− c2
x2√
x2

+?&>H,

�������& /�
���� �� ��
 �
���� ���������� ���������� ����

d y

dt
=

− c1 e
− c2

x2 (−2 c2 + x2))

2 x
5
2
2

(
δ1 x

4
1 + δ2 x

4
2 + δ3 x1 + δ4 x2 + δ5

e
− c2
x2√
x2

+ δ6 u+ δ7

)

�
��� ��� ���������
$6� u �)'����� ���� ��
 
�����	�
 
�� ��� ����� ρ = 1& ��� ��

:�
��
���

d y

dt

!
= v

�
���� ��� ��� ������������� 2�
���
��� ��
 /�
������� 	�� u +����� �� ��� � ��
������ �,&

-�� ����
�� -(����� ��
 ���'�����
��� %�
���� ������� ��� I
����� n − ρ = 1 ���
���� ��� #����
 ����
����� #�
���& -��� #�
� �������� ��� L����(����� ��������
+R���������������S,� �&�& y = 0 ��� d y

dt
= 0 ����
��
�& ������������� ���� ���� /��

������� +?&>H, ��� �#���� 8��������
$6� 	�
���#�����& :�
 ��� L����(����� ����� ����
������ �

δ6
d x1

dt
= (γ3 δ6 − γ5 δ3)x1 + (γ1 δ6 − γ5 δ1)x

4
1 + (γ6 δ6 − γ5 δ7) . +?&>>,

L��� /�
������� ��
 ��������� 	�� +?&>>, ��� ��������6����
 2�
��������
�����
������

x1 = xRL +Δx1
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����� ���� -�3�
��������������� ��
 ��� ������������ Δx1 ��� ��
 �������� xRL +�����
�������	
���� �� ������ �,& /�� ������ ����
 *���
�������� 1;�'���	�:�������

V (Δx1) =
1

2
Δx2

1

�
���� ���� ��� �� ��������� ?&G ��
��������� ��������� ��������� d V
dt
& -�� L����(�����

��� ����� ��(�'������� ������&
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:�
 ��� �������� ��
 ������'�
���� �&�& y = R� #�
� ��� ���� ���������� ����������
�
B��'�������� ��� ��� �����
�
 �����
 +���
 ��� .�������
, 	�
#�����& -�� .�
�����

��� .�������
� ��� ��
 E��
�
��������������

C(s) = KP +
KI

s
+?&>=,

#�
��� ��
�� %����������� �� ��������� ���� ��� %�����
$6� ��
 ��
������� �� ��� /��
�
������ ����� #��� �('����� 2�
����� ��
 ������'�
��� 	�
������� #�
���& -�� ��
�
�������� �����
'�
�����
 ���� �� ������� ?&= ���������& �� ��
 /������������������

.������� ��*@

KP 5 · 10−2 3 · 10−1

KI 2 · 10−3 1 · 10−2

������� ?&=K �����
'�
�����
 +���1����
����
���,

#�
�� ��� ��������
��� ��������
���

ui = ui−1 +KP ei + (KI Ta −KP ) ei−1

?C



��
 E��
�
�������������� +?&>=, ��'��������
�� #���� Ta ��� ����������� ui ��� %�����
�
$6� ��� ei ��� ����������
 ��� 8���'���� t = i Ta �(��������
��� N?O& ��� �����
9����'�7�6����� #�
� ��
 �����
�������� ��� �

������ ��� %�����
$6����)�����
����������&

8�
 ���
��
��� ��
 %����
�;����
�� ��
 ��� ���������
$6� #�
��� ��
���� �� "�������
��� ��� 5�������������
�� :����
������� +B�'���� >H, �'������� :��������	�
����� ���
#����& /�� ����� 9������ ��� �
�����'������ 	�� y(t = 0) = y0 �� y(t = t1) = y1 #�
�

�

� � - � .

� 3

�  

�  3

��������� ?&DK %����
�;����
�� ��
 ��� ���������
$6� y

���� k���� ������ ��3�
�����
��
� :������� +%����
�;����
�� yd, 	�
�������& "��
��� �(��
�������
� t1 ��� E��
��������� �#������ ��� ������ �
�����'������& -�� ���������� :�
�
����� ����
 :������� 
�'
�������
� ��
 .��(��������� N@>O

yd(t) = y0 + (y1 − y0)

2k+1∑
i=k+1

pi

(
t

t1

)i

. +?&>@,

-���� ��� %����
�;����
�� ��� �� ��������� ?&D ��
���������� ������� 2�
���� ���#�����
������ ��� .�
�����
 pi �� �������� #�
���� ���� ��� �
���� k ����������� 	�� yd ��
��� 8���'������ t = 0 ��� t = t1 	�
���#�����& -�� 2�
����� k #�
� ���
 ������ ��

%(�����
����� n = 2 �������&

9�� ��� �
�������� ��
 .������� +���& ?&?, ��� ��*@ +���& ?&>H, ������� ���� ���
"���� ��
 ������������������1����
����
��� ��
 ����� 7���
����� ��� ���
 ����� ������
	�
������ �
����� #�
���&

=��!�

�� 2�
������ ��
 ���������� ����������� ��
 ������'�
��� +���& >&= ��� >&@, ���
�
��
���� ��� �������� �������� ���� B�'���� D �� 	��� �����
�� �
��������� +���& D&@
��� D&A,& -�� 	�
����������� ������� ��������
�
 2�
��������� 
�������
� ���
 �&/& ��

��*@ �� ����� �������������� �(��������� 2�
������&
�� �������� ���� ��� ��� �)���� ������������������1����
����
��� ���
 ��� ���������
���� �������� �� ���#�
���� ��� ��
 ���� �(�������� 2�
����� ��
 ������'�
���
�
����� #�
��� �$����& ���� ��� 2�
���'���� 	�� ��*@ ������ ���� .
����� ��
&
-�
 L������� �����
 7������ ������� �� ��
 ���#������� B������� ��
 8�������	��

������ x1 ��� x2� ��� ��
�� ����������� %����
�� �� ��
 8���� ������������� �
�����
#�
���& �� ��� ��
���� �� 7�
�� ��0�������� R%�
�����
����S ��� ;����� ����� ����
%����
�� ����� ���������&
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� � � �
3 � � � * � #

��������� ?&>HK �
�������� ���1����
����
��� +��*@,

�� ��������� B�'���� >H #�
� ��� ��� ���#�
� ����
 5�������������
��� :����
�������
���� 7������ ��������� ��� �
'
���� ��� ��
 ��� B������� ��
 8�������	�
������ �����
���
 �$��� ���&
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:�
 ��� ���#�
� ��
 5�������������
��� :����
������� #�
� #����
 ��� ���#�
��������
��� B�'���� ?&> 	�
#�����& L��� ��
 ��
��� /����
������ ��
 �
����������� ���� ��

5�������������
��� :����
������� �
����� ��� ��#������ ��� ��� 7����� ��
 /��������
�����������&

�7�� -����
�
��
 /�

 �
� 8�)##
�������
��
� ����
�
�
�
���

��� �������
���� #�
� ��� ����������
�� 7����� ��
 I
����� n ��� ��� 8�������	����

x� ��
 �����
�� ���������
$6� u ��� ��
 �����
�� ���������
$6� y ��
 :�
�

dx

dt
= f(x, u) ,

y =h(x, u) +>H&>,

���
������& -�� 7����� +>H&>, ���6� ��3�
������� 5���� #��� �� ����� +0���	��, �������
z ����� ������ ��
 ��� �������$
���� 
�����	�� 
�� ρz = n ���� NF� G� >>� ==O& 7��
"���� ��� 5����� �������� �$���� ���� 8��������
$6�� x� ��
 
���� ������� y ��� ��

������� u ��3�
������� '�
����
��
�� �&�& ��
 ��� ��� 5����� ������� ��� ������ �����
������ ����������� ��������� #�
���& -�� .�
����
��
��� ��
 8��������
$6�� ���$����
�� ����������� ��� �
���� n− 1 ���������� �����������

x = Ψx

(
z, ż, z̈, . . . , z(n−1)

)
,

��� .�
����
��
��� ��
 ���������
$6� ��� �
���� n ���������� �����������

u = Ψu

(
z, ż, z̈, . . . , z(n)

)
��� ��� .�
����
��
��� ��
 ���������
$6� ��� �
���� n− ρ ���������� ����������� ���
5����� �������� z

y = Ψy

(
z, ż, z̈, . . . , z(n−ρ)

)
,

#���� ρ ��
 
�����	� 
�� ��� ������� ��
 ���������
$6� y ���& ���� ��������������
/�
��������	�
���
����� Ψx� Ψu ��� Ψy #�
��� ��
 ��� ��� ����������� ��� 5�����
�������� z ��� ��� %(��������� f ��� h ��������&
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L��� ��
 2�
���� ����
 ������� %����
�;����
�� zd ��
 ��� 5����� ������� #�� �� B�'��
��� ?&A �����
������ ���� ���
 ��� .�
����
��
��� ��
 ���������
$6� Ψu ��� ���������
�
$6� ud ��
 ���� 2�
�����
��� ��
������ #�
���& -� ��� �������#�
�� ��
 %�
����
����� ������� ���� ��� �)��
�� %�$
����� ��� ��� �������
���� #�
���� ��� ��� �
�
#����
��� ��
 5�������������
��� :����
������� ��� 2�
�����
��� ���� ��������� >H&>
����	���& 8��������� �
���� ���� 
����� /��
��� ��
 %�
���� ��
 ��� ��
 2�
�����
���

� � � 	 0 1 	� 	 + � 	 �
�' �	

� � � � � 	 ' 	 � ' � +
' �

� � & 4 	 1 � � � � 	 � 5
� � & � ' � +

� � '

��������� >H&>K :��������������
�� :����
������� ��� 2�
�����
���

��#��������� ��
�� 7������������
������ ��� ����� ��������
�� �3���� ���&
:�
 ��� �������� #�
� ��
 ��
 5���� ������� z 	�
#������ ��� �������������� �
�
������� ��
 8��������
$6�� ��� ����� �
��
��
����& %��� ������� ��
 8�������	����
 x
��
 �������� 	�
#����� #�
���� ��� ���� ����������� ��
������� ��
 %����
�;����
��
��
 ��� 5����� ������� zd �� ��� %����
�;����
��� ��
 8��������
$6�� xd ���
 ���
8�������'�
����
��
��� Ψx �
��
��
����&

�7�� ���
���� �� ��
 6
�)#�)#���������


-�� ���������
$6� y ��
 /������������������ ����'
���� ������ 5����� �������� ��
����� ���� ��
 �
���� ���������� ��������� ��� %�����
$6� u ����
��� +����� B�'���� ?,�
��
 ��� 
�����	�� 
�� ����

ρ = 1 < n = 2 .

�� 	�
��������� :��� ��
� �� d z
dt
��� 
$6� u ����� �
��������& ��� ������ 
��� ���

��������
 ������ ��
 ����� 5����� ������� z �����������K

z := δ6 x1 − γ5 x2 . +>H&=,

-� �
�� ��� ��
 �#����� ���������� ��������� 	�� z ��� ���������
$6� u �)'����� ����
������� +����� ������ /,� ����'
���� z ����
 5����� +0���	��, ���������
$6�&
L��� ��
 2�
���� ����
 ������� %����
�;����
�� yd ��
 ��� 
���� ���������
$6� ���� ���

��� ����
�� -(����� ��� �������$
��� %����
�;����
�� ��
 ��� 5����� ������� ��
������
#�
���& ��� �����
 ����� ���
 ��� ��������'�
����
��
��� Ψu ��
 %���	�
���� ��
 ���
%�����
$6� ud +2�
�����
���� ���& >H&=,& -�� 2�
�����
��� #�
� �� ���� �����������
�������� ��
 
����� ���������
$6� y �
������ ��� ��� ����������� %�����
$6� uR �����
�&

-�� '
�������� ��������
��� �����
 �������
������ ��� ;����� ����� ���� ��� ���� 	�
���
�������� ��
��������� 9�� �$������ �� ��� .�
����
��
����� ��
 8��������
$6�� ��
��
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�� :����
������� ��
 y ��� 2�
�����
���

��'������ ���������� ������� ����& �� ����

0 =Ψx (z, x1, x2) ,

u =Ψu (z̈, x1, x2) , +>H&@,

0 =Ψy (z, ż, x2, y) +>H&A,

���� ������ /& -�� /�
������� ��
 %�����
$6� ud �
����� ����� �� ���
�
�� %��
�����K

>& 2�
���� ����
 ������� %����
�;����
�� yd ��
 ��� ���������
$6�

=& /�
������� ��
 %����
�;����
�� x2,d ��
 ��� �#���� 8�������	�
����� ��� ��
 ����
�������������� +?&>H,

@& /�
������� ��
 %����
�;����
�� zd ��
 ��� 5����� ������� ���
 ��� ��� /�����
���� +>H&A, �������� -�3�
��������������� ��
 z

A& /�
������� ��
 �
���� 8�������	�
����� ��� -�0������ +>H&=, ��� 5����� ����
�����

C& /�
������� ��� %���	�
������ ud ��
 %�����
$6� ��� "���� 	�� �������� +>H&@,
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$6� y +.�������,
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��������� >H&@ ����� ��� 2�
������ �#������ ��� 	�
��������� ��� ��� �������
����
������ ���������������� 2�
���� ��
 ��� ���������
$6� y ��� ���������
 9��� ��
 ���
�������������&

8�
 -����������
��� ��� ���
 	�
#������� .�������
� #�
� ���
�� ��� �������
���� ��
���� �('����� %����
�;����
��� #�� �)��'��
���� �� ��������� >H&@ ��
��������� �����
����
�
��� ��� ;�#���� �������$
��� /����-���
��� ���������� +���& >H&A,&
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�

J � � K * � � + � " � � � % � & � �

��������� >H&AK /����-���
��� ��
 �����
����
��� �������
���� +.�������,

��� ��� ��� ������������ /����-���
����� #�
� ��� R
�'
��������	�
 ������
�
S 2�
����
��������� +
�� �� ���& >H&A,& :�
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G �������(s) =
1.0614 · 10−13 (s+ 0.0107)

(s+ 0.001274)(s+ 0.03704)
,
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G!
"�(s) =
7.0363 · 10−13 (s+ 0.1976)

(s+ 0.217)(s+ 0.02251)
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 ��� ��
 E��
�
�������������� +?&>=, #�
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KP 24.9 3.13
KI 1.03 0.15
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� ��#���������
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