
Fünfter Abschnitt.

Theorie der Ausgleichung des Dreiecksnetzes.

5. 79. Entwickelung der angewandten Rechnungsvorschrilten.

Die Ermittelung der wahrscheinlichsten Richtungen auf den einzelnen Sta-

tionen hatte nach 5.18. auf Gleichungen geführt von der Form:

an : + aaA — abB — MC....

bn : —— abA + 668 -—— bcC.... 1.

c_n : —— acfl -— 603 + cc0....

Werden nun die Beobachtungen verschiedener Stationen so mit einander ver-

bunden, dafs sich Dreiecke, Vierecke u. s. w. bilden, wodurch ein zusammen-

hängendesDreiecksnetz mit mehr oder weniger überschüssigen Beobachtungen

entsteht, so gehen hieraus neue Bedingungen hervor, die erfüllt werden müs-

sen, wenn das Dreiecksnetz mathematisch möglich werden soll. Die Gröfsen

A, B, C. . . in den Gleichungen 1. bleiben aber alsdann nicht mehr unabhän-

gig von einander, sondern sie werden, durch die aus dem Dreiecksnetz her-

vorgehenden Bedingungen, von einander abhängig. Es müssen demnach den

Gleichungen 1. auf allen Stationen noch die in dem Dreiecksnetz enthaltenen,

und auf die einzelnen Stationen bezüglichen Bedingungen so hinzugefügt

werden, dafs daraus die wahrscheinlichsten, sämmtliche Bedingungen erfüllen-

den Werthe von A, B, C. . . gefunden werden können.

Die Verbindung dieser im Dreiecksnetz enthaltenen Bedingungen mit

den Gl. 1.‚ oder, was dasselbe ist, mit den Bedingungen auf den einzelnen

Stationen, kann aber mit Hülfe der im 5.19. gegebenen Theorie leicht be-

werkstelligt werden, wenn man die im Dreiecksnetz enthaltenen Bedingungen

durch folgende Gleichungen darstellt:
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u:o:ß[+aA+a/B+d'ß....

u':o:£ß+ßd+ßß+ß"fl.... ?.

If”: a : @ + ryA + y’B + y"C....

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit den willkührlichen

Factoren [, II, III . . ., und fügt man alsdann bei der unprünglichen Forma-

tion der Gl. 5—7, 5.18., den verschiedenen Difl'erentialquotienten nach A,

B, C . . ., aus denen oben die Gleichungen 1. entstanden sind, gleich die re-

spectiven Difl'erentialquotieriten % ], 55 I], %; [I], 35 I..., die aus den G1. ?.

hervorgehen, hinzu, so erhält man:

412 du du’ du”

«12 du du' du”

412 du du' du”

Da nun die ersten Difl'erentialquotienten die Gleichungen 1. geben,

und da ferner % : a., ‚% : a', % : a,” u. s. W. ist, so gehen diese Gleichun-

gen üher in:

_ an :: + ua./1 — abß — ac() + al+ ßll+ yIII..„

bn :: —- 06.4 + 663 — bcC' + «L'! + ß'II'+ y'III.... 4.

en : —— acA — bei? + 000 + a"l + ß"ll + y”!II....

Eliminirt man aus diesen Gleichungen A , .B, C ...„ und drückt sie

durch die Unbekannten I, II, III aus, so findet man:

A:P+ql+rll+slll

B :; Q + q’I+ r'll+ s'III 5,

C : 12 + q"! + r"II + s'_'III

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen Q., so verschwinden darin

A, B und C, und man erhält eben so viele Gleichungen, als unbekannte Fac-

toren vorhanden sind. Die Auflösung derselben giebt daher die Werthe der

Factoren [, II, III ‚..., und setzt man dieselben in die Gleichungen 5., so

findet man die wahrscheinlichsten Werthe von A, B, 0 „.., welche sämmt-

lichen Bedingungen Genüge leisten.

Dies ist zwar die einfachste Darstellung der Sache, wenn man aber



V. 5. 79. Entwickelung der angewandten Bechnungsvorsc/zrg'ften. 257

bei der praktischen Ausführung diesen Weg einschlagen wollte, so würde die

Rechnung erst beginnen können, nachdem sämmtliche Beobachtungen beendigt

sind, wodurch die Arbeit sich dergestalt anhäulte, dafs sie bei ausgedehnten

Dreiecksnetzen höchst lästig werden würde. Es kömmt daher darauf an, bei

der Rechnung solche Anordnungen zu treffen, dafs dieselbe theilweise aus-

geführt werden kann, ohne der strengen Auflösung der Aufgabe Eintrag zu thun.

Diese Absicht wird erreicht, wenn man stationsweise die Gleichungen 1.

auflöst, die mit den Gleichungen 9., 5.18., gleichbedeutend sind. Man erhält

dadurch die unabhängigen Werthe von A, B, C „.., also die wahrscheinlich-

sten Richtungen auf den Stationen. Geht man dann bei der Ausgleichung

des Dreiecksnetzes von diesen wahrscheinlichsten Richtungen aus, so hat man

es nur noch mit den Verbesserungen zu. thun, die aus den Bedingungen des

Dreiecksnetzes hervorgehen. Bezeichnet man diese Verbesserungen durch

(1), (2), (3) ‚..., und die Anderungen, welche dadurch an, bn, cn erleiden,

durch [1], [2], [3] „.., so erhält man nach 5.18. G1. 12.:

[1] : + aa(l) —_ ab(2) -— ac(3)

[2] :: — ab(l) + bb(2) ‚— bc(3) 6.

[3] : — ac(l) — bc(2) + cc£3)

Aus diesen Gleichungen findet man nun auch, nach den Vorschriften,

die in 5. 18. zu den Gleichungen 10, 11 und 13 gegeben sind, die Coeflizien-

ten der folgenden Gleichungen:

m=mm+wm+wmm

®=wm+nm+wmw

@=wm+wm+mmw

\
]

Bis hierher können demnach die Rechnungen auf jeder einzelnen Sta-

tion unabhängig ausgeführt werden. Dies ist auch wirklich geschehen, und

sie sind in dem Mafse, wie die Beobachtungen vorschritten, von Jahr zu Jahr

beendigt worden. Die Gl. 7., auf die es allein ankömmt, sind im 3. und

4. Abschnitt nach den Beobachtungen auf jeder Station aufgeführt worden.

In den G1. 2. umfassen die Werthe von A, B, C sämmtliche

Bedingungen; will man aber die wahrscheinlichsten Richtungen auf den Sta-

tionen von den Verbesserungen im Dreiecksnetz trennen, wie_es hier g68che-

hen ist, so mufs man anstatt A, A+(1), und anstatt B, B+_(2) u. s. w.

schreiben. Geht man nun bei Formation der Bedingungen im Dreiecksnetz

33
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von den wahrscheinlichsten Richtungen auf den Stationen, d. h. von den

Werthen A, B, C ‚..., oder von den bei den Beobachtungen unter der Rubrik

Resultat aufgeführten Richtungen aus, so können die Bedingungen auch nur

die auf das Dreiecksnetz bezüglichen Verbesserungen enthalten, weil alsdann

A, B, C daraus verschwinden. Man erhält demnach anstatt der Gl. 2.

die folgenden:

0 :: Q’ + a(l) + a.'(2) + a.”(3)

0 == iB' + [M) + ff<2> + ß"(3) 8-
0 : (5' + 3/(1).+ ly'(2) + »);"(3)

Betrachtet man jetzt die Gleichungen 4., so ist klar, dafs dieselben

unter der obigen Voraussetzung, wenn man nämlich von den wahrscheinlich-

sten Richtungen auf den Stationen ausgeht, ebenfalls nur diejenigen Wer-the

darstellen können, welche auf das Dreiecksnetz Bezug haben. Setzt man da-

her, wie früher, für an den Werth an +[1]; fiir bn, bn+ [2] u. s. w., und

fiir A, B, C die wahrscheinlichsten Richtungen auf den Stationen, so

gehen die Gleichungen 4. über in:

[l] :: al+ ßll+ fylll....

[2] :: a’l+ ß'll+ y'III....« 9.

[3] :: er"! + ß”II+ ry"lll

Setzt man die Werthe von [i], [2], [3] „.., die mit den Gl. 6. übereinstim-

men, in die G1. 7., so erhält man die Verbesserungen im Dreiecksnetz (l),

(2), (3) ‚..., ausgedrückt durch ], II, III „.., und führt man nun die gefun-

denen Werthe von (i), (2), (3) in die Gl. 8. ein, so erhält man die End-

gleichungen, deren Auflösung die Werthe von I, II, III giebt. Setzt

man endlich die bekannten Werthe von I, II, III in die Ausdrücke der

Verbesserungen, so erhält man diese selbst. 4— Die auf diese Weise für die

Verbesserungen (l), (2), (3) gefundenen Werthe erfüllen nun die Bedin-

gungen der G1. 8. und reduciren dieselben auf Null.

Die verbesserten Richtungen, welche man auf diese Weise für jeden

Stationspunkt gefunden hat, beziehen sich aber auf die willkührlich gleich

Null angenommene Richtung des ersten Objects. Für die zu ermittelnden

'Winkel der Dreiecke, so wie auch für die Übereinstimmung der einzelnen

Beobachtungsreihen unter sich, ist dies gleichgültig; will man aber den Ein—

flul's kennen lernen, den die Ausgleichung der Richtungen und die Verbesse—

rungen (l), (2), (3). im Dreiecksnetz auf den Anfangspunkt ausgeübt haben,

um die Gröl'se der Änderungen zu bestimmen, welche an dem Resultat der



V. 5. 79. Entwickelung der angewandten Rechnungsvorschriflen. 259

Beobachtungen sämtlicher Richtungen auf einem Dreieckspunkte angebracht

werden müssen, so mufs man gleich Anfangs die für den Anfangspunkt ge-

wählte Richtung unbestimmt lassen. Bezeichnet man dieselbe durch z, so

hat man für die übrigen Richtungen z+A, z+B zu setzen. In 5.18.

hätte man also schreiben müssen:

beobachtete Richtungen 0 a b

wahrscheinlichste Richtungen z z+A z+B

Unterschied —— z; a—z—A; b—z—B

Diese Unterschiede : x gesetzt, geben die Gleichungen:

O:x+z; 0::z+A+x—a; 0::z-+B-+x—Ö u. s. W.

Setzt man nun:

22:(:1:--|—z)‘—[—(z—I—A—f-.cr:—a)*-{--(z--i--B—i—cr:—b)*+....+(z+a:)2

+(z+ A+x—a')2 +(z + B + x—6'V + + (z + x'>2

+(z+A+af—«>2+(z+ß+x'—ßf +(Z+C+x'—v)z+w
so findet man:

I '

%:0:(mn+m'n')z+mnx+mnx'+n(A-+B) +n'(A+B+C)

—(a+a’ +....)—(b+b’+„. .)—s'——s” —s”'. (5. 18.)

Fügt man jetzt den Richtungen A, B, C noch die auf das Dreiecksnetz

bezüglichen Verbesserungen hinzu, indem man für A, A+(1); für B, B+(2)„„

setzt, und läl'st man dann die Werthe, die nach den Gleichungen 3. und 4.

5. 18. :: 0 sind, verschwinden, so erhält man:

0 : (mn + m'n')z +(n + n')(1) +(n + n') (2) + n' (3)

mn bedeutet aber nach 5. 18. die Summe aller Einstellungen in der Gruppe I,-

m'n' die Summe aller Einstellungen in der Gruppe II;

n+n’ - ‚. - - - von A,-

n+n' - - - - - ß,-

„' - - - - - a

Bezéichnet man daher durch In die Summe aller Einstellungen des ersten

Objectes auf jeder Station, auf welches sich z bezieht; durch h' die Summe

aller Einstellungen von A; durch h” die Summe aller Einstellungen von B

u. s. w., so folgt:

0 :: z (h+h’+h”+h”'„..) + Ii'(1) + h"(2) + h"'(3)

Setzt man in dieser Gleichung fiir (1), (2), (3) die gefundenen Verbesse.

rungen, so findet man z, und, da jede Station eine solche Gleichung liefert,

die Verbesserungen sämmtlicher Nullpunkte.

33'



260 V. 5. 79. Entwickelung der angewandten Bechnungsvorschrg'ften.

.
‘
°
’
.
"
‘

Der Gang der vollständigen Ausgleichungsrechnungen besteht daher:

In dem Aufsuchen der Bedingungsgleichungen oben unter 8.

In der Zusammenstellung der Gleichungen 9.

In der Darstellung der Verbesserungen (l), (2), (3) durch die

Factoren ], II, III nach G1. 7.

In der Formation der Endgleichungen, oder in der Substitution der

Werthe von (I), (2), (3) in die Bedingungsgleichungen.

In der Auflösung der Endgleichungen, oder in der Bestimmung der

Factoren ], [I, ‚(E....

In der Substitution dieser Factoren in die ad 3. gefundenen Aus-

drücke ‘zur Bestimmung der Verbesserungen (l), (2), (3)

In der Bestimmung der Veränderungen, welche die Nullpunkte auf

den einzelnen Stationen erleiden.

In der Zusammenstellung sämtlicher Verbesserungen, welche den

beobachteten Richtungen hinzuzufiigen sind.

Diese 8 Theile der Rechnungen werden später für jeden Abschnitt

der Beobachtungen in eben so vielen 55. der Reihe nach aufgeführt werden.
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5. 80. Formation der Bedingungsgleichungen.

Da die Richtungen auf den einzelnen Stationen bereits nach der Me-

thode der kleinsten Quadrate ausgeglichen sind, so können hier keine anderen

Bedingungen vorkommen, als solche, die aus der Verbindung der auf ver-

schiedenen Stationen beobachteten Richtungen zu Dreiecken, Viereck'en u. s. W.

entstehen. Solcher Bedingungen giebt es zweierlei: die ersten bestehen darin,

dafs die Summe der Winkel eines jeden Dreiecks : 1800 + 3 sein mul's,

wo 8 den sphärischen Excel's bedeutet; die zweiten fordern, dafs alle beobach-

teten Richtungen nach einem Punkt, auch wirklich genau in diesem Punkte

zusammentreifen. Die aus den ersten Bedingungen hervorgehenden Gleichun-

gen werden Winkelgleiehungen, die aus den zweiten Seitengleichun-

gen genannt.

Um die Bedingungsgleichungen vollständig zu finden und auch keine

doppelt zu erhalten, mnfs man die Entsteth des Dreiecksnetzes aus einer

seiner Seiten und den sich an einander reihenden beobachteten Richtungen

verfolgen.

_ Ist eine Dreiecksseite AB gegeben, so sind zur Bestimmung irgend

eines Punktes N zwei Richtungen erforderlich. Liefern daher die Beobach-

tungen mehr als zwei Data zu seiner Bestimmung, so ist der Ueberschufs über

zwei die Zahl der Bedingungsgleichungen, welehe die Bestimmung des Punktes

N ergiebt. Sind daher im Punkte IV selbst die Richtungen nach A und B

gemessen, die wegen des willkührlich bleibenden Anfangstktes nur einen

Winkel geben, also auch nur für ein Datum gelten können, so sind drei Data

vorhanden, die folglich eine Bedingungsgleichung und zwar eine Winkelglei-

chung geben. Ist der Punkt IV von drei schon bestimmten Punkten A, B

und 0 beobachtet, so sind drei Richtungen dahin vorhanden, und sind diese

drei Punkte auch in [V beobachtet, so bilden diese Beobachtungen in [V zwei

Winkel: es sind demnach 5 Data, also 3 Bedingungsgleiehungen, und zwar

zwei Winkelgleichungen und eine Seitengleichung vorhanden 11. s. w. Es

seien z. B. (Taf. III. Fig. 1.) folgende Richtungen beobachtet:

IBA InB

die Richtung D = o die Richtung A : 0

- - Ü=e+(5) - - D:c+(3)

-, - B=f+(6) - - C=d+(4)
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InC In!)

die Richtung B = o ‘ die Richtung 0 :.: 0

- - =a+<i) - — B=g+<7>
- - D:b+(2) - — ::b+(8)

wo die Ausdrücke (l), (2), (3) die Verbesserungen bezeichnen, welche die

Figur mathematisch möglich machen. (

Geht man jetzt bei der Formation der Bedingungsgleichungen von der

Seite AB aus, so sind die Richtungen f und c nothwendig, um den Punkt

0 zu bestimmen; da aber in B auch die Richtungen g und h gemessen sind,

die den Winkel h ——g geben, so ist ein überschüssiges Datum, und zwar eine

Winkelbedingung vorhanden. Stellt man daher die drei Winkel des Dreiecks

zusammen, so erhält man:

o=f+<6>+a+<3>+h+<8>—g—<7>—180 -—e
und setzt man die Summe der drei Winkel f+ c + (h —— g) : S so ist:

a::(3)+ (6)—(7)+(8)+S—180—e} l.

die erste Bedingungsgleichung.

Geht man nun zu dem folgenden Punkt 0 über, so ist derselbe von

den drei bereits bestimmten Punkten B, A und D beobachtet werden, und

in 0 sind die drei Richtungen nach B, A und D, oder die beiden Winkel

a und (b —— a) gemessen: es sind also fünf Data, und daher 5—— 2 Bedingungs—

gleichungen vorhanden, und zwar zwei Winkelgleichungen und" eine Seiten-

gleichung. Die Winkelgleichungen sind: '

o:(2)+(7)+(4) —(3)+S—180—s} II.

o:(l)+(4)+(ö)—(5)+S— 180—s} 111.

Um die Seitengleichung zu finden, rechnet man von einer Seite bis wieder

zu derselben zurück, 2. B.

Sin AB : SinAD:Sin {h +(8)——g-— (7)}:Sin (c+{3))

SinAD:Sin AC:Sin{b + (2) —— a——— (1)}: Sin (h+(8))

Sin AC: Sin AB : Sin (d + (4)) : Sin (0 +(1)_)

Sin(c-H3)).Sin(h+-(8)).Sin(a+(i))=Sin{(h—g)+(S)—(H} .Sin{(b—a)+(fl)—(i)}. Siu(d+(4))„„a

Nimmt man die Logarithmen dieser Sinus, so findet man:

Log Sin 0 + A‘(3) +Log Sin h+ A'(8) + Log Sina+mm= Log Sin (]:—g) + A7{(8)—(7)}

+ Log Sin (b—a) + A’{(2) - (i)} + Log Sin d+ A'(4)

wo unter A1, A“, A3 die jedem Sinus zugehörige logarithmische Diffe—

renz für 1” zu verstehen ist. Bringt man diese Gleichung auf 0, so wird die

Bedingung der Seitengleichung
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o=los{fifäi“Tifffäsf.—Z;ffl}—(A‘+A*)(1)+A*<fl>—A*(3)+A*M)+(A7—A°)(8)—47<7)} IV.

Bei Anwendung dieses Verfahrens erhält man aber leicht die Coeffizienten der

Endgleichungen in grofsen Zahlen, weil die logarithmischen Difl'erenzen der

Sinusse kleiner Winkel an sich schon grofse Zahlen sind. Dieser Uebelstand wird

vermieden, wenn man oben in Gleichung co Sin (c + (3)) : Sin 0 + Cos c (3);

Sin (I: + (S)) : Sin ]: + 005 h (8) u. s. w. einführt (weil Sin (x + dx) : Sin x

+ Cos x.dx). Man erhält alsdann, wenn 3 : Sin 0 .Sin h ‚Sin a, und p

: Sin (h—g) . Sin (6— a) . Sin d gesetzt wird:

s+s Cotc<ß)+a Cotb(8)+cCotaü)=p+pCot<h—g)«S)—(7»+pCot(b—a) ((%)—(1))+p Como);

dividirt man diese Gleichung durch s, und nimmt den Quotienten %, da wo

derselbe ein Faktor der Verbesserungen ist, = l, welchen Werth derselbe

vollständig erlangen mufs, sobald die Bedingung IV. erfith ist, so findet man

die Bedingungsgleichung wie folgt:

0 = „___11_ flag—3:19:5ng _ 1}—{Cota+Cot(b—a)}(l) + Cot(b-— «)(—2) .- 0m(3) +Cotd(4)

+{cm}. —--g) - Cotk}(8) _ Cot(h——g) (7)} IV.

Nach. dieser Vorschrift sind die sämmt.lichen Bedingungen der Seiten-

gleichungen im folgenden 5. berechnet worden.

Führt man zum Auffinden der Bedingungen eine allgemeine Bezeich-

nung ein, so ergiebt sich die Regel: Wenn ein Punkt X von m bereits be-

stimmten Punkten beobachtet wurde, so sind m— 2 Seitengleichungen vor—

handen. Sind in dem Punkt X selbst zwischen einigen der festen Punkte

71 Winkel gemessen, so kommen eben so viele Winkelgleichungen hinzu. Sind

in X aber alle m Punkte, also m— 1 Winkel beobachtet, so kommen auch

m— 1 Winkelgleichungen hinzu. In diesem Fall erhält man also im Ganzen

2m—3 Bedingungsgleichungen. Sind in dem Punkt X gar keine Winkel

gemessen worden, so fallen auch alle Winkelgleichungen fort, und man erhält

nur m —— 2 'Seitengleichungen.

Die Endgleichungen zwischen den unbekannten Factoren I, II, 111

welche man nach dem vorigen 5. aus den Bedingnmgsgleichungen erhält, haben,

wie alle nach der Methode der kleinsten Quadrate formirten Gleichungen, die

Eigenthümlichkeit, dafs sämmtliche Coeffizienteu der Unbekannten, mit Aus-

nahme der quadratischen, die man deswegen durch Unterstreichen leicht kennt-

lich machen kann, doppelt vorkommen, und zwar so, dafs alle Coeliizienten,

die in der horizontalen Reihe rechts neben dem quadratischen Factor stehen,

sich in der verticalen Reihe unter demselben wiederholen; z. B.
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1 n 111 IV

„ = _ 1,395 +____018568 -— 0,08235 __ 0,02250 + 0,00575

0 = + 0,586 _0T,235+ 0,19477 _ 0,05753 _ 0,00017

0 = + 0,506 - 0,02250 _ 0,05753 + 0,17041 -— 0,03420

0 = + 1,336 + 0,00575 -— 0,00017 -— 0,03420 + 0,14346

Man kann daher diese Gleichungen auch so schreiben:

I II III IV

—- 1,395 + 0.1.8568 — 0,08235 — 0,09250 + 0,005750 =

o = + 0,586 '.'“."."+ 0,19477 .. 0,05753 _ 0,00017

0 = + 0,506 .......... + 0,17041 _- 0,03420

o=+1,336 ..... '.'.".'.'f'+0,14316

oder.

= _1,395 + 0,18568 I —— 0,08235 II - 0,02250m + 0,005751V

= + 0,586 + 0,19477 11 —- 0,05753m _ 0,00017IV

= + 0,506 + 0,17041 III —— 0,034201V

o = + 1,336 + 0,143461V

Diese beiden Darstellungsweisen der Gleichungen enthalten alles, was

zur Auflösung derselben nach 5.18. erforderlich ist, und es lassen sich aus

denselben, wenn es wünschenswerth erscheinen sollte, die vollständigen Glei-

chungen sehr leicht herstellen.

Von diesen Abkürzungen wird in der Folge, je nachdem es der Raum—

ersparnifs wegen zweckmäßig erscheint, Gebrauch gemacht werden.
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