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Kurzfassung

Diese Masterarbeit beschéftigt sich mit einem Regime-Switching-Modell, das als
Erweiterung des gewohnlichen Black-Scholes-Modells interpretiert werden kann.
Da dieses Regime-Switching-Modell unvollstiandig ist, beschreiben wir zunéchst
einmal die Menge aller dquivalenten Martingalmafle. Dabei gehen wir besonders
auf das Minimale-Entropie-Martingalmafl und das Esscher-Martingalmafl ein. Dann
betrachten wir einen spieltheoretischen Ansatz, um ein , geeignetes*“ Bepreisungsmafl
zu bestimmen. Dieser Ansatz beschreibt ein stochastisches Spiel zwischen zwei
Spielern, ndmlich einem repriasentativen Agenten, der eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie wahlt, um seinen erwarteten Nutzen zu maximieren, und dem Markt,
der durch Wahl eines realen Wahrscheinlichkeitsmafies den Nutzen des Agenten
minimiert. Das daraus resultierende Maf ergibt sich durch Lésen einer Hamilton-
Jacobi-Bellman-Isaacs-Gleichung und erfiillt die Martingalbedingung.

Darauthin werden wir das Regime-Switching-Modell vervollstdndigen, indem wir den
Markt durch eine Reihe zusatzlicher Finanzgiiter erweitern. Dadurch koénnen alle
integrierbaren Forderungen gehedgt werden.

Anschliefend bestimmen wir eine Formel zur Berechnung des Preises einer
europdischen Call-Option. Diese Formel beruht auf der charakteristischen Funktion
des logarithmierten Aktienpreises. Um Optionen effizient bewerten zu kénnen, stellen
wir den FFT-Algorithmus vor. Hierbei gehen wir besonders auf die Bepreisung von
Optionen mit sehr kurzen Laufzeiten ein und diskutieren die damit verbundenen
numerischen Schwierigkeiten aufgrund von stark oszillierenden Integranden. Weiters
analysieren wir die Unterschiede, die sich bei der Bewertung von Call-Optionen je
nach Wahl des Bepreisungsmafles ergeben. Dabei untersuchen wir die Bepreisung
des sogenannten Regime-Switching-Risikos. Auflerdem zeigen wir, dass im Gegensatz
zum Black-Scholes-Modell ein Volatilitdts-Smile generiert werden kann. Bedingt auf
ein Regime mit niedriger Volatilitit ist der Smile wesentlich deutlicher ausgeprigt als
bedingt auf ein Regime mit hoher Volatilitat.

Schliellich kalibrieren wir unser Marktmodell beziiglich real beobachteter
Optionspreise. Wir interpretieren das Problem der Kalibrierung als inverses Problem
zur Bepreisung von Optionen. Durch Losen des inversen Problems bestimmen wir
die gesuchten Modellparameter und ein Bepreisungsmaf. Wir stellen auch noch eine
Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode vor, um die unbekannten Modellparameter aus
einem Datensatz von beobachteten Log-Returns zu schéitzen. Mit beiden Ansétzen
konnen wir jeweils sehr zufriedenstellende Ergebnisse erzielen.



Abstract

This master thesis examines a regime-switching model, that can be seen as an
extension of the classic Black-Scholes model. Since this regime-switching model is
incomplete, we initially describe the set of all equivalent martingale measures. In doing
so, we deal with the minimal entropy martingale measure and the Esscher martingale
measure in great detail. Thereafter, we consider a game theoretic approach to
determine a ,reasonable® pricing measure. This approach describes a stochastic game
with two players, namely, a representative agent, who maximizes his expected utility
by choosing a self-financing trading strategy and the market, that minimizes the
agent’s utility by selecting a real-world probability measure. The resulting measure
is found by solving a Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs equation and satisfies the
martingale condition.

Thereon, we complete the regime-switching model by augmenting the market with a
set of additional assets enabling us to replicate every integrable claim perfectly.
Afterwards, we determine a pricing formula for European call options. This formula
is based on the characteristic function of the log asset price. In order to value options
efficiently, we introduce the FFT algorithm. In this respect, we consider option pricing
for very short maturities and discuss the resulting numerical difficulties, caused by
highly oscillating integrands. Furthermore, we analyze the differences, that result from
valuing call options under various pricing measures. In doing so, we examine the so-
called regime-switching risk. We also show, in contrast to the Black-Scholes model,
that it is possible to generate a volatility smile. Given a regime with low volatility
the smile is significantly steeper than given a regime with high volatility.

Finally, we calibrate our market model to real observed option prices. We understand
the problem of calibration as the inverse problem associated to option pricing. By
solving the inverse problem we determine the required model parameters and a
pricing measure. We also introduce a Markov chain Monte Carlo method to estimate
the unknown model parameters given a data set of observed log returns. In both
approaches we achieve very satisfying results.
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1 Regime-Switching-Modell (RSM)

1.1 Motivation

In der Literatur werden zahlreiche unterschiedliche Marktmodelle diskutiert, um die Dynamik
am Kapitalmarkt zu beschreiben. Dabei gilt vor allem das von Fischer Black und Myron Scholes
im Jahr 1973 entwickelte Black-Scholes-Modell als ein Meilenstein der Finanzmathematik [4]. In
diesem Modell wird angenommen, dass der Preis einer Aktie durch die Differentialgleichung

dS; = ,uStdt + O'Stth, So >0

bestimmt ist. Dieses sehr einfach gehaltene Modell weist jedoch zahlreiche Schwéchen auf und
kann die am Markt beobachtete, reale Preisentwicklung nicht verniinftig wiedergeben, da sich
sowohl Trend als auch Volatilitdt in der Realitit keineswegs konstant iiber die Zeit verhalten.
Aufgrund von politischen, sozialen und technologischen Entwicklungen kénnen sich ndmlich
die makrookonomischen Bedingungen und damit einhergehend auch die Preisentwicklung am
Kapitalmarkt jederzeit grundlegend dndern.

$SPX - S&P 500 Index - Monthly Candlestick Chart
W Op:2,080.76, Hi:2,116.48, Lo:2,019.39, C1.2,050.44
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Abb. 1.1: Entwicklung des S&P 500 seit Beginn der 1990er, Quelle: http://www.barchart.com.

In der Darstellung des Standard & Poor‘s 500 der letzten 25 Jahre lassen sich zwei zyklisch
wiederkehrende Muster erkennen: Einerseits gibt es Phasen mit positiver Marktentwicklung und
geringer Volatilitdt. Diese sind durch optimistische Investoren gepragt. Wir sprechen dabei vom
sogenannten Bull-Markt. Anderseits finden sich auch Phasen mit generell negativer Entwicklung
und hoherer Volatilitat vor. In diesen Phasen herrscht allgemeiner Pessimismus. Wir bezeichnen
einen solchen Markt als Bear-Markt.
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Beginn Ende Dauer (in Monaten) | Jahrliche Rendite
16/07/1990 | 11/10/1990 3 -60.6%
24/03/2000 | 09/10/2002 30 -23.3%
09/10/2007 | 09/03,/2009 17 44.7%

Tab. 1.1: S&P 500 Bear-Markte seit Beginn der 1990er [24].

Beginn Ende Dauer (in Monaten) | Jahrliche Rendite
11/10/1990 | 24/03/2000 113 19.0%
09/10,/2002 | 09/10/2007 60 15.0%
09/03/2009 - - -

Tab. 1.2: S&P 500 Bull-Méarkte seit Beginn der 1990er [24].

Damit wir die Existenz von Bull- und Bear-Markten erkldren kénnen, werden wir in dieser
Arbeit das sogenannte Regime-Switching-Modell diskutieren. In diesem Marktmodell steuert
eine zeitstetige Markovkette mit endlichem Zustandsraum die Parameter p und o.

1.2 Modelldynamik

Betrachten wir ein zeitstetiges Marktmodell, in dem zwei Finanzgiiter {iber einen endlichen
Zeitraum 7 = [0,7] gehandelt werden kénnen: eine Aktie mit Preisprozess S = (S¢)ier und
ein risikoloser Bond, dessen Preisprozess durch B = (By)ier gegeben ist. Beschrieben wird
das Modell durch einen vollstdndigen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P), wobei P das reale
Wahrscheinlichkeitsma$ ist.

Sei W = (W,)ie, eine Brownsche Bewegung und FW = (FV)ie, die von W erzeugte und
beziiglich P vervollstandigte, rechtsstetige Filtration. Weiters sei Y = (Y})e, eine zeitstetige,
homogene, irreduzible Markovkette und F¥ = (FY);e, die von Y erzeugte und beziiglich P
vervollstidndigte, rechtsstetige Filtration. Auerdem bezeichnen wir mit {1,...,d} den endlichen
Zustandsraum von Y und mit

al’l a1,2 e alyd
A— azi1 a2 ... az.,d < Rixd
ad1 Qd2 ... Qdd
die dazugehorige Intensitdtsmatrix, wobei
aij >0 firi#j, a;=—Y ay;<0. (1.1)
J#i

Wir bezeichnen die Matrix A auch als den infinitesimalen Generator von Y. Die Ubergangs-
intensititen a; ; mit ¢ # j legen die Verteilung von Y durch

P(Y;H-At = j’Y% = Z) = ai,jAt + O(At)
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fir At — 0 fest. Wir schreiben (P(s,t))s<te, fiir das System von Ubergangsmatrizen der
Markovkette Y, wobei die stochastische Matrix

pi(s,t) pra(s,t) ... pra(s,t)
p2,1(5,t) p2a(s,t) ... paa(s,t)

P(s,t) = - o | erdd
Pa,1(s,t) pa2(s,t) ... paa(s,t)

die Ubergangswahrscheinlichkeiten
piJ(S,t) = P(}/t = ]|YS = Z) = P(iftfs = ]|Yb = l)

fiir s < t beinhaltet. Der Zusammenhang zwischen Intensititsmatrix und Ubergangsmatrix der
Markovkette Y ist durch die Kolmogorov-Vorwértsgleichung
0

5 P(5:t) = P(s.)A, P(s,s) =1 (1.2)

bzw. durch die Kolmogorov-Riickwértsgleichung

%P(s,t) = —AP(s,t), P(t,t)=1I (1.3)

gegeben, wobei I die (d x d)-Einheitsmatrix bezeichnet. Die beiden Gleichungen werden ein-
deutig durch P(s,t) = exp((t — s)A) gelost [3]. Die Zustandswechsel von Y werden durch die
wachsende Folge von Zeitpunkten (7,,)nen, mit

und die dabei von Y besuchten Zustédnde durch die Folge (Z;,)nen, beschrieben. Wir verwenden
die Konvention inf{()} := oo. Der Einfachheit der Notation halber identifizieren wir jeden
Zustand mit einem Einheitsvektor, d.h. wir werden den i-ten Zustand mit

e;=(0,...,1,...,007 e R?

identifizieren und € = {ey,...,eq} ist dann der Zustandsraum. Das Pfadverhalten von Y lésst
sich wie folgt erklaren:

Angenommen, die Markovkette Y startet im Zustand Zg, so verweilt Y bis zum Zeitpunkt 7
in Zy. Die Verweildauer T} = 71 — 79 in Zj ist exponentialverteilt mit Parameter |az, z,|. Zum
Zeitpunkt 7 erfolgt ein Zustandswechsel geméfl der Ubergangsmatrix

a1 a1d
0 lata] 7 lara]
a1 a2.d
p— laz,2] T az,e]
ad. 1 ad,2 0
lag,al  lagal -

Sei Z1 der neu angenommene Zustand von Y. Die Verweildauer in Z; wird durch die mit Para-
meter |az, z,| exponentialverteilte Zufallsvariable T, beschrieben. Zum Zeitpunkt 7 = 71 + 15
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erfolgt erneut ein Zustandswechsel gemif der Ubergangsmatrix P. Die Abb. 1.2 illustriert die-
ses Pfadverhalten:

- Yi=Zy Y, =23 . Yi=2

70 T T2 t

Abb. 1.2: Pfadverhalten der zeitstetigen Markovkette Y.
Sei r der risikolose Zinssatz. Die Dynamik des Bonds ist wie im gewohnlichen Black-Scholes-
Modell durch
dBt = TBtdt, BO =1 (14)

gegeben. Der Aktienpreisprozess S entwickelt sich im Regime-Switching-Modell hingegen geméf
der Differentialgleichung

dS; = St(utdt + O'tth), So > 0. (15)

Dabei werden die Prozesse (t)ier und (oy)ier durch die Markovkette Y gesteuert und haben
die Form

Ht = </~LaYVt>a Ot = <0-7th>a
wobei
p=(p1,...,pa)T €RY, o= (01,...,09)7 €R?

mit ; > 0. Der Ausdruck (-,-) bezeichnet das Skalarprodukt in RY. Somit ist die Dynamik
des Aktienpreisprozesses im Zustand e; durch den Trend p; € R und die Volatilitit o; € RT
bestimmt. Mit der It6-Formel (Satz B.8) erhalten wir

t 1 t
Sy = Spexp </0 s — §U§d5 —i—/o ode5> = Sp exp(X¢), (1.6)

wobei der Prozess X = (X})ter mit Xg = 0 durch

t 1 t
X; = / s — iafds —l—/ osdW (1.7)
0 0

gegeben ist. Weiters nehmen wir an, dass die Prozesse W und Y unter dem Maf3 P unabhéngig
sind. Sei G = (Gy)ier die von (W,Y) erzeugte Filtration, d.h. G, = o(FV, FY).

Bemerkung. Beobachtet man den Prozess S, so kann man auch den Prozess X und dessen
quadratische Variation [X]; = fg o2ds beobachten. Falls die Parameter o; paarweise verschieden
sind, kennt man dann auBerdem den Prozess Y_ = (Y;_);e,. Dabei sei Yy_ := Yj.

Satz 1.1. Unter P ist der Prozess Y eine zeitstetige Markovkette beziiglich G und W eine
Brownsche Bewegung beziiglich G. Damit ist W insbesonders ein (G, P)-Martingal.
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Beweis. Sei s < t und e; € £. Weil wir angenommen haben, dass die Prozesse W und Y
unabhéngig sind, ist auch

(0 yime) FS ) C 7

unabhiingig von FYV. Mit Hilfe der Proposition B.1 und da Y eine Markovkette beziiglich 7Y
ist, erhalten wir

EP[l{Yt=ei}|gS] = EP[l{nzei}‘a(fsVV7f2/)] - EP[l{ﬂ/t:ei}‘}?/] = Ep[l{Ks:ei}D/;]'

Somit ist Y eine zeitstetige Markovkette beziiglich G unter P [40]. Fiir a € R kénnen wir analog
zeigen, dass

Ep [eia(WﬁWs) ]_-;/V} _ oS (t-s)

G| = Ep oV

gilt, weshalb W eine Brownsche Bewegung beziiglich G unter PP ist. O

Modellbeispiel 1.2. Betrachten wir ein RSM iiber einen Zeitraum von T' = 5 Jahren mit
Anfangswert Syo = 10. Die zeitstetige, homogene Markovkette Y hat d = 2 Zustédnde und folgt

der Intensitdtsmatrix
A= —a12 ai .2 . —0.5 0.5
- a1 —a21 - 0.25 —-0.25 i

Weiters ist der Startzustand von Y gleichverteilt. Die Trend- und Volatilitdtsparameter sind
durch

pn=(0.3,-0.2)T und o= (0.08,0.14)7

bestimmt. Die nachfolgende Abbildung zeigt einen realisierten Aktienpreisprozess mit Startwert
Yb = e€1.

LR M A1
T AT T

i

—— Zustand e4
. . . . el ‘ ‘ ‘ . Zustand e,
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

(a) (b)

Abb. 1.3: Realisation des Aktienpreisprozesses (a) bzw. die entsprechenden téglichen Log-Returns mit den
Referenzlinien: Erwartungswert der Log-Returns + 3-mal deren Standardabweichung im Zustand e;
bzw. ez (b).

10 —— Aktienpreis

T

In Abb. 1.3 kénnen wir die Zustandswechsel zu den Zeitpunkten 7 = 1.80 und 7 = 3.57
aufgrund des jeweiligen Trends (positiv bzw. negativ) sowie der unterschiedlichen Volatilitét
deutlich erkennen.
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Eine Handelsstrategie H ist durch einen R?-wertigen, vorhersehbaren Prozess ((HY, H}))ier
definiert, deren Wertprozess V(H) = (Vi(H))ier durch

Vi(H) = H}'B; + H; 5,
gegeben ist. Wir bezeichnen eine Handelsstrategie H als selbstfinanzierend, falls
dVi(H) = H)dB; + H}dS; bzw.
t t
Vi) =Vo(H) + [ 1B, + | Hlds,
0 0
fir t € 7. Dabei beschreibt Vo(H) das Startkapital und der Prozess G(H) = (G(H))ter mit
t ¢
Gy(H) = / HYdB, + / HdS,
0 0

den Vermogenszuwachs einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie H bis zum Zeitpunkt ¢.
Damit diese Definitionen sinnvoll sind, miissen die Bedingungen

T T
/ |H|ds < oo P-fs. und / |H!?ds < 00 P-fs.
0 0

erfiillt sein. Gibt es auflerdem eine Konstante M € R, sodass
Vi(H) > —M P-fs.
fiir t € 7, so sprechen wir von einer zuldssigen Handelsstrategie.

Definition 1.3. Eine selbstfinanzierende, zulédssige Handelsstrategie H heifit Arbitrage, falls
Vo(H) <0, Vp(H)>0, P(Vp(H)>0)>0
gilt. Ein Modell, in dem keine solche Handelsstrategie H existiert, heifit arbitragefrei.

Anmerkung. Fortan werden die mit der konstanten Zinsrate r diskontierten Preisprozesse
jeweils mit einer Tilde versehen, z.B. ist dann durch

dgt = S’t((,ut — T‘)dt + O'tth) (18)
die Dynamik des diskontierten Aktienpreisprozesses S = (S):er bzw. durch
dVi(H) = H}dS, (1.9)

die Dynamik des diskontierten Wertprozesses V(H) = (V(H));e, einer selbstfinanzierenden
Handelsstrategie H gegeben.

Laut dem ersten Hauptsatz der Preistheorie ist ein Modell genau dann arbitragefrei, falls ein
zu P dquivalentes Martingalmafl Q existiert [12]. Wir werden im néchsten Kapitel sehen, dass
im Fall des Regime-Switching-Modells stets ein dquivalentes Martingalmaf} existiert, weshalb
das RSM arbitragefrei ist.
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Da das Mafl Q aber nicht eindeutig bestimmt sein wird, ist das Modell nach dem zweiten
Hauptsatz der Preistheorie nicht vollstandig [12]. Jedes dquivalente Martingalmafl Q legt fol-
gendes System von arbitragefreien Preisen fest:

Fiir eine Q-integrierbare und zum Zeitpunkt T féllige Forderung Cr wird der faire Preis zum
Zeitpunkt t € 7 durch

I, (Cr) == e "= DE[Cr|G]

definiert. Diese Preisfestlegung geniigt stets dem No-Arbitrage-Prinzip. Daher lasst sich mit
dem No-Arbitrage-Prinzip alleine das Bepreisungsmafl Q nicht eindeutig bestimmen. Mogliche
Ansétze zur Wahl eines , geeigneten Mafles Q werden wir in Kapitel 2 diskutieren. Dabei
werden wir zunéchst die Menge aller dquivalenten Martingalmafle Q im RSM beschreiben.



2 Wahl eines BepreisungsmaBBes im RSM

2.1 Menge aller aquivalenten MartingalmaBe

Sei Q ein zu P dquivalentes Martingalmaf} auf (£, Gr), das durch die Radon-Nikodym-Dichte

dQ

) [
dP Gr

charakterisiert wird. Wir bezeichnen mit A = (A;)¢e, den dazugehorigen Dichteprozess, wobei
At = EP[AT\Q’,;]

Der Prozess A ist per Definition ein strikt positives (G,P)-Martingal mit Ag = 1. Um die
Menge aller zu P dquivalenten Martingalmafle bestimmen zu kénnen, benutzen wir einen Dar-
stellungssatz fiir (G, P)-Martingale, der in [16] bewiesen wurde. Dieser Darstellungssatz besagt,
dass sich ein lokales Martingal beziiglich einer Filtration, die von einer Brownschen Bewegung
und einem unabhéngigen Sprungprozess erzeugt wird, als Summe eines Integrals beziiglich der
Brownschen Bewegung und eines Integrals beziiglich dem durch den Sprungprozess induzierten
kompensierten Zufallsmafl schreiben lasst.

In unserem Fall ist die Filtration G durch die Brownsche Bewegung W und die Markovkette Y
erzeugt und W und Y sind voneinander unabhéngig. Der Prozess M = (M), mit

t
Mt::Yt—YO—/ ATY, ds
0

ist ein R%-wertiges (FY,P)-Martingal mit My = 0 [18]. Sei u < ¢, dann folgt die Behauptung
aufgrund der Markoveigenschaft aus

t
Ep[M; — M,|FY] = Ep [Yt — Y, — / ATy, ds

]—“Y}
t
= Ep[Y;|Ye] — Yo — / ATEp[Y;|Y,]ds

t
= P(u,t)TY, - Y, — / AT P(u,s)TY,ds

t
(L2) P(u,t)TY, — Y, — / ;P(u, )Y, ds

u 08
= P(u,t)TY, — Y, — P(u, )1V, + P(u,u)Y, = 0.
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Der Prozess Y besitzt somit auch die Darstellung

Yt=Y0+/OtATYSds+Mt. (2.1)
Sei
E:={(,j):ie{l,....d},j €{1,...,d},i # j},
dann ist fiir jedes Paar (i,j) € E ein stochastischer Prozess N*J = (N;”),c, durch

Nti J= # Spriinge vom Zustand e; in den Zustand e; bis zum Zeitpunkt ¢

definiert. Aufgrund von AY; =Y; — Y;_ und der Darstellung (2.1) erhalten wir

Ntivj — Z (Yio,ei)(Ys, e5)

0<s<t

= Z <)/tg—7 €z><AY97 eJ>

0<s<t
t
= [t ed@Yaney)
t t
= [(eaY s + [ (ieiant,.e)
t ..
:/0 (Yoo, ey (AT e, ej)ds + M}

t ..
:/ l{ys_:e%.}ai,jds—|-MthJ7
0

wobei der Prozess M%) = (M;”);c, mit

.. L. t t
M — NI /0 Ly, eyt ds = /0 (Ya_, i) (dMs, e;) (2.2)

fiir (i,j) € E ein R-wertiges (FY,P)-Martingal ist [60]. Dariiber hinaus ist M*/ wegen der
Unabhéngigkeit von W und Y sogar ein (G, P)-Martingal. Um den Darstellungssatz fiir lokale
(G,P)-Martingale formulieren zu konnen, benotigen wir die folgenden Definitionen, siche [16]
und [60]. Dabei ist der betrachtete Beobachtungszeitraum zunéchst [0, c0).

Definition 2.1. L?(W) ist der Raum reellwertiger, G-vorhersehbarer Prozesse (h)i>0 mit

EP[/ |h52d[W]s} :Ep[/ |h5|2ds] < .
0 0
Definition 2.2. L?

(W) ist der Raum von Prozessen (h¢)¢>0, fiir die es eine monoton wach-
sende Folge von Stoppzeiten (T),),en gibt, die P-f.s. gegen unendlich strebt, sodass fiir jede
Stoppzeit T,, die Bedingung

(helgrer,y)iz0 € L*(W)

erfullt ist.
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Definition 2.3. Fiir jedes Paar (i, j) € F ist L'(N%7) der Raum reellwertiger, G-vorhersehbarer
Prozesse (hi7);> mit

Ep { / |n%
0

Definition 2.4. Fiir jedes Paar (i,j) € E ist L}, .(N*J) der Raum von Prozessen (hi’j)tzg, fiir
die es eine monoton wachsende Folge von Stoppzeiten (T127),,cy gibt, die P-f.s. gegen unendlich
strebt, sodass fiir jede Stoppzeit T/ die Bedingung

d[Ni’j]s} —Ep[/o \hi’j\dN;’j} < o0.

(h' Ly gy ezo € LN (™)
erfullt ist.

Satz 2.5. Sei L = (L¢)¢>0 ein lokales (G, P)-Martingal. Dann existieren eindeutig bestimmte
Prozesse

(ht)tZO € LlZOC(W) und (h?j)tZO € Llloc(Ni’j) (23)
fir (i,7) € E, sodass der Prozess L die Darstellung
L= Lo +/ hedW, + Z / WM P-fs, (2.4)
(4,9)

fir t > 0 besitzt [16].

Folgend ist Q ein zu P dquivalentes Martingalmafl und A = (A¢)¢>0 bezeichnet den Dichte-
prozess. Da dieser Prozess ein (G, P)-Martingal ist, existieren aufgrund von Satz 2.5 eindeutig
bestimmte Prozesse (ht)i>0 € L3,.(W) und (ht’])t>0 € L} .(N%9), sodass

At—1+/ hedW, + Y /hdew
(i,j)€EE

Sei Ag— := 1, dann ist A;_ := limgy A, > 0 P-f.s. erfiillt. Dies ist richtig, da fiir eine Folge von
Stoppzeiten (Up,)nen mit

1
Un::inf{tZO:At<n},

wir

SRS

Q(Un < 00) = Ep[Ay, 1{, <o0}) <
und

Q(ggAt >0) =1-Q( ({Un < o0}) =

neN

10
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erhalten [37]. Also ist insbesonders A;— > 0 Q-f.s. fiir ¢ > 0. Weil Q und P dquivalent sind,
folgt die Behauptung und wir kénnen durch

A AL

G-vorhersehbare Prozesse definieren. Des Weiteren sei (T},),en die Folge von Stoppzeiten, so-
dass

(helgrer,))ez0 € L2(W).
Die Folge von Stoppzeiten (U, ),en mit
U, := min{U,, T,}

strebt P-f.s. gegen unendlich und erfiillt

Ep[/o |951{S<Un}|2ds} < Ep [n2/0 |h31{s<Tn}|2ds] < 0.

Somit ist (0;)i>0 € L3,.(W) und analog dazu (N7 )>0 € L} .(N%®)). Fiir den Dichteprozess A
kénnen wir folglich

At_1+/A O dWe+ Y /A A dM
(i.7)eE

bzw.

t
At:1+/ A,_dT,
0

t t .
T, = / bW, + 3 / DM
0 (i,j)er”?

und Yo = 0 schreiben. Die Losung dieser stochastischen DGL ist aufgrund von (2.2) durch das
Doléans-Dade-Exponential (Satz B.5)

Ar = E(T), = exp (Tt - % m;) TI(1+ AT, )e T (2.5)

s<t

t to o y .
:exp( | oudw.+ Z / P dMET — / 02ds+ 3 / (In(1 + i) — J)dN;J)
0 = 0

(i,)eE

( GdW—f/HstJr Z /1n1+nﬂ)de
0

* (2.6)

t ..
0

(i,9)EF

11
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gegeben. Aufgrund der Form der Losung (2.5) und der Tatsache, dass A; > 0 P-f.s. gilt, muss
1474 >0 P-fs. (2.7)

fiir t > 0 und (4,7) € E erfiillt sein. Das erméglicht die in (2.6) angegebene Schreibweise.

Nun zur Umkehrung: Die Prozesse (0;)ie, € L (W) und (017 )ier € L} (N%) sind beliebig
gewihlt und dadurch ist ein Prozess A%" = (Af’n)t@ mit

t t . .
AOT 1 4 / A aw, + Y / ADyid g0 (2.8)
0 “ 0
(i,5)€E
festgelegt. Der Prozess A%7 ist dann und nur dann P-f.s. strikt positiv, falls (2.7) gilt. Da A%7

per Konstruktion ein lokales (G, P)-Martingal, aber im Allgemeinen kein echtes (G, P)-Martingal
ist, bendtigen wir

Ep[A2"] = 1 (2.9)

fiir t € 7 als zusitzliche Bedingung, vgl. Lemma B.6. Dann ist A%" ein Dichteprozess und es
kann ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, Gr) durch

dQP

= A"T’"
dP Gr

definiert werden. Das so konstruierte Mafi Q%7 ist klarerweise im Allgemeinen kein Martingal-
mafB. Dafiir muss der diskontierte Preisprozess der Aktie S ein lokales (G, Q%")-Martingal sein,
bzw. dquivalent dazu muss der Prozess A%7S ein lokales (G, P)-Martingal sein. Aufgrund der
Stetigkeit von S erhalten wir mittels partieller Integration aus (1.8) und (2.8)

_ ~ t - t R
A1, = AP, + / AP7a, + / Sy dA®7 4 [A%, §),
0 0
~ t - t B
:Ag’"SoJr/ AZTS (s —r+0503)ds+/ A0S, (og + 0,)dW,
0 0
t ~ .. ..
+ 3 / A, M
(ij)eE”?

Somit ist der Prozess S ein lokales (G, Q%")-Martingal bzw. Q%" ein Martingalma8, falls die
Gleichung

pe —r+ 6oy =0
bzw. falls

T — U—
0; = 2.1
¢ - (2.10)

fiir t € 7 erfiillt ist. Der Prozess (6;)ic, ist damit G-vorhersehbar und aus L2, .(W). Dabei haben
wir verwendet, dass Y;(w) = Y;—(w) und folglich auch p;(w) = p—(w) bzw. oy(w) = 04— (w) fiir
alle w € 2 und fiir alle bis auf abzéhlbar viele t € 7 gilt.

12
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Durch die Bedingungen (2.7), (2.9) und (2.10) kénnen wir im Regime-Switching-Modell die
Menge aller zu P dquivalenten Martingalmafle beschreiben:

A

Satz 2.6. Sei (ét)t@ der G-vorhersehbare Prozess §; = (é, Y;—) mit 0 = (01,... ,éd)T e R,
wobei
éi _ T
o}

firi=1,...,d. Dann kann der Raum der zu P dquivalenten Martingalmafe auf (2, Gr) durch
M, = {Q” = QH’"‘( “0)1er € Ll o(N) mit 1+ 9 > 0 P-f.s. und Ep[A]] =1 fiir t € 7'}
beschrieben werden, wobei das Mafl Q7 durch den Dichteprozess A7 = (A?)teT mit
AlT=1+ /Ot AT at, (2.11)

und

/OdW—l— 3 /A”de

(i,5)EE

festgelegt wird. Als Losung dieser DGL erhalten wir das Doléans-Dade-Exponential (Satz B.5)

A} = t-exp(/GdW—/Qst—l— Z /ln 1+ 79)dMb

(i.J)eE

+ Y / (In(147%7) — ':j)l{ys_:ei}ai,jds) (2.12)

(i,J)€E

Wir kénnen erkennen, dass in der Charakterisierung von Q7 die Prozesse (71 )ie, fiir (i, §) € E
recht frei wahlbar sind. Damit ist das dquivalente Martingalmafl im Regime-Switching-Modell
nicht eindeutig bestimmt und das Modell ist nicht vollstdndig. Bevor wir mogliche Anséitze
zur Bestimmung eines , geeigneten“ Bepreisungsmafles ndher vorstellen, untersuchen wir die
Verteilungseigenschaften von Wund Y unter dem Maf Q7.

2.2 Verteilung der Prozesse W und Y unter Q"

Im Folgenden beschrinken wir uns auf Martingalmafle Q" € M., die durch G-vorhersehbare
Prozesse (;” )ter € Li,.(N*7) der speziellen Form

i = (t, Vo) (2.13)

festgelegt werden. Dabei sind die Funktionen 77 : 7 x & + (—1, 00) allesamt beschrénkt. In
diesem Fall sind die Voraussetzungen des Satzes 2.6 an die Prozesse (;”)ie, trivialerweise

13
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erfiillt. Wir werden spéter in Proposition 2.8 sehen, dass die Verteilung der Markovkette Y
unverindert bleibt, falls 7/ = 0 fiir (i,5) € E.

Zunichst bestimmen wir aber die Verteilung von W unter Q”. Aufgrund der Eigenschaften der
vorhersehbaren quadratischen Variation (Satz B.3) und des Satzes von Girsanov (Satz B.7) ist
der Prozess W = (Wt)t@ mit

A A t/\
Woi= We— (W, T) = Wo— [ W) - Y /n’ﬂdWM”>
0 (i,9)EF
t tr—
:Wt—/ Hst:Wt—/ SdS (214)
0 0 Os

eine Brownsche Bewegung beziiglich G unter Q7. Damit haben wir fiir die Dynamik des Aktien-
preisprozesses S unter Q7

dSt (1:5) St(,utdt + Utth) = St(,utdt + Utth + O'tétdt) = St(T’dt + O'tth). (215)

Damit wir zeigen kénnen, dass Y auch unter dem Mafl Q7 eine Markovkette ist, die aber im
Allgemeinen nicht mehr homogen sein wird, verwenden wir die folgende Proposition, durch die
eine Markovkette vollstandig charakterisiert wird, siche [3] und [42].

Proposition 2.7. Der Prozess Y ist genau dann eine zeitstetige, inhomogene Markovkette
beziiglich G unter P mit Startverteilung 7y und Intensitdtsmatrizen A = (A;)ier, wenn

(i) P(Yp = e;) = (mo, e;) fiir alle Zustande e; € £ und
(ii) fiir jede Funktion h : £ ~ R ist der Prozess M" = (M}");c, mit
M= () — [ (ATY:)as
0
ein (G,P)-Martingal. Dabei ist

ATh Y;e Z 1{Yt el}al,j ) ( )
1,j=1

Bemerkung. Anstatt die Bedingung (ii) der Proposition 2.7 fur alle Funktionen h : £ — R zu
{iberpriifen, reicht es zu zeigen, dass fiir die Wahl h¥(z) = Liz—e,) der Prozess MF = (M},
mit

d  t
Mtk = (Y, ex) — Z/o l{yg:ei}aiyk(s)ds

— (Y, en) / Ly, —enai(s)ds (2.16)

fir k = 1,...,d ein (G,P)-Martingal ist. Dies ist offensichtlich richtig, denn fiir eine jede
Funktion A : £ — R kénnen wir

M&

(Y, ex)
k=1
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schreiben. Falls somit M* fiir k = 1,...,d ein (G,P)-Martingal ist, dann ist auch M" ein
(G,P)-Martingal und die Bedingung (ii) der Proposition 2.7 ist erfiillt.

Proposition 2.8. Sei Q7 ein zu P dquivalentes Martingalmaf}, sodass die Einschrinkung (2.13)
erfillt ist. Dann gelten die folgenden Aussagen [3]:

(i) Der Prozess Y ist eine zeitstetige, inhomogene Markovkette beziiglich G unter Q.

(ii) Die Ubergangsintensititen der Markovkette ¥ werden unter Q7 durch das System von
deterministischen Intensitatsmatrizen A = (A¢)ier mit

a;j(t) == (1477 (t, €))ai;
fiir ¢ # j und

Qi i = —Z&m‘ = —Z(l + 7 (¢, e;))a;

J#i J#i
beschrieben.

(i) Das System von Ubergangsmatrizen (P(s,t))s<te, der Markovkette Y erfiillt unter Q7
wieder die Kolmogorov-Vorwértsgleichung

%P(s,t) = P(s,t)A;, P(s,s)=1

und die Kolmogorov-Riickwértsgleichung

gﬁ(s,t) = —A,P(s,t), P(t,t)=1.
S

Beweis. Wir miissen hier nur nachweisen, dass Y eine Markovkette beziiglich G unter Q7
ist, deren Ubergangsintensitéten durch A beschrieben werden. Aufgrund von (1.1) und (2.13)
erhalten wir
CALZ'J(t) >0 firzq 75 7, (Alm‘(t) = — Z&iyj(t) <0,
. 7 (2.17)
[ lass(s)lds < o
0

fir t € 7, weshalb durch (ii) wirklich Intensitéten einer inhomogenen Markovkette gegeben
sind. Weiters erhalten wir die Aussage (iii) aus [15]. Wegen Proposition 2.7 reicht es zu zeigen,
dass der Prozess M* = (M});c, mit

0t = e = Y [ L ceiun(s)ds (2.18)
=1

fir k = 1,...,d ein (G,Q7)-Martingal ist. Aquivalent dazu zeigen wir, dass ATNF ein (G,P)-
Martingal ist. Partielle Integration und die Schreibweise (2.11) liefern

t L .. LA
S [ arE AL g a4 (A7, 81,

S— S— S— S—
i,j)EE

A A t ~ t o LA
ATNIE = AINIE + / AT_dnT + / NIF AT _Gaw, +
0 0
(

15
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Durch elementare Vereinfachung ergibt sich

(A7, NT¥), / N Dudw, i+ Y / AT (M| N,
(i,j)EE
> > ALAYANIA(Y )
(1,§)€E 0<s<t
_Z/ A" zdezk Z/An AdeNkJ
i#k Jj#k

und fiir den Prozess M* (2.18) schreiben wir

A

M} = (Y, ex) /(Zl{Y,fel}azk )+1{YS,:ek}&k,k(8))d8
1#£k

(2. 13) ~d N
(Yi, ex) — /0 (; 1{Ys—:6i}(1 + 7757k)ai7/f - Z l{st:ek}(l + ﬁf’j)ak,j)ds
ik %k

d . t . j
(1£1) (Yi,er) — Z/o 1{Ys_=e¢}az‘,kd8 - /O (Z 1{Ys—=ei}7¢/?kai,k - Z 1{Ys—:ek}ﬁ§7]ak’j)d8

itk £k

216
( )Mt Z/ lkl{Ys _el}azkds—}—Z/ ik 7]1{Ys _ek}ak]ds
i#k J#k

wobei sich fiir das Differential des Prozesses MF*

k (2 16) Zsz k Z dN k,j Z ]-{Yt,:ei}ai,kdt + Z 1{}/},:ek}ak,jdt

i#£k jF#k i#k j#k
S amit -3 aml
itk 2k

ergibt. Insgesamt erhalten wir mit (2.2)

AJNIF = AJNES +) / AL _apik =3 / AL M =N / AL 7R Ly, _eyaipds

i#£k jF#k i#k
+Z/ A1y _ek}ak]ds—i—/ NE AT Baw, + Y /Mk ATt dpgi
J#k (i,j)EE
+3 / AT iRk — / AR gN
i#k J#k

—A"MO+Z/ AT (14 ) dMiE Z/ AT_(1 4 2Ty dM
i#£k j#k

+/ NEE AT Qv+ 3 / NEAT_gidani

S— S— S— S—
(i,J)EE

16
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_ AINEE 4 / AW, + Y / A ani, (2.19)
(i,9)EFE

wobei die Prozesse (¢t)ier und (cf;’j )ter mit (7, 7) € E beschrénkt, reellwertig und G-vorhersehbar
sind. Aufgrund der Darstellung (2.2) und (2.12) sowie der Einschrénkung (2.13) resultiert

Ep[|A7]2] = E]p[exp</ 20,d WV, — /02ds+ Z /21n1—|—771’])dM”3

(-

+ Z/ (In(1 +n57) — i’j)l{n—=ei}“"’jds>]

(i,7)EE
< clEp[eXp (/ 20,dWs + > / 21In( 1+ﬁ”)dNW>}
(i,j)€E
-atfon( 3, s wrans)ofon [ )]

(i.j)ek

S ClcQE]P {exp (

/2ln —1—77”)(1]\”73)]

(i,7)EF
.. AT
< clcng{exp (03 Z NZ»J)] ( < ) o0
(3,7)EE

mit ¢1,c9,c3 € R, siche dafiir Abschnitt A.2. Mit dem Satz von Fubini-Tonelli folgt dann
umgehend

T . A
Be| [ AL cPlcyd(W).| = Bo| [ 1AL e Lipcoyds| <0
0 - 0 -

bzw.

T
IE]P’|:/ |AZ—CSJ 2
0

fiir t € 7. Damit sind die Voraussetzungen des Lemmas B.4 erfiillt und die Integrale im Aus-
druck (2.19) sind (G, P)-Martingale. Folglich ist auch der Prozess ATM* ein (G, P)-Martingal.
Somit konnten wir gerade nachweisen, dass Y eine Markovkette beziiglich G unter Q" ist. Deren
Ubergangsintensititen werden durch A beschrieben. O

(Mi’j)s} = [/ |A7_ | 1{s<t}1{YS_—ez}a’7de8:| <0

Sei (i, j) € £. Mit Hilfe der Proposition 2.8 kénnen wir genau wie in Kapitel 2.1 zeigen, dass
der Prozess M = (M}7);c, mit

g i,j K ~ 2.13) i
M7 = Ny’ _/0 1{Yg_=e¢}ai7j(3)d3( N / Ly —e (1 + g7 )ai jds (2.20)

ein (FY,Q")-Martingal und auch ein (G, Q7)-Martingal ist.
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2.3 Minimale-Entropie-Martingalma3 (MEMM)

Im Regime-Switching-Modell gibt es kein eindeutig bestimmtes Martingalmafl Q. Somit stellt
sich die Frage, welches Maf}; unter allen méglichen, nun am besten , geeignet“ ist, um es zur
Bepreisung einer Forderung heranzuziehen.

Die grundlegende Idee in diesem Kapitel ist es, die ,,Distanz“ zwischen dem Martingalmafi Q
und dem realen Mafi P zu minimieren. Der ,Distanz“-Begriff kann natiirlich auf verschiedene
Arten festgelegt werden. Der folgende Ansatz benutzt das Konzept der relativen Entropie. Die
relative Entropie von Q beziiglich P ist durch

HOP) {Ep [m(Q)]  fasQ<P,
00 sonst
gegeben. Die relative Entropie erfiillt die Eigenschaften [53]:
(i) H(Q,P) >0,
(ii)) H(Q,P) =0 genau dann, wenn Q = P, und
(iii) das Funktional Q — H(Q,P) ist strikt konvex.

Die zur Wahl stehenden, verschiedenen Bepreisungsmafle Q werden durch den gerade eben
charakterisierten Raum

M. ={Q~P: S ist unter Q ein lokales Martingal}
beschrieben. Wir schreiben
M :={Q < P: S ist unter Q ein lokales Martingal }
und
My :={QeM:H(Q,P) < oo}
Das Minimale-Entropie-Martingalma QF ist als Losung des Ausdrucks

H(Q".P) = min H(Q.P)

definiert. Falls My # (), existiert das MEMM QF und ist aufgrund der strikten Konvexitét
eindeutig bestimmt [25]. Per Konstruktion muss QF nicht notwendigerweise zu P dquivalent
sein. Dies gilt aber, falls zusétzlich

M N My # ()
erfiillt ist [25]. Weiters ist in diesem Fall das MEMM Q¥ durch die Radon-Nikodym-Dichte
d E T ~
L AY = cpexp (/ fsEdSs) (2.21)
dP Gr 0

bestimmt. Dabei ist cg eine reelle Konstante und (£F);e, ein G-vorhersehbarer, S-integrierbarer
Prozess, sodass ([J £7dSs)ie, ein (G, QF)-Martingal ist [53]. Die Umkehrung gilt hier aber nicht,
ein MaBwechsel der Form (2.21) fithrt nicht unbedingt auf ein Maf, das die relative Entropie
beziiglich P minimiert.

18
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Proposition 2.9. Sei Q € M. N My, d.h. Q sei ein zu P dquivalentes Martingalmafl mit
H(Q,P) < co. Dann ist Q das MEMM Q¥ genau dann, wenn

19 —Ar—cen (/ ' oy (2.22)

fiir ¢ € R und einen S-integrierbaren Prozess (& )er und zusitzlich die Gleichungen

T ~ T R
E@{/ €sts} =0, Ege U fsdss} =0 (2.23)
0 0
erfiillt sind [53].

Aufgrund von (2.21) und der Proposition 2.9 ergibt sich fiir den Wert der relativen Entropie

von QE beziiglich P
H(QF,P) = EP[CgE o (C%Eﬂ = Eor {1“ (dQEﬂ

— Ege [m (c8) + /0 ! gfdés] —In(cp). (2.24)

Da die Bedingung (2.23) fiir ein unbekanntes MEMM nicht direkt tberpriifbar ist, kann die
Proposition 2.9 im Allgemeinen auch nicht zur Bestimmung von QF herangezogen werden. Wir
betrachten dafir die Proposition:

Proposition 2.10. Sei Q € M, N M;y. Falls Q durch die Radon-Nikodym-Dichte (2.22) be-
schrieben wird und

[ i8], € Loy,
wobei der Orlicz-Raum Lz, (P) durch
Lezp(P) = {X Qe R‘Ep[exp(e|X|)} < oo fiir ein € > 0}
festgelegt ist, so folgt, dass Q das MEMM QF ist [53].

Die Wahl des MEMM zur Bepreisung einer Forderung kann auflerdem durch die folgende
Dualitétsbeziehung motiviert werden [14]:

Sei H = (Hy)ier die selbstfinanzierende Handelsstrategie eines Agenten und ¢ € R sein Start-
kapital. Der Agent will den diskontierten Endwert von H beziiglich der exponentiellen Nutzen-
funktion

Ux)=1—e

mit o > 0 maximieren. Falls M, N M # 0, gilt die Dualitétsgleichung

sup Bp[1 — exp(—aVr(H)) =1 - exp (— Jnf (H(Q.P)+ac))
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bzw.
Ep[U(Vr(H"))] = 1 — exp(=H(Q", P) — ac).

Dabei ist . ein Raum von selbstfinanzierenden Handelsstrategien wie in [14]. Existiert ein zu
P dquivalentes MEMM QF, dann hat auch das dazu duale Problem eine optimale Lésung in
Form einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie H* € J#. Diese maximiert den erwarteten
Nutzen des Agenten unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf$ P. Mit (1.9) und (2.24) erhalten wir

T ~
Ep [1 ~exp ( ~ac—a | H:ldss)] =1 — exp(~log (cg) — ac)
0
bzw.

T -
cE]E]p[exp < — a/o H:1d53>] =1. (2.25)

Mit (2.21) ergibt sich fiir die Zahl der zum Zeitpunkt ¢ durch die Handelsstrategie H* gehaltenen
Aktien

1
=g

Bemerkung. In der Literatur wird die Verwendung des MEMM auch zur Bepreisung von
Forderungen in allgemeineren Modellen, wie beispielsweise im geometrischen Lévy-Modell [46],
vorgeschlagen. Hierbei folgt der Aktienpreisprozess S der Dynamik

Sy = Soexp(Xy),

wobei X = (Xi)ier ein Lévy-Prozess ist. Erfiillt dieser die Voraussetzungen aus [46], dann
existiert das MEMM QF mit der Eigenschaft, dass X unter dem Bepreisungsmafl QF wiederum
ein Lévy-Prozess ist.

2.3.1 Bestimmung des MEMM

Nun zur Bestimmung des Mafies Q¥ im RSM [5]. Motiviert durch die Darstellung (2.22) wihlen
wir einen Mafiwechsel der Form

dQ| B r oo
i . = Ar =cexp (/0 fsd55>
T

fir ¢ € R und einen S’—integrierbaren Prozess (&t)ter. Damit Ay wirklich eine Dichte ist, muss

die Konstante ¢ die Gleichung
1 r o
- =FEp |:eXp (/ fsdss):|
c 0

erfiillen. Sei (6;)se, ein Prozess der Form 6; = (6,Y;) mit 0 = (0y,...,04)T € RY. Wir wihlen
speziell

& = 5710, (2.26)
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2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

fiir t € 7. Damit erhalten wir mit (1.8) fiir die eben festgelegte Radon-Nikodym-Dichte
T T
A = cexp (/ Os(ps —r)ds —|—/ 9305dW5> = ceUT, (2.27)
0 0

wobei U; = fg Os(ps —r)ds + fot OsosdWs. Fiir den Dichteprozess A = (Ay)ier konnen wir

(A-3)

Ay = Bp[Ar|G)] = ce”Ep[e/T=U" Y| "= ey exp((T - DK ()1

gt] = ceV'Ep [eUT_Ut

schreiben, wobei

(0101)
2

,...,Od(/.Ld—T)—F

i

K)=A+ diag(&l(ul —r)+ 5

Weiters soll der diskontierte Aktienpreisprozess S ein lokales (G, Q)-Martingal sein. Dafiir reicht
es
Eg[S7|G] = S
fiir ¢ € 7 zu fordern, denn aufgrund der Glattungseigenschaft des Erwartungswerts folgt
Eq[S:|Gs] = Eq[Eq[STGi]|Gs] = Eq[ST|Gs] = S

fiir s < t und S ist damit sogar ein (G, Q)-Martingal. Mit der Formel von Bayes (Satz B.9)
erhalten wir

~ Ut U —Ut
 Ep[ArSrlG) o e [e ! Yt]

Eg[S = —
Q[ T’gt] E]P’[AT’gt] tceUtEP |:eUT7Ut

v

wobei
_ t 1 t
Ur = / (0s + 1) (ps — 1) = iafds +/ (05 + 1)osdWs.
0 0
Somit ist S genau dann ein (G, Q)-Martingal, falls

Ep |:eUT*Ut

Y| =Ep [/

Y,

bzw. unter Verwendung von (A.3), falls

Y exp(T = K (O)1 = ¥ exp((T — K (0))1 (2.28)
mit
K(0)=A+ diag<(91 +1)(u1 — 1) — %Uf + W7
"'7(9d+1)(ud—r)—;a§+(9d+21)%3)
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2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

erfiillt ist. Sei e; € £. Dann ist der Ausdruck (2.28) zu folgendem System von deterministischen
Gleichungen

el exp((T — K (9))1 = eF exp((T — )K(9))1

dquivalent. Eine Losung ist einfach dadurch gegeben, falls die Matrizen K (#) und K () iiber-
einstimmen, d.h. falls

1 0; +1)%0? 0;0;)?
(9i+1)(ﬂi—7“)—20i2+(+2)01Zei(ui—T)Jr( ;)

firi=1,...,d. Wir kénnen daraus folgern, dass Q € M., falls der Prozess (0;)ic, durch

= Ut
0, = 5
Oy

bestimmt ist. Aufgrund von Satz 2.6 und Kapitel 2.2 wissen wir, dass das durch die Dichte

! 1 - Ms S
ij% :A'T:exp(—Q/ ! ,u d+/ MdW)
Gr 0

T (p _
@2 1AT exp (1/ L ts) ds)
c 2 Jo 2

Os

festgelegte Mafl Q' ein Martingalma$ ist, unter dem W' = (W/)er mit W) := W, — g%ds
eine Brownsche Bewegung ist und die Verteilung von Y unveréndert bleibt. Weiters haben wir
dQ

den Zusammenhang
1T (’l“ — /'Ls)2 >
=cexp| — = ————ds .
|, P < 2 /0 o2

Weil die Prozesse (p¢)ier und (0¢)ier beschriankt sind, erhalten wir fiir die relative Entropie
von Q beziiglich P

O e ey D)
:Ep[i%,j(g(ln(c)—/o r—,us ————ds +/ HSdW)]

_E@/{cexp(—;/o (r )ds)<ln +/ MSdW’)} ~

Aufgrund von Q € M. N My, existiert ein zu P dquivalentes MEMM im RSM. Das Mafl Q hat
auBerdem die Form (2.22). Aufgrund von (1.8) und (2.26) folgt

Ep{(%}(p(/ongd[S]s ﬂ Ep[exp</ 0202ds

/ €2d[S)s € Loy (P).

bzw.
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2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

Da das Mafl Q alle Voraussetzungen der Proposition 2.10 erfiillt, ist Q das gesuchte MEMM
im RSM. Zusammenfassend kénnen wir sagen, dass das MEMM im RSM existiert, eindeutig
bestimmt ist und durch die Radon—Nikodym—Dichte

d E — Ms S
% = AE =cpexp ( - /0 M d +/ —H dW) = cpelt (2.29)
gr

mit

beschrieben wird.

2.3.2 Verteilung der Prozesse W und Y unter dem MEMM

Aufgrund von Q¥ € M, und Kapitel 2.2 wissen wir, dass der Prozess W¥ = (W/F);c, mit

t —
WE .= Wt—/ T Hs g,
0

Os

eine Brownsche Bewegung beziiglich G unter dem Mafl QF ist. Sei u < t und ¢; € £. Um die
Verteilung von Y bestimmen zu kénnen, betrachten wir

Ep[1{y,=e;} A7 1G]
Eqelliyvi— 1 |Gyl = J
QE[ {Yt—ej}|g ] EP[AtE’gu]

}

EP [1{3/t:€ ,}CEeUiEE[p: [eUT U, u}

a

- cEeU Ep[ {Yi=e; }eU —Uy Ep[

UE-UE

cpelu Ep[

Bl

{eUT ~-Ug

Ep { (V= ej}eU ~Uy Y,  exp((T — t)Kg)1
VT oxp((T— wKp)l

Y expl(t — WK p)e; (€] exp(T — ) Kp)1) (Y exp((T - w)Kp)1)
(2.30)

cpeViEp

(A.3)

(A.3)

mit

_ 2 _ 2
KE—A—;diag((r 51) ,...,(T gd) )

o1 94
Der Prozess Y ist damit eine zeitstetige, inhomogene Markovkette beziiglich G unter QF, da

fir u < t und e; € £ die Bedingung

(2:30)

QE(Yt = ej’gu) EQE [EQE[l{Yt ej}‘gu”Y] (Yt = ¢j|Yu)
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2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

erfiillt ist [40]. Sei i # j. Die Ubergangsintensitiiten afj (t) der Markovkette Y unter QF sind
durch

QF (Yirar = €|V = e;)
P20 exp((t + At — ) Kp)e; (] exp((T — (¢ + AKE)L) (] exp(T - )Kp))
— I (1 + AtKp)e; (F exp((T - ) Kp)(I - AtKp)1) (] exp(T — DER)L)  + O(AL)

=ai; (e;fp exp((T'—t)Kg)1 (eiT exp((T — t)KE)]1> _1) At 4 o(At)
= a;(t) At + o(At)

fiir At — 0 gegeben.

2.4 Esscher-MartingalmaBB (ESSMM)

Ein weiterer Ansatz zur Bestimmung eines ,, geeigneten“ Martingalmafles Q fiir die Bepreisung
einer Forderung ist die Esscher-Transformation. Sie wurde 1932 von Esscher [23] eingefiihrt
und ist wie folgt definiert:

Sei X : Q +— R eine reelle Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P). Dabei
soll fiir das Maf} Px eine Dichtefunktion p(z) existieren. Weiters ist 6 eine reelle Zahl mit

E]p[eeX] < 0.

Dann ist die Esscher-Transformation der urspriinglichen Verteilung durch die neue Dichte-
funktion

q(z) = <p(a)

= E(o" (2.31)

gegeben. Die Dichte ¢(z) hingt vom Esscher-Parameter 6 ab. Die Methode fand zunéchst
einmal in der aktuariellen Wissenschaft zur Approximation von Gesamtschadenverteilungen um
einen Punkt g Verwendung. Durch geeignete Wahl des Parameters 6 kann die Schadensver-
teilung ndmlich derart transformiert werden, dass deren neuer Mittelwert xg ist. Anschliefend
wird die transformierte Schadensverteilung durch eine geeignete Methode approximiert [28].
Die Esscher-Transformation kann auch als Instrument im Bereich der Risikotheorie dienen.
Dabei beschreibt die Zufallsvariable X das zu bewertende Risiko und Q ist das durch die
Esscher-Transformation hervorgegangene Mafl. Dann ist

p(X) = —Eq [X]

ein Risikomaf [8]. Im Gegensatz zum héufig verwendeten VaR (Value at Risk) handelt es sich
hierbei sogar um ein kohérentes Risikoma$.
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2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

Gerber und Siu [28] verwendeten die Esscher-Transformation erstmals im Bereich der Options-
bepreisung. Der Aktienpreisprozess S = (S;)ier sei durch

St = S()eXt, X() =0

gegeben, wobei X = (X})ter ein Prozess mit unabhéngigen, stationdren Zuwéchsen sein soll.
Weiters bezeichnet (Q, F,P) den dazugehérenden Wahrscheinlichkeitsraum und G = (G die
Filtration. Sofern die Bedingung Ep [¢’X7] < oo erfiillt ist, kénnen wir motiviert durch (2.31)
einen Mafiwechsel der Form

@ A eaXT

= B — 2.32
dP|lg. T EpleXr] (232)
vorschlagen. Per Konstruktion ist Q ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl und der
Dichteprozess A = (Ay)ier ist durch

P XtEp {GG(XT_Xt) gt} 0%
Ay = Ep[Ar|Gi] = -
Ep [ef(Xi—X0)| Ep [e#(Xr—X)|  Ep[etX:]

gegeben. Lisst sich der Parameter 6 derart wiahlen, sodass der diskontierte Preisprozess S ein
lokales (G, Q)-Martingal ist, so sprechen wir vom Esscher-Martingalma$.

In diesem Fall bezeichnen wir den Esscher-Parameter mit %% und das dadurch bestimmte
Wahrscheinlichkeitsmafl mit QFS. Falls das ESSMM existiert, erfiillt der Parameter 675 die
Gleichung

(675 +1)X, 6FS+1
"' = Egrs [S1/Go] = E2[AFS51/Go] = 5o Ez[e[eg%} i E; {T;HES}] (2.33)
P P |9t

fir t € 7 und ist eindeutig bestimmt [39]. Falls umgekehrt ein Parameter 6 die Gleichung (2.33)
16st, so ist das dadurch festgelegte MaB Q ein Martingalmaf und wir haben # = 09, Dies ist
richtig, da wir aufgrund der unabhéngigen, stationéren Zuwéchse von X zeigen kénnen, dass

- 0X 04+1) X1
Ep[ArST|Gi] (232) & _p(r—1)® ‘Ep [e( - t} (2.33) &

Sie =7 g
Ep [A7|G:] ! IXiEp {QHXT_t} t

EQ [§T|gt] =

fir ¢ € 7. Die Verwendung des ESSMM zur Optionsbepreisung kénnen wir auch mittels eines
nutzentheoretischen Arguments rechtfertigen [28]. Dabei soll ein risikoaverser, repriasentativer
Agent m Stiick Aktien besitzen und seine Entscheidungen auf Grund einer streng monoton
wachsenden, konkaven und stetig differenzierbaren Nutzenfunktion I/ treffen. Die Funktion i/
ist fir £ > 0 und « > 0 durch

Hie) = {lncc) L
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2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

gegeben. Weiters ist C; = f(.S;) eine zum Zeitpunkt ¢ fillige, integrierbare Forderung. Der Preis
der Forderung zum Zeitpunkt 0 sei mit I1o(C;) dermafen festgelegt, sodass es fiir den Agenten
nutzenoptimal ist, weder Anteile von C; zu kaufen noch zu verkaufen, d.h. die Funktion

(m) = Bp [U (mS) + m(Cy — "'l (CY)) )|
ist flir m; = 0 maximal. Durch Differenzieren erhalten wir aus
' (m) = o [U' (mSh + m(Cr — "'l (C1))) (Cr — "I (C)) |
die notwendige Bedingung
'(0) = Bs U’ (mSy) (C; — "' Tlo(C1))] =0

bzw. dquivalent dazu

E[p [C’tZ/I’(mSt)]

Ee(mSy] ¢ olCh):

Diese Bedingung ist sogar hinreichend, da ®” < 0 weil #” < 0. Dies soll fiir Forderungen
jeglicher Art in Abhédngigkeit von S gelten, so z.B. auch fir C; = ;. Zusammen mit der
speziellen Form der Nutzenfunktion des risikoaversen Agenten resultiert die Bedingung

Ep[S; ]

el et 2 R rtH S,) = TtS )
Ep[S; “] ho(5e) = €5

Somit ist der Preis einer solchen Forderung C; als diskontierter Erwartungswert unter dem
ESSMM mit #7% = —a festgelegt.

2.4.1 Bestimmung des ESSMM

Bestimmen wir nun das MaB QF° im RSM, siehe [19] und [59]. Da der Prozess X in (1.7)
durch eine Markovkette Y mit d > 2 Zustdnden gesteuert wird, kann X keine unabhéngigen,
stationdren Zuwéchse iiber den gesamten Zeitraum 7 = [0,7] besitzen. Dies gilt jedoch fiir
den Prozess X wihrend der Verweildauer von Y in einem fixen Zustand, weshalb auch der
Esscher-Parameter durch Y gesteuert werden muss. Wir suchen somit einen Prozess (6;);c, der
speziellen Form

et = <9) Y;‘/>

mit @ = (01,...,04)7 € RY, d.h. wir suchen fiir jeden Zustand e; € £ einen eigenen Esscher-
Parameter 0;. Damit sei der Mafiwechsel durch

aQ| e (fOT Hsts)
o Ep[exp (fOT Qstsﬂ

dp Q’T.
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2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

bestimmt. Durch (1.7) erhalten wir fiir die eben vorgeschlagene Radon-Nikodym-Dichte

T 1 T
Ar = cexp (/ 0, (,us - 203) ds —I—/ GSUSdWS> (2.34)
0 0

mit

oo ([ ax.)]

und fiir den dazugehérigen Dichteprozess A = (Ay)ier ergibt sich

t
A= EelarlG) Y cexp ([ 0.0, ) YT expl(T - 0K (0)1

mit

) 1 6252 1 6252
K#)=A +d1ag<01 (,u1 - 20%) + %, RN E (,ud - 203) + d2d>

Der Prozess ()i, wird derart bestimmt, dass S ein lokales (G, Q)-Martingal ist. Genau wie
in Kapitel 2.3.1 erhalten wir

Ep[ArST|Gi] L) & Ep [eXp ( B ftT rds) xp (ftT(es + 1)dXS) Yt}

Eq[S7|G:] = Ep[A7|Gi] t EP[GXP (ftT Hstg) Yt]

fiir ¢ € 7. Somit ist S genau dann ein (G, Q)-Martingal, falls die Gleichung

Y exp((T ~ )E(O)1 = ¥ exp((T — ) K (0))1 (2.35)

2 2

1 04+ 1)%02
o (0a+ 1) (,ud—203)—r+(d+2)ad)

erfiillt ist. Sei e; € £. Dann kann der Ausdruck (2.35) als ein System von deterministischen
Gleichungen

el exp((T — K (9))1 = eF exp(T — K (9))1

fir ¢ = 1,...,d interpretiert werden. Dieses System ist jedenfalls gelost, falls die Eintrége der
Matrizen K (0) und K(0) iibereinstimmen, d.h. falls

1, (6: +1)%07 < 1 2) 070}
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fur ¢« = 1,...,d. Daraus erhalten wir fiir jeden Zustand e; € £ einen im Allgemeinen nicht
eindeutig bestimmten Esscher-Parameter

ES _ T
0;° = 5—-
g3

Damit existiert das ESSMM im RSM und wird durch die Radon-Nikodym-Dichte

dQ*s ES Tr—ps L Tr—ps
=A7° = s — = d dW 2.
1P . T CES exp (/0 ( = ) (,u 2‘73) s—i—/o p W> (2.36)
mit
1 T — 1 —
:]E]p|i€XP</ <T MS) (/.LS—O'?‘i‘T MS)dS)]
CES 0 o2 2 2
beschrieben.

2.4.2 Verteilung der Prozesse W und Y unter dem ESSMM

Analog zu Kapitel 2.3.2 kénnen wir die Verteilung von W und Y unter QP herleiten. Aufgrund
von QFY € M., ist der Prozess W5 = (WF5),c, mit

t —
WES .= W, — / DB
0

Os

eine Brownsche Bewegung beziiglich G unter Q. Weiters wissen wir, dass Y eine zeitstetige
Markovkette beziiglich G unter QFS ist. Sei i # j. Die Ubergangsintensititen aiEJS (t) sind
durch

QES(YtJrAt =V =e) = a;; (e;‘»F exp((T — t)KES)ﬂ(e;-F exp((T — t)KES)]l)_1>At + o(At)

= a7 (t) At + o(At)

fiir At — 0 gegeben, wobei
Kps=A+d - = - = :
ES + 1ag(( p )(Nl 201 T T o\ T2 Hd 20'd+ 5

2.5 Spieltheoretischer Ansatz zur Bestimmung eines
MartingalmaBes (SAMM)

Bisher haben wir stets das No-Arbitrage-Prinzip, respektive die Martingalbedingung, beniitzt,
um ein , geeignetes” Bepreisungsmafl festzulegen. Um dies im RSM eindeutig tun zu kénnen,
haben wir zusétzlich den Distanzbegriff der relativen Entropie bzw. die Esscher-Transformation
eingefiihrt. Hier wird ein grundlegend anderes Konzept vorgestellt, um ein , geeignetes* Mafl
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zur Bepreisung einer Forderung bestimmen zu kénnen. Wir betrachten ein stochastisches Spiel
zwischen zwei Teilnehmern: Spieler A und Spieler B [58].

Dabei ist Spieler A ein Agent, der alle anderen Teilnehmer am Markt reprisentiert, und Spieler
B der Markt selbst. Spieler A wéhlt seinerseits eine selbstfinanzierende Handelsstrategie, um
den erwarteten Nutzen des diskontierten Endwerts dieser Handelsstrategie beziiglich eines rea-
len Wahrscheinlichkeitsmafies P zu maximieren. Dabei reprisentiert das Maf P? ein von Spieler
B gewiahltes ,,Szenario“, wobei Spieler B genau jenes ,,Szenario“ wéhlt, das den erwarteten Nut-
zen von Spieler A minimiert. Die Nutzenfunktion ¢ von Spieler A ist streng monoton wachsend,
konkav und zweimal stetig differenzierbar.

Somit resultiert dieses stochastische Spiel in einem Min-Max-Problem. Ziel dieses Kapitels ist
es, das Min-Max-Problem zu 16sen und die jeweilige optimale Strategie, d.h. fiir Spieler A die
optimale Handelsstrategie bzw. fiir Spieler B das optimale ,,Szenario“, anzugeben.

Nun zur mathematischen Formulierung unseres Problems: Wir bezeichnen mit (6;);c, einen
G-adaptierten Prozess, der

]E]p[exp <; /OT Hgdsﬂ < 0 (2.37)

erfillt, und mit © := {(0;)¢er} den Raum all dieser Prozesse. Fiir (0;)ier € O definieren wir
einen Prozess A? = (A?);c, mit

t 1 [t
AY = exp (/ OsdWy — 7/ OEdS) (2.38)
0 2 Jo
als Losung der stochastischen Differentialgleichung
dAY) = A99,dW,

mit Anfangswert Ag = 1. Der Prozess A? ist ein Dichteprozess, da dieser per Konstruktion ein
strikt positives, lokales Martingal ist und aufgrund der erfiillten Novikov-Bedingung (2.37) ein
Martingal mit Ep [AHT] = 1 ist. Deswegen ist fiir jeden Prozess (0;)tcr € © durch

dp? )
di]P) g - AT
T

ein zu P dquivalentes Mafl gegeben. Der Raum aller moglichen realen Wahrscheinlichkeitsmafe
ist fortan durch

P = {P?|(0,)1er € O}

gegeben. Durch diesen Raum sollen die fiir den Spieler B zur Auswahl stehenden ,,Szenarien
in unserem stochastischen Spiel beschrieben werden. Die Wahl eines ,,Szenarios* bzw. die Wahl
eines Wahrscheinlichkeitsmafles PY aus &2 ist damit dquivalent zur Wahl des dazugehorigen
Prozesses (6;)ier aus ©.

Sei (7¢)ter ein G-vorhersehbarer Prozess mit 0 < m; < 1. Der Prozess (m¢)ier soll dabei den
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Aktienanteil einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie H beschreiben. Zum Zeitpunkt ¢ € 7
hélt diese Handelsstrategie
WtW(H)

="

Aktien und

(1 — ) Vi(H)

Hp = B,

Bonds. Weiters bezeichnet II := {(m)te-|0 < m < 1} den Raum all dieser Prozesse. Die
selbstfinanzierende Handelsstrategie H ist durch den Prozess (m)ic, festgelegt, weshalb wir
HT schreiben. Wegen (1.8) und (1.9) erhalten wir fiir den diskontierten Wertprozess
mVi(H™) .~ mV,(H™)

dS; = =248, = ‘Zg(H“)((ut — r)mdt + opmdWy).

dV,(H™) =
((H7) St Sy

In unserem stochastischen Spiel sollen alle fiir den Spieler A zur Auswahl stehenden Strategien
einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie H™ entsprechen. Folglich ist die Wahl einer solchen
Handelsstrategie dquivalent zur Wahl des dazugehorigen Prozesses (m;)ier aus II.

Um das Min-Max-Problem zu l6sen, werden die Strategien (7})icr € II und (6f)ier € O
und die Funktion

®(u,y) := inf sup Bz [U(Vr(H™))|Uo = u, Yo = ]
06@ 7T€H (2 39)
= Epo- [U(VE(H™))|Uo = u, Yo = y]

gesucht. Dabei ist u der Anfangswert des Prozesses U = (U}, U2, U?))ier. Der Prozess U ist
durch die Differentialgleichung

dt dt
dUy=| dA! | = NG, dW
dV(Hﬂ—) V(Hﬂ—)((,u,t - T)Ftdt + O'tﬂ'tth)

bestimmt und auf S = 7 x R™ xR definiert. Mit y bezeichnen wir den Startzustand der Markov-
kette Y. In der Optimallosung wihlt der Markt das reale Ma8 P?" und der Agent handelt gemif
der selbstfinanzierenden Handelsstrategie H™ .

Um den Ausdruck (2.39) zu l6sen, werden wir eine allgemeine Hamilton-Jacobi-Bellman-Isaacs-

Gleichung (HJBI-Gleichung) fiir unser stochastisches Spiel formulieren. Dabei wollen wir uns
auf Prozesse (0;)ier € © und (m;)ier € II der Form

9t == 9_(Ut, }/t) bzw. Tt = ﬁ(Ut, Y})

0:SxERR bzw. T:SxE—R
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beschréanken. Wir bezeichnen # und 7 als Kontrollfunktionen. Diese Einschrinkung ist dadurch
gerechtfertigt, dass es nur schwache Zusatzbedingungen in der Formulierung unseres Min-Max-
Problems benétigt, um die gleiche Optimallésung wie ohne diese Einschriankung zu erzielen
[48]. Wir werden fiir y; und oy die Schreibweise p(Y;) und o(Y;) verwenden. Weiters werden
wir der Einfachheit der Notation halber nicht zwischen 6 und 6 bzw. 7 und 7 unterscheiden.
Betrachten wir eine Funktion

©:SxE—R mitp(-,y) e C3S)NC(S) (2.40)

fiir y € £. Dann kénnen wir fiir den Prozess U den sogenannten Regime-Switching-Generator
L% durch

dy dy 1 0%
0, — - 2 2
L7 p(u,y) : 7as(u7y)+US(u(y) )T 6u3(u ,Y) + suzl o0 2( . Y)
1 50 20% 32%" 2.41
+ Su3o (y)m o3 (u,y) + uguzfo (y)w T3 (u,y) (2.41)

+((plu,er), . p(u, ed)>T, ATy)
definieren, wobei u = (u1,u2,u3) = (s,u2,us) € S und y € £ [58].
Satz 2.11 (HJBI-Gleichung). Angenommen, es existieren Kontrollfunktionen #* und 7* mit
(0* (U, Y1))ier €0, (7" (Up, Yy))1er €11
und eine Funktion ¢ : S x £ — R mit ¢(-,y) € C*(S) N C(S) fiir y € £ und
S§=1(0,T) x (0,00) x (0,00),
sodass die folgenden Bedingungen allesamt erfiillt sind:
(i) LO™ (¥ p(u,y) > 0, fir alle § € R und (u,y) € S x £.
(i) LV w¥) 7o (u,y) <0, fiir alle 7 € R und (u,y) € S x €.
(iii) L0 (wn) ™ (wv)p(y, y) = 0, fir alle (u,y) € S x &.
(iv) limy - o(Ut, V3) = UTU(UT)
(v) Die Familie {¢(Ux, Yz) : ¥ ist eine Stoppzeit mit T < T'} ist gleichgradig integrierbar.

Fir (u,y) € S x & definieren wir

07 (u, y) = Be [URU(UE)|Up = u, Yo = y| = Epo [U(Vr(H™))|Up = u, Yo = y].

Dann gilt
o(u,y) = (u,y) = inf (sup 7" (uy)) = sup ( inf J*"(u,y))
0€0 \ rell rell \0€ (2.42)
= sup J¥ " (u,y) = inf JO (u,y) = T (u,y)
mell 0ce

und folglich sind durch 8* und 7* die optimalen Kontrollfunktionen des gerade beschriebenen
Problems gegeben [43].

31



2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

Bemerkung. Anstelle der Bedingungen (i) - (iii) aus Satz 2.11 kénnen wir dquivalent dazu

612{{ Leﬂr*(u’y)(p(u,y) — Le*(u,y)m*(u,y)gp(u’y) = 0’

sup LV (W9 oy, ) = LV )7 W) oy ) = 0
meR

fir (u,y) € S x £ verwenden.

Nun zur Lésung des eben vorgestellten stochastischen Spiels zwischen dem Agenten und dem
Markt, siehe [49] und [58]. Motiviert durch den Ausdruck (iv) des Satzes 2.11 wéihlen wir fiir
die Funktion ¢ den Ansatz

p(u,y) = uald (uz f(s,9))

fir (u,y) € S x €& mit u = (s,ug,us), wobei f eine nicht verschwindende, deterministische
Funktion mit f(7,y) = 1 fiir y € £ sein soll. Fiir den Regime-Switching-Generator L™ ergibt
sich

L7 p(at, ) = wald (s (5, ) s 90 (5,) + () — r)mustd (s (5,)) £ 5, 9)

+ %U§02(y)wzmu”(u3f(s,y))fz(s, y) + ugusfo (y) U (usf(s,)) f(s,y)

T
+ {(wth (s f(s,e1))..... ua (usf (5. ea))) . ATy).
Die Minimierung von L% (%) ©(u, y) beziiglich 0 liefert die notwendige Bedingung

uguzo (y)m* (u, y)U' (us f (s,9)) f(s,y) = 0.

Da U’ > 0 und f per Konstruktion eine nicht verschwindende Funktion ist, muss 7*(u,y) = 0
gelten. Analog dazu liefert die Maximierung von Le*(“’y)’“go(u, y) beziiglich 7 die notwendige
Bedingung

us(p(y) — ryustd (us f(s,9)) f (s,y) + uGo® (y)muatd" (us f (s,)) £*(5,y)
+ ugust” (u, y)o (y)U' (usf (s,9))f (s,y) = 0.
Durch Einsetzen von 7*(u,y) = 0 erhalten wir daraus

0 (u,y) = 2 ;(Zgy)‘

Diese Bedingung ist aufgrund der Konkavitdt von U sogar hinreichend fiir das Vorliegen eines
Maximums. Weiters soll schlieBlich noch L (#¥):7" (%) (4, ) = 0 erfiillt sein, d.h. es soll

usll! (us f (s, y))ug%s, )+ ( (ualh (s (5, 2)), .. usth(ws £ (5, ea))) ATy =0
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2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

gelten. Sei f;(t) := f(t,e;) fir e; € £. Dann ist der vorige Ausdruck zu folgendem System von
gewohnlichen DGL

d

U (usfi(s))usfi(s) + Y _Ulusfi(s))ai; =0 (2.43)

=1

fir i = 1,...,d dquivalent. Wahlen wir f;(s) = ¢ mit ¢ € R fiir ¢ = 1,...,d. Damit ist das
Gleichungssystem (2.43) gelost und es gilt ¢ = 1 aufgrund der Randbedingung f;(7') = 1. Da
die Nutzenfunktion U zweimal stetig differenzierbar ist, haben wir mit

o(u,y) = ugl (u3) (2.44)
eine Funktion und mit
0 (wy) = ) vy =0 (2.45)
a(y)

zwei Kontrollfunktionen gefunden, sodass die Bedingungen des Satzes 2.11 erfiillt sind. Folglich
liegt durch 8* und 7* eine Optimallosung der HJBI-Gleichung vor.

Das Startkapital des Agenten bezeichnen wir mit ¢ > 0. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ auf
S erhalten wir fiir die Anfangswerte u = (0,1,¢) € Sund y € £

®(u,y) = inf SgEEPG [U(VT(HW))’UO =u,Yy = y}
= Epo [U(VT(HW*))‘UO =u, Yy = y} =U(c).

Die optimale Strategie (7})ier € II fiir Spieler A bzw. (6f)icr € O fiir Spieler B ist weiters
durch

r—
6: ot

k
7Tt == 0, ==
Ot

bestimmt. Einerseits ist es fiir den repriasentativen, risikoaversen Agenten optimal, sein gesamtes
Kapital in den risikolosen Bond zu investieren, d.h. der Agent wéahlt die selbstfinanzierende
Handelsstrategie

. (Vi(H™
HF = <f(Bt ),o>.

Andererseits ist es fiir den Markt optimal, ein ,Szenario“, das durch die Radon-Nikodym-
Dichte

i ] 1 (T (r— ps)? Tr—p
G =y ) 2.4
i T = exp ( 5 ), p ds + .o aw, (2.46)

beschrieben wird, zu wahlen. Wie wir erkennen koénnen, ist das durch den Markt gewéhlte
reale Wahrscheinlichkeitsmafl sogar ein Martingalmafl, obwohl wir in diesem Ansatz auf das
No-Arbitrage-Prinzip bzw. die Martingalbedingung bewusst verzichtet haben. Auflerdem ist

33



2 Wahl eines Bepreisungsmafies im RSM

der durch die beiden optimalen Strategien resultierende erwartete Nutzen des Agenten gleich
dem Nutzen des Startkapitals.

Aufgrund von PY € M, und dem Kapitel 2.2 wissen wir, dass der Prozess W% = (W )ie,
mit

. L. by — s
Wt Z:Wt—/estZWt—/ ds
0 0 Os
eine Brownsche Bewegung beziiglich G unter PY" ist. Die Verteilung der zeitstetigen Markov-
kette Y bleibt unter P?" hingegen unveréindert.

Bemerkung. Wir haben durch drei verschiedene Ansétze zur Bestimmung eines ,,geeigneten
Bepreisungsmafles drei verschiedene Martingalmafle erhalten: das MEMM, das ESSMM und
das durch einen spieltheoretischen Ansatz motivierte Martingalmaf }P’e*, kurz SAMM.

Im Folgenden werden wir fiir das SAMM die Notation Q%4 verwenden und fiir die dazugehérige
Radon-Nikodym-Dichte A%A schreiben. Jedes dieser drei Bepreisungsmafle erfiillt auflerdem die
Einschrankung (2.13).
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3 Vervollstandigung des RSM

Wie wir im vorigen Kapitel gezeigt haben, handelt es sich beim RSM um ein nicht vollstandiges
Marktmodell. Da es somit durch das No-Arbitrage-Argument alleine nicht mdéglich war, das
BepreisungsmafBl Q := Q7 eindeutig festzulegen, wurden verschiedene Ansétze fiir die Bestim-
mung eines solchen Mafles vorgestellt. Das Mafl Q soll hier wieder die Einschrénkung (2.13)
erfiillen.

In diesem Kapitel werden wir das Regime-Switching-Modell mittels einer Erweiterung durch
zusétzliche Finanzgiiter in dem Sinne vervollstandigen, dass dadurch jede integrierbare und
zum Zeitpunkt T fillige Forderung Cr durch eine selbstfinanzierende Handelsstrategie perfekt
abgesichert werden kann, siehe [13] und [62]. Diese Handelsstrategie wird sich aus Bonds, Ak-
tien und den zuséatzlich hinzugefiigten Finanzgiitern zusammensetzen.

Wir erweitern unser bisheriges Marktmodell fiir jedes Paar (i, j) € E mit einem ,kiinstlichen*
Finanzgut, dessen Preisprozess durch

K7 =e" MY

gegeben sei (2.20). Wie wir bereits wissen, ist der diskontierte Preisprozess eines jeden solchen
Finanzguts per Konstruktion ein lokales (G, Q)-Martingal. Wir wissen auflerdem noch, dass der
Aktienpreisprozess S

S, “2 S, (rdt + o dWy) = SidZ, (3.1)

erfiillt, wobei Z; = fg rds + fg osdW, mit Zy = 0. Weiters ist der Prozess Z = (Z)t@ durch
~ t
Zt = Zt — / rds
0
gegeben. Dann erhalten wir fiir S

dS; = St(dZt + Tdt) =5 <dZt + C?) . (32)
t

Da der diskontierte Aktienpreisprozess S ein lokales (G,Q)-Martingal ist, muss folglich auch
der Prozess Z ein lokales (G, Q)-Martingal sein. Aufgrund der Stetigkeit von Z erhalten wir
mit Satz 2.5 die Darstellung

Zi=Zo+ / heW, = / heW, Q-fs., (3.3)
0 0
wobei der Prozess (ht)ier € LZQOC(W) eindeutig bestimmt ist. Wir nehmen dabei an, dass hy # 0

fir ¢t € 7 erfullt ist.
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3 Vervollstiandigung des RSM

Folgend ist Cr eine Q-integrierbare und zum Zeitpunkt T fillige Forderung. Dann ist durch
den Ausdruck

C_’t = e_TTIEQ [CT | gt]

per Konstruktion ein (G, Q)-Martingal definiert. Wiederum mit Hilfe des Satzes 2.5 kénnen
wir

G, = co+/de+ ) /h”dM” Qfs.
&

i,j)€EE

schreiben, wobei (hy)ier € L3 (W) und (hi)yer € L} .(N%I) fir (i,j) € E eindeutig be-
stimmt sind. Aufgrund des Ausdrucks (3.3) und der Forderung h; # 0 fiir ¢t € 7 erhalten wir
umgehend

h 1, 7,
Gy — C’o+/0 aZo+ Y /thMJ (3.4)

s (i,9)EE

Wir werden zeigen, dass eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H existiert, die unsere zum
Zeitpunkt T fillige Forderung Cr perfekt absichert. Dabei ist diese Handelsstrategie H ein
Prozess der Form

0 771 7712 1713 Ld 7721 7723 2,d d1 prd2 dyd—1
Hyo= (HY, Y 0P Y i i e R ),
wobei die Prozesse H_, H} bzw. Ht” die zum Zeitpunkt ¢ gehaltene Anzahl an Bonds, an

Aktien bzw. an den zusédtzlich hinzugefiigten Finanzgitern beschreiben. Seien diese Prozesse
durch

Bihy
H} =
HY =Rl fir (i,7) € E und (3.5)
- H!S, 1 ;
— _ H JKZJ
Ce B, B Z t

gegeben [62]. Fiir den Wert der Handelsstrategie H zum Zeitpunkt ¢ erhalten wir

Vi(H) = HB, + H'S; + Y. H}'K}? = C,B,.
(i.d)EB

Daraus kénnen wir sofort erkennen, dass die Forderung Cp durch H gehedgt wird, es gilt
Vr(H) = CpBp = Cp. Somit bleibt nur noch zu zeigen, dass H auch selbstfinanzierend ist.
Dafiir werden wir zeigen, dass der Prozess G(H) = (G¢(H))ter mit

/ HYdB, + / HldS,+ Y / H A

(i,9)EF
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3 Vervollstiandigung des RSM

den Vermogenszuwachs der Handelsstrategie H beschreibt. Aufgrund von (3.5) resultiert fiir
obigen Ausdruck

to_ t BS t pbd i
:/Qgﬂg—/;rﬂ%— X:/‘SBSd ) Sh BT dKE
0 0 Ns (i,))€E 0 s 0 ])EE
Partielle Integration und die Darstellung (3.4) liefern
b = = By h
/cm&:aa—%%—/ z:/BMMMW
0 0 s
(i.j)ek
Daraus erhalten wir
- - t By h i i
Gt(H) = CtBt — C()B() — 5 / B h ’]dM J / 7st
o hs
(i,j)eE
- T [ [ 20 i
(i.j)ek Ssh
Verwenden wir schliellich noch die Gleichung
dK}7 = dB,M}” + B,dN}” + d[B, M*), = dB,M}” + B,dN;”’
Kb L
:ﬂ%é + BidM,”’ (3.6)
t

und setzen diese in obigen Ausdruck ein, so folgt mittels (3.2)

o B,
Gﬂﬂz@&—%&—/ st
0

S

= = t Bs}_ls 5 t hs
=CyBy — CoBy — / h dZs — / h—dBS + /
0 s 0 g 0

= CyB; — CoBy = Vy(H) — Vo(H).

—dB

Per Definition ist H eine selbstfinanzierende Handelsstrategie. Zusammenfassend kénnen wir
sagen, dass wir das Rgeime-Swichting-Modell in dem Sinne vervollstdndigt haben, dass eine
jede Q-integrierbare und zum Zeitpunkt T fillige Forderung C'r durch eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie H gehedgt werden kann.

Nehmen wir an, dass die Forderung C7 durch die Handelsstrategie H gehedgt wird und der
speziellen Form

Cr = f(S7)

ist. Dann konnen wir H explizit angeben. Der Wert der Forderung C7 ist zum Zeitpunkt ¢
durch

Vi) = e 70D 7 (571G = e 0 VB[ £(siexp (| Lot [ it

;

37



3 Vervollstiandigung des RSM

gegeben, wobei dieser Ausdruck durch Losen von (3.1) resultiert. Da Sy eine G;-messbare Zu-
fallsvariable ist und der Ausdruck

T 1
exp(/ r—fads—i—/ Ude)
t

gegeben Y; = y mit y € £ aufgrund der unabhéngigen Zuwéchse von W und der Markoveigen-
schaft von Y unabhéngig von G; ist, konnen wir V;(H) = F(t, St, Y;) schreiben, wobei

T 1
F(t,x,y) = e_T(T_t)EQ [f (ac exp (/ r—30% 2ds + / osdW, ))
t

Angenommen, F erfiillt die Voraussetzung fiir die Anwendung der Ité-Formel (Satz B.8), so
gilt

Yt—y]

T oF

F(T,87,Yr) = F(t.5.Y) + | =

—(5,8,,Y,_) ds+/ (5,8, Ys_)(rSsds + osSsdWy)

T 92F

5 | Foz(s 8 Ye)oiSids + 3 Fls, 86, Ys) = (5,95, Yso),

t<s<T
wobei wir den Sprunganteil zu

> F(s,8:,Y.) — F(s, 85, Yao) / > F(s,5¢;) = F(s, 85, ¢)dN}?
t

t<s<T (z j)EE

B2 [T S~ F(s,Sue5) — F(s, e, e0) AT
t

(i,j)erE
4 / > (F(s, Ss65) = F(s, e, €)1y, —e, )0t ds
t (ij)eE
/ Z F 5 Ssaej (Sassaei)dMsiJ
b Gg)eE
+/ Z S" F(s, 85, ¢5)a%0 + F(s, Sy, €)% ) 1y, _e,yds
=1 j#i

= (s,Ss,€5) — (S,Ss,ei)dMg’j
t
(w

T .
—i—/ (s,Ss,e1),. (s,Ss,ed)) ,A;FYS_>ds
vereinfachen konnen. Damit erhalten wir
F(T,Sr,Yr)

OF 1 252827F

= F(t,5,Y)) +/ ( (5,50, Yo ) +78, 2 (5,80 Vo) +

38



3 Vervollstiandigung des RSM

T
+/ 0sS oy (s,Ss,Ys2) )dW +/ F(s,Ss,e1),. (s,Ss,ed)> ,A:;FYS_>ds
—I—/ Z F(s,Ss,e5) — (S,Ss,ei)dMg’j. (3.7)
(i,5)€E

Da der diskontierte Wertprozess V (H) der Handelsstrategie H offensichtlich ein (G, Q)-Martingal
ist, muss aufgrund der Darstellung (3.7) die DGL

2
PR a,y) = St 2,0) +re o (2,9) + 50t 0 (1)

ot 2T Ox? (3.8)
+<(F(t,x,el),...,F(t,x,ed)> ,A;Fy>

erfilllt sein. Sei Fj(t,z) := F(t,x,e;) fiir e; € £. Dann ist der Ausdruck (3.8) zu folgendem
System von DGL

. ) 2710
PRt e) = O (1) a0 (1,0) + LoD T 1)

+ <(F1(t,a:), o Fyl(t, x))T,AtTei

fir ¢ = 1,...,d dquivalent. Dabei ist die Randbedingung einer jeden DGL zum Zeitpunkt T’
durch

firi =1,...,d gegeben. Mit Hilfe der DGL (3.8) und der Gleichungen (3.1) bzw. (3.6) kénnen
wir den Ausdruck (3.7) zu

F(T,Sr,Yr) — F(t, S, Y:)

—/ rF (s, Ss, Ys_ ds+/ 05 5y SSS,Y )dW

—I—/ Z Fj(s,8s) — Fi(s, Ss)dM>

t (i,9)EE

T t
_/ FSSS7Y P85 Ys-) g / (5. 50, Yo )dSs — Ss 8F(S S, Y. )dB,
o Bs Oz

T Fj(s, Ss) -(s,SS) y i Fj(s,8s) — Fi(s, Ss)

T Ry e
(i,j)€E s (i,))EE

S, SS,Y ) iai L]‘Fj(&ss) _E(3755)>

_/ ( B oz &S Ye) = X K, dBs

2
(i,j)EE BS

s

T : ..
—I—/ aF(s Ss, Ys_)dSs + Z / (S’SS)ng’]
t Oz i,j)EE
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3 Vervollstiandigung des RSM

vereinfachen. Schliefflich kénnen wir die selbstfinanzierende Handelsstrategie H, die die Forde-
rung Cr perfekt absichert, aufgrund der Integralgleichung

F(T,Sr,Yr) = F(t,5,Y:) = Vr(H) = V,(H) = Gr(H) — G¢(H)

_/ HYdB, +/ HdS,+ Y / H AR

(i,j)EE
fiir ¢t € 7 explizit angeben. Wir erhalten:

oF

H' = —(t,5, Y,
t ax< 7St7 t )7
.. F t _ E t’ . o
i — fil ’St)B ©5) e (i,5) € E und
t
F(t,8,Y,-) S 0F L (t,Sy) — Fi(t, St)
HO _ s Pty o Y, KZ] ’ .
t B, B, ox (656 Yi) = D B?

(i,j)€E
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer
Funktion im RSM

In diesem Kapitel wollen wir den Preis einer européischen Call-Option berechnen. Wie wir
bereits wissen, ist die Preisfestlegung im RSM nicht eindeutig, sie héngt von der Wahl des
dquivalenten Martingalmafles Q ab. Dabei werden wir uns auf die in Kapitel 2 ausfithrlich
diskutierten drei verschiedenen Bepreisungsmafle beschrdnken und die daraus resultierenden
Optionspreise miteinander vergleichen.

Wir bezeichnen mit £ = In(K) den logarithmierten Strike-Preis und mit sy = In(S7) den
logarithmierten Aktienpreis zum Zeitpunkt 7. Fiir eine Call-Option mit Strike-Preis exp(k)
und einer Laufzeit von T Jahren ist der Preis zum Zeitpunkt 0 durch

Or(k) = e T Egl(St — K)4] = e Eql(e’T — c¥).]

gegeben. In vielen Marktmodellen kann die risikoneutrale Dichte des Aktienpreises St eine
analytisch komplexe Funktion, hingegen die charakteristische Funktion der Zufallsvariable st
unter dem risikoneutralen Mafi Q

Pz (u) = Eq[e™*"]

eine vergleichbar leicht zu berechnende Funktion sein. Wir werden sehen, dass dies auch im RSM
der Fall ist. AnschlieBend werden wir diesen Ansatz zur Optionsbepreisung heranziehen [7]. Wir
kénnen

Cr(k) = /k T e T (ef — g, (s)ds

schreiben, wobei g,,. die risikoneutrale Dichte von sy bezeichnet. Aufgrund der Martingaleigen-
schaft

e_TTEQ [ST] =5y

wissen wir, dass limg_,_ o, C7(k) = Sy > 0. Die Funktion Cp (k) ist somit nicht integrierbar und
deren Fourier-Transformation existiert nicht. In [7] wurde fiir diese Problematik die folgende
Transformation

cr(k) = e**Cr (k)

vorgeschlagen. Wir werden zeigen, dass der Parameter o derart gewédhlt werden kann, sodass
die Funktion cp(k) integrierbar ist. Die Fourier-Transformation von ey (k) ist dann durch

P(u) = / - e"Fep(k)dk (4.1)

—00
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

definiert und ebenfalls integrierbar. Der Preis einer Call-Option ergibt sich mittels inverser
Fourier-Transformation

e—ak’ 0o .
Cr(k) = L e () (4.2)
e—ak 0o
=5 /_Oocos(uk)Re(w(u))—i—sin(uk)Im(w(u))du
e—ak 0o
+ito [ *_cos(uk) Im(w(w) = sin(uk) Re(ts(u))du.

Da die Funktion Cr (k) stets reell ist, muss der Imaginérteil von ¢ (u) eine ungerade Funktion
und der Realteil von ¢ (u) eine gerade Funktion sein. Dadurch lasst sich der Ausdruck (4.2)
zu

—ak
Cr(k) = / Re(e ke (u) / C(a,u)d (4.3)
mit
Clo,u) = e ** Re(e Ry (u)) (4.4)

vereinfachen, wobei

:/ 1u1€ ak/ e_TT(eS _ek)qST(S)dek
= / e (/ eltheakts eiuke(a+1)kdk) qsr (S)ds
0 (a+1+iu)s e(a+1+iu)8
_ o (s)d
/oo ( a—+iu a+1+i“)QT(S)S
—rT (a+1+iu)8
I e T L

e (u—i(a+ 1)
a?+a—u?+iua+1)

4.1 Wahl des Parameters o

Fiir a = 0 besitzt der Integrand ((a,u) eine Singularitdt an der Stelle w = 0. Dieser Fall
ist aber ohnehin per Konstruktion auszuschlieen. Dagegen gibt es fiir a > 0 keine reellen
Singularitaten.

Wir wissen, dass die Funktion ¢p(k) fir a > 0 entlang der negativen k-Achse integrierbar ist.
Fir die Integrierbarkeit entlang der positiven k-Achse wird jedoch eine zusédtzliche Bedingung
benotigt, hinreichend dafiir wére, falls

¥(0) < 00
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bzw. aufgrund von (4.5) dquivalent dazu, falls g, (—i(a + 1)) < co. Dies bedeutet aber nichts
anderes, als dass

Eq[97] < o0 (4.6)

fiir ein @ > 0 gelten muss. Dann ist auch die Fourier-Transformierte v (u) integrierbar. In vielen
Marktmodellen liefert die Bedingung (4.6) eine obere Schranke fiir die Wahl von «, im RSM
hingegen existieren alle Momente und somit ist durch (4.6) keine Einschrénkung gegeben. Aus
diesem Grund macht auch die in [7] vorgeschlagene Wahl von «, ndmlich ein Viertel des maxi-
mal zuldssigen Werts, keinen Sinn. In der Literatur finden wir noch geniigend andere Ansétze,
z.B. wird in [56] fiir eine ganze Reihe von Marktmodellen oo = 0.75 gewahlt.

Da der Integrand ((c,u) fiir ein sehr kleines o an der Stelle u = 0 sehr grof§ wird und fir
ein grofles « stark zu oszillieren beginnt, hingt die Stabilitat der Integration in (4.3) iiberaus
sensibel von der Wahl des Parameters « ab. Dies gilt speziell bei der Bepreisung von Optionen
mit kurzer Laufzeit.

Um den Fehler durch die numerische Integration klein zu halten, minimieren wir die skalierte
totale Variation von ((a,u) tiber die gesamte positive Achse [41], d.h. wir suchen einen Pa-
rameter «, durch den die Oszillation der Funktion ((«,u) moglichst gering wird. So wihlen
wir

|8 ¢(a,u)
du {(a,0)

ary = argmin /

a>0 0

Dieser Ansatz fithrt auf ein komplexes Minimierungsproblem, weshalb in [41] auch eine viel

trivialere Wahl von « diskutiert wird, ndmlich das Maximum der Funktion ((«,u) beziiglich

des Parameters a zu minimieren. Da das Maximum fiir alle a > 0 stets an der Stelle v = 0
angenommen wird, erhalten wir

Q\Mip = argmin |C(O‘7 0)|
a>0

bzw. mit (4.4) und (4.5)

e—rT ) 1
Q)i = argmin e~ ok Vs (—i(a+ ))
>0 a?+a

Um die numerische Berechnung des Call-Preises zu vereinfachen, wurde in [7] dargelegt, die
Integration in (4.3) nur bis zu einer oberen Grenze a auszufiithren, wobei diese Grenze a durch
eine vorab festgelegte Fehlergenauigkeit € bestimmt ist. Da

e o (1 — i(a + 1))] < Je " Tipup(=i(a + 1))] = cq < o,

haben wir

2
Ca

|a? + o — u? + iu(2a + 1)|?
2
Ca

< <
Tut+ w20 +2a+ 1)+ a?(a?+2a+1) T w

[p(u)f* <

[

I
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

Somit resultiert

[e.e]

| IRe(e ™ idn < [ ft)jdn < 2,

a a
d.h. fiir eine gewlinschte Fehlergenauigkeit ¢ ist die obere Integrationsgrenze a gegeben durch

—ak
e C
a> -“.

™ e

4.2 Bepreisung einer Qut-of-the-Money-Option mit sehr kurzer
Laufzeit

In diesem Abschnitt betrachten wir die Bepreisung einer Out-of-the-Money-Option [7]. Dabei
handelt es sich entweder um eine Put-Option mit Strike-Preis K < Sy oder um eine Call-Option
mit K > Sp. Wir schreiben k& = In(K) und sg = In(Sp). AuBerdem ist die Laufzeit T" sehr kurz.
Der Preis einer solchen Option mit Strike-Preis exp(k) ist dann durch

COM (k) = e T Eg[Lgese) (€ — €7) 4 + Lipssoy (€7 — )]
gegeben. Wie wir erkennen konnen, hat die Funktion C&M (k) im Punkt k = s¢ ihr Maximum

und verschwindet fiir & — £o0o sehr schnell gegen Null. Da C’? M (k) integrierbar ist, existiert
deren Fourier-Transformation

YOM (y) = / - P CM (k) dE. (4.7)

—0o0

Mittels inverser Fourier-Transformation kénnen wir fiir den Preis einer Out-of-the-Money-
Option

M (k) = — /_ O:o e 1k yOM () dy = % /0 - ¢OM (w)du (4.8)
mit

oM (u) = Re(e™ 4O (u)
schreiben, wobei

so . k
POM (u) :/ e”‘k/ e Tk — e®) gy, (s)dsdk

+/ ei“k/ e T (e® — e¥) gy, (s)dsdk
S0 k

S0 S0 . :
_ / efrT ( / e(1+1u)k - es+1ukdk> sy (S)dS

[ee} S . .
+ / efrT ( / es+1uk - e(1+1u)kdk> . (S)dS
50 S0
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

1+1u iu 1+4+iu iu

1+1u oS Giu (1+iu)s (14iu)s
_/ —rT( e’Sgt e e )qu(s)ds

(1+iu)s e(l—l—iu)s o5 Giu S1+iu
0 0
— — d
+/ ( 1+iu iu +1+iu)q8T(S) 5
_ / e—rT<Sl+m ess(i)u B e(1+iu)5)q (S)ds
oo 14 iu iu u? —iu) T
_ e_rT(Sé-Hu - T gltiu el i)) (4.9)
1+iu iu u? —iu )’ ’

Da die Funktion C@M (k) um den Punkt k = sq fiir eine sehr kurze Laufzeit T einen duBerst
steilen Anstieg besitzt, ist der Integrand (M (u) eine stark oszillierende Funktion, was zu
Schwierigkeiten bei der Optionsbepreisung fithrt. Um dieses Problem zu reduzieren, wird der
folgende Ansatz

CFM (k) = sinh(a(k — 50))CF" (k)

mit a > 0 vorgeschlagen, da die Funktion CZM (k) im Punkt k = s verschwindet [7]. Mit Hilfe
von (4.7) ergibt sich fiir die Fourier-Transformation von CZM (k)

GOM () = / ek sinh(a(k — s0))C2M (k)dk

—a ak a —ak

550N o 1a> — SguOM(u + ia)
5 .
Fiir den Preis einer Out-of-the-Money-Option erhalten wir

1 1 © Lo 1 [o©
Sinh(a(kj — 80))% [m e_mkaM(u)du = ;/0 fOM(Oé,u)du (4,10)

M (k) =

1
sinh(a(k — s0))

§OM(a,u) = Re(e_i“k@/_JOM(u)). (4.11)

Der Parameter « ist wieder so zu wihlen, dass die Funktion £ (o, u) méglichst wenig oszilliert
und somit die Bepreisung mittels numerischer Integration stabil ist. Dabei ist zu beachten,

dass das Maximum von £°M (o, u) nicht unbedingt an der Stelle u = 0 fiir o > 0 angenommen
wird.

4.3 Optionsbepreisung mittels schneller Fourier-Transformation

Die schnelle Fourier-Transformation (FFT) ist eine Methode zur Berechnung von Summen der
speziellen Form
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

in einer Laufzeit von O(N In(N)), wobei N = 2" fiir n € N. Diesen Ansatz werden wir nun
benutzen, um Call-Optionen fiir eine ganze Bandbreite von logarithmierten Strike-Preisen k;
zu bewerten, siehe dazu [6] und [7]. Da wir besonders an der Bepreisung von At-the-Money-
Optionen interessiert sind, betrachten wir

1
kl:—§N)\—|-)\l+So, [=0,...,N -1,

wobei durch A > 0 die Schrittweite zwischen den logarithmierten Strike-Preisen bezeichnet
wird. Wir wéhlen n > 0 und

uj=mnj, j=0,...,N—1.

Dann konnen wir das Integral in (4.3) mittels numerischer Integration unter Verwendung der
Trapezregel durch

—ak N-2

Cr(k) ~ <1 Re(e ™ p(un)) +2 3 Rele ™ () + Rele ™ un-1)
j=1
e~k N-1 )
~ C 3 Re(e ™)y

approximieren [33]. Dabei wird die Integration nur bis zu der oberen Grenze a = n(N — 1)
ausgefithrt. Fiir den Preis einer européischen Call-Option mit logarithmiertem Strike-Preis k;
und einer Laufzeit T ergibt sich

—aky N1
Crll) ~ Re (= 3 e Piles B0y ).
s
j=0

Sind die Schrittweitenparameter A\ und 7 so gewahlt, dass die Gleichung

o

N

erfiillt ist, so kénnen wir den FFT-Algorithmus zur numerischen Optionsbepreisung verwenden.
Die Koeffizienten z; sind durch

A1 (4.12)

1
Tj = exp (iuj (QN)\—S())> Y(uj), j=0,...,N—1

gegeben. Aufgrund der Bedingung (4.12) wissen wir, dass wir, falls wir das Integrationsgitter
durch die Wahl eines kleineren Parameters n verfeinern, um die Giite der numerischen In-
tegration zu verbessern, gleichzeitig weniger Call-Preise mit einem Strike-Preis K nahe Sy
berechnen. Da diese aber fiir uns von besonderem Interesse sind, wurde in [7] eine alternative
Integrationsmethode vorgeschlagen, die auch fiir einen gréfleres i brauchbare Ergebnisse liefert.
Diese Methode basiert auf der Simpsonregel. Damit erhalten wir

efoékl N-1 . . 1 77 .
Z e_l/\mlemj(ENA_SO)¢(UJ)§(3—l— (_1)]+1 _ 5j)),

CT(k‘l) ~ Re <
7=0
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

wobei die Kronecker-Delta Funktion 6,, durch

1 firn=0,
Op =
0 sonst

definiert ist [33]. Wir konnen dann den FFT-Algorithmus auf die Koeffizienten x; mit

1 .
Tj = €Xp (1?,6] (QNA - SO)) ¢(u1)(3 + (_1)]+1 - 5])7 J=0,... N —1
anwenden.

Bemerkung. Der eben vorgestellte Ansatz kann auch zur Bepreisung von Out-of-the-Money-
Optionen herangezogen werden. Dazu approximieren wir den Preis einer solchen Option mit
logarithmierten Strike-Preis k; und Laufzeit 1" durch

1 LN e - . '
Sinh(a(kzl — SO)); Z (§ )\T]]le ](QN/\ O)woM(uj)g(?) + (_1)]+1 . 5])>
j=0

C9M (k) ~ Re (

4.4 Charakteristische Funktion des logarithmierten Aktienpreises
zum Zeitpunkt T

In diesem Abschnitt werden wir die charakteristische Funktion der Zufallsvariable st unter
den in Kapitel 2 ausfithrlich diskutierten MEMM QF, ESSMM Q% und SAMM Q%4 explizit
herleiten.

4.4.1 Charakteristische Funktion der Zufallsvariable s unter QF

Die charakteristische Funktion der Zufallsvariable sp unter dem MEMM werden wir mit
ol (u) = Egrle™T]

bezeichnen. Aufgrund von (1.6), (1.7) und der Darstellung der Radon-Nikodym-Dichte des
MEMM in (2.29) kénnen wir

gDSET (U) _ EQE {eiu(ln(So)JrXT)} =Ep [eium(SO)GiUXTCEA%]

. 1 (T (r — pg)? -1 T 2 — )2
:emn(so)EP{eXp(_ / Mdsﬂ Ep[exp< / gy — 17— TR
2 Jo o2 0 2 o2

T _
+/ fuo, + - “desﬂ
0

Os

schreiben. Weiters ist mg die Startverteilung der Markovkette Y. Dann erhalten wir mit Hilfe
von (A.4)

. -1 _
o (u) = 150 (7T exp(TK p) 1) exp(TKp(u)1, (4.13)
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wobei
KE—A—dla.g<( 51) ) 7(r éj/d) )
i o
und
_ 1 — p1)? 1 — 1)’
Kp(u) = A+ diag(lur — iaf(m—i-u ) — w7 co dur — 503(“1 +u’) — (TQU?I))

1 1
=Kg+ diag(iur — 50%(111 +u?),. .. iur — 503(iu + u2)>

4.4.2 Charakteristische Funktion der Zufallsvariable s unter QFS

Genau wie gerade eben kénnen wir hier aufgrund der Darstellung der Radon-Nikodym-Dichte
des ESSMM (2.36)

%ETS(U) — Ep {eiu In(So) giuXr CES A?S]

. T _ 1 _
= emln(SO)Ep[eXp </0 (T U2Ms) (Ms - 5 §+ r 2,u5> ds)] Ep
T s 1, T, T — s
+ 2 s — 505 ds —1—/0 iuocs + p dW

schreiben. Durch erneute Anwendung von (A.4) resultiert

@5 (u) = mln<50>(7r exp(TKps)1 ) 8 exp(TKps(u))1 (4.14)
mit

. T — 12 Tm) (Tw>< 1, Tw))
Kpg=A+d - =
ES + 1ag<< 01 )(Nl 5 o1+ 5 3oy 03 d 20d+ 5

und

_ 1 1
Kgs(u) = Kgg + diag(iur - 50%(iu +u?), ... dur — iag(iu + u2)>

4.4.3 Charakteristische Funktion der Zufallsvariable sy unter Q54

Abschliefend werden wir noch die charakteristische Funktion von sy unter dem durch einen
spieltheoretischen Ansatz motivierten Martingalmafl Q%4 bestimmen. Mit (2.46) erhalten wir

SOSS;X(U) = Ep {eiu ln(So)eiuXTA%A}
2

) T
— oluln(So) g, / s — 'u Ts d3—|-/ o, 4+ —M aw,
0
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Mit (A.4) folgt schliefflich
o (1) = T exp(TKsa(u))1, (4.15)

wobei

1 1
Kga(u) = A+ diag(iur — Eaf(iu +u?), ... iur — iag(iu + uz))

4.5 Betrachtung numerischer Aspekte bei der Bepreisung von
Optionen

Betrachten wir ein RSM mit d = 2 Zustédnden. Die Modellparameter sind wie in Beispiel 1.2.
Der risikolose Zinssatz ist » = 0.05. Weiters ist Sy = 10 und 7o = (0.5,0.5)7 die Startverteilung
von Y. Wir werden hier Call-Optionen mit Strike-Preis K = 11 und den Laufzeiten

T5years =5, Tnonth = 1/127 Tweek = 1/521 T3days = 3/365

unter den drei diskutierten Bepreisungsmaflen bewerten. Sdmtliche Berechnungen wurden da-
bei in Wolfram Mathematica 10.0 durchgefithrt. Wir werden im Folgenden besonders auf die
Problematik, die sich bei der Bepreisung von Optionen mit sehr kurzen Laufzeiten ergibt,
und die damit verbundene Wahl des Parameters « eingehen. Je nach Wahl von « resultieren
Schwierigkeiten bei der numerischen Berechnung des Integrals in (4.3), wobei diese entweder
durch den steilen Anstieg des Integranden ((«,u) um den Punkt v = 0 oder durch die starke
Oszillation von ¢ (o, u) verursacht werden.

Die Laufzeit ist zunéchst T' = 5. Fiir a = 3 verhélt sich der Integrand ((«, u) weitgehend stabil:

251 1000

— {(a,u) bzgl. dem MEMM — ¢(a,0)| bzgl. dem MEMM
2.0f (a,u) bzgl. dem ESSMM |¢(a,0)| bzgl. dem ESSMM
— {(a,u) bzgl. dem SAMM — |¢(,0)| bzgl. dem SAMM

100
15

1.0

0.5F

(b)
Abb. 4.1: Die Funktion {(«,u) fiir T =5 und o = 3 (a) bzw. die Funktion |{(«, 0)| fiir T' =5 (b).
Die Stabilitdt von ((«a,u) lasst sich dadurch erkliren, dass die eben getroffene Wahl o = 3 der

in Abschnitt 4.1 diskutierten ,optimalen“ Parameterwahl as;, anndhernd entspricht. Fiir den
Call-Preis erhalten wir:

K=11,T=5| MEMM ESSMM SAMM
O Min, 3.35 3.34 3.74
Call-Preis 2.00139 2.00545 1.86711
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

Die bei der Optionsbepreisung notwendige numerische Integration wurde durch die Methode
Nintegrate mit PrecisionGoal -> 10 umgesetzt. Wie sensibel der Integrand ((«,u) auf eine zu
kleine Wahl bzw. auf eine zu grole Wahl des Parameters « reagiert, kénnen wir in Abb. 4.2
erkennen, wobei sich das dort dargestellte Verhalten fiir kurze Laufzeiten zunehmend verstérkt.

200+
8
— Z(a,u) bzgl. dem MEMM 4x10 — {(a,u) bzgl. dem MEMM
— {(a,u) bzgl. dem ESSMM — {(a,u) bzgl. dem ESSMM
150
— {(a,u) bzgl. dem SAMM 2x10%F — {(a,u) bzgl. dem SAMM
6 8 10
50H
-2x10%-
_ . . . . -
i 2 3 4 5 -4x108+
(a) (b)

Abb. 4.2: Die Funktion ((«,u) fiir T =5 und a = 0.05 (a) bzw. T'=5 und o = 20 (b).

Betrachten wir den Integranden ((c, u) bei Wahl von a4, fiir die verbleibenden Laufzeiten,

-10
1.2x107F — ¢(@,u) bzgl. dem MEMM 6.x10 — ¢(@u) bzgl. dem MEMM
Lx10%F — {(a,u) bzgl. dem ESSMM 5.x10710F — {(a,u) bzgl. dem ESSMM
— {(a,u) bzgl. dem SAMM — {(a,u) bzgl. dem SAMM
8.x107 4,x1070F
6.x 10_5 | 3.x 10—10 L
4.x10°5F 2.x10710F
2.x107°F 1.x1070F
- ‘ Ly
20 4 60 80 100 50 100 150 200
(a) (b)
1.x10°70 — {(a,u) bzgl. dem MEMM
— {(a,u) bzgl. dem ESSMM

8.x1078 — {(a,u) bzgl. dem SAMM

6IX10—13,

4.x1078}

lelo—lﬂ,

P [T T T N ST T T Y AN S S T T R ‘[4
50 100 150 200 250 300
(c)
Abb. 4.3: Die Funktion (o, u) fir T = /12 und a = 74 (a), T = /52 und o = 270 (b) bzw. T = 3/365 und

a =609 (c).
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so verhélt sich ((a, u) auch fiir diese Laufzeiten stabil. Die Berechnung der Call-Preise ergibt:

K=11,T =112 MEMM ESSMM SAMM
O Min 73.73 73.50 74.13
Call-Preis 9.97546 E-4  1.07871 E-3  8.80168 E-4
K=11,T =1/5 MEMM ESSMM SAMM
O Min 269.51 269.51 269.51
Call-Preis 1.17575 E-8  1.20129 E-8  1.13981 E-8
K =11,T =3/365 MEMM ESSMM SAMM
O Min 608.96 608.96 608.96
Call-Preis 3.31361 E-16  3.34502 E-16  3.26948 E-16

4.5.1 Numerisches Verhalten bei Bepreisung einer Out-of-the-Money-Option

Der Preis einer Out-of-the-Money-Option mit logarithmiertem Strike-Preis k ist durch

251

20

15¢

1.0

0.5-

\ — Preis bzgl. dem MEMM 0.04
\ Preis bzgl. dem ESSMM
\\  — Preis bzgl. dem SAMM 0.03f

0.02+

0.011

— Preis bzgl. dem MEMM
Preis bzgl. dem ESSMM
— Preis bzgl. dem SAMM

 InSo)

22 23 24 25

(b)

Abb. 4.4: Die Funktion C£M (k) fiir T =5 (a) bzw. T = 3/365 (b).

gegeben. Das schnelle Abklingverhalten der Funktion CZM (k) fiir k& — 4oo fiihrt dazu, dass
der Integrand ¢ (u) in (4.8) besonders bei einer sehr kurzen Laufzeit T zu oszillieren beginnt.

0.8+

0.6

0.4

0.2

6.x107
— ¢(u) bzgl. dem MEMM
7M(u) bzgl. dem ESSMM 4.x10*
— ¢(u) bzgl. dem SAMM
2.x10741
-2.x107F
-4.x107F

10 200

()

— 7°™(u) bzgl. dem MEMM
7%(u) bzgl. dem ESSMM
I\ — ¢(u) bzgl. dem SAMM

AA\AAA\AAI\\I\AAI\\A\A

300 400

0 Vil V %oy % T "
v

(b)

Abb. 4.5: Die Funktion (%M (u) fir T =5 (a) bzw. T = 3/365 (b).
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

Damit treten bei der numerischen Berechnung des Preises einer Out-of-the-Money-Option mit
kurzer Laufzeit T aufgrund der ausgeprigten Oszillation von (?M (u) Probleme auf. Durch die
in Abschnitt 4.2 vorgeschlagene Transformation erhalten wir fiir den Preis einer solchen Option
eine Integraldarstellung (4.10) mit einem Integranden 9™ (a,u), der ein wesentlich besseres
Abklingverhalten besitzt. Dabei erweist es sich als geeignet, den Parameter o durch

(4.11) Sg “pOM (—ia) — S§yOM (ia)

- : oM :
Vi = 0) = m
@Min a@§$1“ (. 0) A 2sinh(a(k — so))

festzulegen. Wir erhalten:

K=11,T =112 | MEMM ESSMM SAMM
O Min 66.56 66.29 67.01

K=11,T =1/52 | MEMM ESSMM SAMM
O Min 262.46 262.46  262.47

K =11,T =3/36s | MEMM ESSMM SAMM
O Min 607.47 607.47  607.47

Der Integrand ¢9M (o, u) verhdlt sich bei einer Parameterwahl von ajy;, auch fir sehr kurze
Laufzeiten vergleichsweise stabil:

1.5x1074 .
— E™(a,u) bzgl. dem MEMM g — §"(a,u) bzgl. dem MEMM

X107
£M(a,u) bzgl. dem ESSMM £M(a,u) bzgl. dem ESSMM

1.x107t — M(a,u) bzgl. dem SAMM 601001 — () bzgl. dem SAMM
4.x107
5.x10
2.x 10—10 L

00 200 0 0" 20 0 0"
(a) (b)
— <OM
L0 7) &7¥(a,u) bzgl. dem MEMM
£M(at,u) bzgl. dem ESSMV
— M(qt,u) bzgl. dem SAMM
1.)(10717,
5.x107%8
‘ . .
100 200 300 400
(c)
Abb. 4.6: Die Funktion £€°M (v, u) fiir T = /12 und a = 67 (a), T = /52 und o = 262 (b) bzw. T = 3/365 und

a = 607 (c).
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4.5.2 Implementierung des FFT-Algorithmus zur Optionsbepreisung

Abschlielend werden wir den FFT-Algorithmus zur Optionsbepreisung heranziehen. Dabei sind
die FFT-Parameter durch

N=22 p=18 \=m/26

gegeben. Betrachten wir zunédchst die Laufzeit T = 5. Dann folgt fiir den Preis einer Call-
Option mit Strike-Preis K:

6 + FFT - MEMM 1072} 4 Error - MEMM
sk FFT - ESSMM Error - ESSMM
.+ FFT - SAMM 10-53 4 Error - SAMM
4r — Num. Int. - MEMM
5f Num. Int. - ESSMM 10t gﬁm . o b i
e, o A A
— Num. nt. - SAMM ST Sl M
£ RO W at, 3
2r slads b, ey Al
1078 a
¥ 4
1r M
w
22y . 10716 L “ A A
6 8 10 12 14 16 18 20 6 8 10 12 14 16 18 20

(b)

Abb. 4.7: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit T' = 5 berechnet durch den FFT-Algorithmus
bei Wahl ae = 3 bzw. durch numerische Integration mit PrecisionGoal -> 10 (a) und Darstellung des
relativen Fehlers (b).

Die FFT-Methode liefert somit in diesem Fall sehr exakte Ergebnisse. Da wir an der Bepreisung
einer Call-Option mit Strike-Preis K = 11 interessiert sind, aber genau diese durch den FFT-
Algorithmus nicht bewertet haben, betrachten wir einfach méglichst &hnliche Optionen, deren

Preis wir kennen:

Strike-Preis FFT - MEMM  Num. Int. - MEMM  Rel. Fehler - MEMM
10.8970 2.05268 2.05268 1.70913 E-14
11 2.00139* 2.00139 1.64199 E-14*
11.0316 1.98585 1.98585 1.66602 E-14

Strike-Preis FFT - ESSMM  Num. Int. - ESSMM Rel. Fehler - ESSMM
10.8970 2.05666 2.05666 1.68423 E-14
11 2.00545* 2.00545 1.63866 E-14*
11.0316 1.98994 1.98994 1.58448 E-14

Strike-Preis FFT - SAMM  Num. Int. - SAMM  Rel. Fehler - SAMM
10.8970 1.92181 1.92181 3.69725 E-15
11 1.86711%* 1.86711 4.04342 E-15%*
11.0316 1.85055 1.85055 3.95961 E-15

Bemerkung. Die mit * versehenen Werte resultieren, indem wir die durch die FFT-Methode
erhaltenen Optionspreise interpolieren. Dabei verwenden wir die Methode Interpolation mit
InterpolationOrder -> 10. Durch logarithmische Transformation der berechneten FFT-Preise
kann die Giite der Interpolation speziell fiir kurze Laufzeiten verbessert werden.
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Bemerkung. Um die Zahl der bewerteten Optionen mit einem Strike-Preis nahe K = 11 zu
erhOhen, miissten wir den Schrittweitenparameter A kleiner wéhlen.

Fiir T'= 1/52 und o = 3 ergibt sich das folgende Bild:

101 F A
+ FFT - MEMM
N
FFT - ESSMM 105 .
+ FFT - SAMM s
—— Num. Int. - MEMM 10l A
Num. Int, - ESSMM L
— Num. Int. - SAMM 10} L
N 4 Error - MEMM
s
10} Lart Error - ESSMM
AA‘A‘AA 4+ Error - SAMM
1 1 " " I L K I S S T S Y S S ST S S S ST ST S N S S S S NS SO S S K
95 10.0 105 11.0 115 12,0 9.5 10.0 10.5 11.0 115 120
(a) (b)

Abb. 4.8: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit T = /52 berechnet durch den FFT-
Algorithmus bei Wahl o = 3 bzw. durch numerische Integration mit PrecisionGoal -> 10 (a) und
Darstellung des relativen Fehlers (b).

Die FFT-Methode liefert somit bei sehr kurzen Laufzeiten zunehmend unbrauchbare Ergeb-
nisse fiir einen Strike-Preis K > Sp. Dies hidngt mit der ungeeigneten Wahl des Parameters «
zusammen. Da wir eine Call-Option mit K = 11 und 7" = 1/52 bepreisen wollen, wéhlen wir
den in Abschnitt 4.1 vorgeschlagenen Parameter oy, = 270 und erhalten:

1000

+ FFT - MEMM ‘ + Error - MEMM
.
FFT - ESSMM o, Error - ESSMM
+ FFT - SAMM , s + Error - SAMM
— Num. Int. - MEMM 10 4
.
Num. Int. - ESSMM "
10 s
— Num. Int. - SAMM 4
N
-9
10 A . A
N N
1012 fa N
A
A A A
. . . . . . K ‘ ‘ ‘ Syt Lo
95 100 105 110 11s 12.0 95 100 105 110 115 120
(a) (b)

Abb. 4.9: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit ' = 1/52 berechnet durch den FFT-
Algorithmus bei Wahl o = 270 bzw. durch numerische Integration mit PrecisionGoal -> 10 (a)
und Darstellung des relativen Fehlers (b).

Durch diese Wahl funktioniert die numerische Optionsbepreisung durch den FFT-Algorithmus
fiir Strike-Preise nahe K = 11 sehr gut. Es resultiert:

Strike-Preis

10.8970
11
11.0316

FFT - MEMM Num. Int. - MEMM Rel. Fehler - MEMM
1.32242 E-7 1.32242 E-7 1.69937 E-13
1.17575 E-8* 1.17575 E-8 3.51727 E-8*
5.38675 E-9 5.38675 E-9 1.28989 E-13
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Strike-Preis FFT - ESSMM  Num. Int. - ESSMM Rel. Fehler - ESSMM
10.8970 1.35114 E-7 1.35114 E-7 1.59272 E-13
11 1.20129 E-8* 1.20129 E-8 2.03794 E-8*
11.0316 5.50376 E-9 5.50376 E-9 1.37819 E-13

Strike-Preis FFT - SAMM  Num. Int. - SAMM  Rel. Fehler - SAMM
10.8970 1.28201 E-7 1.28201 E-7 1.81488 E-13
11 1.13981 E-8* 1.13981 E-8 5.92617 E-8*
11.0316 5.22212 E-9 5.22212 E-9 1.22918 E-13

In unserem unvollstdndigen Marktmodell haben wir durch das MEMM, das ESSMM und das
SAMM drei unterschiedliche risikoneutrale Preise fiir eine européische Call-Option festlegen
kénnen. Dabei stellen wir in unserem Modellbeispiel fest, dass der Preis unter dem MEMM
bzw. dem ESSMM stets hoher ist als unter dem SAMM.

Diesen Unterschied kénnen wir wie folgt erklaren: Im RSM gibt es zwei verschiedene ,,Arten*
von Risiken: das Diffusions-Risiko, das durch gew6hnliche Preisschwankungen entsteht, und das
Regime-Switching-Risiko, das durch auftretende Zustandswechsel und den dadurch gednderten
makrookonomischen Bedingungen gegeben ist [21].

Dabei wird das Diffusions-Risiko durch alle drei betrachteten Bepreisungsmafle bewertet, das
Regime-Switching-Risiko (RSR) hingegen aber nicht: Im Fall des SAMM wird das Risiko der
Zustandswechsel gar nicht bepreist. Es wird angenommen, dass dieses zusétzliche Risiko, wie im
Fall der im Sprung-Diffusions-Modell von Merton auftretenden Preisspriinge [44], diversifiziert
werden kann.

Im Gegensatz dazu wird das RSR sowohl durch das MEMM als auch durch das ESSMM
bepreist. Das Risiko eines Zustandswechsels wird somit als systematisches Risiko aufgefasst. In
Abb. 4.10 wird der relative Unterschied der resultierenden Optionspreise dargestellt:

L1101

——— RSM - MEMM 2ol ——— RSM - MEMM
RSM - ESSMM RSM - ESSMM
\

——— RSM - SAMM ——— RSM - SAMM
e — BSMmitg=008  15F ,~>. e BSM mit 0 = 0.08
mmemmom e oo BSM mit 0 = 0.14 S — BSM mit 0 = 0.14
1.00 10 — —

0.95} oS
- T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
(a) (b)

Abb. 4.10: Relativer Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K =9 (a) bzw. K = 11 (b) und Laufzeit T bei
Wahl des MEMM, des ESSMM und des SAMM im RSM bzw. bei Wahl von o = 0.08 und ¢ = 0.14
im gewohnlichen BSM bezogen auf den durch das SAMM festgelegten Call-Preis.

Im RSM ergeben sich somit deutliche Unterschiede in der Bewertung einer européischen Call-
Option, weshalb die Frage, ob das RSR bepreist werden soll oder aber nicht, von Bedeutung
ist. In [9] wurde gezeigt, dass in einem zeitdiskreten RSM das RSR als zusétzliches Risiko
am Markt bepreist wird. Motiviert werden kann diese Aussage dadurch: Betrachten wir einen
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

risikoaversen Marktteilnehmer. Dann soll der Preis des RSR einen fiir diesen Marktteilnehmer
ungiinstigen Zustandswechsel, wie beispielsweise der Wechsel von einem Bull-Regime zu einem

Bear-Regime, ausgleichen. Die Nichtbepreisung des RSR wiirde sonst zu einer Fehlbewertung
von Optionen fithren [9].

Die Bewertung des RSR héngt einerseits von der Startverteilung der Markovkette Y ab. Startet

ndmlich Y in einem Bull-Zustand, so wird das RSR stérker bewertet als im Fall, dass Y in einem
Bear-Zustand startet:

201 20F
1.5¢ 15t
1.0 1.0
05k — Preis bzgl. dem MEMM 05 / — Preis bzgl. dem MEMM
Preis bzgl. dem ESSMM Preis bzgl. dem ESSMM
— Preis bzgl. dem SAMM — Preis bzgl. dem SAMM
, , , \ T . . . LT
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
(a)

(b)

Abb. 4.11: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K = 11 und Laufzeit T'. Die Startverteilung von Y sei hier
durch mo = (1,0) (a) bzw. mo = (0,1) (b) gegeben.

Andererseits hangt die Bepreisung des RSR auch von der Intensitdtsmatrix A ab. In einem Fast-

Regime-Switching-Modell (FRSM) mit hohen Ubergangsintensititen zwischen den Zustéinden
wird dieses Risiko kaum bepreist:

110

0.98F

0.96F

——— RSM - MEMM 30p ——— RSM - MEMM
]
Losl RSM - ESSMM \: RSM - ESSMM
N - 251
RSM - SAMM .“ ——— RSM - SAMM
e s BSM mit o = 0.08 R BSM mit o = 0.08
" 20F 1
Y S BSMmito =0.14 R BSM mit g = 0.14
-------- 15F \“
LO2f e chN
1.00 < E——
o osf T
________________________
. . T . . . . LT
0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
(a)
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Abb. 4.12: Relativer Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K = 9 (a) bzw. K = 11 (b) und Laufzeit T wie
in Abb. 4.10. Die Ubergangsintensité,ten von Y seien aber durch ai,2 = 50 und a2,1 = 25 bestimmt.

4.6 Implizite Volatilitat

Cy(K,T) ist der am Markt zum Zeitpunkt ¢ € [0,7) beobachtete Preis einer Call-Option mit
Strike-Preis K und Laufzeit T. Die implizite Volatilitat ist jene Volatilitdt oy(K,T), die, in
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4 Optionsbepreisung mittels charakteristischer Funktion im RSM

die gewohnliche Black-Scholes-Formel zur Bepreisung einer Call-Option eingesetzt, den realen
Marktpreis ergibt [29], d.h. 04(K,T') ist Losung der Gleichung

Cy(K,T) = CPS(S,, K, t,T,04(K,T),r).

Im BSM wird angenommen, dass eine konstante Volatilitéit vorliegt. Dieser Annahme wird aber
beispielsweise durch

0.8F
0.6
0.4
0.2
— Impl. Vol.
. . . . . K
140 160 180 200 220

Abb. 4.13: Implizite Volatilitidt einer Goldman Sachs Group Call-Option mit Kurs des Basiswerts von 189.75%
am 20/11/14 (NYSE) und Expire-Date 20/12/14, Quelle: http://www.barchart.com.

klar widersprochen. Die implizite Volatilitdt héngt in dieser realen Beobachtung offensichtlich
stark vom Strike-Preis K ab. Das in Abb. 4.13 dargestellte Verhalten der impliziten Volatilitat
bei Wahl verschiedener Strike-Preise K wird als Volatilitdts-Smile bzw. aufgrund der Schiefe
auch als Volatilitdts-Skew bezeichnet. Eine wesentliche und zentrale Schwéche des BSM ist es,
dass durch eine zu starke Vereinfachung der Realitdt ein vorliegender Volatilitdts-Smile nicht
erklart werden kann.

Eine Moglichkeit, einen Volatilitdts-Smile zu generieren, ist es, die Volatilitét als stochastischen
Prozess zu modellieren. Im RSM geschieht dies mittels Steuerung der Volatilitdt durch eine
zeitstetige Markovkette.

Betrachten wir wiederum das Modellbeispiel 1.2. Die Laufzeit ist 7" = 1/2. Dann resultiert die
folgende implizite Volatilitatsstruktur:

Time to exprie date T Time to exprie date T

01 02 03 04 0.5¥ 01 02 03 04 0.5;

11

10 -
Moneyness K /5o 09 Moneyness K /o 09

(a) (b)

10
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Time to exprie date T Time to exprie date T

01 02 03 04 05 04 02 03 04 05

10 10 ‘
Moneyness K /g9 09 Moneyness K /5o 09

(c) (d)

Abb. 4.14: Volatilitats-Surface bei Wahl des MEMM (a), des ESSMM (b) bzw. des SAMM (c) und deren
direkter Vergleich (d) bedingt auf den Bull-Zustand.

Wie wir erkennen kénnen, ergibt sich fiir die drei diskutierten Bepreisungsmafe jeweils ein recht
dhnliches Volatilitdts-Surface. Falls sich die Markovkette Y im Bull-Zustand befindet, erhal-
ten wir einen deutlich ausgepriagten Volatilitdts-Smile, der, je ndher am Ausiibungszeitpunkt
betrachtet und je kiirzer die verbleibende Laufzeit ist, umso steiler wird. Falls sich aber der
Prozess Y im Bear-Zustand befindet, resultiert ein wesentlich flacheres Volatilitats-Surface:

Time to exprie date T Time to exprie date T

05 04 03 02 01

e

I
L
|
01395 -

|
|
01390

11
Moneyness K/ go

11
Moneyness K /5o

() (b)

Time to exprie date T Time to exprie date T

12 12

11 ' 1.1
12

Moneyness K /go 12

(c) (d)

Abb. 4.15: Volatilitats-Surface bei Wahl des MEMM (a), des ESSMM (b) bzw. des SAMM (c) und deren
direkter Vergleich (d) bedingt auf den Bear-Zustand.

Moneyness K /o
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5 Kalibrierung und Parameterschatzung im
RSM

Im Folgenden nehmen wir an, dass die Startverteilung my der zeitstetigen Markovkette Y durch
die Gleichverteilung gegeben und die Anzahl der Zustdnde d bekannt ist. Wir werden hier auf
das Problem der Identifizierung der unterschiedlichen Zustédnde von Y nicht ndher eingehen
und verweisen auf [50]. Weiters ist der risikolose Zinssatz r bekannt.

Um dann eine européische Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit T bepreisen zu kénnen,
miissen wir die uns unbekannten Modellparameter

P ={p, 0, A}

bestimmen. Wir bezeichnen die Parameter P als zuliissig, wenn u € R%, 0 < ¢ € R? und
A € R4 die Intensititsmatrix einer zeitstetigen, homogenen, irreduziblen Markovkette ist.
Fiir den Raum aller zul&ssigen Parameter P schreiben wir 8. Da das Regime-Switching-Modell
nicht vollstdndig ist, miissen wir auch ein Bepreisungsmafl Q € M, auswéahlen.

Somit wird im RSM der risikoneutrale Preis einer Call-Option durch die Parameter P und
das Martingalmafl Q vollstéindig festgelegt. Der Aktienpreisprozess S folgt im risikoneutralen
Modell der Dynamik

(2.15)

dS; Si(rdt + o, dWy).

Wir bezeichnen die konsistente Wahl der Parameter P und des Mafles Q beziiglich am Markt
beobachteter, realer Optionspreise als Kalibrierung des risikoneutralen Bepreisungsmodells. Im
ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir einen in der Literatur hdufig besprochenen Ansatz
vorstellen, um das Bepreisungsmodell zu kalibrieren.

Dabei interpretieren wir das Problem der Kalibrierung als inverses Problem zur Bepreisung
von Optionen, siehe z.B. [12], [32] und [47]. Durch Lésen des inversen Problems werden dann
zuldssige Modellparameter P und das Mafl Q bestimmt. Damit wir aussagekréftige Ergebnisse
erhalten, sollen die von uns am Markt beobachteten Optionen der zu bepreisenden Option
moglichst dhnlich sein.

Abschlieflend werden wir im zweiten Teil dieses Kapitels eine Markov-Chain-Monte-Carlo-
Methode diskutieren, um die Modellparameter P aus beobachteten Log-Returns zu schétzen,
siehe z.B. [30], [31] und [34]. Da die Preisdynamik unter dem realen Wahrscheinlichkeitsmafy P
nur wenig Information beziiglich Q beinhaltet, kdnnen wir aus der Betrachtung der Log-Returns
alleine keine Aussage iiber die Wahl eines Bepreisungsmafies Q treffen [12]. Wir kénnen aber
ein solches, z.B. durch einen nutzentheoretischen Ansatz wie in Kapitel 2, motivieren.
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5.1 Inverses Problem und Kalibrierung

Wir nehmen an, dass wir m-Stiick Call-Optionen mit Strike-Preis K;, Laufzeit T;, Bid-Preis
CP und Ask-Preis C#* am Markt beobachten kénnen.

Der Bid-Preis CZB bezeichnet den hochsten Preis, den ein Héndler bereit ist, fiir die i-te Call-
Option zu bezahlen, und der Ask-Preis C’Z-A den niedrigsten Preis, fiir den ein Héndler bereit ist,
diese zu verkaufen. Die resultierende Preisdifferenz nennen wir Bid-Ask-Spread. Im Folgenden
verwenden wir den sogenannten Mid-Preis CM als den Marktpreis der i-ten Call-Option. Dieser
Preis liegt genau in der Mitte zwischen C# und CiA.

Da die konsistente Wahl des risikoneutralen Bepreisungsmodells beziiglich realer Marktpreise
das essentielle Kriterium der Modellkalibrierung ist, sollen die Gleichungen

CM = e M Eq[(ST, — Ki)+] (5.1)

)

fir i = 1,...,m erfiillt sein. Dabei ergeben sich verschiedene Probleme [12]:

e Die Modellkalibrierung muss durch diese Gleichungen nicht eindeutig bestimmt sein, es
kann unendlich viele Paare (P,Q) € B x M, geben, die die beobachteten Marktpreise
exakt wiedergeben.

e Da wir uns mit dem RSM auf die Betrachtung einer ganz speziellen Modellklasse be-
schrankt haben, muss gar keine Losung existieren.

e Die Berechnung einer moglichen Losung von (5.1) gestaltet sich als sehr komplex.

In der Realitét liegt der ,,wahre* Preis einer Call-Option irgendwo zwischen dem Bid-Preis und
dem Ask-Preis und muss nicht genau dem Mid-Preis entsprechen [12]. Somit macht es auch
keinen Sinn, diesen exakt wiedergeben zu wollen. Vielmehr wollen wir eine gute Approximation
finden und minimieren deshalb die Summe der quadratischen Fehler

m
SSE(P,Q) ==Y wi|C*(K;,T;) — CM?, (5.2)

i=1
wobei die Gewichte w; > 0 seien und C*(K;,T;) den theoretischen Preis einer Call-Option mit
Strike-Preis K; und Laufzeit T; in einem durch P € 3 und Q € M. festgelegten risikoneutralen
Bepreisungsmodell bezeichnet.
Je grofer die Differenz zwischen den Preisen CP und C{* ist, desto stirker kann der Markt-
preis CM vom ,wahren® Call-Preis abweichen und desto kleiner sollte folglich das Gewicht w;
bestimmt sein. Als geeignete Wahl wird beispielsweise

1
ST a
vorgeschlagen [10]. Es ist nicht sinnvoll, den Ausdruck (5.2) iiber die Genauigkeitsschranke
e=Y wlCF - CiP=3"|cF - Cf
i=1 i=1

hinaus minimieren zu wollen. Das eben festgelegte £ kann als Abbruchbedingung fiir unser
Minimierungsproblem herangezogen werden. Bei der Minimierung von (5.2) ergeben sich die
folgenden Schwierigkeiten [11], [32]:
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e 7Zum einen ist die Parametrisierung der Menge der dquivalenten Martingalmafie M, sehr

komplex: Jedes Mafi Q € M, wird durch recht frei wéahlbare stochastische Prozesse
charakterisiert, siche Kapitel 2.1.
Anstatt die gesamte Menge aller Mafle Q € M, zu betrachten, kénnten wir uns auf
eine Menge von bekannten Maflen, wie dem MEMM, dem ESSMM, dem SAMM etc.
beschranken. Dies erweist sich als erhebliche, aber auch als sehr restriktive Vereinfachung
des Minimierungsproblems.

e Da die Funktion SSE(P,Q) nicht konvex ist, findet ein Gradient basierter Algorithmus
nicht notwendigerweise ein globales, sondern moglicherweise nur ein lokales Minimum. In
der Literatur wird das Hinzufiigen eines konvexen Terms H (P, Q) und die Minimierung
von

SSE(P,Q) := > wi|C*(K;, T;) — CM|* + aH(P,Q)

=1

vorgeschlagen, wobei der Parameter « derart gewéhlt wird, sodass die gesamte Funktion
SSEn(P,Q) konvex ist.

e Ein weiteres Problem ist die numerische Stabilitdt: Ein Gradient basierter Algorithmus
reagiert einerseits sensitiv auf die Wahl des Startwerts. Andererseits kann dieser bei
Vorliegen von sehr ,flachen“ Bereichen, in denen der Gradient sehr klein ist, an einer
mehr oder weniger ,zufilligen* Stelle die Suche abbrechen.

Bei der Modellkalibrierung entstehen zwei verschiedene Arten von Fehlern: Wir haben uns ja
bei der Beschreibung der Aktienpreisdynamik auf eine spezielle Modellklasse, in unserem Fall
das RSM, festgelegt. Somit entsteht zundchst durch die Wahl einer moglicherweise unpassen-
den Modellklasse der sogenannte Modellfehler. Aulerdem ergibt sich bei der Minimierung der
Quadratsumme (5.2) ein numerischer Fehler. Den insgesamt resultierenden Fehler wollen wir
entweder durch den Root-Mean-Square-Error (RMSE)

RMSE = J ;fj |C*(K;, T;) — CM|? (5.3)
=1

oder den Average-Relative-Percentage-Error (ARPE)

1 (- [CH(K3, T) — G|
ARPE = — %" it

i=1 ?

beschreiben [47].

Bemerkung. Wir kénnen fiir eine am Markt beobachtete Call-Option mit Strike-Preis K;
und Laufzeit T} die implizite Volatilitdt o™ (K;, T;) bestimmen. Um diese Volatilitit durch ein
kalibriertes Modell moglichst gut wiedergeben zu kénnen, betrachten wir die Minimierung des
Ausdrucks

SSE™(P,Q) := > w;|Vol"™(C*(K;, T;), K;, T;) — o™ (K, T)) %, (5.5)
i=1
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wobei Vol'™(C*(K;,T;), K;, T;) die implizite Volatilitéit einer Call-Option mit theoretischem
Preis C*(K;,T;) in einem durch P € P und Q € M, festgelegten risikoneutralen Bepreisungs-
modell bezeichnet. Da im Vergleich zu vorhin in jedem Rechenschritt die Black-Scholes-Formel
invertiert werden muss, erweist sich diese Art der Modellkalibrierung aber als auflerordentlich
rechenaufwendig [47].

5.1.1 Numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt betrachten wir ein RSM mit d = 2 Zustdnden. Unsere Modellparameter

P = {p1,p2,01,02,a12,021}

sind dabei wie in Modellbeispiel 1.2 gegeben. Der risikolose Zinssatz ist » = 0.05. Mit diesen
Parametern bestimmen wir den Preis von m = 8 verschiedenen européischen Call-Optionen
beziiglich dem MEMM, dem ESSMM und dem SAMM und erhalten:

Strike-Preis & Laufzeit MEMM ESSMM SAMM
K=6T=1 4.29263 4.29263 4.29263
K=6T=5 5.33220 5.33235 5.32935
K=8T=1 2.40077 2.40148 2.39602
K=8T=5 3.83759  3.83877 3.80769
K=10,T=1 0.80880 0.81811 0.73088
K=10,T=5 2.53740 2.54054 2.43946
K=12,T=1 0.12902 0.13487 0.08288
K=12,T =5 1.55044 1.55515 1.38970

Wir nehmen an, dass die am Markt beobachteten Mid-Preise C’iM fir ¢ = 1,...,8 durch die
eben bestimmten Preise beziiglich dem MEMM, dem ESSMM oder dem SAMM gegeben sind.
Somit betrachten wir drei verschiedene Fille:

Fiir jeden dieser Fille wollen wir die Modellparameter P € B3 kalibrieren. Dabei nehmen wir
weiters an, dass das zugrunde liegende Bepreisungsmaf} bekannt ist und folglich nicht bestimmt
werden muss. Im Fall, dass der Mid-Preis C durch das MEMM festgelegt wird, minimieren
wir die Funktion f : 8 — R* mit

8
F(P) = f(u1, p2, 01, 00,a12,a21) = Y _|C*(K;, T;) — CMP?, (5.6)

=1

wobei C*(K;, T;) den theoretischen Call-Preis in einem durch die Parameter P und das MEMM
bestimmten Bepreisungsmodell bezeichnet. Die Gewichte w; sind alle gleich eins gewdhlt und

die gesuchten Modellparameter ergeben sich durch Losen dieses Minimierungsproblems. Im Fall
des ESSMM und des SAMM erfolgt die Vorgehensweise analog.
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In Abb. 5.1 kénnen wir die Probleme, die sich bei der Minimierung von (5.6) ergeben, deutlich
erkennen:
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Abb. 5.1: Die Fehlerfunktion f(0.3,—0.2,0.08,0.14,a1,2,a2,1) in (a), f(0.3,—-0.2,01,02,0.5,0.25) in (b) bzw.
f(u1, p2,0.08,0.14,0.5,0.25) in (c) im Fall des MEMM.

Zum einen ist die Funktion f nicht konvex und folglich ist die geeignete Wahl des Startwerts
sehr wichtig, zum anderen besitzt f Bereiche mit sehr kleinem Gradienten. Wir haben die drei
Minimierungsprobleme in Mathematica 10.0 mit Hilfe der Methode NMinimize mit Accuracy-
Goal ->20 gelost:

Parameter 125} 125) 01 g9 CL1,2 a271

,Wahrer* Wert 0.3 -0.2 0.08 0. 14 0.5 0.25
Kalibrierter Wert - MEMM | 0.30688 -0.22290 0.07977 0.14001 0.51301 0.24657
Kalibrierter Wert - ESSMM | 0.28326 -0.22832 0.07206 0.14002 0.60421 0.22959
Kalibrierter Wert - SAMM - - 0.08000 0.14000 0.50000 0.25000

Im Fall des SAMM koénnen die Modellparameter p; und po nicht aus der Beobachtung realer
Optionspreise bestimmt werden. Dies ldsst sich dadurch erkldren, dass die charakteristische
Funktion des logarithmierten Aktienpreises unter dem SAMM (4.15) von den Trendparametern
unabhingig und somit die Funktion f in den Variablen p; und po konstant ist. Insgesamt
resultieren die Fehler:

Fehler RMSE ARPE
MEMM | 2.41210 E-7  1.83607 E-7
ESSMM | 7.01010 E-7  7.52767 E-7
SAMM | 9.45170 E-12  3.38846 E-11
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Wir wollen nun eine Call-Option mit Strike-Preis K = 11 und Laufzeit T" = 5 bepreisen und
erhalten:

Call-Preis MEMM ESSMM SAMM

,Wahre“ Parameter 2.00139 2.00545 1.86711

Kalibrierte Parameter 2.00139 2.00545 1.86711
Relativer Fehler 4.59443 E-8 6.78818 E-8 4.02095 E-12

Bei der Berechnung der Call-Preise wurde die Methode Nlntegrate mit PrecisionGoal -> 10
verwendet. Wir haben sehr gute Ergebnisse speziell fiir das SAMM erzielt. Im Fall des SAMM
konnten wir nadmlich das globale Minimum von f bestimmen.

Im Fall des MEMM bzw. des ESSMM haben wir bei der Bestimmung der Modellparameter nur
ein lokales Minimum gefunden. Der bei der Bepreisung der gerade eben betrachteten Option
entstehende Fehler bleibt trotzdem in beiden Féllen duflerst gering. Dies liegt auch daran, dass
die eben bepreiste Call-Option den am Markt beobachteten Optionen sehr dhnlich ist. Wir
bewerten abschlieflend eine ganze Reihe von européischen Call-Optionen:

1,
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Abb. 5.2: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K = 11 und Laufzeit T" bei Wahl der ,,wahren* bzw. der
kalibrierten Parameter (a) und Darstellung des relativen Fehlers (b).
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Abb. 5.3: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit 7" = 5 bei Wahl der ,wahren“ bzw. der
kalibrierten Parameter (a) und Darstellung des relativen Fehlers (b).
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5 Kalibrierung und Parameterschitzung im RSM

Zusammenfassend kénnen wir sagen, dass wir durch Losen des inversen Problems jeweils ein
risikoneutrales Bepreisungsmodell kalibriert haben, das fiir eine Vielzahl von unterschiedlichen
Call-Optionen sehr gut passende Preise liefert. Dabei sollte aber die zu bepreisende Option den
Markdaten besonders beziiglich der Laufzeit T" &hnlich sein.

Bemerkung. Wie bereits erldutert, ist es bei der numerischen Minimierung von f wichtig,
verniinftige Startwerte fiir die Parameter P festzulegen. Falls uns zusétzlich zu den Preisen
verschiedener Call-Optionen auch noch die Log-Returns der zugrunde liegenden Aktie bekannt
sind, konnen wir dadurch geeignete Startwerte fiir die Trendparameter p und die Volatilitéts-
parameter o schitzen.

5.2 Schatzung der Modellparameter via einer
Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode

In diesem Abschnitt wollen wir eine Monte-Carlo-Methode vorstellen, um die uns unbekannten
Modellparameter P = {u, o0, A} aus beobachteten Log-Returns zu schitzen. Dabei gehen wir
wie folgt vor:

Zunéchst diskretisieren wir den Beobachtungszeitraum [0, 7] in N Intervalle der Lénge At > 0
und bestimmen fiir jedes Intervall [(i — 1)At,iAt] mit i = 1,..., N den dazugehérenden Log-
Return R;, wobei

iAt 1 (VAN
R; = (,us — O'?) ds +/ osdW
(i—1)At 2 (i—1)At

gilt. Insgesamt sind somit die von uns am Markt beobachteten Daten durch

R = (Ri)i=1,.. N

gegeben. In der Literatur werden neben der folgend beschriebenen Monte-Carlo-Methode auch
noch diverse andere Ansétze zur Bestimmung der Modellparameter P aus beobachteten Log-
Returns diskutiert, beispielsweise wird in [20] eine Methode, die auf Schitzung der Momente
der Log-Returns basiert, besprochen:

In einem RSM mit d verschiedenen Zustdnden miissen d(d + 1) Parameter geschétzt werden.
Somit missten auch genau so viele Momente bestimmt werden. In [20] wird ein Algorithmus
beschrieben, der mit weniger Momenten auskommt. Dazu betrachten wir das m-te Moment der
Log-Returns iiber Zeitintervalle der Lange [At und berechnen dann die Schétzer

) L
Ry = NI ; (Ri—1yig1 + -+ Ra)

fir I = 1,...,L < N. Anschliefend minimieren wir den quadratischen Fehler beziiglich der
theoretischen Momente. Diese Methode hat den Nachteil, dass abhidngig von der Intensitat der
Zustandswechsel sehr viele Beobachtungen notwendig sind, um ausreichend gute Ergebnisse bei
der Schitzung der Modellparameter zu erzielen.
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5 Kalibrierung und Parameterschitzung im RSM

Im Folgenden werden wir eine Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode (MCMCM) diskutieren,
um die gesuchten Parameter P zu bestimmen:

Zunachst approximieren wir die zeitstetige, homogene Markovkette Y durch die zeitdiskrete
Markovkette Y = (Y;)i=0,... N, wobei

Yz’ =Y

Samtliche Zustandswechsel von Y finden damit ausschlieSlich zu den Endzeitpunkten unserer
Beobachtungsintervalle [(i — 1)At,iAt] mit ¢ = 1,..., N statt. Dadurch sind die von uns am
Markt beobachteten Log-Returns R = (R;);=1,.. n durch

. 1 . .
R = (p,Yi—1)At — §<0', Yio1)?At + (0, Vi) Wiae — Wii—1yar)

gegeben [31]. Fiir den Fall von nicht zu hohen Ubergangsintensitiiten stellt diese Diskretisierung
eine ausreichend gute Naherung des zeitstetigen Modells dar, mit dem Vorteil, dass wir mit
geringerem Rechenaufwand stabile Ergebnisse erhalten [30].

Anstatt der Intensititsmatrix A betrachten wir nun die entsprechende Ubergangsmatrix Pa;
mit

pij(At) = P(Yiinr = 5]Y; = €;) = P(Ya; = ¢;|Yo = i),
wobei Pa; durch
Pay = exp(AtA)

bestimmt ist [3]. Die Wahrscheinlichkeit, den Zustand e; zu verlassen, ist dann 1 — p; ;(At). Da
wir Y nicht direkt beobachten kénnen, interpretieren wir die Zufallsvariablen Yo,..., Yy als
zu bestimmende Modellparameter und erweitern den Raum P mit Y. Weiters ersetzen wir A
durch Pa;. Wir wollen somit die Parameter

7) = {N70-7 PAth}

aus den beobachteten Log-Returns R schéitzen. Dafiir stellen wir eine Methode vor, die auf
dem Metropolis-Hastings-Algorithmus basiert, siehe [27] und [54]:

Algorithmus 5.1. Der Metropolis-Hastings-Algorithmus dient dazu, eine Zufallsstichprobe
aus einer beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung F'(z) mit Dichtefunktion f(z) zu simulieren.
Wir nehmen dazu an, dass wir eine Funktion 7(z) kennen, die wir effizient auswerten kénnen
und die proportional zu f(x) ist. Wir schreiben dafiir

f(@) oc ().

Die Dichte f(x) kann hingegen durch einen Skalierungsfaktor sehr komplex sein. Wir kénnen
dann eine Folge von Zufallsvariablen (X,),>0 in Form einer Markovkette, deren stationére
Verteilung durch f(z) gegeben ist, erzeugen. Aulerdem bezeichnet Q(z'|z) die sogenannte
Proposal-Verteilung und ¢(z'|z) deren Dichte. Der Algorithmus funktioniert wie folgt:
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5 Kalibrierung und Parameterschitzung im RSM

e Wir wéhlen einen beliebigen Startwert xop mit mw(xg) > 0.
e Wir simulieren die Zufallsvariable X! ~ Q(z'|z;). Dann wird X, gegeben dem Vorgénger

x; durch

%

X — X] mit Wahrscheinlichkeit a(z;, X7)
i+l = x; mit Wahrscheinlichkeit 1 — a(z;, X))

festgelegt, wobei
/ /
a(z,2') = min {ﬂ-(x )q(:c/\x ), 1} .
7(z)q(2’|z)

Wir bezeichnen «(x, ') als die Akzeptanzwahrscheinlichkeit des in jedem Iterationsschritt
neu vorgeschlagenen Proposal-Werts z’.

Bemerkung. Im Fall einer symmetrischen Proposal-Verteilung, wie z.B. der Normalverteilung,
haben wir

:(5; 1}

a(z, ') = min{

Die folgenden zwei Sétze nennen Kriterien fiir die Korrektheit und die Konvergenz der gerade
eben skizzierten Monte-Carlo-Methode [54]:

Satz 5.2. Wir bezeichnen mit supp(w) den Tréager der Funktion n(z), d.h
supp(m) = {z € R: w(x) # 0}.
Angenommen, die Proposal-Dichte ¢(2/|z) erfiillt die Bedingung
supp(q(-, )) 2 supp(m)

fiir alle x € supp(w), dann ist f die stationdre Verteilung der durch den Algorithmus 5.1
erzeugten Markovkette.

Beweis. Die durch den Metropolis-Hastings- Algorithmus generierte Markovkette (X, ),>0 wird
durch den Markovkern K (z,z") mit

K(z,2') = a(z,a")q(a'|z) + (1 - B(x))da(2")

beschrieben. Dabei ist f(x) = [ «(z,2")q(2'|x)dx’. Weiters bezeichnet §, das Dirac-Maf. Aus
der Definition der Akzeptanzwahrscheinlichkeit a(x, ") folgt

a(z, 2')q(2[z)m(2) = a(2’, x)q(z]a")m(2")
und

(1 = B(2))ds(z)m(x) = (1 = B(a"))der ()7 ().
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5 Kalibrierung und Parameterschitzung im RSM

Insgesamt haben wir K (z,2")n(x) = K(2/,z)r(2), und da 7(z) proportional zur Dichte f(x)
ist, resultiert

K(z,a') f(x) = K(2, ) f(2)

fir alle (z,2). Sei A eine beliebige, mefibare Menge. Da [ K (2, z)dx = 1, folgt

/K(a:,A)f(m)dx:// K(x,x')f(x)dx’dac:// K(x’,x)f(m’)dx’dx:/ f(2")da'.
A A A
Somit ist durch f die stationdre Verteilung der Markovkette (X,,),>0 gegeben. O

Satz 5.3. Sei f die stationédre Verteilung der durch den Metropolis-Hastings-Algorithmus
erzeugten Markovkette (X,),>0. Angenommen, es existieren Zahlen ¢ > 0 und 0 > 0, sodass
die Proposal-Dichte

q(@'|r) > e fir |z—2/|<$§
erfiillt, so gilt

N
lim M;h(Xi) _ / h(z) f(2)dz

M—o00
fir Funktionen h(z) mit [ |h(z)f(z)|dx < oo [54].

In diesem Abschnitt werden wir mit dem Metropolis-Hastings-Algorithmus die gemeinsame
A-posteriori-Verteilung der Parameter P gegeben R schétzen. A priori treffen wir dazu die
folgenden Verteilungsannahmen [34]:

pi ~ N(mi, s7),
o ~ 1G(a, Bi),
(pi,1(A), .., pia(At)) ~ Dir(vi1, ..., Via),
Yo~ U({1,...,d})

(5.7)

fiir i = 1,...,d. Wir bezeichnen mit N(m;,s?) die Normalverteilung mit Mittelwert m; und
Varianz s?, mit IG(ay, 3;) die inverse Gammaverteilung mit Shape-Parameter «; und Scale-
Parameter 3;, mit Dir(vy;1,...,7iq) die Dirichlet-Verteilung mit Parametern v;1,...,7; ¢ und
schliefllich mit U({1,...,d}) die Gleichverteilung auf {1,...,d}. AuBlerdem sind diese Vertei-

lungen a priori voneinander unabhéngig, d.h.

p(p, 0, Pag, Yo) = p(u)p(o)p(Par)p(Yo)- (5.8)

Aufgrund der diskreten Approximation des zeitstetigen Modells ist die Verteilung der Log-
Returns R gegeben P durch die Dichte

N N
P(RIP) = p(Rlp,0,Y) = [[ p(Rilp,0,Yi1) = [ ¢y._, (Riliz, 5°) (5.9)
=1 =1
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bestimmt. Fiir e; € € bezeichnen wir mit ., (z|ji,5%) die Dichtefunktion der Normalverteilung
mit Mittelwert

1
Ai = {p, ei) At — S {0, ei) 2 At
und Varianz

72 = (0, ¢e;)2At.

Bemerkung. Die durch den Monte-Carlo-Algorithmus geschétzten Modellparameter kénnen
wegen der a priori getroffenen Verteilungsannahmen mit einem Bias behaftet sein. Damit dieser
gering bleibt, sollten die Parameter der Verteilungen (5.7) moglichst passend gewéihlt werden,
z.B. konnen die Parameter m; und 312 bzw. a; und (5; aus den Quantilen und der Varianz
der beobachteten Log-Returns R grob geschétzt werden, siehe [31]. Dabei soll die Varianz der
einzelnen Verteilungen nicht zu klein gewéhlt werden.

Bemerkung. Ein weiterer in der Literatur ausfiithrlich besprochener Ansatz zur Bestimmung
der Modellparameter ist die Maximum-Likelihood-Methode. Die Idee dabei ist, die Likelihood-
Funktion

E(M,O’,PAt|R1,...,RN) :p(R17 7RN‘,U’70-7PAt)

beziiglich der gesuchten Parameter u, 0 und Pa; zu maximieren. Diese Herangehensweise resul-
tiert aber in einem komplexen Optimierungsproblem, das beispielsweise durch den sogenannten
EM-Algorithmus (Expectation-Maximization-Algorithmus) numerisch gelost werden kann [22].

Aufgrund des Satzes von Bayes und der Annahme (5.8) kénnen wir fiir die Dichte der gesuchten
A-posteriori-Verteilung von P gegeben R

~ p(P,R)
p(P|R) = Tp(P, R)AP (5.10)
mit
p(P,R) = p(p, 0, Par, Y, R) = p(1)p(0)p(Par)p(Y | Par)p(R|p, 0,Y) (5.11)

schreiben. Dabei ergibt sich das Problem, dass das Integral [ p(P, R)dP schwierig zu berechnen
ist [2]. Wir haben aber

p(P|R) < p(P, R)

und konnen die gemeinsame Dichte p(P, R) relativ leicht auswerten. Dadurch motiviert wollen
wir den Metropolis-Hastings-Algorithmus zur Bestimmung der A-posteriori-Verteilung von P
gegeben R verwenden.

Da die Dimension der Dichtefunktion p(P|R) abhingig von der Anzahl der unterschiedlichen
Zustdnde von Y und der Anzahl der Beobachtungen N ist und somit hoch sein wird, kann
es schwierig sein, den eben vorgestellten Metropolis-Hastings-Algorithmus derart umzusetzen,
sodass dieser anwendbar ist. Besonders die Wahl einer geeigneten Proposal-Verteilung wiirde
sich als nicht trivial erweisen.

Um dieses Problem zu reduzieren, unterteilen wir P in mehrere Blocke und verwenden dann eine
adaptierte Methode, den sogenannten Multiple-Block-Metropolis-Hastings-Algorithmus [27].
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Algorithmus 5.4. F(x) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Dichtefunktion f(x). Die
Funktion 7(z) ist wiederum proportional zu f(z). Dann unterteilen wir den Variablenvektor
in [ > 2 Vektorblécke, d.h. wir kénnen dann

= (1), 20))

schreiben und definieren

Ty = (T)se s T(i1)s T(ig1)s - - - > T(1))

fir 1 <4 <. Wir wéhlen fiir jeden der [ Blocke eine eigene Proposal-Verteilung, die durch die
Dichte

Q(ﬂfzi) |2 (i)s T(—4))

bestimmt ist. Die Verteilung des Proposal-Vektors fiir den i-ten Block X/, hingt somit einer-
seits vom Vorgangerwert des i-ten Blocks z(;) und andererseits auch von den aktuellen Werten
der iibrigen Blocke z(_;) ab. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Proposal-Vektor X éi) akzeptiert
wird, ist durch

F(X e i)a@e | X, x-)
/ . (2 1
a(%wX(i)’f"’(“):mm{f(g;.x X 2y )

(@) 1T (=) )2 () [T (@) L (=)
gegeben, wobei

f($/(¢)|95(—z')) X f(l‘(l), co o Lli=1) T3y T(i1)s - - - 71'(l))

/
(

[0 ¢ W(x(l), < L(—1)s x/(i), x(/[:Jrl), “ e ,a:(l)).
In unserem Fall unterteilen wir P in drei Blocke. Der erste Block ist durch p und o, der zweite
Block durch Pa; und der dritte Block durch Y gegeben.

5.2.1 Vorgehensweise fiir 4 und o

Die gemeinsame A-posteriori-Verteilung von p und o gegeben Pa;,Y und R wird durch die
Dichte

p(lu” g, PAta Ya R) (5.11)

p(pt,0|Pas, Y, R) = ' " p(p)p(o)p(R|p,0,Y)
' p(Pas, Y, R)

festgelegt. Die Proposal-Vektoren p’ und o’ sind durch
M; = [ + rﬂ§i7
U; = ’UZ' + TUCZ'|

fir ¢ = 1,...,d gegeben, wobei £ = (&1,...,&) und ¢ = ((1,...,(q) beides d-dimensionale
Vektoren von unabhéngigen, standardnormalverteilten Zufallsvariablen sind [31]. Mit dieser
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Wahl konnen wir auch garantieren, dass der Proposal-Vektor ¢’ in allen seinen Komponenten
stets positiv bleibt. Es erweist sich als geeignet, den Schrittweitenparameter r,, durch 1 — 5%
der minimalen Differenz zweier adjazenter Eintrage des Startvektors pg bzw. den Schrittweiten-
parameter r, durch 1% des maximalen Eintrags von oy festzulegen [31]. Die Wahrscheinlichkeit,
dass das Proposal-Paar (¢/, 0’) akzeptiert wird, ist dann durch

p(W)p(a)p(R|p, o' Y) }

ot 045 7) = min { p()p(0)p(Rlis, 0,V )

bestimmt.

Bemerkung. Die von uns betrachtete Monte-Carlo-Methode kann zu einem gravierenden
Problem bei der Schéatzung der Modellparameter fithren, dem sogenannten Label-Switching,
siehe z.B. [26] und [38]. Dabei handelt es sich um ein Problem, das aus der nicht trivialen
Identifizierbarkeit der unterschiedlichen Zustidnde der Markovkette Y im Fall einer in ihren
Variablen invarianten A-posteriori-Dichte p(P|R) resultiert. Dies fiihrt dann dazu, dass sich
die Randverteilungen der einzelnen Variablen angleichen und wir somit keine Aussage mehr
iiber den Wert der Modellparameter treffen kénnen. Aus diesem Grund schlagen wir fiir die
Wabhl eines geeigneten Proposal-Paares (1, 0’) die zusitzliche Akzeptanzbedingung

/ / /
P > Moy > > g

vor [31]. In der Literatur werden aber auch zahlreiche andere Moglichkeiten, um das Problem
des Label-Switching zu reduzieren, besprochen, z.B. wird in [38] ein Ansatz diskutiert, der auf
zufilliger Permutation der Labels basiert.

5.2.2 Vorgehensweise fiir Pa;

Definieren wir
Nij(Y):=|{me{l,...,N}: Y1 =iund V;, = j}|.

Der Maximum-Likelihood-Schétzer fir die Ubergangsmatrix Pa; gegeben Y ist dann durch

M mit Nl(Y):ZNZ,j(Y)

Dij(At) = :
’ NZ(Y) j=1

und i,j = 1,..., N bestimmt [30]. Fiir die A-posteriori-Dichte von Pa; gegeben p, o, Y und R
kénnen wir

. (5.11) )
P(Paglp, 0, Y, R) o< p(Pag)p(Y|Pag)

schreiben, wobei

d

d . .
p(Y|Pag) = p(YolPar) [ pig(At)Nos®) oc T pij(At)Nes ).
ij=1 ij=1
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Da wir angenommen haben, dass die Zeilenvektoren von Pa; allesamt einer Dirichlet-Verteilung
folgen und voneinander unabhéngig sind, erhalten wir insgesamt
. d Y
P(Paclpt, 0, Y, R) o< [ pij(At)rstNes )=
i,j=1

Somit ist die A-posteriori-Dichte von (p; 1(At), ..., p;d(At)) gegeben Y proportional zur Dichte
der folgenden Dirichlet-Verteilung

Dir(%‘,l + Ni71(Y), ey Yid T Ni’d(Y))

fiir i = 1,...,d. Wihlen wir den speziellen Fall, dass die Proposal-Verteilung Q(Ph,|Pa¢,Y)
durch

(Pi 1 (A), ., P 4(AL)) ~ Dir(yig + Nia(Y), ... vid+ Nia(Y))

fir ¢ = 1,...,d bestimmt ist. Dann sind die Zeilenvektoren von P}, wiederum voneinander
unabhéngig [26] und fir die Akzeptanzwahrscheinlichkeit der Proposal-Matrix Pj, folgt

p(PlAt)p(}dP/At)Q(PAt’P/Ata Y) 1} -1
P(PAt)p(Y|PAt)Q(P,At|PAt,Y)’ ’

a(Pat, P/At) = min {

d.h. P}, wird in jedem Iterationsschritt des Metropolis-Hastings-Algorithmus akzeptiert.

Bemerkung. In unserem zeitdiskreten Ansatz haben wir die gesuchte Intensitdtsmatrix A
durch die entsprechende Ubergangsmatrix Pa; ersetzt, um diese durch die eben vorgestellte
Monte-Carlo-Methode zu bestimmen. Dabei ergibt sich das folgende Problem: Fiir eine Uber-
gangsmatrix Pa; muss es im Allgemeinen keine Matrix A € R¥¢ mit

CLZ'J'ZO fiiri;éj, ai7,~:—Zai7j<0
J#i
geben, sodass Pa; = exp(AtA). D.h., es muss kein entsprechender infinitesimaler Generator A
existieren. Gibt es aber einen Generator A, so muss A nicht eindeutig bestimmt sein [36]. Um

dieses Problem zu vermeiden, fordern wir in jedem Iterationsschritt, dass fir die Matrix Pj,
ein entsprechender, eindeutig bestimmter Generator existiert [31].

5.2.3 Vorgehensweise fiir Y

Wihlen wir wiederum den Fall, dass die Dichte der Proposal-Verteilung von Y’ proportional
zur A-posteriori-Dichte

p(Y‘,U,, g, PAt7 R)

ist. Dann wird der Proposal-Vektor Y’ in jedem Iterationsschritt mit Wahrscheinlichkeit 1
akzeptiert. Um Y’ zu simulieren, verwenden wir den sogenannten Forward-Filtering-Backward-
Sampling-Algorithmus, siehe [26] und [30]. Sei

RZ‘ = {Rl,...,Ri}
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fir i = 0,..., N mit Ry := (). Damit ist R = Ry. Fiir ey, ¢; € £ berechnen wir ausgehend von

. _ . 1
p(Yo = ex|p, 0, Pat, Ro) = p(Yo = ex) = =

die Forward-Wahrscheinlichkeiten

d

p(Y; = el‘,ua g, PAt,Ri) = ZP(Y; = €l|/-}‘70-a PAtay'Vifl = €]€,Ri)p(i/l’,1 = €k|,u,0', PAtaRi)
k=1

firi=1,..., N, wobei
p(Yi = €l|M,U, PAt7Yi—1 = ekaRi) 08 P(M,U, PAt,Yé—1 = 6k,Y£ = 61,R¢)
= p(Yi = e|Pat, Yie1 = ex)p(i, 0, Pag, Yie1 = eg, R;)
o p(Yi = €| Pat, Yie1 = ex) = pri(At)

und
(Y 1*€k|/i70 PAt7 )OCp( g, PAbY—l:ek?R’i)
= p(Ri|p, 0, Yie1 = ex)p(p, 0, Pag, Yie1 = eg, Ri—1)
= p(R ‘/’%O_ Y 1= €k)p(y‘;‘_1 - €k‘/l><7; PAtaéi—l)p(lu’a g, PAtué’i—l)
x p(Ri|p,0,Yi-1 = ex)p(Yio1 = ex|p, 0, Pag, Ri—1).

Daraus erhalten wir die Rekursionsgleichung

d

p(Y - €l|u>(77 PAt) Zpkl At (Pek(R |M> ) (Y;—l = ek‘,ua g, PAbRi—l)'
k=1

Nun zum zweiten Schritt des Algorithmus, dem Backward-Sampling: Wir simulieren zunéchst
die Zufallsvariable Y](,, deren Verteilung durch die eben bestimmte Forward-Wahrscheinlich-
keitsfunktion p(Yy |, o, Pas, R) gegeben ist. Dann generieren wir die Zufallsvariable Y; gemé8
der Wahrscheinlichkeitsfunktion

p(YVl’lh g, PAta }'/i-‘rlu R)

fir: = N —1,...,0. Seien e, e; € £. Da Yz gegeben Yi+1 unabhangig von R;io,..., Ry ist,
haben wir

p(Y; = el|p, 0, Pag, Yit1 = e, R) = p(Y; = ei|p, 0, Pag, Yig1 = ex, Rit1)
x p(p, 0, Pay,Yi = €1, Yig1 = ex, Rit1)
= p(Yit1 = ex|Pat, Yi = e)p(p, 0, Pag, Yi = ey, Rit1)
= pui(A)P(Rit1|p, 0,Yi = e)p(p, 0, Pag, Vi = er, ;)

X i k(At)Spel( Z'Jrl‘ﬂa 5‘2)]9(% = el‘,ua g, PAta R’L)
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5 Kalibrierung und Parameterschitzung im RSM

Bemerkung. Die Bestimmung des gesamten Proposal-Vektors Y’ in jedem Iterationsschritt
des Metropolis-Hastings-Algorithmus erweist sich als laufzeitintensiv. Wir miissen ndmlich pro
Iterationsschritt N x d normalverteilte und N + 1 gleichverteilte Zufallsvariablen erzeugen. In
der spiter umgesetzten Monte-Carlo-Simulation werden wir deshalb nur den zufillig gewéhlten
Block Y, ..., Y;, mit

N ) N
t1 := max {tm — {20LJ , 0}, to := min {tm + {QOLJ , N}
updaten. Dabei ist die Zufallsvariable t,, auf der Menge {0,..., N} gleichverteilt und L mit
Parameter 1 exponentialverteilt. Somit werden pro Schritt durchschnittlich nicht mehr als 10%

des Vektors Y aktualisiert.

Bemerkung. Weiters miissen wir auch den Diskretisierungsparameter At geeignet wéahlen, d.h.
je grofer die Ubergangsintensititen der Markovkette Y sind, desto kleiner sollte At gewihlt
werden. Dies kann aber zu Problemen fithren: Einerseits miissen entsprechende Marktdaten
nicht zur Verfiigung stehen, andererseits kann ein sehr kleines At zu instabilen Ergebnissen bei
der Monte-Carlo-Simulation fiihren [30].

5.2.4 Numerisches Beispiel

Betrachten wir ein RSM mit d = 2 Zustdnden. Wir nehmen dabei an, dass das Modell einen
Bear- und einen Bull-Zustand beinhaltet. Die Modellparameter sind wie in Modellbeispiel 1.2
gegeben. Samtliche Berechnungen wurden in Wolfram Mathematica 10.0 durchgefiihrt.

Im Folgenden stehen M = 20 Datensétze von simulierten Log-Returns R zur Verfiigung. Der
Umfang eines jeden Datensatzes ist durch

T =30, At=13p5 N =10950

bestimmt. Wir ersetzen die Intensitdtsmatrix A durch die entsprechende Ubergangsmatrix Pa,
und werden die Modellparameter

P = {p1, p2,01,02,p12(At), p2.1(At)}

durch die vorhin diskutierte MCMCM aus den simulierten Log-Returns schitzen. Die Anzahl
der pro Datensatz durchgefiihrten Iterationen sei 25000. Da die resultierende Zufallsstichprobe
per Konstruktion zunéchst von den Startwerten abhéngt, streichen wir die ersten 15000 Werte,
um stabilere Ergebnisse zu erhalten. Die von uns a priori angenommenen Verteilungen sind

durch
p1 ~ N(0.25,0.02), p2 ~ N(-0.25,0.02),
o1~ IG(6,0.5), o9~ IG(6,1),
(p1.1(A), pra(At)) ~ Dir(9.99,0.01), (p2.1(At), paa(At)) ~ Dir(0.01,9.99)

gegeben. Um das Problem des Label-Switching zu reduzieren, haben wir fiir das Paar (1, 0”)
die zuséatzlichen Akzeptanzbedingungen

py > ph und o] < oh
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5 Kalibrierung und Parameterschitzung im RSM

verwendet. In der durchgefiihrten Monte-Carlo-Simulation wurden in etwa 25% der Proposal-
Paare (1, 0’) akzeptiert. Dabei haben wir die Resultate

Parameter p1 2 ! 02 p12(At) p2,1(At)
,Wahrer* Wert 0.3 -0.2 0.08 0.14 1.36846 E-3 6.84228 E-4

Mittelwert 0.30001 -0.21709 0.07995 0.14004 1.50667 E-3 7.98454 E-4

Std. Abw. 0.03185 0.04572 0.00134 0.00163 1.03096 E-3 5.43350 E-4

erhalten. Die Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten stellt bei der Umsetzung der
Monte-Carlo-Methode eine besonders schwierige Herausforderung dar. Dies spiegelt sich in der
verhdltnisméfBig groflen Standardabweichung der simulierten Werte wider. Die entsprechende
Intensitatsmatrix ist durch

Parameter a1 a1
,Wahrer* Wert 0.5 0.25
Geschéatzter Wert | 0.55057 0.29177

gegeben. Somit erzielen wir bei der Schiatzung der gesuchten Modellparameter P aus den
simulierten Log-Returns R sehr zufriedenstellende Ergebnisse. Dies kénnen wir auch in den
folgenden Abbildungen erkennen:

-0.10f

0.144 |-

-0.15
0.142 |

-0.20
S' 0.140

2

-0.25
0.138 |

-0.30
0.136 -

h r r r l h n n n f
0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.076 0.078 0.080 0.082 0.084
H1 g1

0.0020

0.0015

P24(AY)

0.0010

0.0005

0.0000 N n 1
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004

p1.2(At)
(c)

Abb. 5.4: Simulierte gemeinsame A-posteriori-Dichte von p1 und pe (a), o1 und o2 (b) bzw. p1,2(At) und
p2,1(At) (c).
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5 Kalibrierung und Parameterschitzung im RSM

3001
12+
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(a) (b)
800+
600 -
— piady
400 — Py

200

0.001  0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
(c)

Abb. 5.5: Simulierte A-posteriori-Randdichte von 1 und p2 (a), o1 und o2 (b) bzw. p1,2(At) und p2,1(At) (c).

Abschlieflend werden wir mit den eben geschitzten Modellparametern européische Call-Optionen
mit Strike-Preis K und Laufzeit T" bewerten. Zunéchst ist K = 11 und T = 5:

Call-Preis MEMM ESSMM SAMM

»Wahre* Parameter 2.00139 2.00545 1.86711

Geschétzte Parameter 1.99954 2.00507 1.86550
Relativer Fehler 9.23966 E-4 1.92149 E-4 8.62703 E-4

Bewerten wir eine ganze Reihe von Call-Optionen, so ergibt sich:

4r + Error - MEMM
AL
A
102F,, " + Error - ESSMM
A A
sl oA 4 Error - SAMM
& A
o
Ay
1 Gesch. Para. - MEMM fa,
2 103F & A aaaAAA Ak A AL daa s
. Gesch. Para. - ESSMM iy s B
A s, A TYYON
» Gesch. Para. - SAMM N ‘AAA*“ ‘Au“uun“
1t — "Wahre' Para. - MEMM s T,
J— ' _ VW
'Wahre' Para. - ESSMM 10k o e,
) ) — 'Wahre' Para. - SAMM - ‘ ‘ ‘ ‘ B T
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
(a) (b)

Abb. 5.6: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K = 11 und Laufzeit T bei Wahl der ,wahren“ bzw. der
geschitzten Parameter (a) und Darstellung des relativen Fehlers (b).
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AAAL
102¢ aasadstt
1 Gesch. Para. - MEMM :::::““un

AAAA

Altif

Gesch. Para. - ESSMM aaastt
103} it
» Gesch. Para. - SAMM X ad
1
— 'Wahre' Para. - MEMM ‘::i’
— aa
Wahre' Para. - ESSMM ~ 107'F att

— 'Wahre' Para. - SAMM

1 Error - MEMM
Error - ESSMM

+ Error - SAMM

z K Il Il Il Il Il Il Il Il K
6 8 10 12 14 16 18 20 6 8 10 12 14 16 18 20
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Abb. 5.7: Preis einer Call-Option mit Strike-Preis K und Laufzeit T" = 5 bei Wahl der ,wahren®“ bzw. der
geschitzten Parameter (a) und Darstellung des relativen Fehlers (b).

Bei der Berechnung der Call-Preise wurde die Methode NlIntegrate mit PrecisionGoal -> 10
verwendet.

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, dass es uns gelungen ist, durch eine MCMCM die
unbekannten Modellparameter P aus gegebenen Log-Returns R derart zu bestimmen, sodass
der bei der Bepreisung von europiischen Call-Optionen resultierende relative Fehler gering
bleibt.

Wir kénnen in Abb. 5.6 bzw. Abb. 5.7 erkennen, dass der relative Fehler bei der Bewertung
von Optionen mit kiirzer werdender Laufzeit T" bzw. mit grofler werdendem Strike-Preis K
zunimmt.
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A Verteilungseigenschaften

A.1 Erwartungswert der Zufallsvariable e’

Wir wollen hier den Erwartungswert von e*® berechnen, wobei R; := fg’ Bsds—+ fg YsdWs mit

Be= (B Ye), =Y

und B = (B1,...,80)" € CL v = (y1,...,72)" € C% Weiters ist a € R und die Notation ist
Kapitel 1 entnommen. Wir kennen die Verteilungseigenschaft

/Ot Re(ﬁs)ds—i—/otRe(’Ys)dWs F NN(/Ot Re(ﬂs)ds,/OtRe(fys)st), (A1)

wobei Re(-) den Realteil bezeichnet. Sei v < t und e;, e; € £. Dann definieren wir die Funktion

@i j(u,t) == Ep {ea(Rt_R“)l{yt:ej} Y, = ei].

Aufgrund der Markoveigenschaft von Y und den unabhéngigen Zuwéchsen von W ergibt sich

goi’j(u, t+ At) =Ep [ea(Rt_R“)ea(RHAt_Rt)l{ytJrAt:ej} Y, = 61}
d _
(o] Rz*Ru a(R *Rt —
= Y Eplet(v WLy, getWea iy oY=
k=1
d _
= Z Ep _ea(RhRu)l{YFek}EP {ea(RHAﬁRt)l{YHAF@j} gt} ‘Yu - ei]
k=1
d _
= Z Ep _ea(RhRu)l{YFek}EP {ea(RHAﬁRt)l{YﬂAt:ej} Y = ek} Yu = 62}
k=1
d _
= Z Ep _ea(RﬁRU)l{YFek} Yy = el} Ep [ea(RHAFRt)l{YHAFej} Y= ek]'
k=1

Da die Wahrscheinlichkeit, dass Y in einem Zeitintervall der Linge At zumindest zweimal den
Zustand wechselt, o(At) ist und

| =B [exp ( / T Re(8)ds + /tHAt aRe(%)dWSﬂ

=" Ep|exp / aRe(fs) + za“Re(ys)“ds | | <1+ caAt + O(AL?)
t

Ep { ‘ ea(Rt+At —Ry)

2
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A Verteilungseigenschaften

fir ¢, € R und At — 0 gilt, reicht es, die Situation zu betrachten, in der kein Zustandswechsel
bzw. genau ein Zustandswechsel stattfindet. Sei Z eine reelle Zufallsvariable mit Z ~ N(0, At).
Somit erhalten wir, falls j =k

Ep [ea(Rt+At—Rt)

Ly, ai=e;}| Ve = e]} =Ep [ea'g iAo, Z} (1+ aj;At) + o(At)

= exp <ozﬁjAt + ;aQﬁAQ (14 a; jAt) + o(At)

1
= (1 + af;At + 5012732At + C’)(AtQ)) (1 +a; ;At) + o(At)

a272
=1+ af;At + #At + a; j At + o(At).

Analog konnen wir im Fall j # k zeigen, dass

Ep [ea(Rt+At_Rt)

Ly amen |V = €] = (1+ O(A)ay At + o(A1)

= ay, ; At + o(At)

fur At — 0. Daraus ergibt sich

2,2
o Z’YJ At + aj,jAt) + Z ©ik(u, t)ag ;AL + o( At)

Pij (uv i+ At) = QOi,j(’LL, t) <1 + O‘BJ'At +
k#j

fur At — 0. Somit erfiillt die Funktion ; ;(u,t) fiir 4, j = 1,...,d die Differentialgleichung

P a2y d
a@i,j(ua t) = @i (u,t) (Oéﬁj t— 2 ) + Z wik(u,t)akz, wijlu,u) = 1gy_j. (A.2)
k=1

Betrachten wir die beiden Matrizen ®(u,t) = (¢; j(u,t)); j=1,. 4 und

2.2 2.2
(07 «
71,...,04551—!- Q’Yd)

K(a) = A + diag (aﬁl +
Dann lasst sich das System von Gleichungen aus (A.2) als Matrixdifferentialgleichung

0
a@(u,t) =d(u,t)K(a), P(u,u) =1

schreiben. Thre Losung ist durch die Matrix

B(u.t) = exp((t — w)K () = 3 LK (o)t
k>0 :

mit (4, 7)-ten Eintrag

@i j(u,t) = Ep {ea(Rt_R“)l{Yt:ej}

Y, = ez} = exp((t —u)K(a))i;
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A Verteilungseigenschaften

gegeben. Wir schreiben 1 fiir den Einsvektor in R?. Dann folgt

Ep |:ea(Rt7Ru) Yu} — zd:E[p [ea(RtfRu)
=1

Y, = 61} 1{Yu:ei}

d d
= Z ZEP [ea(Rt*Ru)l{th:ej} Yu = el] 1{Yu:€z}
i=17=1
d d
=> > @i )y, —e;y = Yo exp((t — u) K ()1 (A.3)
=1 j5=1

Sei my die Startverteilung von Y und a € R. Mit Ry = 0 erhalten wir

Ep {eaRt} =FEp {EP [ea(RtfRo)

Yb” = 7l exp(tK (a))1. (A.4)

A.2 Momentenerzeugende Funktion der Zufallsvariable INV;

Die Notation ist Kapitel 1 und Kapitel 2.1 entnommen. Wir bestimmen die momentenerzeugende
Funktion fiir

Ny:= > N/,
(ig)€E

wobei Ny die Gesamtanzahl an Zustandswechsel der homogenen Markovkette Y bis zum Zeit-
punkt ¢ beschreibt [45]. Die Startverteilung von Y ist mg, « € R und

@i ;(t) == Ep [eaNil{Yt:ej} Yo = ei}
fir e;,e; € €. Sei @' := max;—1__q|a;;| > 0. Die Verweildauer T}, = 7, — 75,—1 im Zustand Z,_;
ist exponentialverteilt mit Parameter |az, , 7z, ,| und damit ist

|aZn—lyzn—1 ‘

T;L =T, o

<T,

exponentialverteilt mit Parameter o’. Somit ist (7),)nen eine Folge von unabhéngig, identisch
verteilten Zufallsvariablen und der dazugehorige Zahlprozess (IV])¢c- ist ein Poissonprozess mit
Parameter a’. Da per Konstruktion Ny < N}, ist

P(N; > n) <P(N/ >n) (A.5)

fur n € N erfiillt. Daraus ergibt sich auch die Existenz von ¢; ;(t). Genau wie in Kapitel A.1
kénnen wir hier zeigen, dass

pilt+ At =Bp [Nratlpy, om0y

}/0:61':|

d
k=1
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A Verteilungseigenschaften

Falls n > 2 Zustandswechsel im Intervall (¢, + At] auftreten, erhalten wir mit (A.5) fir den
Erwartungswert

Ep [ea(Nt+At_Nt)1{Yt+At:ej}1{Nt+At_Ni22} ‘Yt - ek}

< Ep [ea(N”Ath)1{Nt+mth22}’Yt = ek}
= Z e P(Nppar — Ne = nlY: = ey)
n>2
< > eP(Nay — No > n|Yy = e)
n>2
—a’' At (a,At)n+k

Szea"Ze W

n>2 k>0
/ k
< Z eom(alAt)nefa’At Z (CL A't)
n>2 k>0 k!
= Y (@A) € O(AL)
n>2

fiir At — 0. Dabei muss At so gewéhlt sein, dass die Bedingung |e“a’At| < 1 erfiillt ist. Somit
ergibt sich im Fall j = k

EIP |:ea(Nt+At*Nt)

Lvisaimen|¥i = &3] = (14 aj;48) +o(A1)
bzw. analog dazu, falls j # k

E]P’ |:eO¢(Nt+At_Nt)

Liviiai=e;3 | Yo = ek} = e%ay j At + o(At)

fiir At — 0. Daraus resultiert
Pij (t + At) = Qi (t)(l + ajyjAt) + Z ¢i,k(t)eaak7jAt + O(At)
=y

fur At — 0. Somit erfiillt die Funktion ; ;(t) fiir 4,5 = 1,...,d die gewShnliche Differential-
gleichung

d
%@i,j(t) = pij(t)aj;+ > pint)ear;, ©i;(0) =1g_),

=y

wobei sich dieses System von Gleichungen fiir @(t) = (¢;;(t))ij=1,..4 auch als Matrixglei-
chung

%@(t) — (1) (Aye® + Ag), B(0) =1 (A6)
mit
0 a2 ... aig ain 0 ... 0
A = az1 0 ... agy C Ag— 0 ago ... 0
ad1 ad2 ... 0 0 0 ... aqq

)
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A Verteilungseigenschaften

schreiben lasst. Als Losung der Gleichung (A.6) erhalten wir
D(t) = exp(t (Aje” + Asg)).
Folglich ist die momentenerzeugende Funktion von N; durch
o, (@) = 7 exp(t (Ase® + Ag))1 (A7)
bestimmt.
Bemerkung. Das (G, P)-Martingal M*/ aus (2.2) erfiillt wegen Nti’j < N/ die Bedingung

sup Ep[(M;7)?] < supEp[(N;?)? + (a/t)?] < sup Ep[N}* + (a't)?] < o0
ter ter ter

fir t € 7 und (4,5) € E. Somit ist M*/ quadratintegrierbar.
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B Stochastische Grundlagen

Im Folgenden ist (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und G = (G;)s>0 eine Filtration, die
die {iblichen Bedingungen erfiillt. Weiters bezeichnen wir mit £3, den Raum aller quadrat-
integrierbaren (G, P)-Martingale M = (M;)¢>0 mit My = 0.

Proposition B.1. Sei X eine integrierbare Zufallsvariable und Fi, 7o C F zwei o-Algebren.
Falls o(o(X), F1) unabhéngig von F3 ist, haben wir

Ep[X|o(F1,F2)] = Ep[X|F1] P-fs..

Beweis. Siehe [61]. O

Proposition B.2. Fir M, N € E?M existieren eindeutig bestimmte, G-vorhersehbare Prozesse
(M) = ((M)¢)t>0 und (M, N) = ((M, N)¢)¢>0, sodass

ME - <M>t7
MNy — (M, N ),

(G,P)-Martingale sind. Wir bezeichnen (M), als die vorhersehbare quadratische Variation des
Prozesses M bis zum Zeitpunkt ¢ bzw. (M, N); als die vorhersehbare quadratische Kovariation
der Prozesse M und N bis zum Zeitpunkt ¢.

Beweis. Siehe [35]. O

Satz B.3. Seien M, N € £3,. Dann gelten die folgenden Eigenschaften fiir die vorhersehbare
quadratische Variation bzw. Kovariation:

o [M]— (M) ist ein (G,P)-Martingal.
e (M,N) ist linear in M und N.
e Sei L2({M)) der Raum aller G-vorhersehbaren Prozesse H = (H;)¢>o mit

Ep [/OOO ]H5]2d<M>S] < .
Falls H € L?((M)), folgt (H - M,N) = H - (M, N).

Beweis. Siehe [17]. O
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Lemma B.4. Sei M ¢ £%\4 und H = (H¢)e>0 ein reellwertiger, G-vorhersehbarer Prozess mit
(Hlg<ry)i=0 € L*((M))

fir T > 0. Dann ist auch der Prozess ( fg HdMj)>0 ein quadratintegrierbares (G, P)-Martingal.

Beweis. Siehe [35]. O

Satz B.5 (Exponentialprozess). Sei X ein Semimartingal mit Xy = 0. Dann gibt es ein
eindeutig bestimmtes Semimartingal Z als Losung der stochastischen DGL

t
Zy =1 ~|—/ Zs_dXs,
0
wobei diese durch

Zy =E(X) =exp (Xt - ;[X]f) H(l + AX,)e 2% Pfs.
s<t

gegeben ist. Man nennt Z den Exponentialprozess oder das Doléans-Dade-Exponential von X.

Beweis. Siehe [52]. O

Lemma B.6. Falls X = (X;);>0 ein lokales (G,P)-Martingal mit AX; > —1 P-fs. fir ¢t > 0
ist, dann ist der Prozess Z = (Z;)¢>0 mit

t
Z, — 1+/ Z,_dX, (B.1)
0

ein strikt positives, lokales (G, P)-Martingal. Weiters ist Z genau dann ein (G, P)-Martingal,
falls zusétzlich Ep[Z;] = 1 fur t > 0 gilt.

Beweis. Siehe [17]. O

Satz B.7 (Satz von Girsanov). Sei Z ein strikt positives und gleichgradig integrierbares
(G,P)-Martingal mit der Darstellung Z; = 1 + f(f Zs_dX,. Dabei ist Zy := lim;_,so Z;. Dann
konnen wir ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl auf (2, F) durch die Dichte

aQ _

=7
ap

definieren. Sei W = (W})¢>0 eine Brownsche Bewegung beziiglich G unter P. Angenommen, der
Prozess (W, X) existiert und ist stetig, dann ist W@ = (WtQ)tZO mit

W2 =W, — (W, X),

eine Brownsche Bewegung beziiglich G unter Q.

Beweis. Siehe [57]. O
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Satz B.8 (It6-Formel). Sei X = ((X},..., X["));>0 ein R"-wertiges Semimartingal. Weiters
ist f: R"™ — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann ist f(X) wieder ein Semi-
martingal und es gilt P-f.s. fiir alle ¢ > 0

)
(X)) = f(Xo) +Z / ai Xm+ Z / axmj )d[XE, X9

- 32 (- -3 [ 2o M)

0<s<t

Beweis. Siehe [52]. O

Bemerkung. Sei X! = (X});>0 ein Itd-Prozess und X? = (X?);>0 eine zeitstetige Markov-
kette. Dann kann im Spezialfall X = ((t, X}, X?)):>0 die It6-Formel zu

B ta t 8f ta2f
F00) = 550 + [ s+ [ R ongaxt+ g [ b it X, -
+ Z f(Xs)_f(Xs—)
0<s<t

vereinfacht werden.

Satz B.9 (Bayes-Formel). Sei Q ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2, F)
und Z sei der dazugehorige Dichteprozess. Weiters ist Y eine beliebige Gi-messbare Zufalls-
variable, die

Eq[lY]] < o0
erfiillt. Dann gilt
Ep[Z:Y|Gs]
EolY|Gs] = ——5—5+ P-fis. baw. Q-fs.
fur s < t.
Beweis. Siehe [51]. O
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