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15. Fortsetzung. Berechnung der Koeffizienten der Unbekannten
und der Absolutglieder in den Verbesserungsgleichungen.

a. Fiir die Koeffizienten der Unbekannten in den Verbesserungsgleichungen,
nimlich die Betrdge [bei Endpunkts verschiebungen d x,, dy,, vgl. (63)]
—sin (P, P,). 0" + cos (P, Py). 0"
e uitd (Koelf o von d Bt
P, P, ( ¥a) P, P,
wo zur Berechnung bei der erforderlichen Genauigkeit 5stell. Log. ausreichen, er-
hilt man, dx, und dy, in Millimetern genommen, fiir

8 BRI o Sl B JB,
Koeff. von dx, . .|+ 0,17003 [+ 0,17003 | —0,04084 | —0,04083 (- - (73)
w o dy, . .|—0,89487 | + 0,89487 | + 0,40845 | — 0,40845

Bei dieser Rechnung sind fiir die Tangens des Richtungswinkels die folgenden
Zahlen gebildet (zunichst wie angegeben fiir die 5stell. Rechnung):
i — 950,012 | — 950,011 | + 49,989 | 4 49,988
@ (Kt * | =7499,998 | + 500,002 | + 500,002 | — 499,998
b. Die zu den soeben angeschriebenen Tangens-Werten (74) gehérigen
Richtungswinkel selbst sind nun aber, wie schon bemerkt, auf 0”,0001 aufzusuchen,
was 10stellig geschehen soll. Zum Aufschlagen der 10stell. Log. der Zahlen, mit
Beniitzung der zweiten Differenzen, ist das in 10. Gesagte zu vergleichen; zum
Uebergang von logtang auf den Winkel, gleichfalls mit Beriicksichtigung der
zweiten Differenzen, mag noch folgende Bemerkung beigefiigt sein: bei (J A,) als
Beispiel hat man

(Koeff. von dx,)

. (79)

log + 49,989 (00 ..)=1.698 8744-490
log 4 500,002 (00 . .) = 2.698 9717-415

log tang (J A,) = 8.999 9027-075

Zum Uebergang auf den zugehdrigen Winkelwert schreiben wir aus dem Thesaurus
heraus:

A in Einh,;, | A, inEinh.,,| Bedeutet also (x.10”) die

30: 8.999 8269632 12126895 zu 30" hinzuzufiigende An-
40”11 9.000 0396527 192125873 — 1022 zahl von ” und wird in Einh,,
50" 2522°400 12124852 1021 gerechnet, so ist x zu be-
60 4647-252 stimmen aus der Gleichung :
...99027075=...98269632 +x. 2126895——1(—)1{;21). 1022 oder

(75) 757443 =2126895.x+511x—511x2=2127406.x —511x?
Derartige, bei Rechnung mit zweiten Differenzen auftretende in x quadratische
. Gleichungen werden nun selbstverstindlich nicht direkt, sondern durch Naherung
aufgelést. Da x ein echter Bruch ist (im Beispiel in der Nihe von 1/;), so ist x?
kleiner als x, und da ferner der Koeffizient von x2? stets sehr klein ist im Vergleich
mit dem von x, so ist das x? enthaltende Glied stets gering im Vergleich mit dem
Glied mit x!. Es geniigt stets, in dem in x quadratischen Glied den Ndherungs-
wert von x, der mit X, bezeichnet sei, einzusetzen, der sich aus der urspriinglich
vorgelegten Gleichung ergibt, wenn in dieser vorldufig das Glied mit x? vernach-
tassigt wird. In unserem Beispiel ist dieser Ndherungswert von x
Xo— 27_152’{7‘—1;)_36; damit wird (Rechenschieber) 511 . x,2 = 64.7 und demnach

die in x lineare Gleichung, aus der sich der endgiiltige Wert von x ergibt:
{76) 2127406 x = 757443 4 65 =757508 oder x=10,35634,
d. h. die zu 30" hinzuzurechnende Zahl von ” ist 3”,5634.

Man kann in dieser einfachen Art die an sich nicht gerade bequeme Rech-
nung mit 10stell. Log. beim Uebergang vom log zur Zahl bedeutend abkiirzen.
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Man erhdlt nun nach der in a. und b. angegebenen Rechenweise die fol-
genden Ausdriicke fiir die endgiiltigen, ,ausgeglichenen“ Richtungswinkel (fiir (A B)
vgl. Schluss von 14.), wobei die Unbekannten dx,, dy, dxp dy, in Milli-
metern genommen sind.

(AB)=180° 0" 07,2063 — 0,20626.dys+ 0,20626 .dy,
(KB) = 242° 14’ 30”,6677 + 0,17003 . d x» — 0,89487 . d y,
(KA)=297°45" 29”,8981 + 0,17003 . d x, + 0,89487 . d y, &
(1) \(R)= 5°42 33,5634 —0,04084.dx, +0,40845 .dy,
(J B) =174°17 26",6844 — 0,04084 . d x,— 0,40845 . d yp. Dazu gehort noch
J K) angenommen = 90° 0" 0”,0000; und es ist zu beachten, dass die Rich-

tungswmkel der umgekehrten Richtungen, (BA A) usf., einfach durch Addition von
+180° aus den vorstehenden zu bilden sind, ohne Aenderung in den kleinen
Zusatzgliedern rechter Hand, also z. B.:

(AK)=117°4529",8981 +0,17003 . d x, -+ 0,89487 .d y, usi.
Aus diesen Ausdriicken der endgiiltigen Richtungswinkel in den gesuchten Koordi-
naten-Verbesserungen ergeben sich endlich die Ausdriicke fiir die ausgeglichenen
Winkel 1+v;, 2+V,, ...8 4 vg nach:

1=1 +v1._(AB) —(AK)=62°1430",3082 —0,20626 . d y, + 0,20626 . d y,
—0,17003 .d x, — 0,89487 .d y,

2=2+v,=(AJ)— (AB)= 5°42'33",3571 —0,04084 .d x, +0,40845.dy,

(78) +0,20626 . d y, — 0,20626 . d y,
7 o g _(KJ) (KB)—27 45°29”,3323 —0,17003 . d xy + 0,89487 . d ys,
=84V, _.(KA) (KJ) 27°45'29”,8981 +0,17003 . d x, + 0,89487 . dy,

Setzt man in diese Glelchungen links noch die gemessenen Winkelwerte 1, 2,
.7, 8 ein (vgl. 8.), so erhdlt man die Verbesserungsgleichungen (oder
Beobachtungsgleichungen, meist aber Fehlergleichungen genannt) in der ge-
wohnlichen Form:
vi=4a;.
Vz——az

dx,+b.dya+c¢ .dxp+d;.dys+ L
dx;+b,.dya+c.dxp+dy,.dys+ 1,
‘dxg+by.dyatco.dxp+dg. dyp + -
vier Unbekannten in etwas andere Ordnung -bringen,

(79)
vs =a,.

Wir wollen iibrigens die
ndmlich in diese:

dys, dyp, dXa dXp;
damit . ergibt sich, nach den in (78) moglichen Koeffizientenzusammenziehungen, die
in 16, folgende Uebersicht der Verbesserungsgleichungen v.

16. Schluss: Verbesserungsgleichungen, Normalgleichungen, Er-
gebnisse. Es sind hier zunichst, in (80), in tabellarischer Form und gemiss der
zuletzt angegebenen Ordnung der Unbekannten die Koeffizienten und Absolut-
glieder der Verbesserungsgleichungen v, bis vy zusammengestellt:

Koeffizient von 4
Verbess. dvi by dx; oy Absol.-Glied
V= —0,6886 | —0,2063 | —0,1700 -+ 0,3082
V= 40,2022 | 40,2063 | — 0,0408 + 0,3571
Yy — 0,4084; ; -+ 0,0408 . 4+ 0,4366
Vp— i — 0,4084; p —0,0408 | + 1,6844 (80)
V= + 0,2063 | + 0,2022 + 0,0408 | 41,5219
Ve = —0,2063 | — 0,6886 +0,1700 | 4+ 1,4614
v — : -+ 0,8949 : —0,1700 | 41,3323
Vg = + 0,8949 : + 0,1700 —0,1019
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Die. hieraus sich ergebenden Normalgleichungen lauten:
1,5678 .dy, + 0,3675 .dy, + 0,2443 . d X, — 0,0266 .d x, — 0,3971 =0
1,5678 -+ 0,0266 —0,2443 —0,1843
0,0612 0 — 0,0665 (81)%)
0,0612 -+ 0,0153

9,4876 = [11].

Die Auflosung dieser Gleichungen (ich habe G5stellige Log. beniitzt; auch eine
geniigend grosse Rechenwalze, z. B. die Damen-Schmidsche wiirde noch aus-
reichen) gibt fiir die Unbekannten nebst ihren Gewichten, die man hier nebenbei
erhilt, folgende Zahlen (ich schreibe die Unbekannten in der Reihenfolge ihrer
Bestimmung, zuerst dx,, dann nach vollstindiger Umstellung der Normalgleichungen
dy,; sodann dx, und dy, mehrfach aus den reduzierten Normalgleichungen der
verschiedenen Stufen):

*) Zum Schreiben dieser Normalgleichungen sei nochmals verwiesen auf eine
friihere Anmerkung {Notiz von mir, Zeitschr. f. Vermess. 1906, Bd. 35, S. 249). Es gibt
Werke iiber Ausgleichungsrechnung und Werke, in denen viele Ausgleichungen vorkommen,
in denen grundsitzlich Normalgleichungssysteme stets ausgeschrieben, nie abgekiirzt geschrieben
werden. Es gibt Fille, in denen dies seine Vorziige hat; einer ist in 9. hervorgehoben (vgl.
auch 10,, 11,), die grossere Uebersichtlichkeit der Gleichungen fiir den Fall, dass sie nicht
nach dem Gaussschen Algorithmus aufgeldst werden sollen, sondern vermoge ihres Baus,
der ausser der selbstverstindlichen Symmetrie zum Diagonalglied der Koeffizienten-Deter-
minante noch weitere Symmetrien aufweist, andere Wege der Auflosung naheliegen, besonders
im Fall von Korrelaten-Normalgleichungen im Gegensatz zu ,Elementen‘-Normal-
gleichungen: bei jenen handelt- es sich ja nicht wie bei diesen neben der Bestimmung der
Unbekannten zugleich um die ihrer Gewichte aus den Normalgleichungen. Einen weitern
Vorzug des Anschreibens aller Glieder sehen manche noch in der Kontrolle gegen Schreib-
oder Druckfehler, die eben in der Symmetrie der Koeffizienten gegen das Diagonalglied liegt;
die wichtigsten Koeffizienten der Normalgleichungen, die der Diagonalreihe und die Ab-
solutglieder, entgehen freilich dieser Kontrolle, und wenn diese irgendwo nicht stimmt (Vor-
zeichenfehler, Zitfernirrtum), so ist doch nicht ohne weiteres zu sehen, was richtig ist. Auch
in diesem Fall des vollstindigen Anschreibens aller Normalgleichungen wiirde die Anschaulich-
keit gewinnen, wenn die Koeffizienten der Diagonalreihe der Determinante leicht unterstrichen
oder im Druck auch etwa halbfett gesetzt wiirden (starkem Unterstreichen behalte ich, wie
oben mehrfach angegeben, gerne die Bedeutung ,ausgeglichener Wert* vor). Die Normal-
gleichungen z. B.

13,000 x + 10,427 y + 8,610 z = 4,592] vgl. Helmert, Ausgleichungsrechnung, 2. Auil., 1907,
10,427 x + 14,082y + 4,919z = 4,243} S. 476, scheinen mir nicht so bequem iibersichtlich wie
8,610 x + 4,919y + 6,911 z= 2,772}, eine der folgenden Formen:

13,000 x + 10,427 y + 8,610z — 4,592 =0 13,000 x + 10,427 y + 8,610z — 4,592 =0
10,427 x + 14,082y + 49192 —4243==0¢  oder 10,427 x 14,082y + 49192z —4,243=0
8,610 x + 4,919y +6,911z—2,772= o] 8,610x+ 4,919y -+6,911z—2,772=0.

In sehr vielen Fiilen, besonders auch in der lanfenden Praxis der Methode der kleinsten
Quadrate in der Niedern Geodisie, wo Normalgleichungen fast stets mit Hilfe eines mechanisch-
logarithmischen Rechenwerkzeugs aufzulosen sind, ist es aber auch entschieden von Vorteil,
von den Koeffizienten der Normalgleichungen nur die zu schreiben, die man fiir die Rechnung
tatsichlich braucht, also die nicht zu schreiben, die sich von selbst verstehen und gar
nicht gebraucht werden, deren Mitnahme fiir die Rechnung also gar nichts niitzt, sondern diese
nur stort. Mit seinem scharfen Auge fiir das praktisch Wichtige hat dies besonders
Jordan hervorgehoben. Ich habe a. a. O. der Zeitschr. f. Verm. nun Bedenken gedussert
gegen seine Schreibweise, die bei Gleichungsform die selbstverstandlichen Glieder ganz
weglisst (das Unterstreichen der Diagonalglieder kann diese Weglassung nicht geniigend
ersetzen) oder die fehlenden Glieder durch Punkte andeutet, die aber ihrerseits die Ueber-
sicht der Rechnung wieder storen. Er schrieb die obenstehenden Normalgleichungen
plageindg bei d Is letzte Zeil k h
= _ o wobei dann als letzte Zeile zweckmdssig immer auc

A Nuak 11 2'3;; yji’g:g z_ ::3; _g noch die [11], ebenfalls unterstrichen, unter den Ab-
18002y + 49192 = 4,289=0 golutgliedern der drei Gleichungen mitgefithrt wird.

6,911z — 2,772 =0, Es ist kaum anzuerkennen, dass das Unterstreichen

der Diagonalglieder diese ,abgekiirzte Schreibweise” geniigend als zuldssig begriindet. In
den neuen Auflagen des I. Bandes des Jordan schen Werks (z. B. 6. Aufl. 1910 von Eggert;
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dxp =+ 0,2816, gxp =0,0224 Wie zu erwarten, fallen die Gewichte von
dy. =+ 0,1850, gy, =0,5391 x, und x, gleich aus, ebenso die von y,
dx, =+ 0,2988, gx, =0,0224 und yy; auch dass die Gewichte der Ordi-
dyp, =+ 0,1130, gy, =0,5391 naten von A und B viel grosser sind als
die der Abszissen, ist ebenfalls aus den Messungen unmittelbar geometrisch klar.

(82)

Man findet ferner aus der Ausgleichung
(83) [vv]=[l1.4]=9,378, also
: . . 9,378
(84) mittl, Fehler eines der gemessenen Winkel m; = 8—;—;=i1”,531,
in sachlich geniigender Uebereinstimmung mit den Ausgleichungen nach der
Methode bedingter Beobachtungen.

Rechnet man mit den gefundenen Unbekannten-Werten das v-System nach
(80) aus, so findet sich, auf die 1/, abgerundet:

vgl, die 4 Systeme von Normalgleichungen S. 416) ist deshalb auch oft eine etwas andere
Schreibweise gebraucht, namlich : t 194 1 téll
13,000 x -+ 10, e __ o Die Form ist nicht zu beanstanden, nur stéren die
s __:: } 4’322 yii’g:g £ s :';3; _g Punkte bei der Durchfiihrung der Rechnung wieder
“““ 14082y +49192—4,245=0 (5,ch hat das Vorsetzen von Punkten auch vor [11]
....+6,9112z—2,772 = 0. patiirlich keinen Sinn).
Ich habe mit Riicksicht auf alle diese Dinge a. a. O. vorgeschlagen, bei der Rechenan-
ordnung der Normalgleichungen einfach so zu schreiben:
13,000 x + 10,427 y + 8,610 z — 4,592 = 0 dazu als letzte Zeile [11]. Die erste Normalgleichung
y sy 14082 14919 — 4,243 wird als Gleichung ausgeschrieben, um die Unbe-
2 4 4 kannten zu bezeichnen; diese Unbekannten auf den
6911 —2,772, folgenden Zeilen teilweise nochmals zu setzen hat
so wenig Wert wie das Wiederholen selbstverstdndlicher Koeffizienten hitte, ebenso
hat keinen Wert, diesen folgenden Zeilen die Gleichungsform zu lassen. Bei der ersten
Gleichung eines Normalsystems ist es aber zweckmissig, die Gleichungsform zu wahren,
weil sie auf einen Blick zeigt, wie das Vorzeichen der am Schluss stehenden, zuerst zu be-
stimmenden Unbekannten anzusetzen ist, davon abhdngig, wie die 1 in den Verbesserungs-
gleichungen zu verstehen sind, namlich nach
Vk=ak.X+bk.y+ck.z—Ik oder vk=ak.Xx+bk.y+Ck.z+lk. Dariiber
besteht ja noch immer kein allgemeines Uebereinkommen; ich ziehe die zweite (z. B.
Jordan sche) Form der v-Gleichungen vor, wihrend andere an der ersten Form festhalten
(so z. B. Ndabauer in seinen ,Grundziigen der Geodasie”, Leipzig 1915; wie fremd sieht
damit z. B. das 1-Glied aus, wenn man die Encke schen Summenproben mitnimmt, z. B.
a. a. 0. S. 35, erste Gleichung (108):

[paa]+[pab]+[pacl+[pad]—[pal]+[pas]=0).

Meinem Vorschlag haben einzelne als praktisch zugestimmt, z. B. Wellisch in seiner Aus-
gleichungsrechnung; andere haben Aenderungen vornehmen zu sollen geglaubt. So z. B., um
nur zwei meiner Schiiler zu nennen, schreibt Werkmeister in der Zeitschr. f. Vermess.
1915, S. 180, drei Normalgleichungen so:

A X Ay Az 1 die Punkte sind hier, wo keine der Normalgleichungen,
5247 —2,274 +4734 —11,720 auch die erste nicht, mehr Gleichungsform hat, gewiss
T 338814 9,1351 279,915 mehr als iiberfliissig, ferner kann man das Vorzeichen,

~— 35562 — 25597 mit dem die 1 genommen sind, nicht erkennen, es wird

P — 2 nur dadurch, dass a. a. O. unmittelbar fiber den Normal-

36.012 gleichungen die Verbesserungsgleichungen stehen, Klar,

dass die erste der zwei obigen v-Formen zugrunde liegt. Und Berroth wiirde nach der
in seiner Dissertation (Die Erdgestalt . . . nach Messungen der Schwerkraft, 1915) stdndig
festgehaltenen Schreibweise die drei zuletzt angefiihrten Normalgleichungen so schreiben:

5247 A x — 2,274 A 4734 A7 —11,720=0 wobei aber die Gleichungsform der zweiten
—%374 : 3,383 yfg'l 35 4+ 9915=0 und dritten ,Gleichung® zu beanstanden ist

ey und die Wiederholungen der selbstverstdnd-
44734 —9,135 35,562  —25,597=0 lichen Koeffizienten links von der Diagonal-
[11] = 36,012, reihe in Fillen wie dem vorliegenden, wo

die Gleichungen fiir die mechanisch-logarithmische Auflosung vorbereitet sind, mindestens
iiberfliissig sind, wie sie auch fiir den Fall gewohnlicher logarithmischer Rechnung nur stdrt.
Die Weglassung der Unbekannten in allen Gleichungen ausser der ersten ist dem Ueberblick
{orderlich.
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v, =+ 07,107 Diese v weichen von den v der besten bedingten Losungen
v, =40 ,406 nicht viel, immerhin bis zu 1!/, Hundertsteln der " ab;
v, =40 ,373 ihre Quadratsumme stimmt mit (83), 9,378. Es ist natiir-
£ v,=+1,627 lich zufallig, dass dieses [vv] etwas geringer ist als die der
(85) v;=+1,594 besten Ausgleichungen nach der Methode bedingter Be-
vg=+1,393 obachtungen 9,381.

Y=+ 1,386 Die verbesserten Winkel erfiillen auch geniigend die
vs=-+0,114 Bedingungsgleichungen des ausgeglichenen Vierecks, wie
hier wenigstens an drei von den vier elementaren Su-Gl. gezeigt sei (mit denen
dann die vierte von selbst erfiillt ist), wihrend die Kontrolle der §/-Gl. dem Leser
iiberlassen bleiben mag. Es wird nach (85):

1=62°14'307,107 |2= 5°42 33",406|1=62° 14’ 30”,107 :12?, ﬁerzeg f;i;h
vl v Rl ge S
5= 5 4233 ,406(3=84 17 26,373 |6=62 14 30,393 o Widerspruch, der
3—84 17 26 ,373|T=84 17 26,627 |7T=27 45 29,386 bis zu 07,001 ginge.
§—27 4530 ,114|5= 5 42 33 ,594|8 =27 45 30 ,114 (Die Addition der v
ST e Y Y T Fotedpey gute in (85) gibt [v]=
180° 00 007,000 | 180° 00" 007,000 180° 00 007,000 "\ 7 060" und " dies

~ist der Betrag, der die Summe der gemessenen Winkel zu 360° 00° 00” macht).

Die Hinzufiigung der in (82) zusammengestellten Unbekannten zu den
Niherungswerten gibt in dem angenommenen Koordinatensystem und mit der will-
kiirlich angenommenen Linge JK=1000,0000 m, wenn auch sogleich je der ge-

m
miss dem Gewicht g, der Unbekannten u sich ergebende m. F. mu=—/_i— beige-
' g

u
setzt wird, folgende endgiiltige Koordinaten, alles in Metern angeschrieben:

& = 0,00000 (- 0) Xa = + 500,0050 + 0,0102
yi = 0,00000 (4 0) | Ange- | 77— 1+ 49,9892 40,0021 %
g 0,00000 (- 0) [ "™ ) xp=— 499,9977 + 0,0102 o0

men

Ve = -+ 1000,00000 (+- 0) Vo= 49,9811 40,0021

Die mittlere Unsicherheit von -+ 10 mm in den Abszissen von A und B und von

4 2mm in den Ordinaten dieser Punkte, bei JK nur = 1000 m, zeigt wohl wieder
ebenso deutlich wie die mittlere Unsicherheit von mehr als 1!/, in einem der
gemessenen Winkel, wie sehr sachlich iiberfliissig die Berechnung der v selbst auf
1/,00” ist, whrend oben aus formellen Griinden viel schirfer gerechnet ist.

Praktisch hat die Ausgleichung unseres Vierecks nach vermittelnden Beob-
achtungen (im Sinn der Aufgabe: zwei der Punkte, z. B. A und B sind von den
zwei andern nur je durch zwei Winkel vorwirts eingeschnitten und gleichzeitig
durch je zwei Winkel als ,,Doppelpunkt* riickwirts eingeschnitten iiber dieselben
zwei andern Punkte und gegenseitig) selbstverstindlich neben der einfachen Aus-
gleichung nach bedingten Beobachtungen keine Bedeutung; sie konnte, mit Riick-
sicht auf die hier sehr einfache Bestimmung der mittleren Unsicherheit der Koordi-
naten der zwei Punkte, allenfalls nur in Betracht kommen, wenn der Rechenschieber
zur Durchfiihrung der ganzen Aufgabe, abgesehen von der Rechnung der Richtungs-
winkel, der Genauigkeit der gemessenen Winkel entsprechend, ausreichend wire,
was bei unserer Aufgabe sachlich zutreffen wiirde. Immerhin ist die Vergleichung
der Ergebnisse dieser Aufldsung mit den in 8. bis 11, angegebenen bedingten Auf-
16sungen nicht ohne Interesse. Der Vergleich deutet zugleich an, dass man ge-
legentlich Veranlassung hitte (nimlich bei mehreren gleichzeitig eingeschnittenen
Punkten und nicht vielen Bedingungsgleichungen im Fall der bedingten Ausgleichung)
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die beim ,,Einschneiden* trigonometrischer Neupunkte allein iibliche Methode der
,,vermittelnden* Ausgleichung zu ersetzen durch die ,bedingte‘ Ausgleichung, bei
der nur allerdings weniger einfach als dort zugleich die Gewichte und damit die
m. F. der Koordinaten der gesuchten Punkte erhalten werden, die oft ebenso wichtig
sind wie die ausgeglichenen Koordinaten selbst.

Nachtrigliche Bemerkung. Beigefiigt sei der letzten Ausgleichung noch,
dass die Uebereinstimmung der v nach (85) mit den frither berechneten besten
v-Systemen nicht ganz der Erwartung, ndmlich dem Rechenaufwand in 15. und
16. entspricht. Es ist auch nachtriglich in der vorstehenden Rechnung noch ein
Versehen aufgefunden worden, in einem Schreibfehler bei Herleitung des Richtungs-
winkels (J A,) bestehend, vgl. 15.; es ist dort im Konzept 511 x,2 = 647 statt 64.7
gesetzt worden und der genannte Richtungswinkel muss infolgedessen nicht (J A,)
— 5° 42’ 33”,5634 heissen, sondern (J A,)=5° 42’ 33”,6607, um 07,0027 Kleiner
als in 15, angegeben.

Diese geringe Aenderung ldsst jedoch die Aufldsung auch noch nicht genau
{ibereinstimmen mit den besten Losungen nach bedingten Beobachtungen und es
ist deshalb an den vorstehenden Zahlen gar nichts gedndert worden; die neuen v
(s. u.) unterscheiden sich von denen in (85) nur in zwei Fillen um etwas iiber
1/,000” (diese grossten Aenderungen treten bei v, und bei vy ein). Immerhin seien
die wesentlichen Zahlen der verbesserten Rechnung noch nachgetragen. In der
Zusammenstellung (80) #ndern sich die Absolutglieder der 2. und 3. Verbesserungs-
gleichung auf + 07,3544 und + 07,4393 statt + 07,3571 und + 07,4366, in den
Normalgleichungen (81) erleiden [al], [bl], [c1], {[d]] nicht} und [l1] kleine Aende-
rungen, die in [l1] ist ganz gering, es wird 1] jetzt 9,4881 gegen 9,4876 dort.
Die Normalgleichungen lauten jetzt, nachdem iibrigens die Koeffizienten der Un-
bekannten in (80) je auf eine Dezimalstelle schirfer berechnet sind, folgendermassen:

1,56777 . dy, + 0,36747 .dyy + 0,24430 .d X, — 0,02665 . d xp — 0,39871 =0

1,56771 + 0,02665 — 0,24430 —0,18485
0,06116 50 —0,06626 (87)

0,06116 + 0,01531

9,48805

* Thre Auflosung (6stellig logarithmisch, gegen Ende der Eliminationen meist 5 stellig),
stets mit mehreren Proben und in der Reihenfolge der Unbekannten, in der sie
gewonnen werden, gibt
9839  an den Gewichten der Unbekannten &ndert sich gegen
dxb=+0’1§938 die Zahlen in (82) gar nichts. Die 5. Dezimale bei dy,

(88) gi*ir’g’mm und dy, neben im Vergleich mit der 4. in d x, und d x,
S 2 _ driickt aus, dass die zwei zuerst genannten Unbekannten
dy,=+0,11293; aus den Normalgleichungen (87) sich viel schirfer be-
stimmen lassen als die zwei zuletzt genannten, die tatsachlich nur etwas unstabil

aus (87) hervorgehen.

Auch die [vv] andert sich gegen (83) gar nicht, so dass die mittlern
Unsicherheiten der Unbekannten genau wie in (86) bleiben. Es wird hier, aus
allen Proben bis auf die Dez. Einh., iibereinstimmend,

(89) [vv]=[l1.4]=9,3776; m,= V[X}] = 417,531

wie in (84) und frither bei den besten bedingten Aufldsungen.



(90)

e B s

Die Ausrechnung und Zusammenstellung der v gibt folgendes System:

V=i 09,1073
v, =10 ,4047
v, =+ 0 ,3733
v, =+ 1 ,6267
Vg =+ 1 ,5954
el 3928
v, =+ 1,385

vg=+0 ,1148,

dessen Quadratsumme abermals 9,378 gibt in Ueberein-
stimmung mit (89).

Die Abweichungen der einzelnen v gegen die friiher
gefundenen Systeme moge der Leser selbst feststellen, ebenso
die Genauigkeit der Erfiillung der Bedingungsgleichungen
des Vierecks durch die mit (90) verbesserten Winkel. Die
Aenderung an den Koordinaten (X, ya), (Xp¥p) in (86), deren
mittlere Unsicherheiten wie erwihnt ganz genau wie dort bleiben,
erreicht nur bei dx, etwa —1/,, mm, wihrend sie bei den

andern Koordinaten nicht iiber wenige Tausendstel des mm betrigt. Die Zahlen
von (86) mit der dort gewihlten Abrundung sind also unverdndert giiltig.




