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13. Zusammenfassung einiger Ergebnisse unserer Vierecksaus-
gleichungen. Einige Regeln fir die Ausgleichung trigonometrischer
Lagenetze mit mehr als vier Punkten. a. Viereck. Im Triangulations-
viereck hat sich in weitgehendem Mass Ersetzbarkeit von Su-Gl. durch $i-Gl. und
umgekehrt gezeigt. Man konnte denken, dass die moglichst unmittelbare Aus-
gleichung der Sinus der Winkel dieselbe Bedeutung beanspruchen kénne wie die
unmittelbare Ausgleichung der Winkel selbst, denn jene Sinus sind fortwihrend
bei der Berechnung der Dreiecksseiten von der gegebenen Seite aus anzuwendensund
die gemessenen Winkel sind ja nur Mittel zum Zweck, niamlich zur gegenseitigen
Festlegung der Triangulationspunkte gegeneinander, zunichst durch die berechneten
gegenseitigen Entfernungen (und sodann durch Koordinaten verschiedener Art).

Aber die weitere Ueberlegung zeigt sofort, dass in einem Triangulationsnetz
unter der gesamten Zahl von erforderlichen unabhingigen Bedingungsgleichungen
im allgemeinen stets die grésste mogliche Zahl von unabhéngigen Su-Gl. zu wihlen ist
und §/-Gl. nur so viele als unbedingt erforderlich sind, d. h. als eben nicht durch un-
abhingige Su-Gl. ersetzt werden kdnnen. Dafiir spricht schon, dass die Koeffizienten
der v in den Su-Gl., von der Null abgesehen, durchaus mathematisch exakt gegebene
Zahlen, und zwar die einfachsten moglichen, 4+ 1 und — 1 sind, die $/-Gl. aber
nur so lange theoretisch ,exakte“ Gleichungen sind, als sie nicht zu linearer Form
entwickelt werden, was aber fiir ihre weitere Verwendung unerldsslich ist. Wahrend
die 8§/-Gl. in ihrer ,exakten“, unentwickelten Form als gleichwertig anzusehen sind,
sind sie nach der Entwicklung von verschiedener »Schdrfe“ und der Einfluss dieser
Schérfegrade auf die Ausgleichung des trigonometrischen Netzes ist unter Umstinden
bedeutend; falls die Ausgleichung geniigend genau ausfallen soll, kann eine nicht
geniigend scharfe 8/-Gl. zu sehr grossem Aufwand in der Zahlenrechnung zwingen,
der weit hinausgeht iiber den Rechenaufwand der an sich nach der Natur des
auszugleichenden Neizes angezeigt wire. Bei unserem Viereck hat auch in I,
bis 12, im allgemeinen jeder Ersatz einer Su-Bedingungsgleichung durch eine 8/-Gl.
stufenweise zu einer, wenn auch oft sachlich gleichgiiltigen, Einbusse an Genauigkeit
der Ausgleichung bei derselben Rechenschirfe gefiihrt. Dazu kommt, dass die
Rechnung bei Ersatz von Su- durch Si-Gleichungen, soweit er moglich ist, un-
bequemer wird wegen der nicht runden v-Koeffizienten in den §i-Gl.

Man wird also im vollstindigen Viereck bei der Anwendung von 3 Su- und
1 8i-Gl. bleiben. Fiir die beste 6gliedrige S§i-Gl. gilt dabei die Zachariae-
Jordansche Regel, die die Sinus der spitzesten Winkel hereinbringt, d. h. méglichst
grosse Koeffizienten einzelner v in der linear gemachten Gleichung liefert. Werden
die grossen Koeffizienten durch Division der Gleichung mit einer runden ganzen
Zahl auf kleinere Zahlen gebracht mit Riicksicht auf die rechnerische Notwendigkeit
durchschnittlich mdoglichst gleich grosser v-Koeffizienten in allen Bedingungs-
gleichungen, so bleibt doch selbstverstandlich jene §i-Gl. mit den urspriinglich grossen
Koeffizienten schirfer als eine andere. Die Wirkung der grossen Schirfe dieser
Si-Gl. auf die Genauigkeit der ganzen Ausgleichung darf aber auch nicht iiberschitzt
werden. Fiir die §/-Gleichungen grdsserer Netze bringt sogar eine solche $i-Be-
dingung mit moglichst grossen Koeffizienten eine wichtige Gefahr, von der unten
noch die Rede sein muss. Ersetzung der schirfsten 6-gliedrigen §/-Gl. im Viereck
durch eine 8-gliedrige kann nicht wegen des noch etwas grossern ,Schirfemasses
dieser Gl. in Betracht kommen, wohl aber gelegentlich im Hinblick auf noch grossere
Symmetrie der Normalgleichungen einigen Vorteil bringen; der Nachteil, dass mehr

v in diese Gleichung eingehen, ist besonders fiir grossere Netze als Vierecke nicht
von Bedeutung,

Man mache sich jetzt auch, im Zusammenhang mit dem Eingang von a.,
die in 5. aufgestellte Reziprozitit der $i- und Su-Gleichungen im Viereck, nidmlich
die theoretisch gegenseitige Ersetzbarkeit bis auf eine, die jedenfalls von der
einen Art sein muss und nicht durch eine Gleichung der anderen Art ersetzt
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werden kann, noch weiter dadurch klar, dass man im vollstindigen Viereck weniger
als acht Winkel, wie bisher, als gemessen annimmt.

Setzen wir z. B. 5 Winkel als gemessen voraus, so ist, da von den zur
einfach geometrischen Konstruktion des Vierecks erforderlichen 5 Stiicken ja eines
eine Seite sein muss, nur einer der Winkel iiberschiissig, d. h. nur eine Be-
dingungsgleichung vorhanden. Diese
ist entweder eine Su- oder eine
8i-Gl., nicht durch eine Gleichung
der anderen Art ersetzbar.

Im Fall der Fig. 9a) und b) ist
nur eine Su-Gl. vorhanden, in Fig. 10a)
und b) nur eine §/-Gl. Im ersten Fall
zerfillt das ,Viereck“ in zwei Drei-
ecke, ein geschlossenes und ein
nichtgeschlossenes, die punktierte
Linie ist ganz unwesentlich, nim-
lich nicht durch die Messungen
bedingt. Unwesentlich ist ndmlich
auch, ob nach den Fig. 9a) und b)
der Punkt IV mit III auf derselben
Seite der Linie I II liegt, oder nicht,
wie in Fig. 9c) [der Fig. 9b) oder
9a) entsprechend, wenn das nicht ge-
schlossene Dreieck auf die andere Seite von I II geklappt wird]. Auch Fig. 9d)
ist nichts anderes [Weglassung der Linie ..... Il IV in a)], kurz es handelt sich
in diesem Fall nur einer Su-Gl. im ,Viereck“ nicht um ein solches, sondern um
zwei Dreiecke mit einer gemeinsamen Seite.
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Fig. 9¢). Fig. 9d).

Im Fall der Fig. 10a) und b) ist dagegen, bei ebenfalls nur 5 gemessenen
Winkeln, also einer Bedingungsgleichung, ein vollstindiges Viereck vorhanden,
nur ist keines der vier Dreiecke ,ge-
schlossen“, es ist also sicher nicht
eine Su-Gl. moglich, sondern die
eine Bedingungsgleichung kann nur
eine 8/-Gl. sein.

Man fiihre die Betrachtung auch
fiir 6 und 7 im vollstindigen Vier-
eck verschiedener Form gemessene
Winkel vollstindig durch, mit Be-
riicksichtigung der gegenseitigen Ersetzbarkeit von 8w- und von 8/-Gl.

Fig. 10a), Fig. 10b).

b. Abzihlen der Bedingungsgleichungen im Netz von mehr als
vier Punkten. Die letzte Bemerkung fiihrt dazu, die Abzdhlung der Bedingungs-
gleichungen im trigonometrischen Netz mit mehr als vier Punkten kurz zu beriihren.
Wir schliessen dabei Besonderheiten wie Kranzsysteme, Basisanschlussbedingungs-

gleichungen usf. aus, wollen aber neben Su- und S§/-Gl. gelegentlich auch Stations-
bedingungen betrachten.

Haufig ist zur sichern Feststellung aller unabhingigen Bedingungsgleichungen
nichts als einfache Betrachtung der Figur notwendig und die Festhaltung der Tat-
sache, dass n Punkte der Ebene, wie sie auch gegenseitig liegen mégen, durch
(2 n — 3) unabhingige Stiicke, also im Fall der auf eine Strecke als gegebene
Grundlinie sich stiitzenden Triangulierung durch (2 n — 4) Winkel einfach geometrisch
gegeneinander festgelegt sind.
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Es seien z. B. in dem Netz der Figur 11 nunmehr 18 Winkel gemessen.
Es ist am einfachsten, bei jedem n Punkte enthaltenden
Netz von einem n-Eck, hier von einem 7-Eck zu
sprechen. Geometrisch einfach notwendig sind also
2.7 —3 =11 unabhingige Stiicke, von denen das
eine eine Seite, also 10 Winkel sind. Es sind demnach
18 — 10 =8 iiberschiissige Winkel und somit im
ganzen 8 unabhingige Bedingungsgleichungen da;
eine davon ist offenbar die Stationsgleichung

(83) 13+14+15+ 16+ 17 + 18 — 360° = 0;
sechs weitere sind die Su-GL. in jedem der 6 vor-
handenen ,,geschlossenen Dreiecke,

(54) 1+12+13—180°=0; 2+3+14—180°=0;,.,.

Eine weitere Su-Gl. kann nicht aufgestellt werden, insbesondere bietet die Summe
der Randwinkel 1+2+3+4+4....+12 —720° =0 nichts Neues mehr mit Riick-

sicht auf die Summe der 6 oben erwahnten Dreiecks-Su-Gl. und die erste Stations-
gleichung. Die letzte, 8. Bedingungsgleichung, muss also eine $/-Gl. sein und
kann nicht durch eine Su-Gl. ersetzt werden; sie enthilt die Sinus der sdmtlichen
Randwinkel, 1, 2, 3, . . 12, vgl. oben in 4.

Kommt in Fig. 11 ein weiterer gemessener Winkel durch eine (,,einseitig
beobachtete*) Diagonale hinzu, z. B. 19 in Fig. 12, so ist die weitere (9.) Be-
dingungsgleichung, da keine weitere
»geschlossene“ Figur entstanden
ist, offenbar abermals eine (nicht
durch eine Su-Gl. ersetzbare) 8/-Gl.
Wird aber die Diagonale ,,beiderseits
beobachtet, d. h. werden die Winkel
19 und 20 gemessen, Fig. 13, so
entstehen zwei weitere geschlossene
Dreiecke im Vergleich mit Fig, 11.
Sie liefern aber offenbar nur eine
weitere Su-Gl., so dass die 9, und

Flgat Heaa 10., durch die Winkel 19 und 20
geforderten Bedingungsgleichungen, eine Su- und eine $/-Gl. sind. Die Su-Gl.
kann viergliedrig geschriecben werden als

(55) 5+6—19—20—180° =0,

als_87-Gl. wird man die 6-gliedrige nehmen:

(56) sin 4 ,sin 19 .sin 16 =sin 7 . sin 15 . sin 20.

Wo die Betrachtung der fertigen Netzfigur zur sichern Feststellung der un-
abhdngigen Bedingungsgleichungen nicht ausreicht, steht der folgeweise Aufbau
der Figur, Winkel fiir Winkel oder Richtung fiir Richtung der Messung entsprechend
(Bessel’s Methode) oder die bekannten Regeln zur Abzihlung der Bedingungs-
gleichungen (p Punkte, 1 Linien im Netz; w gemessene Winkel oder r gemessene
Richtungen; I’ nur einseitig beobachtete Linien) zu Gebot, zugleich nach den Klassen
getrennt (Su- oder §/-Gl., ohne Riicksicht auf gegenseitige Ersetzbarkeit, vielmehr
in der Annahme, dass unter der Gesamtzahl der erforderlichen unabhingigen Be-
dingungsgleichungen nur so viele $/-Gl. genommen werden, als unumginglich not-
wendig, d. h. nicht durch Su-Gl. ersetzbar sind). Diese »Gauss-Gerling“schen
Regeln sind neuerdings von andern vervollstindigt oder anders gefasst worden
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(u. a. Jordan, Koll usw.) Dabei taucht gelegentlich auch einmal eine unrichtige
Regel auf; z. B. ist die Unrichtigkeit der folgenden Jordanschen Regel fiir die
Zahl der Su-Gl. leicht einzusehen. Die Regel, die sich noch in die 5. Aufl. des
I. Bandes, von Reinhertz bearbeitet (1904, S. 187), heriibergerettet hatte, lautete:
ls’f A die Anzahl aller geschlossenen Dreiecke des Netzes und S die Anzahl aller
Dlag9na1enschnitte, so ist die Anzahl D der unabhingigen Su-Gl. (bei Jordan
,,Dreiecksgleichungen*) D =4 —S. Dass dies nicht zutrifft, zeigt u. a. schon das
vollstindige Viereck in der Form, bei der eine Ecke in dem von den drei andern
gebildeten Dreieck liegt: hier ist 4 =4, S=0, aber in Wirklichkeit D nicht =4,
sondern = 3. Alle Abzihlungsregeln, die sich auf die Zahl der ,,Diagonalenschnitte
griinden, sind unbrauchbar, weil fiir die Ausgleichung Figuren wie 14a), b), ¢), ebenso
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Fig. 14a). Fig. 14b). Fig. 140). Fig. 152). Fig. 15b).

Fig. 15a), b), endlich auch

z. B. Fig.516a) und b)
(die erste nur zwei, die
zweite aber 5 Schnittp unkte
enthaltend), wie der erste
Blick zeigt, je gleichwertig
sind; in Fig. 16a) und b)
liegt z. B. nur der 7. Punkt
der Fig. diesseits und jen-
seits der horizontal ge-

zogenen Seite. Vgl. dazu
mein Referat iiber jenen

Band I in der Zeitschr. fiir Instrumentenkunde 1905, S. 258 —260.

Fig. 16a). Fig. 16b).

¢. ,,Gute* Bedingungsgleichungen. Die Gefahr unrichtiger Annahme
der Gesamtzahl der vorhandenen unabhingigen Bedingungsgleichungen ist auch
fiir grosse, zusammengesetzte Netze nicht sehr zu fiirchten, besonders wenn man diese
Zahl sowohl nach den Abzahlregeln wie auch nach dem Besselschen Aufbauverfahren
des Netzes bestimmt. Immerhin ist Vorsicht deshalb notwendig, weil ein Versehen
in der Gesamtzahl der unabhingigen Bedingungsgleichungen durch ein zweites
Versehen aufgehoben sein kann: eine aus Versehen weggelassene Bedingungsgleichung
ist ersetzt durch eine andere iiberschiissige, micht unabhingige Bedingungs-
gleichung, die von selbst erfiillt wird, wenn andere bereits aufgestellte Gleichungen
erfiillt werden. Man entgeht diesem Fehler am sichersten bei dem Besselschen
Aufbauverfahren dadurch, dass womdglich in jede neue Bedingungsgleichung ein
gemessener Winkel eingefiihrt wird, der in allen bisher aufgestellten Bedingungs-
gleichungen noch gar nicht vorkommt.

Eine andere Gefahr fiir die Netzausgleichung besteht darin, dass sie un-
stabil wird (vgl. oben 5. Schluss, 11., ferner 13.a.), dass namlich nur sehr grosser
Rechenaufwand, Beibehaltung einer den sonstigen Verhaltnissen der Aufgabe (Messungen)
nicht angemessene Zahl von Dezimalstellen in allen Koeffizienten unter Umstinden noch
zu brauchbarer Aufldsung fithren wiirde. Dieser missliche Zustand kann in verschiedenen
Ursachen seinen Grund haben; so 1) in der Verwendung einer ,,unscharfen® Si-Gl.,




wie z. B. der Kollschen in unserem Viereck 8,, statt einer bessern; dann 2) (und
dies ist im allgemeinen der schlimmste Fall) darin, dass zwar die aufgesteliten
Bedingungsgleichungen tatsichlich (theoretisch) unabhingig voneinander
sind, namlich die erforderliche Gesamtzahl eingehalten, keine notwendige wegge-
lassen ist, aber unter den Bedingungsgleichungen sich eine befindet (oder gar
mehrere), die nahezu schon durch andere Bedingungsgleichungen oder Kombi-
nationen von solchen erfiillt ist; endlich kann 3) die Instabilitit auch nur die
Normalgleichungen betreffen, ndmlich geniigend zuriicktreten, wenn die Normal-
gleichungen (die v-Gleichungen, aus denen die Normalgleichungen der k gebildet
werden), oder auch, im Fall von Ausgleichungen nach ,Elementen, nimlich mit
unabhéngigen Unbekannten, diese in den Verbesserungsgleichungen zweckmissiger
geordnet werden, so dass der Bau des Normalgleichungssystems zweck-
miéssiger wird,

Einen Fall fiir 1) haben wir oben in 8. kennen gelernt (vgl. dazu iibrigens
10.), ebenso ist ein Fall fiir 2) schon oben behandelt, vgl. 11, Dieser zweite Fall
bedarf, wie schon angedeutet, grosser Aufmerksamkeit. Z. B. diirfen die Sinus der
kleinsten Winkel, die nach dem Zachariae-Jordanschen Satz in der schirfsten
Si-Gl. eines vollstindigen Vierecks auftreten, nicht auch noch in eine zweite $/i-Gl.
aufgenommen werden; die grossen Koeffizienten der v dieser kleinen Winkel
erdriicken die andern Glieder einer solchen 8/-Gl., und wenn also in zwei ver-
schiedenen 8/-Gl. dieselben v mit so grossen Koeffizienten vorkommen, so ist die
Gefahr der ,,Unstabilitit des v-Gleichungssystems im Sinn von 2) vorhanden.
Eine wichtige ,,Regel** bei der Auswahl der 8/-Gl. lautet deshalb: die kleinsten
Winkel geben die schirfsten $i-Bedingungsgleichungen, aber sie sind in dem-
selben Netz nur einmal zu verwenden. Ein Beispiel*) mag dies noch er-
ldutern: Die beistehende Triangulationsfigur (Fig. 17) hat bei 14 gemessenen

c Winkeln, da eine Seite und (Fiinfeck)

2.5—-3—1=6 Winkel zur einfachen
geometrischen Konstruktion ohne Proben
notwendig sind, 8 iiberschiissige Winkel,
also 8 Bedingungsgleichungen. Die
eine davon ist die Stationsgleichung in D:
(67) 9+10+11+12—360°=0;
von den 7 iibrige-r'l gibt das vollstindige
Viereck ABCD drei Su-Gl., durch die
auch die fiir den ,Schluss*“ des stumpf-
winkligen Dreiecks A CD befriedigt wird,
das zugleich dem zweiten vollstindigen
Viereck A CE D angehort. Dieses zweite Viereck gibt also nur noch zwei weitere
unabhingige Su-Gl., so dass deren 5 im ganzen vorhanden sind. (Die oben am
Schluss von b. angefiihrte unrichtige Jordansche Regel wiirde mit 4 =7, S=1
geben D=6, es sind aber offenbar nur 5 vorhanden). Es bleiben also noch
2 $8i-Gl. zu befriedigen, wie es auch der unmittelbare Anblick verlangt; s, u. Als
jene 5 Su-Gleichungen kann man nehmen, wenn auf mdglichst wenige v-Glieder
in jeder Gleichung Wert gelegt wird (und ebene Figur vorausgesetzt):

Gleichungsgruppe (58):
3+12+13 —180°=0; 6+11+14—180°=0;_1.+2+§+_9-_180°=o;

447 +8%+10— 180° = 0; endlich 1+4+5+§—180°=0.

*) Wright-Hayford, Adjustment of Observations, New-York 1906 (ein bei uns
wie es scheint ganz unbekannt gebliebenes schones amerikanisches Lehrbuch der Aus-
gleichungsrechnung) S. 205; Helmert, Ausgleichungsrechnung, 2. Aufl. 1907, S. 522.
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Ein Blick auf diese 5 Gleichungen bestitigt arithmetisch ihre (geometrisch schon
geniigend verbiirgte) gegenseitige Unabhingigkeit, indem in der Reihe der vier ersten
Gleichungen jede folgende nur Winkel enthilt, die in den vorhergehenden gar-
nicht vorkommen und die in der letzten (5.) stehenden Winkel nur zu je zweien
in zwei der vier ersten sich finden.

Von den zwei $/-Gl. ferner hat die eine jedenfalls den Dreistrahl D, ABC
(also D als Pol) zu beniitzen oder auch den Dreistrahl D, ACE (derselbe Pol),
von denen jeder die kleinen Winkel 2 und 7 hereinbringt; es wire aber ganz
falsch, nimlich die Auflosung unstabil mach_end, wenn man diese beiden sechs-
gliedrigen 8/i-Gl. mit D als Pol nebeneinander verwenden wollte. Nimmt man
den Dreistrahl D, A CE, so lautet die S§/-Gl. bekanntlich

sin 2.sin13.sin 6 Fiir die letzte 8/-Gl., fiir die nun nicht D, ABC

E - - =1 verwendet werden darf, was die Winkel 2 und
sin3.sin14.sin7

(89)
7 nochmals hereinbringen wiirde, wird am
besten der Vierstrahl D, A B CE gebraucht, ndmlich

sin(1+2).sin4.sin6.sin 13 =sin3.sin5.sin(7 +8).sin 14 Gl (60).

In dieser Gleichung kommen zwar nach Linearmachung v, und v, abermals vor,
aber nicht mit den sehr grossen Koeffizienten, die log sin 2 und log sin 7 entsprechen,
wie in der vorigen Si-Gl, sondern nur mit den kleinen Koeffizienten, die
log sin (1 + 2) und log sin (7 + 8) entsprechen. Natiirlich wiirden fiir diese letzte
8i-Gl. auch noch andere sechsgliedrige Gleichungen zu Gebot stehen, aber hier
ist die zuletzt angeschriebene mehrgliedrige Gleichung (in der gewahlten kommen
10 v vor) entschieden die bessere; und jedenfalls darf z. B. neben der vorletzten
6gliedrigen nicht die achtgliedrige verwendet werden (die ,schirfste” iiberhaupt
fiir das vollstindige Viereck A BCD), die die Produkte der sin von 1, 9, 7, 4

und der sin von 2, 10, 8, 5 einander gleichsetzen wiirde, weil in ihr abermals
v, und v, mit denselben grossen Koeffizienten wie in der vorletzten vorkdmen.

Im ganzen ist also eine wichtige Regel: sehr stumpfe Dreiecke (d. h. solche
mit einem Winkel nahe bei 180° und zwei kleinen Winkeln) sind einmal, aber
nur einmal, bei den S/-Gl. eines Netzes zu verwenden.

Nicht unwichtig ist endlich fiir die $/-Gleichungen eines Netzes die Regel,
die mit Hilfe eines ,,Zentralsystems* (eines Pols) gewonnenen Gleichungen
andern (,Nicht-Pol-*) Gleichungen (vgl. den Schiuss von 4.) vorzuziehen.

Was endlich die Su-Gleichungen angeht, so ist zu ihrer Auswahl nur zu
bemerken, dass es nicht vorteilhaft ist, auch fiir sie Dreiecke mit kleinen
Winkeln verwenden zu wollen. Man soll ferner beim Anschreiben der Su-Gleichungen
von Anfang an solche Dreiecke bevorzugen, in denen eine oder zwei Seiten dem
dussern Umfang der ganzen Triangulationsfigur angehoren, weil man damit am
leichtesten Kollisionen mit andern Bedingungsgleichungen vermeidet.

d. Schirfe der Rechnung. Diese hat selbstverstindlich dem Zweck der
Messung, also der Schirfe der gemessenen Winkel zu entsprechen. Es ist oben
bei den Ausgleichungen des Jordan-Kollschen Vierecks mit -+ 17,53 m. F. eines
der gemessenen Winkel schon wiederholt betont, dass sachlich auch in der Aus-
gleichung 6stellige Log.-Tafeln zur Aufstellung der /-Gl durchaus geniigen sollten,
und zur Ausfithrung der Korrelatenrechnung einschl. Auflosung der Normalgleichungen
der Rechenschieber. Scharfe grosse Triangulationen werden 7-, 8- und selbst 10-
stellig berechnet und auch die Ausgleichung des Netzes wendet deshalb in den
8i-Gleichungen diese Rechenschirfe an. Seit bequeme 8-stellige Tafeln zur Ver-
fiigung stehen (zuerst fiir ,neue Teilung, seit kurzem auch fiir alte Teilung),
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werden sie die Haupttafeln zur Berechnung von Triangulationen I. O. bilden, ob-
wohl auch bisher schon eine kleine Verschidrfung der 7-stelligen Rechnung durch
die 'Schronsche Tafel moglich war. Beim Coast and Geodetic Survey der Ver-
einigten Staaten wird, nachdem friiher schérfer gerechnet worden war, neuerdings bei
der Rechnung auch der wichtigsten Triangulationen grundsitzlich auf 1 Einh, ab-
gerundet; bei der Unmoglichkeit der Winkelmessung schirfer als auf mehrere
Zehntel der” wird eine weitergehende Rechengenauigkeit nicht fiir gerechtfertigt gehalten.
(Der Fehler von 1 Einh; im Logarithmus einer Zahl entspricht einem Fehler in dieser
Zahl von rund 1/,540000 ihres Betrags; selbst nach vielen Logarithmen-Additionen ist
man also noch innerhalb der Genauigkeit der feinsten moglichen Triangulationen).
Dementsprechend werden dort auch bei der Ausgleichung der Netze die Absolut-
glieder der logarithmierten §7-Gleichungen auf die ganze Einheit, abgerundet an-
gesetzt. Regel ist ferner, dass die Koeffizienten der v in den linear gemachten
§/-Gleichungen auf 1 Dezimale mehr angesetzt werden, als die Absolutglieder, um
sich vor grosserer Anhiufung von Abrundungsungenauigkeiten zu schiitzen; bei
Zugrundlegung der Einhg als Recheneinheit der §/-Gl. erscheinen also die v-
Koeffizienten mit 2, die Absolutglieder mit 1 Dezimalstelle. Bei kleinen Netzen
(d. h. im ganzen kiirzerer Rechnung) hat dies weniger Bedeutung.

Es ist oben schon mehrfach betont, dass die v-Koeffizienten der linear ge-
machten §/-Gl. durchschnittlich nicht viel abweichen sollen von den v-Koeffizienten
der Su-Bedingungsgleichungen, damit die Aufstellung und Auflésung der Normal-
gleichungen nicht unbequem gemacht wird. Die v-Koeffizienten in den von Haus
aus linearen Su-Gl. sind nun, von O abgesehen, fast durchaus - 1 oder — 1. Man
hat frither vielfach bei Festhaltung der Einheit der 7. Log.-Dez. als Recheneinheit
jene notwendige ungefihre Gleichheit der Koeffizienten in den beiden Arten von
Gleichungen dadurch hergestellt, dass die Su-Gl. mit 10 durchmultipliziert wurden.
Es ist aber bei weitem vorzuziehen und seit einiger Zeit auch ziemlich allgemein
gebriuchlich, die Einheit der 6. Log.-Dez. als Recheneinheit in den linearen S/-Gl.
zu verwenden, d. h. die 7stellig oder 8stellig aufgestellten und linear gemachten
8/-Gl. mit entsprechenden Zahlen durchzudividieren, um ihre v-Koeffizienten
durchschnittlich in die Nihe von 1 zu bringen. In Gleichung (11) in 6. ist ge-
zeigt worden, dass fiir da = 10” und fiir Rechnung in Einh; in runden Zahlen wird:

1000 . ctg a
375~

als Einheit der v sowohl fiir feine als fiir weniger feine Triangulierung allgemein
fiblich und tauglich ist und rechnet in Einheiten der 6. Log.-Dezimale, so wird

(61) d (i(l))g sin @) go =107 = Einh, ; setzt man also da=1", was

10.ctg a
4,75
=1 fiir den Winkel a,, dessen ctg a, = 0,475 ist, d. h. fiir @, =64°,6 (wie auch
ein Blick in die 6- oder 7stellig. Log.-Tafeln bestitigt; die Differenz im log sin wird
fiir 10” Winkeldnderung in der ersten Tafel 10, in der zweiten 100 in der Gegend 64°,6).
Das Ideal des Dreieckswinkels fiir die Triangulation ist nun a = 60° (gleich-

(62) d (l(l>og sina) ga=1r = Einh.;. Dieser v-Koeffizient wird also

seitige Dreiecke), also ganz in der Nihe von g, Fiir a=60" ist ctga=~5

=1y3=0,577 und der entsprechende v-Koeffizient wird rund 1,2, noch wenig
von 1 verschieden. Damit ist also die heutige Rechenweise in Einh, fiir die 8/-Gl.
auch unmittelbar als zweckmaissig bestitigt. Es ist iibrigens schon darauf hinge-
wiesen worden, dass man durch nichts gezwungen ist, iiberhaupt in einer bestimmten
Log.-Dezimalstelle zu rechnen. Multipliziert man irgend eine Bedingungsgleichung
mit einer beliebigen Konstanten < 1 durch, so wird dadurch weder ihre Bedeutung,
noch ihre Schirfe verindert. Multipliziert man eine linear gemachte §/-Bedingungs-
gleichung mit einer Konstanten durch, die nicht eine positive oder negative ganze



Ry Gedial

Potenz von 10 ist, so rechnet man in ihr nicht mehr in Einheiten einer Log.-Dez.-
Stelle, ohne dass dadurch die Bedeutung der Gleichung irgendwie geindert wiirde.
Beispiele dafiir sind oben mehrfach gegeben, z. B. Durchdivision von 8/-Gl. mit 8
in den Abschnitten 9., 11., 12, mit 4 vor Gleichung (40) usf.

Noch ein Wort ist hier bei der Rechenschirfe anzufiigen iiber unstabile
Normalgleichungssysteme. In c. ist die richtige Anzahl und richtige Auswahl
der Bedingungsgleichungen als Voraussetzung geniigend scharfer Ausgleichung be-
handelt und auf zwei wichtige Quellen aufmerksam gemacht, aus denen unstabile
Ausgleichungen entspringen. Eine dritte Gefahr fiir die Aufidsung besteht darin,
dass zwar die simtlichen unabhingigen Bedingungen, die im ganzen erforderlich
werden, auch angesetzt sind und dass man auch an der Wahl der Gleichungen
nichts wesentliches tadeln kann, dass aber die Normalgleichungen der Korrelaten
bei der Aufldsung sich ungiinstig zeigen, weil sie nicht giinstig geordnet sind.
Die Werte der Korrelaten fallen, z. T. wenigstens, ,,unstabil aus, es bleibt z. B.
bei der Elimination fiir die zuerst zu bestimmende Korrelate bei nicht sehr scharfer

Rechnung wenig mehr als -g iibrig, man muss eine zu grosse Anzahl von Dezimal-

stellen in allen Zahlen mitfithren, um alle Ergebnisse ertriglich genau zu finden.
Es ist in dieser Beziehung bekanntlich am zweckmdssigsten, dafiir zu sorgen, dass
moglichst in der Nihe der Diagonalreihe der Koeff.-Determinante mit den Gliedern

[aéi], [bg—b], [%] . .. auch die iibrigen grossen Koeffizienten der Normalgleichungen

stehen und die kleinen Koeffizienten von der Diagonalreihe entfernt gehalten werden.
Es ist fiir die Rechenschirfe der Auflosung der Normalgleichungen erwiinscht, wenn
die Quotienten, mit denen bei der ersten Reduktion der Normalgleichungen die
erste Normalgleichung der Reihe nach durchmultipliziert werden muss, um sie zur
2., 3., . . . Normalgleichung hinzuzunehmen, d. h. die Briiche (ohne Riicksicht

Q y — [a c} ... (absolut) klein sind, jedenfalls miissen sie <1

aa aa
sein; kdnnen sie nahezu O sein, so bedeutet dies grossen Vorteil fiir die Auflosung
der Normalgleichungen bei einer bestimmten angewandten Rechenschirfe. Oft ist
freilich, besonders bei kleinern Netzen (wenigen Normalgleichungen der Korrelaten)
die Ordnung ziemlich gleichgiiltig, vgl. oben die Auflosungen der zwei Systeme
(42) und (44); mit steigender Zahl von Bedingungsgleichungen gewinnt aber die
Riicksicht auf richtige Ordnung rasch an Bedeutung.

Auf die Durchfiihrung der Netzausgleichung in Gruppen oder durch An-
niherung gehe ich hier nicht ein, ebensowenig auf den Gebrauch der Rechen-
maschine zur Aufldsung der Normalgleichungen, die viele heute fiir unentbehrlich
zu halten scheinen; sie hat den Nachteil, dass sie z. B. schon zur Linearmachung
der §/-Gl. ausserordentlich viel unbequemer wire als die logarithmische Rechnung und
besonders den, dass man bei ihrer Anwendung fast immer alle Stellen mitzuschleppen
hat, wihrend in der ganzen Ausgleichungsrechnung so viel Anlass zu sachgemisser
Abwerfung von Stellen und Anpassung der Rechengenauigkeit an das augen-
blickliche Schirfebediirfnis gegeben ist.

Fiir die Ausgleichungen der Niedern Geodisie ist im allgemeinen daran
festzuhalten, dass sie sich fast durchweg nur dann verlohnen, wenn der gewdhnliche
Rechenschieber oder hdchstens eines der grossern mechanisch-logarithmischen
Rechenwerkzeuge zur vollstindigen Durchfiihrung, einschl. Auflésung der Normal-
gleichungen usw., verwendet werden kann. Fiir die Ausgleichung feinerer Messungen
lautet natiirlich das Urteil anders, obwohl man auch hier nicht von der Riicksicht
auf die im ganzen aufzuwendende Rechenarbeit frei ist und z. B. nicht Ausgleichungen
mit_ 50 oder noch mehr Bedingungsgleichungen durch Aufldsung eines Systems
von Korrelaten-Normalgleichungen durchfiihren sollte.

auf Gewichte) —




