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Kurzfassung

In der elektrischen Impedanztomographie ist fiir das Vorwiértsproblem eine partielle Dif-
ferentialgleichung, ndmlich die Potential- oder Laplacegleichung zu 16sen. Als Geometrie
kommt ein Zylinder zum Einsatz, wobei Boden- und Deckfléche als isolierend angenom-
men und am Zylindermantel nicht-gemischte oder gemischte Randbedingungen vorgege-
ben werden. Ein Beispiel fiir gemischte Randbedingungen wire das Anbringen von zwei
Elektroden, auf denen das Potential vorgegeben wird, und die restliche Mantelfliche
bleibt unkontaktiert. Der Materialparameter (Leitfiahigkeit) soll dabei vom Ort abhén-
gig sein. Dieser kann fiir den gesamten Zylinder vorgegeben oder fiir jede Schicht eines
mehrschichtigen Zylinders extra gegeben sein.

In dieser Arbeit sollen analytische Losungen fiir solche Randwertprobleme gefunden
werden. Fiir den nicht-gemischten Fall wurde eine solche bereits publiziert. Diese scheint
jedoch teilweise fehlerhaft zu sein und ist nicht fiir komplexwertige Leitfihigkeiten und
komplexwertige Randbedingungen ausgelegt. Diese Fehler und Einschrdnkungen werden
hier behoben. Fiir das gemischte Randwertproblem wird die Theorie der Fourierreihen
auf multiple Reihengleichungen erweitert. Damit kann die Losung auf den gemischten
Fall erweitert werden. Die Behandlung von Punktelektroden wird ebenfalls erldutert.

Im Zuge der Diplomarbeit ist eine Implementierung der Lésung in GNU Octave be-
ziehungsweise Matlab® programmiert worden. Dafiir wird aus der analytischen Losung,
welche aus einer unendlichen Summe besteht, eine Naherungslésung hergeleitet. Fiir die-
se wird auch der Fehler ermittelt und eine Aufwandsberechnung durchgefithrt. Weiters
sind einige Bemerkungen zur Implementierung und Grenzen von dieser zu finden. Eine
Vergleichsrechnung mit einem Finite-Elemente-Modell ist ebenfalls durchgefithrt worden.

Schliisselworter: elektrische Impedanztomographie, Vorwértsproblem, analytische Lo-
sung, Zylinder, gemischte Randbedingungen
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Abstract

For the forward problem in electrical impedance tomography a partial differential equa-
tion, the potential or Laplace equation, has to be solved. As shape a cylinder is used. Its
top and bottom surfaces are assumed to be insulating, and on the shell either non-mixed
or mixed boundary conditions will be applied. An example of a mixed boundary value
problem would be, when two electrodes, whose potential is given, are attached to the
shell, while the remaining surface is not contacted. The material parameter (conductiv-
ity) should be dependent on the position. It can be specified for the whole cylinder or
in case of a layered cylinder for each layer separately.

The aim of this thesis is to derive analytic solutions for the above mentioned boundary
value problems. For the non-mixed case a result has already been published. However,
it seems to be partially incorrect, and it is not appropriate for complex-valued conduc-
tivities and complex-valued boundary conditions. These errors and restrictions will be
eliminated. For the mixed boundary conditions the theory of Fourier series will be ex-
tended to multiple series equations, in order to solve the problem. Additionally, point
electrodes will be treated separately.

In the course of this thesis an implementation of the solution has been programmed
in GNU Octave and Matlab®. Therefore, an approximation will be derived out of the
infinite sum of the analytic solution. Furthermore, the error of this solution and the
complexity will be calculated. There will also be some remarks on the implementation
and its limits. Finally, the approximation for the analytic model will be compared to a
finite elements model.

keywords: electrical impedance tomography, foreward problem, analytic solution, cylin-
der, mixed boundary conditions
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit behandelt die partielle Differentialgleichung
div (cgrad®) =0 (1.0.1)

in einem Zylinder im dreidimensionalen Raum, wobei ¢ ein vom Ort abhingiger Mate-
rialparameter ist. Auf dem Zylindermantel werden dabei sowohl nicht-gemischte Rand-
bedingungen, wie zum Beispiel reine Dirichlet-Randdaten als auch gemischte Randbe-
dingungen vorgegeben. Letztere sind dabei unter anderem fiir das Vorwértsproblem der
elektrischen Impedanztomographie interessant. Als Beispiel kann man sich einen Zylinder
denken, auf dem zwei Elektroden angebracht werden. Gibt man auf diesen das Potential
vor, so sind sie als Dirichlet-Randbedingungen zu modellieren, die nichtkontaktierten
Stellen als Neumann-Randbedingungen.

Boden- und Deckflache werden bei beiden Problemen als isolierend, also Neumann-
Randbedingungen mit Funktionswert iiberall Null angenommen. Die Leitfihigkeit (Ma-
terialparameter o) wird dabei auf radialsymmetrische Verteilungen und in axialer Rich-
tung auf exponentiellen Verlauf eingeschrinkt. In radialer Richtung kann prinzipiell eine
beliebige Funktion vorgegeben werden. Diese Arbeit beschriankt sich auf Potenzen, was
insbesondere den Fall von konstanten Leitfdhigkeiten einschlieit. Weiters ist es moglich
den Zylinder geschichtet auszufithren. Dabei kann in jeder Schicht eine eigene Leitfihig-
keitsverteilung angenommen werden.

Ziel der Diplomarbeit ist es ein analytisches Modell zu implementieren, welches die
Potentialverteilung des oben angegebenen Randwertproblems an beliebig vielen Punkten
berechnet. Das Modell soll mit geeigneten Testdaten verifiziert werden.

Fiir das nicht-gemischte Randwertproblem wurde eine analytische Losung bereits 1995
von Pidcock et al [7] publiziert. Offensichtlich ist diese teilweise fehlerhaft, vergleiche
Kapitel 2. Weiters eignet sich die Losung nicht fiir komplexwertige Leitfdhigkeiten be-
ziehungsweise komplexwertige Elektrodenfunktionen. Diese Fehler und Einschréankungen
werden in Kapitel 3 behoben.

Fiir das gemischte Randwertproblem wird die Theorie der Fourierreihen auf multiple
Reihengleichungen erweitert. Dabei kommt fiir jeden unterschiedlichen Teil der gemisch-
ten Randbedingungen eine eigene unendliche Summe zum Einsatz. Damit kann dann



1 FEinleitung

die bereits vorhandene analytische Losung fiir das nicht-gemischte Problem auf den ge-
mischten Fall {ibertragen werden. Die Behandlung von Punktelektroden wird ebenfalls
erlautert. Dies alles ist in Kapitel 3 ausgearbeitet.

Im Zuge der Diplomarbeit ist eine Implementierung der Losung in GNU Octave bezie-
hungsweise Matlab® programmiert worden. Da die analytische Losung die Gestalt eine
unendlichen Summe hat, wird in Kapitel 4 eine Néherungslosung hergeleitet. Dort ist
auch eine Ermittlung des Fehlers dieser und eine Aufwandsberechnung zu finden. Einige
Bemerkungen zur Implementierung selbst und Grenzen von dieser sind in Kapitel 5 an-
gefiithrt. Weiters ist noch ein Vergleich der Néherungslosung mit einem Finite-Elemente-
Modell durchgefiihrt worden. Fiir Details hierzu sieche Kapitel 6.

Im Anhang werden zuerst einige mathematische Notationen und Symbole erklart, und
es werden fiir die Arbeit wichtige mathematische Grundlagen erldutert. Weiters sind fiir
die Implementierung wichtige Ergebnisse durchgerechnet worden und dort zu finden. Im
Anhang sind auch die Simulationsparameter fiir den bereits oben erwdhnten Vergleich
angegeben.



Kapitel 2

Bisherige Losungen

2.1 Uberblick

Die Problemstellung ist ein ® fiir die partielle Differentialgleichung
div (o grad ®) =0 (2.1.1)

zu finden, welches diese in einem Gebiet erfiillt und vorgegebenen Randbedingungen ge-
niigt. Fiir zweidimensionale Probleme sind fiir viele Geometrien (zum Beispiel Kreis und
Rechteck), nicht-gemischten Randbedingungen und konstantem o Losungen bekannt.
Fiir spezielle Leitfdhigkeitsverteilungen o sind Losungen fiir diverse Geometrien bei-
spielsweise in Pidcock et al [8] zu finden.

Fiir dreidimensionale Probleme gibt es ebenfalls fiir einfach Geometrien Losungen von
Pidcock et al [7]. Im néchsten Abschnitt sind dazu einige Bemerkungen zu finden.

Die beschriebenen Losungen behandeln im Wesentlichen alle nicht-gemischte Randbe-
dingungen. Wenn gemischte Randbedingungen vorkommen, dann auf verschiedenen F14-
chen, das heiffit zum Beispiel beim Zylinder Deck- und Grundfliche homogene Neumann-
Randbedingungen und auf der Mantelfléiche eine andere Randbedingung. Ein Ansatz fiir
echte gemischte Randwertprobleme ist in Sneddon [10] beschrieben. Dabei werden dua-
le Integralgleichungen gelost, beziehungsweise mit dualen Reihengleichungen gearbeitet.
Weitere Ansitze sind in den Biichern von Duffy [4] und Fabrikant [5] zu finden, wobei
da unter Anderem die gemischten Randbedingungen auf der Grundfléche des Zylinders
vorgeben werden.

2.2 Bemerkungen zur Losung von Pidcock et al 1995

Die folgenden Aussagen und Gegenbeispiele beziehen sich auf Pidcock et al [7], Abschnitt
“4. Cylindrical polar coordinates®. Als Losung des Problems sind dort unter anderem die
nachfolgenden Formeln zu finden. Diese gelten fiir n € N und m € Nj.
Sei H die Hohe und R der Radius des Zylinders, und sei v € R. Wird fiir die Leitfa-
higkeit
o(r,0,z) =ao(r)e’” (2.2.1)
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angenommen, gilt fiir die Losung in axialer Richtung (z-Richtung)

Wi(v,2) = e 2 (cos()\ z) + K Sln()\nz)> , (2.2.2)

wobei A, = 57 ist. Die Koeffizienten der Reihenentwicklung am Rand (Zylindermantel)

lassen sich mit

= im0 2.9.
Fam(y 7TH/Z 0/0 f(0,z)e™ dodz (2.2.3)

berechnen, wobei f eine vorgegebene Funktion ist. Das Verhalten der Randbedingungen
selbst wird fiir Konstanten o € R und § € R durch

£(0,2) = ad(R,0,2) + B6(R) ?(R 0, ) (2.2.4)

festgelegt, wobei in dem Paper bei dieser Formel der Faktor €7# ignoriert beziehungsweise
vergessen wurde, siehe auch Gegenbeispiel 2.2.4. Im Allgemeinen fiihrt dies zu Problemen
bei der Berechnung der Koeffizienten A, Bnm und Cy,, der Losung aus den fi,,,. Der
Grund ist die eventuell eintretende Zerstorung der Orthogonalitéit der W,, (wenn diese
iiberhaupt vorhanden ist, sieche Gegenbeispiel 2.2.3).

Die allgemeine Losung lautet

(r,0,z) Z Z Wi (7, 2) (Spm/(7) + Crm Tom (7)) (Apm cos(mé) + By, sin(mé)) ,
n=1m=0

(2.2.5)

wobei Sy (r) und T, (r) die Losungen der Differentialgleichung in radialer Richtung
(r-Richtung) sind. T}, ist dabei die Losung, die fiir » — 0 divergiert. Fiir einen ein-
schichtigen Zylinder gilt fiir alle n und m, dass Cy,;, = 0 ist, und es berechnen sich die
Koeffizienten mit

1
(0% Snm(R) + ﬂU(R) Cnm(R)

Apm + i Bpm = Frms (2.2.6)

wobei G (r) = &L Sy (1) ist.
Fiir einen mehrschichten Zylinder wird fiir jede Schicht eine Losung angesetzt und an

den Grenzflichen geeignete Bedingungen (Potential stetig, Stromdichte stetig) vorgege-
ben. Fiir einen zweischichtigen Zylinder kénnen die Koeffizienten durch Lésen von

2 2 2
berechnet werden, wobei
Sl (Rl) - TI’V‘VL(RI) 7Tn7n(R1)
AL = ”1<Rl)<nm<R1> =~ 32(R1) G (R1) ~ 62(R1) 7y, (1) . (2.2.8a)
@S2, (R2) +B62(Ra)C¢h,, (R) aTZ, (Ra)+ B62(R2) h,, (R)



2.2 Bemerkungen zur Lésung von Pidcock et al 1995

2 0
Brm = <fmg('v)) (2.2.8b)
und
Al +iBy
2 = LTS
Kom ((Aim + z’ans 05“) (2.2.8¢)
ist.

Gegenbeispiel 2.2.1 (Falscher Normierungsfaktor). Sei v = 0, die Leitfahigkeit

U(T’ 9, Z) = Oconst € R\ {0} (229)
konstant und
Tz
f0,2) = CO&(E) . (2.2.10)

Damit folgt

2 H 27 T o
frm(0) = 5 /z:O /0:0 cos(F) Wi (0, 2) e"?dbdz

2 H 27
= /_0 cos(%z) cos(%z) dz /9_0 e™ldg (2.2.11)

/

~~

_ IQJ [n=1] =27 [m=0]

also f1p = 2 und die restlichen f,,, sind 0. Fiir die Koeffizienten gilt
2[n=1][m =0

Ay + i By, = , 9.2.12
« Snm(R) + Baconst Cnm(R) ( )
also alle bis auf Aj( sind 0.
Fiir die Losung ergibt sich somit
TZ 2 510(7“)
®(r,0,z) = cos| — , 2.2.13
( ) (H> (0% SlO(R) + ﬁaconst ClO(R) ( )
und fiir die Ableitung in Normalrichtung auf der Mantelfléiche
d d Tz 2Gio(r)
-— 0 = — 0 = — 2.2.14
37 B0.2) = T (n0.2) = cos() 0 10(B) + Boem Co®) 2P
da W1 (0,z) = cos(%¢) ist. Es folgt
d mz
ad(R,0,z)+0(R,0,z) ﬁﬁ ®(R,0,2) = 2cos(ﬁ) ) (2.2.15)

was sich also genau um den Faktor 2 vom gewiinschten Ergebnis unterscheidet.
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Gegenbeispiel 2.2.2 (Nichtvorhandene Vollstindigkeit der Losung). Sei v = 0, und damit
Wi (7, 2) = cos(Ap2) (2.2.16)
Sei weiters
f0,2)=1. (2.2.17)

f erfiillt i% = 0 auf der Boden- und Deckfliche.
Fiir alle n € N und m € Ny gilt

Fam(0) = —= / ) /0 ) £(6, 2) ™ dfdz

2
_ im@
— 7TH/ cos dz /906 do (2.2.18)

= 7TH — (sm(mr) —sin(0)) 27 [m = 0]

=0.

Nehmen wir zum Beispiel einen einschichtigen Zylinder mit radialsymmetrischer Leit-
fahigkeitsverteilung, = 1 und 8 = 0, so folgt fiir alle n und m, dass A,,;, = 0 und
By, = 0 ist. Damit ist natiirlich auch &(r, 0, z) = 0 iiberall, was im Widerspruch zu

a®(R,0,2) = f(0,2)=1 (2.2.19)

steht.

Hier ist das Problem, dass die Losung fiir n = 0 fehlt und somit die Lésungsfunktionen
nicht vollsténdig sind. Siehe Abschnitt 3.2.3 fiir eine korrigierte Variante.

Das eben gezeigte Gegenbeispiel funktioniert immer, wenn die Funktion f nur von 6
abhéngt, zum Beispiel auch fiir

f(0,2) =sin(M80) (2.2.20)

mit M € Z. Besitzt der von z abhéngige Teil von f einen von Null verschiedenen ,,Mit-
telwert”, so lisst sich ebenfalls ein Gegenbeispiel konstruieren. Fiir allgemeine Werte von
v, a und [ konnen ebenfalls nicht alle f richtig entwickelt werden.

Gegenbeispiel 2.2.3 (Fehlende Orthogonalitit fiir v # 0). Sei v # 0, « = 1 und § = 0,
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dann gilt

2 H 21 o
)= [ [ 6.2 Wity ) e
7T_H 2=0Jo=0 S>—~—
=a®R,0,z)

o H 2r 0 0
- j—H /0/0 Z Z Wn(77 Z) (Snm(R) + Cum Tnm(R)) '

=0 p=1m=0
- (Apm cos(mB) + By sin(mb)) Wa (v, z) e0dod

- j—?[ Z Z (Snm(R) + Cnm Tnm(R)) ’

n=1m=0

(2.2.21)

H
- / Wy, 2) Wi, 2) dz -
z=0

/

=:Iw(n,n)
2r 2
Apm / ™ cos(mb) A6 + Bpm / ™ sin(m#) do
=0 0=0
=n[m=m] =ir[m=m]

Fiir n = n ergibt sich

H
Iyy(n,n) = / Wi (v, 2) Wy(v, z) dz

=0 2.2.22
e (=14 e") (4n°n? + 5H?4?) ( )

- 2 (H2v3 + 4n2n2y) ’

also ein Ergebnis ungleich g, wie dies bei v = 0 der Fall ist. Die W,, sind also nicht mehr
normiert. Es muss fiir jedes einzelne W, ein eigener Normierungsfaktor mit dem Wert
/Iw(n,n) verwendet werden.

Fiir n # n gilt

H
Iy (n,n) = Wi (v, 2) Wx(y, 2) dz
z2=0

efH“/ (_(_1)ﬁ+n + eH“/) HQ,Y (5H2,Y2 +92 (ﬁQ + 712) 7T2) (2.2.23)
2 (At 4+ 202 (72 + n2) w292 + (22 = n?)° 1)

was fiir H # 0 und v # 0 immer ungleich 0 ist. Somit kénnen die einzelnen f55 nicht
direkt aus den zugehorigen Az; und Bj; berechnet werden, sondern es miisste zumin-
dest fiir jedes m ein Gleichungssystem mit Eintrigen die von allen n abhingen gelost
werden.

Gegenbeispiel 2.2.4 (Nichterfiillen der Randbedingungen fiir v # 0). Sei v # 0, a = 0,
[ =1 und die Leitfihigkeit

0'(7“,9,2) = Uconstefyz (2224)
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mit oeonst € R\ {0}. Es gelte
f(0,2) =Wi(y, 2) (2.2.25)

und angenommen die W,, wéren orthogonal (was nicht der Fall ist, sieche Gegenbei-
spiel 2.2.3).
Damit folgt

9 H 2r
fan) = 2 [ MG W) dz [ emtag
mH z=0 0=0
- (2.2.26)
:T[n:” =2m[m=0]
=2[n=1][m=0],
also f1p = 2 und die restlichen f,,, sind 0. Fiir die Koeffizienten gilt
. 2[n=1][m = 0]
Apm + iBpm = , 2.2.27
O const Cnm(R) ( )
also alle bis auf Aj( sind 0.
Fiir die Losung ergibt sich somit
2 510(7“)
O(r,0,2) = Wi(y,2) ——————, 2.2.28
( ) 1(7 ) O const ClO(R) ( )
und fiir die Ableitung in Normalrichtung auf der Mantelfléiche
d 2 Cm(?“)
— ®(r,0,z) = Wi(y,z) ————. 2.2.29
dn ( ) 1(7 ) O const ClO(R) ( )
Fiir den Rand gilt damit
d
Bo(R,0,z) — ®(R,0,z) =2Wi(y,z)e”? (2.2.30)

dn
was sich also, abgesehen vom stérenden Faktor 2 um e?* unterscheidet. Das ist genau
der fehlende Term von Gleichung (2.2.4).

Gegenbeispiel 2.2.5 (Falsche Losung in axialer Richtung). Sei v = 0 und o konstant. Es
muss

div (grad ®) =0 (2.2.31)
gelost werden. Dies ist in Zylinderkoordinaten

LU (2.2.32)
rdr  dr?2 2 d6 dz2 7 o

vergleiche Anhang A.1. Nach einem Produktansatz &(r,0,z) = R(r) P(0) Z(z) ergibt
sich

1 / /! 1 P/I ZI/
ELE Z —o. (2.2.33)

"RTR PP Z



2.2 Bemerkungen zur Lésung von Pidcock et al 1995

Durch Festlegen der Separationskonstanten folgen die gew6hnlichen Differentialgleichun-
gen

1 2
SR+ R+ (T, -2 R=0, (2.2.34a)
r r2
P’ +m?P =0, (2.2.34b)
Z" —TnZ = 0. (2.2.34c)

(2.2.34a) ist in [7] zu finden, damit sind die Separationskonstanten so festgelegt.
Fiir die angegebene Losung

Wi(0,2) = cos(An2) (2.2.35)
der Gleichung (2.2.34c) folgt
0= 2 Wi (0,2) = Ty Wi(0,2) = (= — ') cos(An2) , (2.2.36)

also I';, = —)2. Das steht aber im Widerspruch zu I';, = A2 — %72 = A2 steht.

Fiir den allgemeinen Fall v # 0 fiithrt dieser ,Vorzeichenfehler nun dazu, dass bei der
Losung der Differentialgleichung in radialer Richtung eine Fallunterscheidung beziiglich
des Vorzeichens von I';, durchgefiithrt werden muss. Es treten dann sowohl die ,norma-
len® Besselfunktionen sowie die modifizierten Besselfunktionen auf. Durch die Korrektur,
bleiben dann nur letztere iibrig.

Gegenbeispiel 2.2.6. Sei v = 0 und ein zweischichtiger Zylinder mit konstanten Leitfi-
higkeiten

ou(r,0,2) = oy, (2.2.37)

te{1,2}, oy € R\ {0} gegeben. Weiters sei

f(0,z2) = COS(%) . (2.2.38)

Wie in Gegenbeispiel 2.2.1 folgt damit
fam(0) =2[n=1][m = 0], (2.2.39)

also fi9 = 2 und die restlichen f,,,, sind 0.
Zum Bestimmen der Koeffizienten ist das Gleichungssystem

zu 16sen. Fiir alle anderen (n,m) verschwinden die Koeffizienten, da die zugehorigen
fam = 0 sind. Die im Gleichungsystem vorkommenden Matrizen und Vektoren lauten

, Sio(R1) — S7p(R1) —Tio(R1)
Aty = | 01¢lo(Ra) —02 (o (1) —03 Tio(R1) ; (2.241a)
0 a S1y(Ra) + o2 (Fy(Re)  aTHy(Ra2) + Boa iy (Ra)



2 Bisherige Losungen

@)

B}, =0 (2.2.41b)

\V)

und
Ajy +1iBig
X2, = A2, + iB%, : (2.2.41c)
(A3, +iB7,) Cy

vergleiche Gleichungen (2.2.8).
Sei ein Gleichungssystem der Form

O e

0
z= |0 (2.2.42)
1

S 0O

b
e
9

gegeben, dann lautet die allgemeine Losung dafiir

1 bf — ce
=7 cd—af (2.2.43)
ae — bd
mit
D = (cd —af) g+ (ae — bd) h. (2.2.44)

Damit in obigem Gleichungsystem bei der Losung die zweite Komponente Null wird,
muss also

TH(R1) 01 Clo(R1) = Sip(R1) o2 71 (R1) (2.2.45a)
gelten, damit die dritte ungleich Null wird

Sto(R1) o2 Go(Ra) # Sio(R1) o1 (i (Ri) - (2.2.45b)
Umgeformt gilt

Sio(R1) 75 (R1) S ) Sio(R1) (o(11) (2.2.46)

T120(R1) C110(R1) 02 S%O(Rl) Cllo(Rl).

Da in jeder Schicht eine konstant Leitfihigkeit angenommen wurde, gilt

Si0 = St = Si (2.2.47a)
und

Tio = T}y = T%,. (2.2.47b)
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2.2 Bemerkungen zur Lésung von Pidcock et al 1995

Damit vereinfacht sich die Bedingung zu

S10(R1) T10(R1) o1
Tro(R)) Co(B) o9 7 | (2.2.48)

Die linke Seite ist ungleich 1 durch entsprechende Wahl von R;. Damit ist eine Wahl
von o1 und oy, welche diese Bedingungen erfiillt, mdglich.
Somit ergibt sich bei Betrachtung der dritten Komponente der Losung

0 # (A3, +iBi,) Ciy =0, (2.2.49)
—_——
=0
was ein Widerspruch ist.

Es kommen jetzt noch zwei weitere Gegenbeispiele. Diese demonstrieren aber, entgegen
den oben stehenden keine Fehler im Paper [7]. Der Grund fiir das Auflisten hier ist, dass
die angegebene analytische Losung nicht fiir komplexwertige Leitfdhigkeiten und kom-
plexwertige Elektrodenfunktionen ausgelegt ist. Im Paper selbst ist diese Einschrankung
zwar nicht ersichtlich, es wird aber auch nichts Gegenteiliges behauptet.

Gegenbeispiel 2.2.7 (komplexe Leitfahigkeiten). Sei v =0, « =0, # =1 und
o(r,0,z) =oc (2.2.50)

mit o € C, o0¢ = or+ior und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit |o¢| = 1. Weiters
sei

TZ

f(0,z2) = cos(ﬁ) . (2.2.51)

Wie in Gegenbeispiel 2.2.1 folgt damit
fam(0) =2[n=1][m = 0], (2.2.52)

also fip = 2 und die restlichen f,,,, sind 0.
Fiir die Koeffizienten gilt damit
1

Apm + 1By = =———2[n=1][m=0 2.2.53
Boc Gun(R) | ! | ( :

2
= —1 =1 =0 2.2.54
@) (or —io7) [n = 1] [m = 0], ( )

also Ajg = %(RR)’ Big = _%ﬁ) und die restlichen A,,, und B,,, sind 0. Somit ergibt

sich fiir die Losung

o(r,0,2) = cos<%z) 2501(0%) (0r-1—o7-0), (2.2.55)

und fiir die Ableitung in Normalrichtung auf der Mantelfliche

d o d (2N 2Go(r)
15 O(r,0,z2) = I o(r,6,z2) = CO&(H) Co(B) (or-1—07-0), (2.2.56)

11



2 Bisherige Losungen

da W1(0, z) = cos(3%) ist.
Wird o¢ rein imaginédr angenommen (in unserem Fall also i wegen der Normierung),
folgt

®(r,0,z) =0 (2.2.57)
und ebenfalls

% o(r,0,2) = 0, (2.2.58)

was im Widerspruch zur Annahme steht.

Wird Gleichung (2.2.51) mit Gleichung (2.2.56) verglichen, so ist auch in diesem Ge-
genbeispiel wieder der fehlerhafte Faktor 2 aus Gegenbeispiel 2.2.1 zu erkennen.

Gegenbeispiel 2.2.8 (komplexewertige Elektrodenfunktionen). Sei v = 0, Leitfdhigkeit
o(r,0,z) =1 und

f(0,2) = pc cos<%z) , (2.2.59)

mit pc € C. Analog zu Gegenbeispiel 2.2.1 folgt wegen der Linearitéit des Integrals
Jfam(0) =2pc [n=1][m = 0], (2.2.60)
also f19p = 2pc und die restlichen f,,,, sind 0. Fiir die Koeffizienten gilt

2[n=1][m = 0]

also alle bis auf A1p und Bjg sind jedenfalls 0.
Fiir die Losung ergibt sich somit

Apm + iBpm = (pr +ip1), (2.2.61)

B 7-('_2 2510(7‘)
o(r,0,2) = COS(H> aS1o(R) + B Cio(R)’

(pr -1+ p1-0) (2.2.62)

und fiir die Ableitung in Normalrichtung auf der Mantelfléiche

d Tz 2 Cro(r)
— ®(r,0,2) = cos| — , 1+p7-0 2.2.63
dr (T Z) o ( H > 0% SIO (R) + ﬁo-const CIO(R) (pR p1 ) ( )
da W1(0, z) = cos(%%) ist. Es folgt
d Tz
ad(R,0,z)+0(R,0,2) BE ®(R,0,z) =2pRr cos<ﬁ) , (2.2.64)

was sich erstens wieder um den Faktor 2 unterscheidet und zweitens von der moglichen
komplexen Amplitude der Elektrodenfunktion nur den Realteil verwendet.
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Kapitel 3

Analytische Losung fiir den
Zylinder

Zu losen ist die partielle Differentialgleichung (Potentialgleichung, Laplacegleichung)
div (cgrad®) =0 (3.0.1)

nach dem Potential ® im dreidimensionalen Raum auf einem Zylinder. Der Radius von
diesem wird mit R, die Hohe mit H bezeichnet. Diese Groflen sollen positiv sein, also
R > 0 und H > 0. Der Materialparameter o wird im Allgemeinen eine Funktion der
Raumkoordinaten sein. Diese soll iiberall groflier einer positiven Konstante og sein, also
insbesondere als ungleich 0 vorausgesetzt werden. Im anisotropen Fall ist die Erweiterung
auf einen Tensor moglich.

Auf der Grund- und Deckflache sollen jeweils die Randbedingungen

do
— =0 3.0.2
a7 (3.0.2)
gelten. Die Randbedingungen der Mantelfliche M werden extra behandelt. Es kénnen
Dirichlet-, Neumann- und Robin-Randbedingungen verwendet werden. Allgemein wird
also eine Funktion f mit

do
f=ad+ ﬁaﬁ, (3.0.3)

wobei o, € R sind, vorgegeben. Weiters konnen auch gemischte Randbedingungen,
das heifit verschiedene Randbedingungen auf verschiedenen Teilen des Zylindermantels
verwendet werden. Siehe Abschnitt 3.3 und 3.5 fiir Weiteres.

Bemerkung 3.0.1 (Physikalische Interpretation der Randbedingungen). Im Falle der elek-
trischen Impedanztomographie ist mit ® das elektrische Potential in Volt (V) und mit o
die elektrische Leitfdhigkeit in Ampere pro Volt und Meter (A/vm) gemeint. Das elektri-
sche Feld F ist als negativer Gradient von ® definiert, also

E = —grad ®. (3.0.4)

13



3 Analytische Losung fiir den Zylinder

Damit folgt fiir die Stromdichte J in Ampere pro Quadratmeter (A/m?) die Formel
J=—o0-grad ®. (3.0.5)

Durch das vorkommende Minus wére Gleichung (3.0.3) auf

f=a®— 50% (3.0.6)

zu dndern, um den Strom in die richtige (definierte) Richtung flieflen zu lassen. Mathe-
matische gesehen ist aber kein Unterschied zu dem Plus (und negativem (), und daher
wird dieses im Folgenden beibehalten.

Die Randbedingungen kénnen nun wie folgt interpretiert werden. Auf der Grund- und
Deckfldche ist der Strom Null. Diese sind also isolierend. Ist § = 0 wird das elektrische
Potential vorgegeben, ist a = 0 die elektrische Stromdichte in Normalrichtung.

3.1 Losbarkeit der partiellen Differentialgleichung und
Eindeutigkeit der Losung

Sei © C R? mit d =2 oder d = 3, Rand I' = 9Q und L ein linearer Differentialoperator
zweiter Ordnung, der fiir jedes x € €2 durch

d

(Lu)(x) = 0 <ajl-(x) ai u(:v)) (3.1.1)

ox; x;
ij=1""7 ‘

definiert ist. Dieser Operator heifit elliptisch, falls die Eigenwerte Ag(z) der Matrix mit
den Eintrégen aj; alle positiv sind. L heiflt gleichmdfig elliptisch, falls Ai(x) > Ag > 0
gilt. In diesem Abschnitt werden Losbarkeitsbedingungen fiir die zu diesem Operator
gehorenden Randwertprobleme und die Eindeutigkeit dieser Lésungen beschrieben. Ver-
gleiche hierfiir Steinbach [11], Kapitel 1 und 4. Dort finden sich auch Beschreibungen
der hier nicht néher definierten Funktionenriume.

Die innere Spur wird fiir x € I' durch

W)= lim (@) (3.1.2)

und die innere Konormalenableitung fiir x € I' durch
, d o
Wiga) = _lim [ nj(2)a;(@) 8—5@-9(5) : (3.1.3)

Ooz—zel | &
i,7=1

definiert, wobei n; die Komponenten des Normalvektors am Rand sind. Damit ldsst
sich das Randwertproblem wie folgt formulieren. Sei I' = I'p U I'y U ' eine disjunkte
Zerlegung des Randes. Sei weiters fiir « € ) die partielle Differentialgleichung

(Lu)(z) = f(z), (3.1.4a)

14



3.1 Lésbarkeit der partiellen Differentialgleichung und Eindeutigkeit der Losung

fir x € I'p die Dirichlet- Randbedingung

nt

6" u(w) = gp(x), (3.1.4b)

fir x € I'y die Neumann-Randbedingung
Whu(e) = gn(x) (3.1.4c)

und fiir z € I'g die Robin-Randbedingung
260" u(w) + k() v u(r) = gr(w) (3.1.4d)

gegeben. Gesucht ist eine Funktion u, welche diese Bedingungen erfiillt.

Es gelten nun die folgenden Aussagen fiir einen gleichmifig elliptischen Differential-
operator. Vergleiche hierfiir 4.1 aus Steinbach [11]. Dort sind auch noch entsprechende
Abschitzungen fiir die Norm der Losung zu finden.

Die dquivalente Variationsformulierung des Dirichlet- Randwertproblems, also I'p = T°
besitzt fiir f € H~1(Q) und gp € HY?(T') eine eindeutige Losung u € H'(Q).

Fiir das Neumann-Randwertproblem, also I'y = I sei die Ldsbarkeitsbedingung

/Q f() de + /F gn () dsy = 0 (3.15)

vorausgesetzt. Die Losung ist dabei bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt,
welche durch Festlegen des Teilraums H1(Q) fixiert wird. Fir f € H-1(Q) und gy €
H~ /2 (T"), welche die Losbarkeitsbedingung erfiillen, besitzt das zugehorige Variations-
problem eine eindeutige Losung u € H!(Q).

Die dquivalente Variationsformulierung des gemischten Randwertproblems mit I' =
I'p U Ty besitzt fir f € H-Y(Q), gp € HY*(I') und gy € H /(") eine eindeutige
Losung u € HY(Q).

Fiir das Variationsproblem mit Robin-Randdaten, also I'r = I gilt fir f € H “1(Q),
gr € H™'/2(T) und k(z) > ko > 0 ebenfalls wieder, dass eine eindeutige Losung u €
HL(Q) existiert.

Um dies nun anzuwenden, muss gezeigt werden, dass der Differentialoperator gleich-
méfig elliptisch ist. Dies beschreibt die folgende Proposition.

Proposition 3.1.1. Sei o(z) > o9 > 0, dann ist der Differentialoperator in Glei-
chung (3.0.1) gleichmdfSig elliptisch.

Beweis. Fiir eine skalare Materialfunktion o gilt fiir x € Q
aji(x) =[j =1ilo(x). (3.1.6)

Wegen dieser Diagonalform entsprechen die Eigenwerte direkt der Materialfunktion. Da
o(x) > o¢ > 0 vorausgesetzt wurde, folgt die gleichméBige Elliptizitat mit der Konstan-
ten oy. |
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

3.2 Aligemeine Losung

Der erste Schritt beim Losen der partiellen Differentialgleichung ist das Umrechnen der
partiellen Differentialgleichung (3.0.1) in Zylinderkoordinaten, vergleiche Anhang A.1.

Es ergibt sich
10 0P 10 o 0 0P
ror (Taﬂ 26 ("%) s (“7) =0 (82.1)

Das Koordinatensystem wurde dabei entsprechend dem Zylinder gewihlt, das heifit,
Ursprung ist der Mittelpunkt der Grundfliche des Zylinders, die z-Achse geht axial
entlang der Symmetrieachse durch den Mittelpunkt der Deckfléche.

3.2.1 Produktansatz

Um nun (3.2.1) zu 16sen, wird ein Separationsansatz in Form eines Produktansatzes der
Form

O (r,0,2) =R(r)-P(0)-Z(z) (3.2.2)

verwendet. Eingesetzt in die Gleichung und dividiert durch ® ergibt sich

1 d dR +11d dP +1d dz 0 (3.2.3)
—— | ro— ——=—|o— ——|o— | =0. 2.
rRdr \'"dr ) " 2Pag\"da0) " Zdz \"dz
Die Leitfihigkeit wird ebenfalls als Produkt angesetzt. Die §-Komponente ist dabei
konstant, also die Leitfdhigkeit radialsymmetrisch. In axialer Richtung wird ein exponen-

tieller Verlauf mit Parameter v € R angenommen und eine zunéchst beliebige Funktion
fiir die -Komponente, das heif3t

o(r,0,z) =0(r)-e*. (3.2.4)

Wird dies weiter eingesetzt und durch o dividiert folgt

1 d dR 1 14d%P 1 d dz
el o2 1 4 92) 2.
rR6 dr <TU dr) TP T Zer 4z (6 dz> 0 (32.5)

Nun werden die einzelnen Teile getrennt. Dafiir definiere man

1 d?P
qlm . _FW (3.2.6)
und
1 d dz
I = —_ L 2.
" Zev? dz (e dz) ’ (8:2.7)
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3.2 Allgemeine Ldsung

mit ¥, und I',, zunichst beliebige komplexe Zahlen. Damit ergeben sich die drei ge-
wohnlichen Differentialgleichungen

1d dR v,
— () - (2T, | R= 2.
. (ra dr> < 2 + n) R =0, (3.2.8a)
d’p
— + V¥, P = .2.8b
w7+ 0 (3.2.8b)
und
d dz
— | e"P— I.e”Z =0. 2.
p <e dz) +Te 0 (3.2.8¢)

Diese werden nun in den folgenden drei Abschnitten getrennt behandelt.

3.2.2 Loésung der vom Winkel 6 abhangigen Differentialgleichung

Die Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung (3.2.8b) beschreibt der folgende Satz.
Fiir Details zu inneren Produkten siehe Anhang A.2, fiir Sturm-Liouville- Probleme An-
hang A.3.

Satz 3.2.1 (Losung der von # abhingigen Differentialgleichung). Die 2m-periodische
Lésung des regulidren Sturm-Liouville-Problems

dzp

—+ VY, P=0 3.2.9
az " (3:29)
lautet
P(0) = Ap Pu(6) (3.2.10)
meZ
mit den FEigenfunktionen
1 .

Pn(0) = eimf. (3.2.11)

den Eigenwerten ¥, = m? fir m € 7, also nur abzihlbar viele und beliebigen Koeffi-
zienten A, € C.

Die Eigenfunktionen sind normiert und paarweise orthogonal beziiglich des inneren
Produkts

2
(f.9)p= ; f(0)9(0)do (3.2.12)
Beweis. 1. Als Ansatz fiir die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
d2p
oz T YmP =0 (3.2.13)
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

wird e#m? gewiihlt. Damit ergibt sich die charakteristische Gleichung

p 4+, =0 (3.2.14)
(3.2.15)

mit den Loésungen

m = ti/ Vin. (3.2.16)
Die Teillosungen lauten damit
P,, = eFtV¥mb, (3.2.17)

Damit diese Losungen 27 periodisch und eindeutig sind, muss +v/¥,, € Z gel-
ten, also vV¥,, = m € Z. Das sind nur abz#éhlbar viele Losungen, was mit der
allgemeinen Theorie von Sturm-Liouville-Problemen {ibereinstimmt.

2. Da es sich um ein Sturm-Liouville-Problem handelt, folgt die Orthogonalitéit der
Losungen wieder aus der allgemeinen Theorie oder durch einfaches Nachrechnen.

3. Der Normierungsfaktor berechnet sich durch
2 )
(P, P) p = / emMe=miqg = o (3.2.18)
0

4. Weil es sich um eine lineare Differentialgleichung handelt, ergibt sich die Gesamt-
l6sung durch Superposition der einzelnen Teillésungen zu

1
e
V2T

P)=> Anm imd (3.2.19)

meZ

O

Proposition 3.2.2 (Gleichméfige Beschrianktheit der P,,). Sei m € Z, dann gilt fir
beliebiges 6

[P (0)] = \/% (3.2.20)

Insbesondere sind die Py, gleichmdfig beschrinkt.

Beweis. Es gilt

1 1
Pp(z)| = |—=e"™| = —. 3.2.21
P(e)l = | =] = = (.221)
Die gleichméfiige Beschréinktheit gilt, da die rechte Seite nicht von m abhéngt. O

18



3.2 Allgemeine Ldsung

Proposition 3.2.3 (Vollstindigkeit der P,,). Jedes f € LL([0,27]) kann durch eine
Rethe

P(0) = Ay Pr(0) (3.2.22)

meZ
dargestellt werden.

Beweis. Dies entspricht der normalen Darstellung einer Funktion durch ihre Fourierreihe,
vergleiche Rudin [9], 4.24 bis 4.26, 5.14 und 9.1 bis 9.17. O

3.2.3 Losung der Differentialgleichung in axialer Richtung

Die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung (3.2.8¢) beschreibt der folgende Satz.
Fiir Details zu inneren Produkten siehe wieder Anhang A.2, fiir Sturm-Liouville- Probleme
Anhang A.3.

Satz 3.2.4 (Losung der von z abhéngigen Differentialgleichung). Die Lisung des regu-
ldren Sturm-Liouville-Problems

d dz
— [ e7"— ez = 2.2
P (e dz) + e 0 (3.2.23)
mit den Randbedingungen
dz dz
- ——(H) = 2.24
o (0)=0 wund o (H)=0 (3 )

lautet

Z(z) = Y BnZn(2). (3.2.25)

Ty=0 (3.2.26a)
und firn € N
T, =)\ + iy? (3.2.26b)
Die FEigenfunktionen lauten
Zo(z) = ¢%—0 (3.2.27a)
und firn € N
Zo(z) = 1Z 32 <cos (An2) + 51 sin ()\nz)> (3.2.27b)
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

mit Ay, = 57 und den Normierungsfaktoren

evH 1 ..
GLEY 0
20 = { 7 Jir#0, (3.2.28a)

H fir~v=0

und fiirn € N

2 = g (1 + (%)j (3.2.28b)

Die B,, € C sind beliebige Koeffizienten.
Die Eigenfunktionen sind normiert und paarweise orthogonal beziiglich des inneren
Produkts

H —_
)y = [ & 1) T (3229)
0
Beweis. 1. Fall T, = 0. Fiir die zu lésende Differentialgleichung gilt die Aquivalenz
d dZy dZ dZy _
—|e"— | =0=e"—=C € C+= — =Cie 7", 3.2.30
dz <e dz > “a e dz 1e ( )
Dies ist weiters dquivalent zu
Ciz+ Cy fir v =0,
Zy(z) = Cr i (3.2.31)
—716 724 Cqy  fiir v #0,
was bereits die allgemeine Losung ist.
Einsetzen der ersten Randbedingung liefert
dZ
0="2(0)=Cre " =y, (3.2.32)
dz
wodurch die zweite Randbedingung
dZ,
d—zo (H) =0 (3.2.33)
auch erfiillt ist. Die Losung ergibt sich somit zu
Zn(z) = Cy € C. (3.2.34)

2. Fall T';, # 0. Es gilt die Umformung

d dz d?Z dz
P <GW/ZE> +T1,e7"7 =0~ GWZ@ + ’)’eyza +T.e”Z =0 (3.2.35)
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3.2 Allgemeine Ldsung

und weiter ergibt sich damit die zu lésende Differentialgleichung

d2z 4z
- S 2.
2 + 7 i + 0 (3.2.36)

weil 7% # 0 ist.

Da es sich um eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten handelt, wird
der Ansatz e#"? gewahlt. Die charakteristische Gleichung lautet damit

p2 + v + Ty =0 (3.2.37)
mit der Losung
= -1+ <1>2—Fn=—zii T, — (1)2 (3.2.38)
2 2 2 2/

wobei A2 =T, — (%)2 definiert wurde, also I';, = A2 + (%)2

Da es sich um ein Sturm-Liouville-Problem mit positiver Gewichtsfunktion ¢7% > 0
handelt, gilt T';, € R. Damit sind die A, reell (\, € R) oder imaginér (A, € iR)
und es gilt T, — (%)2 € R.

Ist A, = 0, so ist p, = —3 doppelte Losung der charakteristischen Gleichung, und
somit ist

Zn(2) = e 2% (2 + E,,) (3.2.39)

Losung mit einer Konstanten F,,. Die Ableitung ergibt sich zu

dZz,
dz

(2) = e~ 3% (—%z - %En + 1) . (3.2.40)

Nun werden die Randbedingungen eingesetzt. Falls v # 0 ist, gilt

! dZn i 2
0= 0))=—FE,+1 = E,=— 3.2.41
= (0) =18, + = (3:2.41)
und damit
L dZn oy iym (D
= T (H) = ¢ (—§H 14 1), (3.2.42)
#0
#0
also ein Widerspruch. Falls v = 0 ist, gilt
dZ
1 “(2) =140, (3.2.43)
z

damit ebenfalls ein Widerspruch. A, = 0 ist somit kein Eigenwert.
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

22

Sei nun also A, # 0. Fiir die allgemeine Losung folgt
Zn(2) = €7 2% (cos (Anz) + Dy sin (Apz)) , (3.2.44)

die zugehorige Ableitung lautet

dz,
dz

(2) = e 27 (<)\nDn - %) cos (Ap2) — <)\n + %Dn) sin ()\nz)) . (3.2.45)

Durch Einsetzen der ersten Randbedingung ergibt sich

1 dZ, ol
= 0) =MDy — = — 3.2.46
—2(0) ) (3:2.46)
und damit
v
D, =—. 2.4
A (3.2.47)
Durch die zweite Randbedingung folgt
 dZn _1 Y
RS H) = vH _ 2L H 2.4
0 p (H)=¢ 2 (O ()\n +3 2)\n> sin (A, )> (3.2.48)

#0

Ist \2 =T, — (%)2 < 0, also A, € iR\ {0}, so gilt mit cosh(z) = cos(iz) und

sinh(z) = —isin(iz) und durch die Definition von X, durch X\, = i\,
0L (ot 2 ) s (OnH) = —i [ A 7 ~'h<XH) (3.2.49)
=\ Mo sin(A\pH) = —i | Ay o sinh (A, H ) . 2.

Wegen A, # 0 ist sinh (XnH> # 0 und somit muss

~ 72
4\,

~ 2
sein. Das heifit also \,, = Vz womit sich

2 2
gl gl
ry=—--—=0 3.2.51

"4 4 ( )
ergibt. Das ist ein Widerspruch, da I';, # 0 vorausgesetzt wurde. Wiirde man
alternativ I';, = 0 zulassen, kdme wieder die konstante Losung raus.

Ist \2 =T, — (%)2 > 0, also A\, € R\ {0} so gilt nach Einsetzen der zweiten
Randbedingung

2
0= ()\n + %) sin (A H) (3.2.52)



3.2 Allgemeine Ldsung

Ist Ay + % =0, so ist \2 = _%2’ was im Widerspruch zu A2 > 0 steht.
Somit muss sin (A, H) = 0 gelten, also

AH =nm (3.2.53)

mit n € Z \ {0}. Ohne Einschrénkungen (—n liefert die gleiche Losung wie +n)
kann n € N angenommen werden.

Damit folgt, bis auf einen Normierungsfaktor die Losung

n

Zn(2) = e 3° (cos (Anz) + % sin ()\nz)> . (3.2.54)

mit A\, = 77 und n € N.

3. Die Orthogonalitéit der Z,, folgt wieder aus der allgemeinen Theorie von Sturm-
Liouville-Problemen.

4. Fir den Normierungsfaktor gilt

H H 2
o = Ty Zn) y = / e Z2(z)dz = — (1 + <l> ) , (3.2.55)
0 2 22

wenn n € N ist. Falls v = 0 gilt fiir die konstante Eigenfunktion

H
zo=(1,1), = / dz=H, (3.2.56)
0

und fiir v # 0 gilt

(3.2.57)

O

Fiir Reihenentwicklungen der Randbedingungen miissen die Z,, gleichméfig beschrankt
bleiben, siehe Abschnitte 3.3 und 3.5. Die folgende Proposition gibt diese Schranken an.

Proposition 3.2.5 (Gleichmiflige Beschrianktheit der Z,,). Sei n € Ny, dann gilt fir
z € [0,H]

|Zn(2)| < max {1, eng} , (3.2.58)

und die Z,, sind gleichmdf$ig beschrankt.
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

Beweis. Fiir Zj ist nichts zu zeigen, also n > 1. Es gilt

(VZn Zn(2)) = (dz <cos()\ 2) + Ksm()\ z)))l (3.2.59)

2
o e .
=e 2 (—4)\ + A > sin(Apz2) . (3.2.60)

Die Nullstellen dieser Funktion (Extrema der urspriinglichen Funktion) sind bei A,z =
kw fir k € Z, also bei z, = %H Dort gilt

Zo(z) = e Ent (—1)F, (3.2.61)

das heif3t also, es wechseln sich Minima und Maxima ab. Dies sind auch die alle Extrema,
da die Funktion stetig differenzierbar ist. Insbesondere gibt es Extrema bei zg = 0 und
zn = H.

Falls v > 0 ist, betrachten wir das Extremum bei 0. Der Betrag von diesem ist 1. Da
die Exponentialfunktion in (3.2.61) in diesem Fall monoton fallend ist, ist der Betrag der
anderen Extrema (k > 0) kleiner oder gleich 1. Falls v < 0 ist, wird analog vorgegangen,
allerdings das Extremum bei H betrachtet.

Die gleichméflige Beschrianktheit ergibt sich aus den Schranken der beiden Fille n = 0
und n € N. Fiir den ersten Fall siehe oben. Fiir n € N sind die z,, monoton fallend in n
mit unterer Schranke % Damit gilt fiir alle n € Ny

z ()y<max{max{\f\/7_1} \/7max |3 }}
B A

Da die rechte Seite nicht von n abhéngt, sind die Z,, gleichmé&fig beschréinkt. O

(3.2.62)

Proposition 3.2.6 (Vollstindigkeit der Z,). Jedes f € L&([0, H]) mit f(O) =0 und
%(H) = 0 kann durch eine Reihe

— Z By Zn(2) (3.2.63)

neNg
dargestellt werden.

Ein Beweis dafiir ist noch ausstindig und wird hier in dieser Arbeit nicht behandelt.
Im nachfolgenden sollen zwei Ideen gebracht werden, wie dies aussehen kénnte.
Die erste Idee ist das Betrachten der Ableitung. Im Beweis von Satz 3.2.4 kam dafiir

2
ddZZ"(z) _ (A + %) sin (An2) (3.2.64)

24



3.2 Allgemeine Ldsung

heraus. Die Randbedingungen sind damit (durch den Sinus) automatisch erfiillt. Fiir
v = 0 ist dies wieder die Darstellung als Fourierreihe. Damit folgt aus der Theorie
dieser, dass die Ableitung als solche Reihe dargestellt werden kann, vergleiche wieder
Rudin [9], 4.24 bis 4.26, 5.14 und 9.1 bis 9.17.

Fiir v # 0 muss die Vollstéandigkeit von Funktionen der Form e“** mit ¢, € C gezeigt
werden. Dies sollte in dhnlicher Weise wie die Vollstindigkeit der ¢™* funktionieren.
AnschlieBend sind noch die Bedingungen zu iiberpriifen, welche den Ubergang von der
Ableitung auf die urspriingliche Funktion ermdoglichen.

Die andere Idee ist die Eigenschaften der Vollstéindigkeit — sofern moglich — aus der
allgemeinen Theorie von Sturm-Liouville-Systemen zu folgern.

3.2.4 Losung der Differentialgleichung in radialer Richtung

In diesem Abschnitt wird die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung (3.2.8a) fiir
verschiedene Leitfdhigkeitsverteilungen &(r) hergeleitet. Durch Umformen und Ausdif-
ferentieren wird aus

1 d dR V.,
—\(ro—)—-|—+TnL | R=0 3.2.65
ro dr (TUdr> <7"2 * > ( )

die Gleichung
d’R 1ds\ dR
2 2 2
2z (v r =0. 2.

r dr2+<r+r&dr> 3~ (Um +Twr?) R=0 (3.2.66)

In diesem Abschnitt werden die Erkenntnisse fiir die Separationskonstanten aus den
vorherigen beiden Abschnitten verwendet. Genauer, es wird ¥,, = m? fiir m € Z und
I'y, > 0 fiir n € Ng gebraucht.

Weiters sei in diesem Abschnitt S, die beschrinkte Losung der Differentialgleichung,
Tom in Null unbeschriankte Losung.

Satz 3.2.7. Se:
o(r)=ort (3.2.67)

fiir ein pu € R und o1 € C. Definiere

0 2
._ 2 It
vi=1/m?+ (2) , (3.2.68)
dann gilt fir v=0 (also m =0 und p=10)
Soo(?“) = 1, (3.2.69&)
Too(r) =Inr, (3.2.69b)
fiir v # 0 und beliebiges m € 7.
Som(r) =175, (3.2.69¢)
Tom(r) = 77277 (3.2.69d)
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

und firn € N und m € 7Z

Snm (1) = rt Iu(\/ Prﬂ”) ) (3.2.69¢)
Tom(r) = T KV(\/I’nr) . (3.2.69f)
Die Gesamtlisung ergibt sich durch Linearkombination aller Sy, und Thm,.

Bemerkung 3.2.8. Der bei K, stehende Vorfaktor e*™ kann auch weggelassen werden, da
dieser lediglich eine Skalierung beziehungsweise eine Anderung des Arguments' bewirkt.
Fiir allgemeine Betrachtungen ist es jedoch von Vorteil diesen dabei zu lassen. Vergleiche
dazu auch Abramowitz und Stegun [1], Abschnitt 9.6.

Beweis des Satzes. Zuerst wird der allgemeine Fall I';, # 0 behandelt. Durch Umformen
von Gleichung (3.2.66) ergibt sich

2
d’R dR 2 ©? U
2= "0 g _ 2,21 "o [l 2 _
r dr2+(1+”)rdr+ <\/Fn> 1%r=" + 1 v, + 1 1"l R=0

(3.2.70)

Mit T',, > 0 und ¥,,, = m? > 0 folgt daraus mittels 9.1.53 und 9.6 aus Abramowitz und
Stegun [1] das gewiinschte Resultat.
Ist T';, = 0 so ist die Fulersche Differentialgleichung

r2R" + (1+p)rR — m2R =0 (3.2.71)

zu 16sen. Dafiir wird der Ansatz R(r) = 7 gewihlt, wodurch sich die charakteristische
Gleichung

EE-1)+EA+p) —m® =0 (3.2.72)

ergibt. Die Losungen davon sind

Sy <H)27 (3.2.73)

womit sich die gewiinschte Losung fiir v # 0 ergibt.

Ist v =0 (also m = 0 und p = 0) tritt Resonanz auf, somit bleibt r>R” + rR' = 0 zu
16sen. Diese Gleichung besitzt die Losungen 1 und In 7, wie beispielsweise durch einfaches
Einsetzen zu sehen ist. ]

'Hier ist mit Argument der Winkel der komplexen Zahl gemeint.

26



3.2 Allgemeine Ldsung

Bemerkung 3.2.9 (Ableitungen von Sy, und T,,,,). Definiere die Ableitungen von Sy,
und T}, durch die Symbole

Gam(r) 1= L2 (3.2.748)
und
Tom (1) == d?;m(r) (3.2.74b)

Hier wird wieder nach den bereits im Satz vorkommenden Kriterien unterschieden. Fiir
v =0 gilt

Coo(r) =0 (3.2.75a)
1
TQ()(?“) = ; (3.2.75b)
Fiir v # 0 und beliebiges m € Z ergibt sich
Com(r) = (—g + v) T R (3.2.75¢)
Tom(1) = (—g — 1/) Pl (3.2.75d)

Fiir n € N und m € Z folgt nach Einsetzen der Ableitungen der modifizierten Bessel-
funktionen laut Anhang A.4 und einer kleinen Rechnung

Cam(r) = rmal (V — —) <\/77") +r2 \/_L,H(\/_r) (3.2.75e)
Tnm(T) = ot (1/ — 5) eV Ky(\/7T> +r2 \/76(,,“ Kyt (\/77") (3.2.75f)

Fiir weitere Losungen der Differentialgleichung mit anderen Leitfahigkeitsverteilungen
in radialer Richtung vergleiche Pidcock [7]. Dort ist zum Beispiel eine Losung fiir
et

6(r) = 01— (3.2.76)

angegeben, allerdings wieder mit den fehlenden Ausdriicken fiir Sp,, und Ty, und mit
der iiberfliissigen Fallunterscheidung, sieche Gegenbeispiele 2.2.2 und 2.2.5.
3.2.5 Zusammensetzen der L6sung
Aus dem Separationsansatz
O (r,0,z) =R(r)-P(0)-Z(2) (3.2.77)

folgt nach Elimination (Zusammenfassung) iiberfliissiger Koeffizienten die allgemeine
Losung

(r,6,2) = > > (Anm Sum(r) + Bum Tom (1)) Pun(6) Zn(2) (3.2.78)
neENg meZ
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

der partiellen Differentialgleichung (3.0.1). Befindet sich » = 0 im Gebiet, wird der Term
mit T, weggelassen, damit die Losung beschrénkt bleibt, also

®(r,0,2) = D> > Aum Sum(r) Pu(6) Zn(2) . (3.2.79)

ne€Ng meZ
Fiir die weiteren Betrachtungen definiere
Um0, 2) = Pn(0) Z,(2) (3.2.80)

und

(f.9)y —/Z 0/9 e £(0,2)9(6,2)d0dz. (3.2.81)

Damit gelten die folgenden Propositionen, welche die Eigenschaften der P,, und Z, auf
die ¥y, libertragen.

Proposition 3.2.10 (Orthonormalitét der ¢y,y,). Die ¥y, sind normiert und paarweise
orthogonal beziiglich des inneren Produkts (f,g) "

Beweis. Sei f € 1, dann gilt

(f, Ynm)y :/ /e £(0,2) Pp(0)d6 Z,,(z)d> (3.2.82)

=(0—f(6,2),Pm) p=:(2)

= (7. Z">z' (3.2.83)

Unter Verwendung der Eigenschaften des inneren Produkts (siehe auch Anhang A.2) gilt
damit

<¢nma7pnm> = < = ((9 = (Pm(a) Zn(z))aPﬁL>P)’Zﬁ>Z

= {(Zpm=ml, Zz), (3.2.84)
= [m =m|[n=n]
Die Normiertheit der v, folgt analog aus der Normiertheit von P, und Z,. O

Proposition 3.2.11 (GleichméBige Beschrénktheit der ¢.,). Die ¥nm, gleichmafig be-
schrdankt.

Beweis. Es gilt

W}nm(avz)‘ = ‘Pm(a)‘ ’Zn(z)‘ . (3'2'85)

Die beiden Faktoren sind nach Propositionen 3.2.2 und 3.2.5 gleichméfig beschrénkt,
somit auch die .. O
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Proposition 3.2.12 (Vollsténdigkeit der ). Jedes f € L&(T x [0, H)) mit %(0) =0
und %(H) = 0 kann durch eine Reihe

> > Com¥um(2) (3.2.86)

meZ ncENg
dargestellt werden.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Vollstdndigkeit der Funktionen P,, und Z, in den
Propositionen 3.2.3 und 3.2.6. ]

3.3 Nicht-gemischte Randbedingungen auf dem Zylindermantel

Es ist nun an der Zeit, die Koeffizienten der allgemeine Losung (3.2.78) beziehungsweise
(3.2.79) aus dem vorherigen Abschnitt so zu bestimmten, dass die Losung die Randbe-
dingungen auf dem Zylindermantel erfiillt.

Es sei dafiir eine Funktion f auf der Mantelfliche M = T x [0, H]| vorgegeben, wobei
T der eindimensionale Torus (siehe Anhang A) ist. & und 3 geben die Art der , Kontak-
tierung“ an, préziser ausgedriickt soll

. do
fl0,2) =ad(R,0,z)+ F6(R)e* E(R’H’Z) (3.3.1)
gelten. Die Ableitung in Normalrichtung auf dem Mantel % entspricht klarerweise der
Ableitung %. B =0 (und « # 0) fithrt zu Dirichlet-Randbedingungen, also zur Vorgabe
des Potentials ® und oo = 0 (und 3 # 0) zu Neumann-Randbedingungen, also zur Vorgabe
der Stromdichte. Fiir den Fall a # 0 und 8 # 0 sind Robin-Randbedingungen, also eine
Linearkombination aus beiden vorhanden. Die Bedingung

at =1 (3.3.2)

ist formal fiir die Berechnung nicht notwendig, allerdings kann dies ohne Einschrankun-
gen angenommen werden (skaliere gegebenenfalls f um einen passenden Faktor).

3.3.1 Aligemeine Vorgangsweise

Um jetzt die Koeffizienten der allgemeinen Losung zu bestimmen, wird zuerst die Funk-
tion f in eine Reihe mit den Basisfunktionen t,,,, entwickelt. Danach erfolgt dann, nach
Einsetzen in die allgemeine Losung ein Koeffizientenvergleich, woraus die Koeffizienten
bestimmt werden konnen, sieche Abschnitt 3.3.3 und 3.3.4.

Fiir die Entwicklung in eine Reihe, wird die Funktion auf die einzelnen Basisfunktionen
Ypm projiziert. Definiere

Unter geeigneten Voraussetzungen fiir die Funktion und fiir die Koeffizienten gilt die
folgende Umkehrformel.
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

Proposition 3.3.1 (Umkehrformel). Sei f € LE(M) und fom € (&, dann gilt

F0,2) =" > famtam(6,2) (3.3.4)

neENg meZ

Beweis. Es sind alle Voraussetzungen der Umkehrformel fiir vollsténdige Orthonormal-
systeme gegeben, vergleiche Satz 3.4.1 beziehungsweise Rudin [9], 9.4. Fiir die gleichmé&-
Bige Beschrinktheit der 1)y, siehe Proposition 3.2.11, und dass diese ein vollsténdiges
Orthonormalsystem bilden, vergleiche Propositionen 3.2.10 und 3.2.12. Noch anzumer-
ken ist, dass Ng x Z isomorph zu 7 ist, also beide enthalten jeweils abzdhlbar unendlich
viele Elemente. O

3.3.2 Fourierentwicklung ausgewahlter Elektrodenkonfigurationen

In diesem Abschnitt werden fiir zwei ausgewihlte Elektrodenkonfigurationen, namlich
Punktelektroden und Rechteckelektroden die Fourierkoeflizienten explizit ausgerechnet.
Sei F die Zylindermantelfléiche, also diejenige Fliache, wo sich unsere Elektroden bedin-
den. Allgemein kann eine beliebige Funktion f € L},(E) auf E als Randbedingung vor-
gegeben werden.
Gibt es einzelne Elektroden an bestimmten Orten F;, so setzt sich f aus der Summe
all dieser einzelnen zusammen, also

£0,2) = 1g,(0,2) fi(6,2) (3.3.5)
el
Damit ergibt sich
fnm = <f> Tpnm>w (3.3.6)
= <(97Z) = Z]lEi(H,Z) fz(Q,Z),T/)nm> (3.3.7)
el "
= ((6:2) = 15,(6,2) fi(6, 2), Yrum) (3.3.8)
el
= e £i(0, 2) Ypm (0, 2)d0dz (3.3.9)
> /],
=:frm,i
=D fumi (3.3.10)
el

Es geniigt also, fiir jede Elektrode tiber die Amplitudenfunktion {iber die Elektronfliche
zu integrieren und zum Schluss alles aufzusummieren.

Gilt

UJE ¢E, (3.3.11)
i€l
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so gibt es Bereiche, die nicht explizit entwickelt werden. Anders ausgedriickt, wird dort
0 dargestellt.

Im Folgenden wird jeweils unterschieden, ob a = 0, 3 = 0 oder v = 0 ist, siehe
Abschnitt 3.3.3 und 3.3.4. Definiere

9(0,2):=e779(0,2). (3.3.12)

Vergleiche auch Abschnitt “4.1 Electrode models* von Pidcock [7].

Punktelektroden

Im Bereich von E; existiere eine Punktelektrode bei (6;, z;), also
fi(0,2) = pi 6(0 — 6;) 6(2 — z) (3.3.13)
mit einem konstanten p; € C. Ist § = 0 oder v = 0, so gilt

fnm,i = <(9a Z) = lEZ(Ha Z) fl(ea Z), wnm>¢,
_ / / € 1:(0,2) (8, 2)d6d

(3.3.14)

-/ / “0:5(0 — 0,) 6(2 — %) Dm0, 2)d0d2

= i€"% Py (0;) Zn(2).
Fiir @ = 0 (oder v = 0) gilt
Foms = ((0:2) = 15,(6,2) Fi(6, ), om )
= ((0.2) = 15,(8.2) 7 £(0.9). Yum),
= // e £i(0, 2) Ypm (0, 2)dOdz (3.3.15)
E;

=[], 000956 T 00

= piPm(0:) Zn(2:).

Rechteckelektroden

Im Bereich von E; existiere eine Rechteckelektrode mit Mittelpunkt (;, z;), Breite w;
und Hohe h;. Die Breite entspricht einem Winkel von 4. Somit ergibt sich

fi(0,2) = pilfg, 9+“’1](0)]1|: h hi](Z) (3.3.16)

Oi—2r Zi— 5 ,%it5"
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

wieder mit einem konstanten p; € C. Ist 8 = 0 oder v = 0, so gilt
= // e’* fi(0, z) Ynm (0, 2)dOdz
E;

2R 21_77'7214' 3

eri’% Zrk%
= Pz’/ . Pm(H)dH/ . e* Zn(z)dz.
0=0;—+% z=z;—

2R

- i b (0.2) 3.3.17
_//Eie ,0@]1[9,-—;”—13701-+ﬂ](9)]1[, hy ﬂ](z)’llz)nm(a,z)dadz ( )

Fiir « = 0 (oder v = 0) gilt
Foms = ((6:2) = 15,6, 2) Fil6,2), Yum )
= <(67 Z) = ]lEi (97 Z) e ” f2(07 Z), wnm>w

= // e £i(0, 2) Ynm (0, z)dOdz
E;

h;

i

S 1
Zpi/ d@/
0 0——

* 2R

(3.3.18)

Die ausgerechneten Integrale sind in Anhang B.1 zu finden.

3.3.3 Losung fiir einen einschichtigen Zylinder

Fiir den einschichtigen Zylinder (r = 0 befindet sich im Zylinder) wurde die allgemeine
Losung bereits in Abschnitt 3.2 hergeleitet. Diese lautet

(r,6,2) = Y > A Sum(r) Ym (6, 2) (3.3.19)

neENg meZ
Sei eine Funktion f auf dem Zylindermantel M gegeben, und es soll fiir (6,z) € M

£0,2) = a (R, 0, 2) + B6(R) %(R,H,z) (3.3.20)

gelten. Die Berechnung der Koeffizienten der allgemeinen Losung gibt der folgende Satz
an.

Satz 3.3.2 (Berechnung der Koeffizienten). Seiy = 0 (konstante Leitfihigkeitsverteilung
in z-Richtung), B = 0 (Potential vorgegeben) oder o = 0 (Stromdichte vorgegeben), und
sei weiters fiir 3 =0 oder v =10

fnm = <f7 wnm>¢ (3321&)
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3.3 Nicht-gemischte Randbedingungen auf dem Zylindermantel

und fir « =0 (oder v=10)

Jrm = <f77/}nm>w (3.3.21b)
mit
F(0,2) =€ £(0,2). (3.3.21¢)
Es gilt
Anm = frm (@ Sm(R) + BE(R) Gun(R)) ™", (3.3.22)

sofern die Inversion durchfiihrbar ist.

Fiir andere, allgemeine Kombinationen von v, o und f ist keine Losung auf diese Weise
zu berechnen, da

<(97 Z) = e7* wnm(97 Z),¢ﬁ771> 7é [(n7m) = (ﬁ,ﬁl)] (3.3.23)

ist. Die auftretenden Funktionen sind also nicht mehr orthogonal und damit wire fiir
die Bestimmung der A, ein (sehr grofles) Gleichungsystem zu lésen. Dieses Problem
ist dhnlich zu dem spéter beschriebenen Problem der gemischten Randbedingungen.

Beweis des Satzes. Ist v =0, so gilt

fﬁﬁm = <fa ¢ﬁﬁ’b>¢ = <Oé q)(R, 9’ Z) + B&(R) %(R’ 9’ Z)a ¢ﬁ771>
Y
= 3" Aun (@ Sum(R) + B6(R) Gum(R)) (W, Vi) (3.3.24)
ne€Ng meZ
= Az (a Sim(R) + B6(R) G (R))
und umgekehrt auf der Mantelfliche
QD(R,6,2) + Fo(R,0,2) ST (R.0,2) =
= Z Z fnm T,Z)nm(H,Z) = f(aaz) .
neENg meZ
Fiir 8 =0 gilt
faim = (fs ¥am)y = (@ ®(R,0,2), Vi),
= Z Z Anma Snm(R) <¢nma ¢ﬁ771> (3_3_26)
neNg meZ
= Amma Sum(R)

33



3 Analytische Losung fiir den Zylinder

und umgekehrt auf der Mantelfliche

do
ad(R,0,2)+ po(R,0,z) E(R, 0,z) =

nelNg meZ

= SN famum(8.2) = £(6,2).

neENg meZ

Fiir o = 0 gilt

d
fam = (7 Yam), = <€V25 o(R)e™ 5(37972)7¢ﬁm>w

= 3N 4B (R) Gum(R) (Y. ) (3.3.28)

neNo meZ
= B 6 (R) Gin(R)
und umgekehrt auf der Mantelfliche
de
dr
= 3= > AunBE(R) O Gun(R) v (6. 2) (3329)

neENg meZ

= 3> fum Yam(0.2) = 7% [(0,2) = (0. %).

neENg meZ

ad(R,0,2)+ B0(R,0,2) —(R,0,2) =

O

Bemerkung 3.3.3. Ist die Inversion im Satz nicht méglich, ist das System unterbestimmt.
Es kann mindestens ein Koeffizient frei gewahlt werden.

Fiir die in dieser Diplomarbeit beschriebenen Konfigurationen tritt dies nur bei a = 0
und 3 # 0 (reine Neumann-Randbedingungen) fiir den Koeffizienten Agyy ein. Da dabei
die Ableitung von ® vorgegeben wird, ist klarerweise auch ®(R, 0, z) + ®¢ mit ¢ € C
eine Losung.

Physikalisch gesehen ist das auch klar, weil durch Anlegen von reinen Stromelektroden
sich das Potential noch um eine Konstante unterscheiden kann.

3.3.4 Losung fiir einen mehrschichtigen Zylinder

Gegeben sei also ein mehrschichtiger kreisférmiger Zylinder, das heifit, der Zylinder be-
steht aus mehreren kreisringférmigen Zylindern. Die nachfolgenden Betrachtungen sind
fiir einen Zylinder mit L Schichten (Layern) und den Radien

0=RO <R «...<RIH_R (3.3.30)

angegeben. Fiir Schicht ¢ gilt dabei R < r < R,
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3.3 Nicht-gemischte Randbedingungen auf dem Zylindermantel

Es bekommt nun jeder Schicht eine eigene (radialsymmetrische) Leitfihigkeitsvertei-
lung

~ muss in allen Schichten gleich gew#hlt werden, ansonsten ist keine Losung in der
hier beschriebenen Weise moglich. Die 64 kénnen fiir jede Schicht beliebig (vergleiche
Abschnitt 3.2.4) gewéhlt werden.

Fiir die einzelnen Schichten ¢ € {1,2, ..., L} wird je eine allgemeine Losung @l (r, 6, 2)
angesetzt, siehe Abschnitt 3.2. Fiir die innerste Schicht £ = 1 lautet diese

(r,0,z) Z Z A S () 4 (8, 2) (3.3.32a)

neENg meZ

da sich r = 0 im Gebiet befindet. Fiir die anderen Schichten ¢ € {2,..., L} gilt

ol(r,0,2) = 3= = (Alf, S, (r) + B TH.0)) Yo (9,2). (3.3.32b)

ne€Ng meZ

An den Grenzflichen der einzelnen Schichten sollen die folgenden Bedingungen gelten.
Fiir alle Grenzflichen im Inneren sollen das Potential und die Stromdichte stetig iiber
gehen. Das heifit also, fiir £ € {1,...,L — 1} und fiir alle (6, z) soll

ol <Rm,9,z) — plt+1] <Rm,9,z) (3.3.33)

und

5l (Rm) di“(ma 0 ) _ slevy <Rm> ewz$

T T

(R["L 0, z> (3.3.33D)

gelten. In der letzten Gleichung kann dabei auf den Faktor e7* verzichtet (wegkiirzen)
werden. Auf der duflersten Schicht, welche gleich der Mantelfliche des Zylinders ist,
werden wieder Elektroden in Form einer Funktion f angelegt, also

(L]
7(6,2) = a®(R,0,2) + B6H(R) %(R, 0,z). (3.3.33¢)

Satz 3.3.4 (Berechnung der Koeffizienten). Seiy = 0 (konstante Leitfihigkeitsverteilung
in z-Richtung), B = 0 (Potential vorgegeben) oder o = 0 (Stromdichte vorgegeben), und
sein € Ng und m € Z. Definiere die Vektoren

Al
A
B2,
Xom = | (3.3.34)
AlH
B
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

und
0
0 (3.3.35)
frm
Sei weiters fiir 6 =0 oder v =0
fom = (f, wnm>w (3.3.36)
und fir « =0 (oder y=10)
fnm = <f7 wnm>w (3.3.37)
mit
F0,2) =e 7 f(6,2). (3.3.38)

Definiere die Matriz A, durch die folgenden Blocke, die laut Abbildung 3.1 zusammen-
gesetzt werden. Fir die Blicke der innersten Grenzschicht £ =1 gilt

Si, (RIYY
(1] — nm
e (6 W (RW) ¢l (R) (3.3.39)
und
_S[Q} (R[l}) _T[Q] (R[l])
(1] — nm N
o <— s2(RMY ¢ (RIY)  — 62 (RIY) 712, (RO ) (3.3.39b)

fiir die der mittleren Grenzschichten ¢ € {2,...,L — 1}

q

4 (Rl 4] (ple]
6] — Snm(R ) Tnm(R )
Viim = <&m (RY) ¢, (R1O)  510(RID) 711, (RI) (3.3.39¢)

und

_ gttt ple _ it plg
(- nm (RY) T " (RU)
Wim = <_ sl (RIO) clet] (RIY) - sl+1(RI) 7] (RUY) (3.3.39d)

und fiir die des Zylindermantels £ = L

VIEL = (a SIEL(RIM) + g olt) (RIV) ¢fF) (RIL) ) (3.3.390)
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3.3 Nicht-gemischte Randbedingungen auf dem Zylindermantel

ol

vELIE WL 0
2

(< 2 0
1L—1

(L] (1] 0
{2}

L ikl Frm

Abbildung 3.1: Gleichungssysteme A, Xpnm = Fnm fiir mehrschichtigen Zylinder und
nicht-gemischten Randbedingungen

und
Wit = (a Tl (RI) + p6lE) (RIH) 715 (RIL) ) (3.3.39¢)

Es gilt, die Koeffizienten App, und By, konnen durch Losen des linearen Gleichungs-
systems

-Anm/l)nm = fnm (3340)

bestimmt werden, sofern die Inversion durchfihrbar ist.

Bemerkung 3.3.5. Ist die Inversion des Gleichungsystems nicht moglich, so kann mindes-
tens ein Parameter frei gewihlt werden. Es gilt das Gleiche wie im Fall des einschichtigen
Zylinders, siche Bemerkung 3.3.3. Dies tritt ebenfalls wieder fiir n = 0 und m = 0 ein.

Fiir eine Darstellung der zusammengesetzten Matrizen in Blockform beziehungsweise
fiir die Félle L = 2 und L = 3 siche Anhang B.4.

Beweis des Satzes. Sei £ € {1,2,..., L}. Wird das innere Produkt (-, -),, von ol(r, 0, 2)
und Y55 gebildet, so folgt wegen der Orthonormalitét

<q)[1] (r,0,2), m>w = Al gl () (3.3.41a)
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

und
(91,6, 2), ﬁm>¢ = AL SEL(r) + BYL TEL () (3.3.41b)
fir ¢ € {2,...,L}. Analog gilt
doll
<6[1](T) ——(r.0,2), m> = A 6l (r) G () (3:3.422)
v
und

g
<0W(r) d:ia (r,0,2), ﬁm> AU 5106y (1) + B 610y 7 (1) (3.3.42D)
P

fir ¢ € {2,..., L}. Durch Einsetzen der Grenzbedingungen (3.3.33a) und (3.3.33b) folgen
die ersten 2L Zeilen des Gleichungsystems.

Die letzte Zeile des Gleichungssystems folgt, wie dies bereits beim einschichtigen Zy-
linder, siehe Satz 3.3.2 der Fall war, aus der Bedingung fiir die Elektroden (3.3.33¢c). Da
die Rechnung analog verliuft, wird diese hier ausgelassen. U

3.4 Verallgemeinerung von Fourierreihen

Fiir f € LL(F) definiere die Fourierkoeffizienten durch

o~

fn) = (f,on)p, (3.4.1)
(,

vergleiche Kapitel 4 von Rudin [9]. (-, -) ; ist dabei ein geeigentes positiv definites inneres
Produkt auf E. Die ¢, sind orthonormal beziiglich diesem. Die zugehorige Fourierreihe
von f ist

S Fn) enlt) (3.4.2)
nez
und ihre Partialsummen sind
N o~
= Y F(n)enlt) (3.4.3)
n=—N
Ist B = [—m, 7], pn(t) = \/%emt und
)= [ 1050, (3.4.4)
dann gilt fiir ein f € L,(E)
Jim |~ sxll, =0, (3.4.5)
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3.4 Verallgemeinerung von Fourierreihen

das heifit die Fourierreihe konvergiert im L2-Sinne gegen die urspriingliche Funktion.
Anders ausgedriickt, es gilt

Ft) =" F(n) gnlt) (3.4.6)
neZ
fast iiberall.
Das nachfolgende Satz stellt eine leichte Verallgemeinerung der normalen Umkehr-
formel fiir Fourierreihen dar, da allgemeinere Basisfunktionen verwendet werden. Die
Beweisidee bleibt jedoch die gleiche, vergleiche Abschnitt 9.4 von Rudin [9].

Satz 3.4.1 (Umkehrformel). Sei {¢n}, oz ein vollstindiges Orthonormalsystem beziig-
lich

)= [ 1050, (347)
und die p, gleichméfBig beschrinkt, das heifit fir alle n € Z gelte
lon(t)] < C < . (3.4.8)
Sei f € L&(E) und fe (&, dann gilt
F£) =" F(n)gn(t) (3.4.9)
nez
fast tiberall.
Beweis. Setze
9(t) =" f(n) en(t). (3.4.10)
neZ
f € €} heifit
3 ‘f(n)‘ < o0, (3.4.11)
nez
und damit gilt
901 < 3 [Fm)|len®) < €3 )| < . (3.4.12)
neZ nez

Die Reihe g konvergiert also gleichméflig. Somit ist g stetig und die Fourierkoeffizienten
lauten

(g, 0n) = /E <Z Fn) <pn(t)> o)t (3.4.13)

ne’z
ZT;Z< (n) /E on(t) sok(t)dt> (3.4.14)
=y F(0) {ns 1) o (3.4.15)
neZ
= f(k). (3.4.16)
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

f und ¢ haben also die selben Fourierkoeffizienten, also gilt f = ¢ fast iiberall. Die
Fourierreihe von f konvergiert also fast tiberall gegen f. O

Sei nun F ein Gebiet mit einer Zerlegung

E=E, (3.4.17)
el
in disjunkte Teile und f eine (komplexwertige) Funktion auf E. Ziel ist es, f auf den
verschiedenen F; durch Reihen der Form

gi(t) :== Z a(m) b;(m) om(t) (3.4.18)

meZ

darzustellen, wobei die Koeffizienten a(m) fiir alle Reihen gleich, die b;(m) gegebene
Koeffizienten und die ,, geeigenet gegebene Basisfunktionen sind.

Wird das Gebiet in zwei Teile geteilt, so sind solche Konstrukte in Sneddon [10],
”Chapter V” unter dem Begriff dual series equations zu finden. Fiir spezielle Geometrien
und spezielle Wahl der b;(m) sind dort auch geschlossene Losungen angegeben. Die-
se beruhen auf dem Finden von geschlossenen Ausdriicken von Summen, welche unter
anderem die b;(m) enthalten und auf dem Finden der Lésungen von den anschliefend
auftretenden Integralgleichungen. Weiters gibt es dort auch Losung fiir eine Aufteilung
des Gebiets in drei Teile, sieche Sneddon [10], Chapter VI. Diese sind unter dem Begriff
triple series equations zu finden. Der hier wird vorgestellte Ansatz wird mit Multiple
Reihengleichungen?® bezeichnet.

Fir D C E definiere

(fr9)p == {t—1p(t) f(£),9) - (3.4.19)
Es gilt die folgende Aussage.

Satz 3.4.2. Sei eine Zerlegung von E in endlich viele, messbare und paarweise disjunkte
FE; gegeben. Fiirn € 7Z sei @, € L%;(E), sodass {on },cq €in Orthonormalsystem beziiglich

(-,-) bilden. Sei g; wie oben definiert, f € LL(FE) mit Fourierkoeffizienten f\(n) und darf
die Summation mit der Bildung des inneren Produkts vertauscht werden, dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(1) Firiel undte E; gilt
f(t) = gi(t) (3.4.20)
fast tiberall.

(2) Fiir alle n € 7 gilt

o) =3 alm) 3" by(m) (9 n) s, - (3.4.21)

meZ jel

2Englisch ?multiple series equations”
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3.5 Gemischte Randbedingungen auf dem Zylindermantel

Beweis. (1) = (2). Es gilt

p (3.4.22)

= <Zwmmm%wQ
el FE,

mez

- Z a(m) Z bi(m) <‘~Pma (Pn>EZ. .

meZ iel
(2) = (1). Seii € [und t € E;

£ =3 Fn) ealt)

neZ

= Z Z a(m) Z b](m) <<Pm7 SOn>Ej “P"(t)

neEZ mez jel

=D alm) Y bi(m) Y (t = Lp,(t) e (t) on) p onlt)

meZ jel neZ

= Z a(m) Z b](m) Z ]1Ej (t) Spm(t)

meZ jel neZ

= 3" a(m) bi(m) gun(1)

meZ
= gi(t) . O

Bemerkung 3.4.3. Fiir diese Arbeit wird der Fall, dass das Skalarprodukt von einem
Integral, also

mezéme&um, (3.4.23)

wobei \(t) das Lebesque-Maf ist, kommt, interessant sein. Gleichung (3.4.20) gilt dann
fast iiberall.

Um den Satz anwenden zu koénnen, ist im konkreten Fall noch die Vertauschbarkeit
von Summation und Bildung des inneren Produkts nachzuweisen.

3.5 Gemischte Randbedingungen auf dem Zylindermantel

Ziel in diesem Abschnitt ist es wieder die Koeffizienten der allgemeinen Losung (3.2.78)
beziehungsweise (3.2.79) zu bestimmen. Dabei wird jetzt aber der Zylindermantel in ver-
schiedene Bereiche eingeteilt, wo jeweils verschiedene Kontaktierungsbedingungen gelten.
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

Solche Situationen treten in der Praxis sehr héufig auf. Werden beispielsweise auf dem
Zylinder zwei Elektroden, auf denen das Potential vorgegeben ist, angebracht und die
restliche Mantelfliche nicht kontaktiert, so gibt es zwei Bereiche mit Dirichlet-Randbe-
dingungen (nédmlich die Elektroden) und einen Bereich mit Neumann-Randbedingungen
(der Rest).

Sei nun also M = T x [0, H] die Mantelfliche des Zylinders, wobei T" wieder der
eindimensionale Torus ist, siehe Anhang A. Dieses Gebiet wird in disjunkte Teile M; mit
1 € I zerlegt, also

M = H M;. (3.5.1)
i€l
Fiir jedes dieser M; gebe es Parameter «; und ; und eine Funktion f;, welche auf dem
entsprechenden Teil des Mantels, also (0, z) € M; laut

fi(0,2) = a; ®(R,0,2) + B 6(R) e'* %(R, 0,z) (3.5.2)

vorgegeben wird.

3.5.1 Losung fiir einschichtigen Zylinder und gemischten Randbedingungen

Die allgemeine Losung fiir den einschichtigen Zylinder wurde bereits in Abschnitt 3.2
hergeleitet. Diese lautet

(13(7“, 0, Z) = Z Z Anm Snm(r) wnm(‘97 Z) s (3'5'3)

nelNg meZ

da sich r = 0 im Gebiet befindet. Fiir das Losen dieses Problems wird die in Abschnitt 3.4
hergeleitete Erweiterung der Multiplen Reihen Gleichungen verwendet.
Definiere die Einschrankung des inneren Produkts auf M; durch

<f7g>Mi = ((0,2) — ]lMi(‘g?Z) f(97z)7g>¢ . (3.5.4)

Seien wie oben f;, a; und (§; gegeben. Es gilt der folgende Satz.

Satz 3.5.1 (Berechnung der Koeffizienten). Sei fiir jedesi € I 3; =0 oder a; = 0, oder
sei v = 0. Sei weiters

fnm = anm,zﬁ (355)

i€l
wobei die fnm i wie folgt ermittelt werden. Ist B; = 0 oder v = 0 sei

und ist a; = 0 (oder v =0)

Ffami = <ﬁ,¢nm>M (3.5.7)

i
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3.5 Gemischte Randbedingungen auf dem Zylindermantel
mit
fi(0,2) = 7% £:(0, 2). (3.5.8)
Definiere die a; in allen Faillen durch
ai(n,m) = & Spm(R) + B; 6(R) Cum(R) - (3.5.9)

Es gilt, die Koeffizienten Ay, konnen durch Losen des Gleichungssystems

A= Y > Aum Y ai(n,m) (Ynm, Vi) g, (3.5.10)

neENg meZ el

bestimmt werden.

Beweis. Ist v = 0, so gilt fiir (6, z) € M;

fz(ea Z) = Oy q)(R, 9’ Z) + ﬂz U(R’ 9’ Z) (il_q)(R’ 9’ Z)
= 57 ST A (@ Sum(R) + 5 6(R) Gun(B) o (6,2) . (351D
n€Ng meZ —ai(n,m)

fir 8; =0 und (0,z2) € M;

fi(0,2) = 0; ®(R,0,2) + Bi0(R,0,2) i—q)(R, 0, z)

Z ZAnmaz ' (R) Ynm (0, 2) (3.5.12)

neENg meZ —ai(n,m)

und fiir ; =0 und (6, z2) € M;

e 7 fi(0,z) =e % (ai O(R,0,z) + Bio(R,0,z) %(R,G, z)>

(3.5.13)
= Anm Bz Cnm( ) wnm(av Z) .
Wegen (3.5.5) gilt fiir alle (0,z) € M
fi8.2) = 111, (8.2) (0. 2) (3.5.14)

Darf die Summe mit dem inneren Produkt vertauscht werden, so sind damit die Vor-
aussetzungen von Satz 3.4.2 erfiillt, und es folgt das beschriebene Gleichungsystem. [
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

3.5.2 Losung fiir mehrschichtigen Zylinder und gemischten
Randbedingungen

Es sei wieder, wie schon in Abschnitt 3.3.4 ein mehrschichtiger kreisformiger Zylinder
gegeben. Fiir den Zylinder mit L Schichten seien die Radien durch

0=RO <Rl «... <RI =R (3.5.15)

gegeben, fiir Schicht ¢ gelte R < r < R und fiir jede Schicht sei die Leitfihigkeit
durch

ol(r,0,2) =l (r)er. (3.5.16)

gegeben.
Fiir die einzelnen Schichten ¢ € {1,2,..., L} wird wieder je eine allgemeine Losung
Pl (r,0, z) angesetzt, siehe Abschnitt 3.2. Fiir die innerste Schicht ¢ = 1 lautet diese

(r,6,2) Z Z A SO (1) 4hn (6, 2) (3.5.17a)
neENg meZ
da sich r = 0 im Gebiet befindet. Fiir die anderen Schichten ¢ € {2,..., L} gilt
al(r,0,2)= 3 % ( Al g —|—BT[§,LT,[L€J,L(T‘)> Dm0, 2) . (3.5.17b)
n€lNg meZ

An den Grenzflichen der einzelnen Schichten sollen die folgenden Bedingungen gelten.
Fiir alle Grenzflichen im Inneren sollen das Potential und die Stromdichte stetig iiber
gehen. Das heifit also, fiir £ € {1,...,L — 1} und fiir alle (6, z) soll

ol <Rm,9,z) — plt+1] <Rm,9,z) (3.5.182)
und
14 _ dol _ dol+]
o (Rm) P <Rm o z) = 5lt+1l <Rm> T(Rmﬁ,z> (3.5.18b)

gelten. In der letzten Gleichung kann dabei auf den Faktor €7* verzichtet (wegkiirzen)
werden. Auf der duflersten Schicht, welche gleich der Mantelfliche des Zylinders ist,
werden wieder Elektroden mittels Parameter a; und £; und durch Funktionen f; auf
dem Abschnitt M; angelegt. Fiir (6,z) € M; gilt also

(L]
fi(0,2) = oy (R, 0, 2) + B 61H(R) €77 %(R, 0,z). (3.5.18¢)

Es gilt der folgende Satz.
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3.5 Gemischte Randbedingungen auf dem Zylindermantel

Satz 3.5.2 (Berechnung der Koeffizienten). Sei fiir jedesi € I 3; =0 oder a; = 0, oder
sei v = 0. Sei weiters

fnm = anm,zﬁ (3519)

el

wobei die fnm; wie folgt ermittelt werden. Ist 3; = 0 oder v =0 sei

frm,i = (fis Unm) u, (3.5.20)
und ist c; = 0 (oder v =0)
Fomi = (Fortbum) (3.5.21)
mit
fi(0,2) = e f;(0,2) . (3.5.22)
Definiere die a; durch
ai(n,m) = a; SEL(R) + B; 6™ (R) (L (R) (3.5.23)
und die b; durch
bi(n,m) == oy Ty (R) + 6 61 (R) Ty (R) . (3.5.24)

Weiters definiere die Matrix Anm lout Abbildung 3.2, wobei die Blocke der innersten
Grenzschicht £ = 1

(1] (p[1]
[ _ Srim (RM)
e <6 (RO ¢k, (RIV) (3.5.250)
und
_ g2 (p 2
1 — Snm(R ) Tnm(R )
e <— s21(RM) ¢ (RIY)  — 602 (RIY) 712, (RI) ) (3.5.25b)

und die der mittleren Grenzschichten ¢ € {2,...,L —1}

€] ] 4 (Pl
Y (6[’4 (R (1, (R 510(RI) 711, (RIY) (3.5.25¢)

und

_ ale+] [4] ] [
e <— sl (RIY (A (RIGY  — gler (RI) AL (Ri0) (3.5.25d)
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

lauten. Definiere noch den Vektor

A,
Al
B,
K = | (3.5.26)
Al
Bi
und
Ua(n,m, 71, ) = ai(n,m) (Cnm, Yiim) ay, (3.5.27a)
el
und
Uy(n,m, 7, m) = bi(1, 1) (W, Yrim) py, - (3.5.27b)
el

Es gilt, die Koeffizienten A und By, kdénnen durch Ldsen des linaren Gleichungs-
systems bestehend aus

fiir ein m € Ng und m € Z und aus den Gleichungen

nm — Z Z Anm Ua(n,m,ﬁ,ﬁb) + Ban/{b(n,TI’L,ﬁ,?’ffb) (3529)
n€lNg meZ

bestimmt werden.

Beweis. Sei £ € {1,2,...,L}. Wird wieder, wie dies schon beim nicht-gemischten Rand-
wertproblem im Beweis von Satz 3.3.4 der Fall war, das innere Produkt (-,->w von

3 (r, 0, z) und 155 gebildet, so folgt wegen der Orthonormalitit

<¢{1] (.0, 2), m>¢ ) (3.5.30a)
und
(@10r.0.2), bm )| = AL S5 (r) + BUL T (r) (3.5.30b)
fir ¢ € {2,...,L}. Analog gilt
ol
<a“l<r> = (6,2) m> = Ak () G () (8.5.31a)
¥
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3.5 Gemischte Randbedingungen auf dem Zylindermantel

(1]
nm
|| - Whh ) 0
2
e o 0
{,[L-1
i o 0
(L]
nm
Anm Xnm 0

Abbildung 3.2: Gleichungssysteme A, Xnm = 0 fiir mehrschichtigen Zylinder und ge-
mischten Randbedingungen

und

4]
<‘““<r> T (r.6.2), m> = Al 619r) UL (r) + BYL 6 A () (35.310)
T
¥

fiir £ € {2,..., L}. Durch Einsetzen der Grenzbedingungen (3.5.18a) und (3.5.18b) folgen
die Teile

des Gleichungsystems.

Die anderen Gleichungen folgen, wie dies bereits beim einschichtigen Zylinder, siehe
Satz 3.5.1 der Fall war, aus der Bedingung fiir die Elektroden (3.5.18¢). Da die Rechnung
analog verlduft, wird diese hier wieder ausgelassen. U

3.5.3 Das Problem mit Punktelektroden

Fiir Punktelektroden bei gemischten Randbedingungen ist die im vorherigen Abschnitt
beschriebene Methode leider nicht geeignet, wenn die zugehoérigen Parameter v und
nur fiir diesen einen Punkt verschieden von denen der Umgebung sind. Der Grund ist,
dass bei der Bildung des inneren Produkts (-,-)y einzelne Punkte keine Rolle spielen,
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3 Analytische Losung fiir den Zylinder

da dieses von einem Integral stammt. Sie bilden eine Nullmenge, deshalb gilt fiir einen
Punkt (0, z,) € M

(Gp,zp) < 9 = l(Gp,zp)(ea Z) f(ea Z),g>w
H 2
_ / O 1(0,2) 15, ..)(6, 2) 90, 2)d0d
—0.Jo

=0 (3.5.33)
— / e £(0,2)9(0,2)dodz
z=zp J 0=0p

Il
o

sofern f und ¢ beschrinkt sind. Das war in den vorherigen Abschnitten bei der Bestim-
mung der Systemmatrix immer der Fall, da f und g jeweils verschiedene v, waren.
Punktelektroden sind dann méglich, wenn es eine ganze Umgebung gibt, in der diese
Punktelektroden liegen. Dann steckt der Anteil der Punktelektroden in den Fourierko-
effizienten und nicht mehr in der Systemmatrix.
Eine andere Moglichkeit um dieses Problem - zumindest bei der Ndherungslosung, also
im endlichen Fall - zu 16sen, wird in Abschnitt 4.1.3 gezeigt.
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Kapitel 4

Naherungslosung fiir den Zylinder

Fiir die im vorherigen Kapitel 3 hergeleitete analytische Losung ist es im Allgemeinen
nicht moglich eine Implementierung in einer geeigneten Software (GNU Octave bezie-
hungsweise Matlab®) zu erstellen. Dies kommt von den darin vorkommenden unendli-
chen Reihen und Gleichungsystemen mit unendlich vielen Variablen.

Eine Moglichkeit aus der gewonnenen analytischen Lésung eine Implementierung zu
bekommen, ist diese durch eine N#herungslosung mit nur endlich vielen Summanden
(Partialsummen der Reihen) beziehungsweise Variablen zu ersetzen. Diese Vorgangsweise
wird hier beschrieben.

4.1 Beschreibung der Gleichungssysteme und
Konvergenzbetrachtungen

In diesem Abschnitt werden die Naherungslésungen fiir die einzelnen Fille nicht-gemisch-
te und gemischte Randbedingungen, sowie Zylinder mit einer Schicht und mit mehreren
Schichten beschrieben. Bei den gemischten Randbedingungen gibt es einen weiteren Ab-
schnitt, der sich der Behandlung von Punktelektroden widmet. Weiters sind Sétze fiir
die Konvergenz der Naherungslosung zur analytischen Losung zu finden.

Sei N € Ng und M € Ny. Setze N ={0,... , N} und M ={-M,...,-1,0,1,...,M}.
In diesem Abschnitt sei n € N und m € M fiir die einzelnen vorkommenden Gréfien
vorausgesetzt. Bezeichne die Ndherungslosung fiir (N + 1)(2M + 1) Koeffizienten mit
® N und die Koeffizienten mit Ay, yar und By N

Bemerkung 4.1.1. Die Einschrankung der n und m muss nicht in der oben beschriebenen
Weise erfolgen. Es konnen auch andere Teilmengen von Ny beziehungsweise Z verwendet
werden. Die obigen Mengen sind jedoch sinnvoll, da der Betrag der verallgemeinerten
Fourierkoeffizienten | fy;,| im Allgemeinen mit steigenden N und |M| abnimmt.

Die Symmetrie bei den m fithrt dazu, dass reellwertige Randfunktionen f auch Néhe-
rungen aus reellwertige Funktionen besitzen.
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4 Niherungslosung fiir den Zylinder

4.1.1 Nicht-gemischte Randbedingungen

Es werden hier die analytischen Losungen aus Abschnitt 3.3 verwendet. Zuerst wird
ein einschichtiger Zylinder betrachtet. Die zugehorige Losung beschreibt Satz 3.3.2. Die
Naherungslosung ergibt sich durch Ersetzen der unendlichen Reihe in der Lésung durch
ihr Partialsumme, das heifit, die Naherungslosung lautet

neN meM

Die Berechnung der Koeffizienten folgt laut dem folgenden Satz.

Satz 4.1.2 (Ndherungslosung fiir den einschichtigen Zylinder). Fiir die Einschrdnkungen
n € {0,...,N} und m € {—=M,..., M} gilt Satz 3.3.2, und fir die Koeffizienten gilt
unabhdngig von den gewdhlten N und M

ANt = Anm. (4.1.2)

Die Naherungslosung ® ypr konvergiert fiir N — oo und M — oo gegen die analytische
Lésung ®.

Beweis. Die Ay, berechnet sich aufgrund der Orthogonalitit nur von Ausdriicken, die
ebenfalls nur von denselben n und m abhéngen. Damit ist die Einschrankung durch
Weglassen der nicht gewollten Ausdriicke moglich.

Durch Veréindern der N und M &ndern sich die Koeflizienten nicht. Es werden nur
mehr oder weniger von diesen berechnet.

Die Konvergenz ist klar, da es sich bei der Néherungslésung um die Einschrinkung
auf die Partialsummen der unendlichen Reihe handelt. ]

Fiir einen mehrschichtigen Zylinder mit L Schichten lauten die, ebenfalls mittels Er-
setzen der unendlichen Reihen durch ihre Partialsummen erhaltenen Losungen fiir die
innerste Schicht ¢ =1

q)g\lf]M(T 6 Z Z Z AnmNM nm( )wnm( ) (4'1'33)

neN memM
und fiir die anderen Schichten ¢ € {2,..., L}
¢ ¢ ¢
O (0:2) = D D (Al war S ) + Bl sy TL()) Y (6,2) . (4.1.3b)
neN memM

Es gelten die folgenden Aussagen.

Satz 4.1.3 (Nidherungslosung fiir den mehrschichtigen Zylinder). Sei ¢ € {1,...,L}.
Fir die Einschrinkungenn € {0,...,N} undm € {—M, ..., M} gilt Satz 3.5.4, und fir
die Koeffizienten gilt unabhdngig von den gewdhiten N und M

AL v = Al (4.1.4a)
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4.1 Beschreibung der Gleichungssysteme und Konvergenzbetrachtungen

und
BY =B, (4.1.4b)
0

Die Niherungslosungen ®;,, konvergieren fiir N — oo und M — oo gegen die analy-
tische Lisung ®1Y.

Beweis. Analog zum Beweis vom vorherigen Satz 4.1.2. O

4.1.2 Gemischte Randbedingungen

In diesem Abschnitt wird die Ndherungslosung des gemischten Randwertproblems be-
handelt. Es werden die zugehorigen analytischen Losungen von Abschnitt 3.5 verwendet.

Zunichst folgt die Betrachtung des einschichtigen Zylinders. Die Ndherung ergibt sich
wieder durch Ersetzen der unendlichen Reihe der analytischen Losung durch ihre Parti-
alsumme. Die Naherungslosung lautet

@NM(n ‘97 Z) = Z Z Anm,NM Snm(r) ¢nm(97 Z) ; (415)
neN mem

also gleich wie beim nicht-gemischten Randwertproblem. Allerdings werden die Koeffi-

zienten anders berechnet. Dariiber gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 4.1.4 (Berechnung der Koeffizienten fiir den einschichtigen Zylinder). Seien die
Voraussetzungen wie in Satz 3.5.1, allerdings mit den Finschrinkungen n € {0,..., N},
me{-M,.... M}, ne{0,...,N} und m € {—M,...,M} gegeben, dann kinnen die
Koeffizienten Aym vy durch Losen des Gleichungssystems

nm — Z Z Anm,NM Zai(n,m) <¢nmawﬁffL>MZ (416)
neN meM iel

bestimmt werden.
Die Naherungslosung @y konvergiert fiir N — oo und M — oo gegen die analytische
Lésung ®.

Beweis. Fur Uy, Uy, Vi, Vi, € 7 definiere den Operator

GUW U Vi Ve L— (4.1.7)
durch
Fm= > O Zpm > ai(n,m) Pnm, Vam)y, (4.1.8)
neUy, meUnm el

fir n € V,, und m € V,,. Setze N ={0,...,N} und M = {—M, ..., M}. Definiere
A = Gr M, (4.1.92)
B = Gy 2\ MN M (4.1.9b)
C = Gy M No\W,2\M> (4.1.9¢)
D = GNy\W,2\M,No\N, Z\ M (4.1.9d)
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4 Niherungslosung fiir den Zylinder

und fiir Ny > N und M1 > M

By = Gio,. MW =My, My PMN, Mo (4.1.9¢)
CNlMl = GN7M,{0,...,Nl}\N7{—M17...,M1}\M) (419f)
DNlMl = G{07"'7N1}\N7{7M17"'7M1}\Mv{owle}\N,{*Ml,---7M1}\M' (419g)

Sei
f.= (fnm)ng/\ﬂme/\/( (4.1.10&)

und
8 = (fam)neNo\W mez\M » (4.1.10b)

dann kann das Gleichungssystem fiir die Losung ® mit Koeffizienten A, als

(¢ ) (3)=(s) (a1

X = (Anm)pen mem (4.1.12a)

geschrieben werden, wobei

und

Y = (Anm)nelNo\N,mEZ\M (4.1.12b)

ist. Fiir die Naherungslosung @y gilt
A B\ (Xym) _ (f
<C D)( Y >_ (0) (4.113)

XNM = (AnmvNM)neN,mEM s (4114)

mit

also AXyy =f1.
Betrachte nun das System

o o) (W) = (6)
= 4.1.15
(CNlMl Dy ) \Y Ny 0 ( )
mit
XN1M1 = (AnmleMl)neN,mEM (4116)
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4.1 Beschreibung der Gleichungssysteme und Konvergenzbetrachtungen

und

YN = ([n < Nyund m < Ml] A"mleMl)ne]No\N,meZ\M (4.1.17)

Ist Ny = N und M; = M, so ergibt sich das Gleichungsystem fiir ®n ;. Geht Ny — oo
und M7 — oo, so wird das System

£ 260

gelost. Mittels Inversionslemma von Anhang A.5 gilt

Xooo A1+ A 'BMICA-! —A-BM\ /f
<Yoooo> - ( ~BM-!CA-! M1 > <0> (4.1.19)
(A A eA, o
mit
M=D-CA"'B. (4.1.21)

Analoges gilt fiir X, a7, und Y n, a7, . Fiir die Norm der Differenz der Koeffizienten folgt

HXOOOO - XNlMl H

< HA*l +AT'BMICA T — AT = A*lBNlMlM]‘V}MICliA“H £l

_ _ 112
< HBM 1C—BNlMl1\/1]\,}]\/[10N11\41 HA 1H 1£]]
(4.1.22a)
und analog
Y oo — Yvuan || < HBM—lc—BNlMIM;V}MICNlMl |ATY[Ifll. (4.1.22b)

Fiir den Grenziibergang N1 — oo und M; — oo gehen diese beiden Normen gegen Null,
da die Differenz der Matrizen, wegen der Definition {iber Partialsummen beziechungsweise
unendlichen Summen zu Null wird.

Die beiden Normen || X — Xoooo|| und [|[Y — Yoooo|| gehen ebenfalls gegen Null, wegen
der Konvergenz der verallgemeinerten Fourierreihe, vergleiche Beweis von Satz 4.1.2.
Damit folgt mittels Dreiecksungleichung

lim || X — Xyl < lim || X = Xoooo|| + [ Xooso — Xnyan |l =0 (4.1.23a)
N1—o00 N1—o0
My —o0 Mi—o0

und analog

lim ||Y — YNl =0, (4.1.23b)
N1—o0
Mi—o0
also die gewiinschte Konvergenzaussage. U
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4 Niherungslosung fiir den Zylinder

Fiir den mehrschichten Zylinder wird wieder die analytische Losung von Abschnitt 3.5
verwendet. Eingeschrinkt auf endlich viele Terme lautet diese fiir die innerste Schicht
(=1

(I)E\II}M(T 9 Z Z Z AnmNM nm( )wnm( ) (4'1'243‘)

neN meM
und fiir die anderen Schichten ¢ € {2,..., L}
4] 4]
Oy (r,0.2) = 37 30 (AL war ST () + B, s T () nm(6,2) . (4.1.240)
neN meM

Diese sind gleich derer bei nicht-gemischten Randbedingungen, allerdings werden wieder
die Koeffizienten anders berechnet. Dariiber gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 4.1.5 (Berechnung der Koeffizienten fiir den mehrschichtigen Zylinder). Seien die

Voraussetzungen wie in Satz 3.5.2, allerdings mit den Einschrinkungen n € {0,..., N},
me{-M,.... M}, ne{0,....N} und m € {—M,...,M} gegeben, dann kénnen die
Koe]fﬁzzenten AH N und By ] M NM durch Losen des Glezchungssystems bestehend aus

fireinn €{0,...,N} und m € {—M, ..., M} und aus den Gleichungen

i = Z Z Anm N Ua(n,m,n,m) +B,[LL7}L7NMUb(n7m7ﬁJ7l) (4.1.26)
neN meM

bestimmt werden.

4

Die Ndherungslosungen @EVM
tischen Liésungen @Y.

konvergiert fiir N — oo und M — oo gegen die analy-

Beweis. Der Beweis folgt in Analogie zum Beweis von Satz 4.1.4 O

4.1.3 Behandlung von Punktelektroden bei gemischten Randbedingungen

Wie bereits in Abschnitt 3.5.3 erwéhnt, gestaltet sich die Behandlung von Punktelek-
troden fiir den Fall, dass diese nur in einem Punkt andere Parameter o und 8 haben,
schwieriger. Fiir die Ndherungslosung gibt es aber eine Moglichkeit dies zu beriicksich-
tigen, da fiir diesen Fall die (endliche) Fourierreihe der Punktelektrode eine endliche
Amplitude besitzt.

Allgemein sei ein Gebiet M; auf der Mantelfliche, mit zugehoriger Funktion f; und
Parameter o; und 3; gegeben. Weiter gebe es eine Punktelektrode bei (6,,2,) € M; mit

fo(0,2) = pp6(0 — 0p) 6(2 — 2p) (4.1.27)

und Kontaktierungsparametern oy, und 3,.
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4.1 Beschreibung der Gleichungssysteme und Konvergenzbetrachtungen

Zur Losung dieses Problems wird angenommen, dass die Funktion einer Punktelektro-
de fp mit o, und 3, einer anderen Funktion

o

fp =160 —0p) (2 — 2) (4.1.28)
mit a; und §; entspricht. Dabei ist allerdings die Amplitude p,, unbekannt.
Bezeichne die verallgemeinerten Fourierkoeflizienten von p,, 1 fp mit frm, , und die fiir

Pp 1 fp mit fnmvp. Diese konnen laut Abschnitt 3.3.2 ermittelt werden.

Der folgende Satz baut auf den bereits bekannten Losungen nicht-gemischter und
gemischter Randbedingungen auf. Neben anderen Gleichungen galt in den Sétzen 3.3.2,
3.3.4, 3.5.1 und 3.5.2 allgemein fiir eine geeignete Funktion h

nm = h<{Anm}ne]N0,meZ ) {Bnm}ne]No,m6Z> ) (4.1.29)

beziehungsweise fiir die Naherungslésungen aus den Sdtzen in den Abschnitten 4.1.1 und
4.1.2

nm = h<{Anm}neN,m€M ) {Bnm}neN,mM> (4.1.30)
mit N ={0,...,N} und M ={—M,..., M}. Diese Gleichungen werden nun erweitert.

Satz 4.1.6 (Bestimmung der Koeffizienten mit zusétzlichen Punktelektroden). Seien
die Voraussetzung wie oben fiir Punktelektroden p € P gegeben. Setze

CP = Z Z fnm,p wnm(amzp) . (4.1.31)
neN memM

Die Koeffizienten Apm, Bnm und p, kénnen durch Losen des modifizierten Gleichungs-
systems

nm — h({Anm}neN,meM ) {Bnm}neN,meM> - Z ﬁpfﬁﬁb,p (4.1.32a)
peEP

und fiir jedes p € P

do
ppCp = ap PN (R, 0y, 2p) + Bp o (R, 0, 2p) %Uﬂ Op, 2p) (4.1.32b)

bestimmt werden.
Beweis. Wird die Summe von Gleichung (4.1.32a) auf die linke Seite gebracht, steht
dort der Fourierkoeffizient der urspriinglichen Funktion und des unbestimmten Teils der

Punktelektrode. Somit also die richtige verallgemeinerte Fourierentwicklung.
Fiir Gleichung (4.1.32b) gilt

,Opcp = Pp Z Z fnm,p wnm(ap’ Zp)

neN memM
= fnm(Op, 2p) (4.1.33)
d® s
=Qp ‘I)NM(R, apa Zp) + Bp U(Ra Hpa Zp) T(Ra Hp’ ZP) )
wenn mit fyps die Ndherung fiir die Fourierreihe bezeichnet wird. U
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4 Niherungslosung fiir den Zylinder

Bemerkung 4.1.7. Fiir den Fall der analytischen Losung, funktioniert dieser Beweis nicht.
Der Grund ist, dass C), — oo geht, da ja fyar die Punktelektrode mit

pp (0 —0p)6(z — 2p) (4.1.34)

im Punkt (6,, z,) annéhert.

Bemerkung 4.1.8 (Berechnung von Cj,). Werden die Fourierkoeffizienten von Punktelek-
troden in Formel (4.1.31) eingesetzt, so gilt fiir =0 oder v =0

| M| 2
Cp =€ > 1 Za(z)] (4.1.35)
neN
und fiir « =0 (oder v = 0)
M
Cp = % > 1 Za(z), (4.1.36)
™
neN
da laut Proposition 3.2.2
1
| P (2)] = — (4.1.37)

ist.

4.2 Berechnung des Fehlers

Zur Berechnung des Fehlers wird die Parsevalsche Gleichung verwendet, vergleiche hier-
fiir Rudin [9], 4.13 bis 4.26. Sei H ein Hilbertraum. Fiir ein Orthonormalsystem

{uq : v € A} (4.2.1)
von H definiere die Fourierkoeffizienten von x € H mit
Z(a) = (z,uq) (4.2.2)
fir o € A.

Satz 4.2.1 (Parsevalscher Satz). Seien die Voraussetzungen wie oben gegen, dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) {uqa} ist eine mazimale orthonormale Menge (vollsténdige orthonormale Menge) in
H.

(2) Fiir alle x € H gilt

> 1@ = lz)*. (4.2.3)
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4.2 Berechnung des Fehlers

(8) Fiir alle x und y € H gilt die Parsevalsche Gleichung

> #(a)§la) = (z,y) . (4.2.4)

acA

Beweis. Siehe Rudin [9], Satz 4.18. O

Dieser Satz wird nun verwendet, um den Fehler bei der verallgemeinerten Fourierent-
wicklung der Ndherungslosung zu ermitteln.

Setze wieder N' = {0,...,N} und M = {—=M,..., M}. Fiir die Funktion f auf dem
Zylindermantel M gilt

2 2
Dy =115 = D0 D [faml?- (4.2.5)
n€lNg meZ
Die Einschrankung auf nur endlich viele n und m ergibt die Ungleichung
Fhy = D0 3 | faml® (4.2.6)
neN memM

Die Grofle dieser Abweichung von der Gleichheit kann als Maf fiir den Fehler angesehen
werden, da die vorkommende 2-Norm zu Betrachtungen der Energie der Funktion fiihrt.

Proposition 4.2.2. Fir die Niherung fnyr (Partialsumme) von fgilt
2 2 2
F = ndlly = I = D D 1l (4.2.7)
neN mem
Beweis. Nach der Parsevalschen Gleichung gilt
1f =l = D0 D | fum = fam [0 € N und m € M]|?

nelNg meZ

= > D faml

nENQ\N meZ\M (4.2.8)

neN meM

= fnall?,

Der relative Fehler kann nun wie folgt berechnet werden.

Definition 4.2.3. Sei f € L%(M), dann berechnet sich der relative Fehler F in der
Energienorm durch

[ fnvarlly
Iy

Ist [|f]l, =0, also f =0, so definiere F' = 0.

F=1- (4.2.9)
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4 Niherungslosung fiir den Zylinder

Die Definition fiir f = 0 ist sinnvoll, da fiir die Nullfunktion auch die Fourierko-
effizienten alle Null sind und somit die Funktion exakt angendhert wird. Wegen der
Ungleichung (4.2.6) gilt klarerweise 0 < F' < 1. Durch Einsetzen folgt

ST S (4.2.10)
111

neN memM

Jetzt wird fiir ausgewéhlte Elektrodenkonfigurationen die Norm berechnet. Definiere
g(0,z) :==e779(0,2). (4.2.11)
Fiir Rechteckelektroden berechnet sich die Norm laut folgender Proposition.
Proposition 4.2.4. Sei eine Rechteckelektrode mit

fl(ey Z) = P ]].[9 7%79 +wz](9) 1 [Zi—%,zi-f—%] (Z) (4212)
gegeben, dann gilt
h; firy=20
2 Wj 7
I = 1o S8y (42.13)
7e ‘sinh (%) fiir v #0
und
- [ firvy=0
w
= |pil® EZ $y e . X (4.2.14)
Se Slnh(yj) fir~vy+#0
Beweis. Durch einfaches Ausrechnen des Integrals ergibt sich fiir v # 0
Zi+ )
Hfz”1p—/ / €77 |pi|” d=df
=0i— 3 J2=2— g
:| Z|2%_ (672 _e ’y2> (4215)
=2$iﬂh(“{%>
und
12 R ) )
‘fi =/ . / 7 |pil* |e77*]" d=df
¥ 0=0,—5k Jz=z;— 3
— _|pi? w; e~V <e_7% B e'w%) (4.2.16)
Ry g ,
:72sinh(ﬂ/%)
Fiir v = 0 gilt
i+ 55 ZH—% "
I£ill, = || f: =/ N . |pi? dzdf = \piIQEzhi. (4.2.17)
Y 0=0,—5f Jz=zi—43
O
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4.2 Berechnung des Fehlers

Fiir Punktelektroden der Form
fl(a, Z) = Pi 5(9 - 92) (5(2 - Zi) (4218)

ist eine Berechnung des Fehlers in der oben beschriebenen Weise nicht moglich. Fiir die
Norm der Punktelektrode gilt

1£illZ, = 1ol //M 1600 — 0;) 6(z — z)|* dzdf = |p;|* (5(0))*. (4.2.19)

Die rechte Seite ist grofler als jede reelle Zahl, die Norm also unendlich grof. Damit folgt
im Fall der Naherungslosung mit nur endlich vielen n und m, dass fiir den relativen
Fehler immer F' =1 gilt.

Zum Abschluss der Fehlerbetrachtungen wird die Auswirkung auf den Fehler der Ko-
effizienten néher beschrieben.

Bemerkung 4.2.5 (Fehler der Koeffizienten). Fiir die analytische Losung gilt ein allge-
meines lineares Gleichungsystem (Operatorgleichung) der Form

AX = F. (4.2.20)

mit Operator A, Koeffizienten X und Fourierkoeffizienten der Randfunktion F. Wird
die Funktion auf dem Rand nur ndherungsweise in eine Reihe entwickelt, so bezeichne
den von Null verschiedenen Teil der rechten Seite mit Fyas. Die zugehorige Operator-
gleichung soll

AY = (‘HSM> (4.2.21)

lauten. Der néchste Schritt fiir die Naherungslosung ist die Einschriankung der Koeffi-
zienten, das heifit, es werden nur endlich viele verwendet. Die restlichen sind Null. Das
(endliche) Gleichungssystem lautet hier

ANmXNyv = FNu, (4.2.22)

wobei Ay die Einschrankung von A durch Weglassen der Nulleintriage sind.
Gilt die Aufspaltung

A= (ANM BNM) : (4.2.23)

Cnyv Dnum
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4 Niherungslosung fiir den Zylinder

so folgt mittels Inversionslemma aus Anhang A.5

e () == (5]

_ .7:NM
<l (73]
-1 -1 -1
+ H <ANM +Z4NM£NM> FNMm — <ANMO}-NM> H (4.2.24)
—A~NM
_ F A L
bt () ()
—A~NM
_ F A
< il = () | = | ()| pewartnizsan.
wobei
Ly = ByuMyCnr ANy, (4.2.25)
mit
Mnyyv =Dy — CNM-A]_ngBNM (4.2.26)
ist.

Der erste Teil des Fehlers kann mit den obigen Uberlegungen (und der Kenntnis der
Norm des Operators) abgeschiitzt werden. Fiir den zweiten Teil ist die Kenntnis der
Normen der darin vorkommenden Operatoren nétig.

Fiir nicht-gemischte Randbedingungen verschwindet der zweite Term allerdings, da
dabei Byy = 0 und Cyps = 0 und somit || Lyas|| = 0 gilt.

4.3 Aufwandsberechnung

In diesem Abschnitt wird der Rechen- und Speicheraufwand fiir die beschriebenen N-
herungslosungen analysiert. Seien N und M natiirliche Zahlen, N' = {0,..., N} und
M ={—M,...,M}. Die Ndherungslosung ® s bestehe aus den Termen fiir n € N und
m € M, also insgesamt aus

Cyy o= ’./\/’ ’M’ = (N + 1)(2M + 1) (4.3.1)

Summanden. Die Anzahl der Schichten des Zylinders wird wieder mit L bezeichnet.

Bei den nachfolgenden Betrachtungen wird angenommen, dass O(fg) Operationen fiir
das Losen von Gleichungsystemen der Grofle £ benotigt werden. Dabei ist mit O immer
der Grenziibergang N — oo, M — oo und gegebenenfalls L — oo gemeint.

Proposition 4.3.1 (Aufwand fiir nicht-gemischte Randbedingungen). Das Bestimmen
der Cnyyr (2L — 1) Koeffizienten der Niherungslosung aus den Sdtzen 4.1.2 und 4.1.8
benotigt (’)(NML3) Rechenoperationen und (’)(NMLQ) Speicher.
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4.3 Aufwandsberechnung

Beweis. Fiir jedes n und m lassen sich die Koeffizienten der Nédherungslosungen ohne
Kenntnis der anderen berechnen. Damit ist der Aufwand linear in der Anzahl dieser.
Jedesmal ist dabei ein Gleichungssystem mit quadratischer Matrix der Gréfle 2L — 1 zu
16sen. Somit ergibt sich ein Aufwand von

Cym (2L —1)° = O(NML?) (4.3.2)

Rechenoperationen.

Da die Koeffizienten fiir jedes n und m einzeln berechnet werden, wird nur der Speicher
fiir die (2L — 1) x (2L — 1)-Matrix und den Vektoren der Grofle 2L — 1 benétigt. Damit
gilt

Cnar ((2L 12+ k(2L — 1)) = Cnar O(L?) (4.3.3)
fiir den Speicheraufwand. O

In Bezug auf die Genauigkeit ,,Anzahl der Summanden® ist also sowohl der Rechenauf-
wand, als auch der Speicheraufwand linear in N M. Wird die Genauigkeit gleichméBig in
beiden Dimensionen mittels K = N = M, so héngt der Rechen- und Speicheraufwand
quadratisch von K ab.

Noch anzumerken ist, dass die Matrizen fiir jedes einzelne n und m schwach besetzt
sind, da diese fiir L > 1

6+4(L—2)+2=0(L) (4.3.4)

Eintrége besitzen. Da aber im Allgemeinen die Anzahl der Schichten relativ gering ist
(zum Beispiel L = 3), ist dies beim Lésen wengier von Bedeutung.

Proposition 4.3.2 (Aufwand fiir gemischte Randbedingungen). Das Bestimmen der
Cn (2L — 1) Koeffizienten der Niherungslosung aus den Sdtzen 4.1.4 und 4.1.5 bendtigt
O((NML)?) Rechenoperationen und O((NML)?) Speicher.

Beweis. Die Blocke in der Hauptdiagonale haben, genau wie im nicht-gemischten Fall je
O(L) Eintrige. Die anderen Blocke haben jeweils O(1) Eintréige. Die Blockmatrix selbst
besteht aus C']QV  Blocken, somit insgesamt aus

Cnm O(L) + (CRar — Onm) O(1) = O((NM)? + NML) (4.3.5)

Fintrégen. Damit ist die Matrix voll besetzt beziiglich NM, und das Losen des Glei-
chungssystems bendotigt (’)((N M L)3) Rechenoperationen. Der Speicher wird ebenfalls
durch diese Matrix bestimmt. Er betragt O((N M L)Q), da die vorkommenden Vektoren,
die noch zusétzlich benotigt werden, kleiner sind. O

Wird wieder fiir die Genauigkeit K = N = M gesetzt, so ist zu sehen, dass der
Rechenaufwand sich wie O(K 6) verhélt, der Speicheraufwand O(K 4).

Generell ist noch anzumerken, dass die oben stehenden Betrachtungen (Propositionen)
fiir N und M ,scharf*sind, das heift, die Schranken kénnen nicht kleiner gewihlt werden.
Sind die L sehr grof}, so stimmen die Aussagen zwar noch, aber es geht besser.
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4 Niherungslosung fiir den Zylinder

Fiir Punktelektroden wie in Satz 4.1.6 ergibt sich eine Verbesserung des Rechenauf-
wands. Dariiber gibt die folgende Proposition Auskunft, wobei die Betrachtung von L
hier vernachléssigt wurde.

Proposition 4.3.3 (Aufwand fiir gemischte Randbedingungen und Punktelektroden).
Sind Punktelektroden und andere Elektrodenkombinationen vorhanden, so bleibt der Auf-
wand wie in der Proposition iber gemischte Randbedingungen, also (’)((N M )3) Rechen-
operationen und O((NM)Q) Speicher. Sind nur Punktelektroden vorhanden, so verrin-
gert sich der Rechenaufwand auf (’)((NM)Q).

Beweis. Sind sowohl Punktelektroden, als auch andere Elektrodenfunktionen vorhanden,
so berechnet sich der Aufwand wie im Beweis fiir gemischte Randbedingungen. Der
interessante Fall ist, wenn nur Punktelektroden vorhanden sind. Dann wird die Inversion
der Matrix mittels Blockinversionslemma aus Anhang A.5 durchgefiihrt.

Fiir die Teilmatrix A ist der Aufwand aus der Proposition iiber nicht-gemischte Rand-
bedingungen zu entnehmen. Die Berechnung von M liuft in O(NM) ab, die Inversion
dieser braucht O(1), die Berechnung von A™'BM ~'CA™! benétigt O ((NM)?) und die
anderen restlichen Eintrédge kommen mit O(NM) aus. Insgesamt fithrt das also auf
O((NM)?) fiir den Aufwand.

Der Speicher vergrofiert sich ebenfalls auf (’)((N M )2), da die inverse Matrix gespei-
chert werden muss und diese im Allgemeinen voll besetzt ist. O
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Kapitel 5

Bemerkungen zur
Implementierung

In diesem Kapitel stehen einige Bemerkungen zur Implementierung! der Niherungslo-
sung aus Kapitel 4. Dies wurde in GNU Octave® beziehungsweise Matlab®? program-
miert.

Im Nachfolgenden werden kurz die wichtigsten Funktionen der erstellten Software be-
schrieben. Bei den meisten erfolgte die Implementierung “staight foreward“, das heift,
es konnte die Ndherungslosung direkt verwendet werden. Einige Details und — wo erfor-
derlich — Verénderungen sind unten aufgefiihrt.

5.1 Kurzbeschreibung ausgewaidhlter Funktionen

Die Funktion aeit_calc startet die Berechnung. Nach {iberpriifen der Eingangsdaten
(Geometrie, Material, Elektroden und gewiinschte Genauigkeit) werden hier die zwei
Routinen aeit_fourier und aeit_coefficients aufgerufen. Ergebnis ist ein Modell
mit den berechneten Koeffizienten, welches nun weiterverarbeitet (Auswertung an Punk-
ten, Plot des Potentials, Vergleich mit anderen Modellen, ...) werden kann.

Die Aufgabe von aeit_fourier ist die Bestimmung der Fourierkoeffizienten laut Ab-
schnitt 3.3.2. Diese werden nun von aeit_coefficients verwendet, um die Koeffizienten
zu bestimmten. Dabei werden, je nach verwendeter Konfiguration die unterschiedlichen
Gleichungssysteme aus Abschnitt 4.1 gelost.

Damit ist nun also das Modell bestimmt (also die Koeffizienten berechnet). Es ste-
hen jetzt einige Funktionen zur Verfiigung, welche mit diesem Modell weiterarbeiten.
aeit_values dient zur Berechnung des Potentials an einem bestimmten Punkt bezie-
hungsweise an bestimmten Punkten. Die Implementierung dieser Funktion ist effizient,

'Der Projektname ist AEIT. Es handelt sich um freie Software, siche Homepage http://www.
danielkrenn.at fiir Download und Weiteres.

2GNU Octave ist freie Software. Sieche Homepage http://www.gnu.org/software/octave/ fiir weitere
Informationen

3 Matlab® ist ein kommerzielles Softwarepaket von The MathWorks.
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5 Bemerkungen zur Implementierung

wenn viele Werte in einem regelméffigen Gitter berechnet werden sollen. Genauer aus-
gedriickt, im Falle des Zylinders ist dies der Fall, wenn das Gitter aus Kombinationen
von Radien r, Winkeln # und Hoéhen z ist.

Diese Funktion wird auch verwendet, um mittels aeit_plot Darstellungen des Po-
tentials, der Ableitungen von diesem, der Elektrodenkonfigurationen und so weiter,
zu erzeugen. Eine andere Moglichkeit der grafischen Ausgabe der Daten ist mittels
aeit_writeVTK. Damit ist eine Visualisierung mittels ParaView?* maglich.

Es sind auch noch Routinen zum Vergleich des Modells mit anderen Modellen, zum
Beispiel Finite-Elemente-Modelle vorhanden. Weiters gibt es viele Subroutinen die hier
nicht ndher beschrieben werden sollen. Fiir Informationen zu diesen und alle anderen
auch verwende *help Funktionsname’ oder siche Implementierung.

5.2 Implementierung der Losung in radialer Richtung

Wie in Abschnitt 3.2.4 beschrieben lautet fiir eine Leitféhigkeitsverteilung von 6(r) =
o1r? die Losung fiir n € N und m € Z

Spm(r) = re L,(\/I’_nr> , (5.2.1a)
Tom(r) = roE el KV(\/I’_nr) . (5.2.1b)

mit v = \/m?2 + (%)2 und '), = )\% + in. Diese S, und T}, besitzen einen sehr hohen
Dynamikbereich, das heifit, die Werte strecken sich fiir verschiedene n und m iiber einen
sehr groflen Bereich.

Um die Implementierung numerisch stabiler zu machen, werden diese Funktionen an
einem bestimmten Radius normiert. Die neuen Funktionen lauten

Spm (1)
— 5.2.2
S (R) (5.2.2a)
im Falle des einschichtigen Zylinders und
¢ ¢
Sun(1) Tion(r) (5.2.2b)

SRy T (R

fiir den mehrschichtigen Zylinder. Dadurch sind auch die Koeffizienten A,,, und By,
der Losung in Bereichen mit betragsméiflig geringerem Exponenten in Gleitkommadar-
stellung skaliert.

5.3 Numerische Grenzen der Implementierung

In diesem Abschnitt wird auf Grenzen der Implementierung, welche aufgrund der Nu-
merik, und damit wegen der endlichen Genauigkeit entstehen. Ein Problem tritt bei der

4 ParaView ist Open Source Software und frei verfiighar. Siche Homepage http://www.paraview.org/
fiir Weiteres.
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5.3 Numerische Grenzen der Implementierung

Sof . Maximalwert des Funktionswert bei
oftware Funktion )
Parameters maximalem Parameter
GNU Octave | besseli(m,pi) Monaz = 3D 7.5806e — 34
Matlab® besseli(m,pi) Monaz = 185 4.7073e — 305
GNU Octave | besselk(m,pi) Mmaz = 36 4.1909¢ + 32
Matlab® besselk(m,pi) Monaz = 185 5.7406e + 301
GNU Octave | besseli(0,n*pi) Nnaz = (09 1.2315¢e + 306
Matlab® | besseli(0,n*pi) Nomaz = 700 1.5296¢ + 302
GNU Octave | besselk(0,n*pi) Nomas = (42 4.9407e — 324
Matlab® | besselk(0,n*pi) Nomaz = 697 9.3997¢ — 305

Tabelle 5.1: Maximaler Wertebereich der Funktionen besseli und besselk in GNU
Octave beziehungsweise Matlab®.

Berechnung der Besselfunktionen auf. Wenn nur die Eingangsparameter dieser grofl ge-
nug sind, liefern die verwendeten Softwarepakete falsche beziehungsweise unzureichend
genaue Losungen. Dies wird im Folgenden beispielhaft aufgezeigt.

Beispiel 5.3.1. Setze v = 0, ¢ = 0 und Hohe H = 1, und betrachte die allgemeine
Losung. Der Anteil in radialer Richtung lautet dann fiir n € N und m € Z

Spm (1) = Ly (n77) (5.3.1a)
und
Ty (r) = ™™ K|, (n7r) . (5.3.1b)

Fiir reelle nicht-negative Eingangswerte sind die Funktionen I},,,| und K, reell, abgese-
hen von /p ungleich Null und abgesehen vom Eingangswert Null bei den K, beschréinkt,
vergleiche Abramowitz und Stegun [1], Abschnitt 9.6.

Die bereits in GNU Octave und Matlab® vorhandenen Funktionen® besseli und
besselk weisen jedoch anderes Verhalten fiir groflere Eingangsparameter auf. In Abbil-
dung 5.1 sind die Bereiche, in welchen die angegebenen Funktionen ,,verniinftige“ Werte
liefern, zu sehen. Verwendbar ist dabei nur der gelbe, mit ,finite“ gekennzeichneten Be-
reich.

Werden fiir die Gesamtlosung alle n € {0,..., N} und m € {—M, ..., M} verwendet,
so kann eine Einschrankung der Werte fiir N und M laut Tabelle 5.1 ermittelt werden.
Bei den darin vorkommenden m,,; ist darauf zu achten, dass diese an der Stelle m mittels
besseli(m,pi) berechnet wurden. Fiir Werte aus (0, 7) muss dieses M4, eventuell noch
verringert werden.

®Das Betriebsystem des Testcomputers war Debian Lenny amd64, siche www.debian.org. Es wurde
GNU Octave Version 3.0.1 und Matlab® 7.6.0.324 (R2008a) verwendet.

65



5 Bemerkungen zur Implementierung

Funktion besseli(m,nm) Funktion besselk(m,nm)
0 T T T 0 T T T T T T T
finite finite
200 = 200
400 = 400
600 = 600
E 800 = 0 E 800

1000 = 1000
1200 = 1200
1400 = 1400

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

nT laus
(a) besseli(m,n*pi) in GNU Octave (b) besselk(m,n*pi) in GNU Octave
Funktion besseli(m,nm) Funktion besselk(m,nm)
0 T 0 T T T
0
500 -
finite
£
1000 -
0
1500 L L L L
[ 500 1000 500 1000 1500
nrt nrt
(c) besseli(m,n*pi) in Matlab® (d) besselk(m,n*pi) in Matlab®

Abbildung 5.1: Wertebereich der Funktionen besseli und besselk in GNU Octave
beziechungsweise Matlab®.
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Kapitel 6

Vergleich der analytischen Losung
mit anderen LOosungen

In diesem Kapitel erfolgt ein Vergleich der beschriebenen, auf der analytischen Losung
basierenden Néherung mit anderen. Dafiir wird eine Vergleichsrechnung mit einem Fi-
nite- Elemente-Modell durchgefiihrt.

6.1 Effektivwertberechnung fiir einen allgemeinen Simplex

Das Finite-Elemente-Modell arbeitet mit einem Netz aus Tetraedern, bei welchen in
den Eckpunkten das Potential bestimmt wird. Um einen Effektivwert! — gemittelt iiber
einen Tetraeder bezichungsweise iiber das gesamte Modell — zu berechnen, muss iiber
das gewiinschte Gebiet integriert werden. Da dies fiir den allgemeinen Fall (beliebige
Dimension) nicht komplizierter wird, folgt hier die Beschreibung von diesem.

Proposition 6.1.1 (Effektivwert fiir einen allgemeinen Simplex). Sei d € N und S ein
d-Simplex mit den Eckpunkten xq,...,zq im R%. Sei weiters u eine Funktion vom Sim-
plex S nach C, welche in den Eckpunkten die Werte ug, . .., uq annimmt und dazwischen
linear ist. Mit den Bezeichnungen D := {0, ... d} gilt

2
g = | e > Re (us;) (6.1.1)
N ICERICERIN. ’
i<j

Beweis. Zuerst wird der d-Simplex S mittels der linearen Transformation x = xg + J¢
mit

J = (561 — Xy To—Xxg - Iq —:UO) (6.1.2)

"Der Effektivwert ist fiir ein Gebiet Q durch u.gz := \/m Jo |u(x)|? dz definiert. meas(£2) bezeichnet

dabei das Maf$ des Gebiets, also beispielsweise im eindimensionalen die Lange, zweidimensionalen die
Fldache und im dreidimensionalen das Volumen.
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6 Vergleich der analytischen Ldsung mit anderen Ldsungen

zum Finheitssimpler Ay mit den Eckpunkten eg = 0 und den kanonischen Einheits-
vektoren e;, i € {1,...,d} transformiert. Die Funktion u wird dabei in @ iibergefiihrt,
wobei

u(§) = u(z(¢)) (6.1.3)

gilt. Aufgrund der Voraussetzungen an u und der linearen Transformation kann % durch
=S w6 (6.1.4)

€D
dargestellt werden. v; ist dabei jene lineare Funktion, die im Punkt e; Eins ist und in
allen anderen Punkten Null. Anders ausgedriickt, es gilt v;(e;) = [i = j] beziehungsweise

Yo(§) =1— Zj §; und fiir alle anderen v;(§) = &;, wobei & = (&1, . .. ,Ed)T ist

Damit folgt
/\u )2 dx—]detJ!/ o) de

(6.1.5)

|detJ|ZZulu]/ Yi(&) (&) dE.

€D jeD
Es gilt
2 fallsi=j

i ) 6.1.6
/ Vil&) ¥ () de = (d+2) {1 falls i # j (6.1.6)

was durch einfaches Nachrechnen und Induktion gezeigt werden kann.

Weiters kann fiir das Mafl von S
meas(S) = / dr=|detJ| [ dg= ’det Il (6.1.7)
S

gezeigt werden.
Da u;uj + u;u; = 2Re (u;w;) ist, folgt nach Einsetzen in Gleichung (6.1.5) und Divi-
dieren durch meas(S) das gewiinschte Resultat. O

Proposition 6.1.2 (Effektivwert fiir ein aus Simplizes zusammengesetztes Gebiet). Sei
d € N und

Q=[] S (6.1.8)
keK

mit einer abzdhlbaren Indexmenge K und d-Simplizes Sy. Sei weiters u eine stiickweise
lineare Funktion von Q nach € welche in den Eckpunkten xy; (lokale Nummerierung,
i€ D:={0,...,d}) von Simplex S), die Werte uy; annimmt. Es gilt

2 1
Ueff = meas(Sk) Re (uk,iug,;) |- (6.1.9)
7 (d+1)(d+ 2) meas(Q) 1;( Z,GDZJ:GD J
i<
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6.2 Vergleich mit Finite-Elemente-Modell

Beweis. Das Ergebnis folgt direkt aus Proposition 6.1.1, wenn die einzelnen Effektivwerte
der Simplizes, mit ihrem Mafl gewichtet, gemittelt werden. U

Fiir die im néchsten Abschnitt beschriebenen Finiten-Elemente (Tetraeder) ist d = 3
zu setzen.

6.2 Vergleich mit Finite-Elemente-Modell

In diesem Abschnitt wird das analytische Modell aus den vorherigen Kapiteln mit einem
Finite-Elemente-Modell? vergleichen. Fiir ausgewihlte Elektrodenkonfigurationen wer-
den Losungen mit beiden Modellen berechnet und anschlieBend die Differenz gebildet.

Dafiir werden die beim Finite-Elemente-Modell verwendeten Knotenpunkte eingelesen
und das analytische Modell an diesen ausgewertet. Anschliefend wird in jedem Punkt
der Fehler berechnet und laut Abschnitt 6.1 aufsummiert. Damit wird ein mittlerer qua-
dratischer Fehlerwert, der die Grofle der Elemente beriicksichtigt und dazwischen linear
interpoliert, bestimmt. Durch diese Interpolation wird ein Fehler gemacht, da das ana-
lytische Modell zwischen zwei Punkte im Allgemeinen nicht linear ist. Als Anné&herung
fiir den tatséchlichen Fehler ist der Wert jedoch verwendbar.

Zum FEinsatz kam jeweils ein Zylinder, auf dessen Mantelfliche Elektroden kontaktiert
werden. Nichtkontaktierte Flachen sind isolierend. Dies entspricht also dem Fall von
gemischten Randbedingungen. Auf den Elektroden selbst wird das Potential vorgegeben.

Die genauen Eingangsdaten der Simulationen und die detaillierten Ergebnisse sind
in Anhang C zu finden. Fiir die visuelle Darstellung der Abbildungen 6.1, 6.2 und 6.3
wurde die Software ParaView? verwendet. Dabei ist in (a) der Realteil des Potentials
des analytischen Modells zu sehen und in (b) der Absolutbetrag der Differenz zwischen
analytischem Modell und Finite-Elemente-Modell. Der Zylinder wurde dabei jeweils bei
z= g und in der axialen Ebene durch den Mittelpunkt aufgeschnitten.

Das erste Modell (Modell A) ist ein einschichtiger Zylinder mit konstanter Leitfdhig-
keit. Die beiden rechteckigen Elektroden sind symmetrisch gegeniiber angeordnet. Die
Ergebnisse sind in Abbildung 6.1 zu sehen. Die beiden Ergebnisse (analytisches Modell
und Finite-Elemente-Modell) stimmen im Bereich, wo keine Sprungstellen vorhanden
sind, sehr gut iiberein. Bei den Sprungstellen sind die Abweichungen grofler und zie-
hen sich etwa iiber zwei Reihen von Finiten-Elementen. Insgesamt betrégt der mittlere
quadratische Fehler etwa 2% (Amplitudenhub der Elektroden ist 2 und der mittlere
quadratische Fehler 0.0404).

Ein &hnliches Ergebnis ist auch bei der zweiten Modellkonfiguration (Modell B) zu
finden. Hier wurde ein dreischichtiger Zylinder mit schichtweise konstanter Leitfidhigkeit
simuliert. Die zwei Rechteckelektroden sind in einem Winkel von 90° auf dem Mantel
angeordnet. Siehe Abbildung 6.2 fiir eine grafische Darstellung der Potentialverteilung
und der Differenz. Der Fehler ist wieder in der gleichen Gréflenordnung wie bei Modell

2Verwendet wurde IMTmesh, eine am Institut fiir Medizintechnik, TU Graz entwickelte FE-Software.
3 ParaView ist Open Source Software und frei verfiigbar. Siche Homepage http://www.paraview.org/
fiir Weiteres.

69



6 Vergleich der analytischen Ldsung mit anderen Ldsungen

A und ebenfalls wieder am gravierendsten bei Sprungstellen. In der Abbildung ist die
Grenze zwischen Layer 2 und 3 zu erkennen, da sich dort die Leitfdhigkeit stark éndert
(Layer 2 hat eine sehr kleine Leitfihigkeit). Der Ubergang von Layer 1 auf 2 ist nicht
zu erkennen, da sich dort das Potential fast nicht mehr &ndert (ist schon sehr nahe bei
Null).

Im dritten Modell (Modell C) kommt wieder ein dreischichtiger Zylinder zum Einsatz.
Eine Elektrode iiberspannt vollstdndig eine Hilfte der Mantelfliche, die zweite ist klein
und gegeniiber. Hier liegt der Fehler bei etwa 4%. Schon zu erkennen ist in Abbildung 6.3
auch wieder der Ubergang von Layer 2 zu Layer 3.

Des Weiteren wurde eine Simulation mit einem einschichtigen Zylinder und Punkt-
elektroden durchgefiihrt. Die Ergebnisse (vom Fehlerwert her) dhnlich denen der voran-
gegangenen Modelle. Allerdings ist dieser Wert mit etwas Vorsicht zu genieflen. Erstens
setzt die verwendete Finite Elemente Simulation die Punktelektrode auf den néchstlie-
genden Knoten, das analytische Modell belédsst allerdings diesen an der angegebenen
Stelle. Zweitens wird bei der Analyse des Fehlers die Auswertung, wie oben erwihnt auf
die Knotenpunkte eingeschrinkt und dazwischen linear interpoliert. Da der Peak aber
im Allgemeinen nicht mit einem Knoten zusammenfillt, sind auch hier Abweichungen zu
erwarten. Damit verbunden entspricht auch die grafische Darstellung nicht der tatséch-
lichen Potentialverteilung, weshalb auf diese verzichtet wurde. Das Problem lésst sich
umgehen, indem die Punktelektroden genau in Knoten des Netzes aus Finiten-Elementen
gesetzt wird.
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6.2 Vergleich mit Finite-Elemente-Modell

scalars
1.03

0.514
-0.00520)]

...

-1.04

(a) Analytisches Modell, Re (®anaiytic) (b) Differenz, |® snaiytic — PrE|

Abbildung 6.1: Einschichtiger Zylinder, zwei Rechteckelektroden symmetrisch

(a) Analytisches Modell, Re (®anaiytic) (b) Differenz, |® snaiytic — PrE|

Abbildung 6.2: Dreischichtiger Zylinder, zwei Rechteckelektroden im rechten Winkel

0372

0.186

0.000153)

(a) Analytisches Modell, Re (P anaiytic) (b) Differenz, |® snaiytic — PrE|

Abbildung 6.3: Dreischichtiger Zylinder, zwei Rechteckelektroden
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Kapitel 7

Ergebnisse, Diskussion und
Ausblick

In dieser Arbeit ging es um das Finden von analytischen Losungen der partiellen Diffe-
rentialgleichung

div (cgrad®) =0 (7.0.1)

in einem Zylinder im dreidimensionalen Raum. Die Randbedingungen auf Boden- und
Deckflache waren als isolierend angenommen. Auf dem Zylindermantel wurde zwischen
nicht-gemischten und gemischten Randbedingungen unterschieden. Die Leitfihigkeit ist
dabei als radialsymmetrisch angenommen und entweder fiir den ganzen Zylinder oder
fiir jede von mehreren (endlich vielen) Schichten des Zylinders vorgegeben. In axialer
Richtung ist eine exponentielle Abh#ngigkeit moglich, in radialer Richtung wurde die
Losung auf Potenzen mit beliebigem reellen Exponenten, also insbesondere konstantes
Verhalten beschriankt. Eine Erweiterung auf andere Verteilungen ist moglich.

Beim nicht-gemischten Fall wurden zunéchst die in Kapitel 2 angefithrten Bemerkun-
gen und Gegenbeispiele der Losung von Pidcock et al [7] betrachtet. In Kapitel 3 ist diese
analytische Losung in einer korrigierten Version zu finden. Die Summanden des Resul-
tats erfiillen nun eine Normalitdt und Orthogonalitéit beziiglich des richtigen inneren
Produkts. Die Losung selbst ist jetzt auch vollstdndig. Der Beweis fiir die Vollstédndig-
keit enthélt allerdings noch Liicken, welche hier nicht behandelt werden und noch exakt
gemacht werden miissen. Weitere, ebenfalls in den Gegenbeispielen aufgefiihrte Probleme
wurden auch richtig gestellt.

Eine Erweiterung der Gleichungen fiir den komplexen Fall wurde auch vorgenommen.
Es sind sowohl bei den Randbedingungen (Elektroden) komplexe Funktionen, sowie kom-
plexwertige Leitfahigkeiten moglich. Es stellte sich heraus, dass eine Losung in der hier
beschriebenen Form nur fiir entweder a = 0 (Stromdichte vorgegeben), 5 = 0 (Potential
vorgegeben) oder 7 = 0 (keine Abhingigkeit in axialer Richtung) moglich ist. Ande-
renfalls wird die Orthonormalititseigenschaft zerstort. Um dieses Problem in den Griff
zu bekommen, kann ein dhnlicher Ansatz wie der beim gemischten Randwertproblem
verwendet werden, ndmlich die Bildung eines grofien Gleichungssystems zur Berechnung
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7 Ergebnisse, Diskussion und Ausblick

der Koeffizienten. Dieser Weg wurde hier nicht weiter verfolgt.

In Kapitel 4 wurde aus der analytischen Losung eine Naherungslosung konstruiert. Dies
erfolgt in natiirlicher Weise, indem von den vorkommenden unendlichen Reihen auf die
Partialsummen dieser iibergegangen wird. Dort wurde auch eine Moglichkeit aufgezeigt,
den Fehler der Naherungslosung zu berechnen. Das erfolgte mittels Parsevalschem Satz.
Weiters ist noch eine Aufwandsberechnung durchgefithrt worden.

Die Naherungslosung konvergiert gegen die analytische Losung, sieche Abschnitt 4.1.1.
Die Geschwindigkeit hdngt von der Konvergenz der verallgemeinerten Fourierreihenent-
wicklung der Funktion auf der Mantelfliiche ab. Durch die Fehlerabschitzung aus 4.2
ist bekannt wie weit die Ndherung noch von der tatsédchlichen Losung entfernt ist. Die
Berechnungsdauer der Koeffizienten der Doppelsumme ist linear mit der Anzahl dieser,
quadratisch, wenn in beide Richtungen die gleiche Anzahl angenommen — und diese An-
zahl als Maf fiir die Genauigkeit genommen — wird, vergleiche 4.3. Rechentechnisch ist
das also mit den heutigen Computerleistungen! kein Problem.

Allerdings gibt es Probleme mit der in GNU Octave und Matlab® implementierten
Besselfunktionen, siehe Abschnitt 5.3. Diese werden nicht fiir alle Eingangsparameter
exakt genug ausgerechnet. Damit ergibt sich auch eine Einschrankung der Genauigkeit
der Naherungslosung in der erstellten Software. Eine mogliche Abhilfe wére, bei grofien
Eingangsparametern anstatt der Besselfunktionen eine asymptotische Entwicklung dieser
zu verwenden. Weiters kénnte auch die Einschrinkung ,intelligenter” erfolgen. Derzeit
wird jeweils beim maximal moglichen Wert der beiden Eingangsparameter abgeschnitten.
Groflere Bereiche lieflen sich durch Beriicksichtigen der Abhéngigkeiten beider Parameter
erzielen.

Fiir den Fall von gemischten Randbedingungen — beispielsweise zwei Elektroden, auf
denen das Potential vorgegeben ist und der Rest isolierend — ldsst sich die obige ana-
lytische Losung nicht direkt anwenden. Dafiir wurde aber in Kapitel 3 die Theorie der
Fourierreihen erweitert. Es kamen nun Multiple Reihen, eine fiir jeden Bereich der ge-
mischten Randbedingungen zum Einsatz. In den Aussagen ist immer die Vertauschbar-
keit der (unendlichen) Summation mit der Bildung des inneren Produkts vorausgesetzt.
Fiir die vorgestellten Fille ist dies noch mit geeigneten Methoden zu tiberpriifen. Das
wurde im Zuge dieser Arbeit nicht durchgefiihrt. Dieser Ansatz stort leider in einer ge-
wissen Weise die Orthogonalitéit, weshalb fiir die Berechnung der Koeffizienten ein grofies
Gleichungssystem zum Einsatz kommt, vergleiche Abschnitt 3.5 und Kapitel 4. Im nicht-
gemischten Fall war jeweils ein kleines Gleichungssystem fiir jeden Koeffizienten zu l6sen.

Damit ist die Lésung natiirlich sehr viel aufwendiger zu berechnen, da das Gleichungs-
system, im Fall der Ndherungslosung die Matrix voll besetzt ist, vergleiche Abschnit-
te 4.1.2 und 4.3. Die Berechnungsdauer ist kubisch in der Anzahl der Koeffizienten,
beziehungsweise geht mit der sechsten Potenz, wenn wieder als Maf fiir die Genauigkeit
die Anzahl der Koeffizienten in einer Raumdimension angenommen wird. Auch nicht
unerheblich ist der Speicherplatzbedarf der vollbesetzten Matrizen, siehe ebenfalls Ab-
schnitt 4.3.

!Computerleistung bezieht sich auf ein Testsystem mit Intel® Core™ 2 Duo mit 2 GHz Prozessor und
2 Gigabyte Arbeitsspeicher.
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Die Berechnung des Fehlers teilt sich in zwei Teile auf, siche Abschnitt 4.2. Der ers-
te ist, wie im nicht-gemischten Fall aus der N&dherung der Fourierentwicklung zu be-
stimmen und kann exakt angegeben werden. Fiir gemischte Randbedingungen kommt
allerdings noch ein weiterer Teil hinzu, da sich die Koeffizienten der N#herungslosung
durch Einschriankung des Gleichungssystems dndern. Dieser Anteil wurde im Zuge der
Diplomarbeit nicht weiter betrachtet, eine Abschitzung dafiir ist noch offen.

Wie beim nicht-gemischten Randwertproblem treten auch hier bei groflien Genauigkei-
ten wieder die Probleme der Implementierungen der Besselfunktionen in GNU Octave
und Matlab® auf. Bevor das allerdings ein Problem wird, stoft die derzeitige Compu-
terleistung' durch den hohen Rechen- und Speicheraufwand an die Grenzen. Weiters
gab es bei diesen Genauigkeiten keine Probleme mit der Konditionierung der Matrix.
Eine genau Analyse der Konditionszahl und damit der numerischen Stabilitéit bei grofier
Genauigkeit ist ebenfalls noch offen.

Durch Parallelisieren, also Berechnungen auf einem Computercluster konnen gréflere
Genauigkeiten schneller (im Sinne von Rechenzeit) erzielt werden. Bei den oben genann-
ten Genauigkeiten ist der zeitliche grofite Aufwand das Assemblieren der Systemmatrix.
Dieser Vorgang erfolgt fiir jeden Matrixeintrag getrennt, somit ist die Parallelisierung
kein Problem. Weiters wird ein Parallelsolver fiir das Gleichungssystem benétigt. Mit zu-
nehmender Genauigkeit wird das der rechenintensive Teil. Probleme beim Losen kann es
bei der Numerik geben, siehe obige Bemerkungen. Dabei ist insbesondere das Verhalten
der Besselfunktionsimplementierungen zu beachten.

Fiir den gemischten Fall wurden Punktelektroden in Abschnitt 4.1.3 extra behandelt.
Dabei wurde die Dirac-Delta-Distribution durch die endliche Partialsumme ihrer Fou-
rierreihe angenihert und das Gleichungssystem entsprechend erweitert. Da die L?-Norm
(Energienorm) der Dirac-Delta-Distribution unendlich ist, ist eine Berechnung des Feh-
lers mittels Parsevalschen Satzes nicht moglich. Die Vorgangsweise bei der analytischen
Losung hat auch anders zu erfolgen, um die genannte Unendlichkeit zu berticksichtigen.

In Kapitel 6 wurde das analytische Modell mit einem Finite-Elemente-Modell ver-
glichen. Dabei unterschieden sich die beiden Losungen um einige Prozent. Die grofiten
Fehler waren im Bereich von Sprungstellen zu finden, ansonsten stimmen die beiden Lo-
sungen sehr gut iiberein. Fiir Sprungstellen werden beim analytischen Modell sehr viele
Koeffizienten benotigt, um diese korrekt anzunéhern (vergleiche Fourierreihe von einer
Rechteckfunktion). Ein Hauptgrund fiir die erhaltenen Abweichungen ist die verwendetet
geringe Genauigkeit des analytischen Modells durch die begrenzten Rechenkapazitéiten.
Bei Punktelektroden ist darauf zu achten, dass diese bei einem Vergleich mit einem Fi-
nite-Elemente-Modell sich genau in einem Knotenpunkt des Gitters (Finite-Elemente-
Netz) befindet, damit der Vergleich ein sinnvolles Ergebnis liefert. Beim analytischen
Modell selbst ist es egal, wo dieser platziert wird.
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Anhang A

Mathematischer Anhang

In diesem Anhang werden einige mathematische Konzepte erliutert, die in dieser Diplom-
arbeit Verwendung finden. Gegebenenfalls wird auf das nachfolgende an den benétigten
Stellen verwiesen.

Zu Beginn werden noch einige grundlegende Notationen und Symbole definiert, welche
in dieser Arbeit vorkommen. Die natiirlichen Zahlen werden mit

N:={1,2,3,...}, (A.0.1)
die natiirlichen Zahlen mit Null mit
Ny :=1{0,1,2,3,...} (A.0.2)

und die ganzen Zahlen mit Z bezeichnet.
Eckige Klammern kennzeichnen Iverson-Notation, also

1 falls Bedingung erfiillt ist,

[Bedingung] := { (A.0.3)

0 sonst.

Siehe hierfiir auch Seite 24 von Graham, Knuth, Patashnik [6]. Als Spezialfall ergibt sich
das Kronecker-Delta durch

Omn = [m =mn], (A.0.4)
also
1 falls m =
5mn - { alsm " (AO5)
0 sonst.

Die Indikatorfunktion fiir eine Menge D wird durch

1 fallsteD
]lD(t)::{ s et (A.0.6)

0 sonst
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definiert. Mit §(t) wird die Dirac-Delta-Distribution bezeichnet.
Die Menge der Funktionen von X nach K, deren p-te Potenz des Betrags integrierbar
ist, wird mit L% (X)) bezeichnet. Weiters sei

@ = IP (Ny), (A.0.7)

also der Raum der Reihen, deren p-te Potenz des Betrags summierbar ist. Vergleiche
hierfiir Rudin [9], Abschnitt 4.15

Der eindimensionale Torus 7' sei als Einheitskreis in der komplexen Ebene definiert,
vergleiche Rudin [9], Abschnitt 4.23. Es kénnen Funktionen F' auf T' mit 27-periodischen
Funktionen f auf R! vermoge

ft) = F(e") (A.0.8)

identifiziert werden. Anders ausgedriickt ist 7" das Intervall [0, 2], wobei 27 mit 0 iden-
tifiziert wird.

A.1 Gradient, Divergenz und Laplace in Zylinderkoordinaten

In diesem Abschnitt wird die partielle Differentialgleichung
div(o grad ®) =0 (A.1.1)

in Zylinderkoordinaten umgerechnet. Dafiir werden in der néchsten Proposition zuerst
Gradient und Divergenz transformiert.

Proposition A.1.1 (Gradient und Divergenz in Zylinderkoordinaten). Sei u eine skala-
re Funktion und v eine vektorwertige Funktion jeweils im R? und in Zylinderkoordinaten,
dann gilt

ou

10 0
gradu(r,6,z) = 56 + ;8—36}3 + a—Ze_; (A.1.2)

19 (roy) N 10vp  Ov.
r Or r 00 0z

Beweis. In einem allgemeinen, orthogonalen Koordinatensystem lautet der Gradient

1 Ou 1 ou 1 Ou
- — — & A.l4
hl 31‘1 “ hg 8.%'2 2 hg 31‘3 @ ( )

divo(r,0,z) =

(A.1.3)

— —

grad u (z1, xa, x3) =

und die Divergenz

1 0 0 0
div ¥ = — (vihah — (vahsh — (vshiha) | . (A.1.
(o100 03) = i (e (vahale) + o (vahaln) + 5 (vl ). (ALLS)

Fiir Zylinderkoordinaten gilt

=T, T9 =0, T3 =2, (A.1.6a)
hl = 1, hg =T, hg = 1, (A.1.6b)
womit sich nach Einsetzen das gewiinschte Resultat ergibt. U
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A.2 Innere Produkte

Wird dies nun in (A.1.1) eingesetzt folgt

10 0P 10 0P 0 0P

also die gewiinschte partielle Differentialgleichung in Zylinderkoordinaten.

A.2 Innere Produkte

In diesem Kapitel gibt es eine Kurzeinfithrung iiber innere Produkte, vergleiche beispiels-
weise Rudin [9], Kapitel 4.

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Funktion (-,-) : V' x V — K heifit inneres Produkt,
falls fiir alle x,y,z € V, a € K gilt:

1. (x+y,2) = (z,2) + (z,2)
2. (azx,y) = a(x,y)
3. (z,y) = (y,2)

Wenn zusétzlich

4. (x,x) >0 firz #0

gilt, so heifit das innere Produkt positiv definit. (V,(-,-)) heiBt Inner-Produktraum. Ist
K = R, so wird es auch Skalarprodukt genannt.
Durch ein positiv definites inneres Produkt wird eine Norm mittels

el == /@) (A2.1)

induziert. Sei V ein positiv definiter innerer Produktraum und v, w € V. v und w heiflen
orthogonal, falls (v, w) = 0, und v heilt normiert, falls ||v|| = 1.
Weiters gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[{z, y)| < [l |yl (A.2.2)

und die Dreiecksungleichung

Iz +yll < [l lyll- (A.2.3)

A.3 Sturm-Liouville-Probleme

Sei a,b € R und y : [a,b] — C. Ein Sturm-Liouville-Problem ist ein Randwertproblem
der Form

(r(m) y’) + (9(z) + Ap(x)y =0 (A.3.1a)
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mit
kiy+koy =0 firz=a (A.3.1b)
hy+ley' =0 firz=», (A.3.1¢)

wobei die Funktionen p, ¢, r reell und stetig auf [a, b] sind.
Es gelten die folgenden Aussagen, vergleiche hierfiir zum Beispiel Agnew [2]. Abschnit-
te 12.3 bis 12.9.

1. Ist die Gewichtsfunktion p(x) positiv (oder negativ), dann sind alle Eigenwerte A,
reell. Es existieren abzdhlbar-unendlich viele Eigenwerte mit

0§)\0<)\1<)\2<)\3<... (A.3.2)
und fiir n — oo gilt A, — 0.

2. Sind y,, und y, stetig differenzierbare Eigenfunktionen zu verschiedenen Figenwer-
ten, so sind diese orthogonal beziiglich der Gewichtsfunktion p, genauer, beziiglich
des inneren Produkts

b -
(f.g), = / p(a) f () S(w)da, (A33)
also

<yﬂ’L7 yn>p = 0. (A'3'4)

Die Eigenfunktion zu einem Eigenwert ist — bis auf einen konstanten Faktor —
eindeutig bestimmt. Diese kann als Linearkombination linear unabhéngiger einfa-
cher Eigenfunktionen bestehen (Differentialgleichung zweiter Ordnung). Der Fak-
tor kann so gewéhlt werden, dass die Eigenfunktion normiert ist, also

<y7L7y7l>p = 1. (A'3'5)

3. Die orthonormale Menge {yn}neJNo ist vollsténdig, das heif}t, es gibt keine Funktion
z, sodass {2} U {yn},cn, eine orthonormale Menge ist.

A.4 Besselfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Besselfunktionen erster und zweiter Art, sowie die modi-
fizierten Besselfunktionen beschrieben, vergleiche Abramowitz und Stegun [1], Abschnitt
9.1 und 9.6.

1. Definition. Sei die Differentialgleichung

ZW'+ W+ (22 =)W =0 (A4.1)
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gegeben. Definiere die Besselfunktionen erster Art Ji, als in Null beschrinkte
Losung und die Besselfunktion zweiter Art Y, als in Null unbeschrinkte Losung
W (z) der Differentialgleichung (A.4.1). Die Gesamtlosung C, ist dann gleich J,,,
Y, oder eine Linearkombination von beiden mit Koeffizienten unabhingig von z
und v.

Analog werden die modifizierten Besselfunktionen erster Art I, und zweite Art
K, also Lésungen von

2W" W — (22 + 1/2) W=0 (A.4.2)

definiert. Die Gesamtlosung Z, ist wieder gleich I,,, ¥ K, oder eine Linearkom-
bination von beiden ist mit Koeffizienten unabhéngig von z und v.

. Ableitungen. Sei k € Ny und v beliebig. Es gelten fiir die Besselfunktionen die
Gleichungen

1d g v v—k

——) @e) =2, (A.4.30)
1d\", _, P
;& (Z Cl/) == (—1) z Cy+k (A43b)

und fiir die modifizierten Besselfunktionen
1d\*

<; &) (ZVZV) = zy_kZ,,,k, (A44a)

1d g —v —v—k

;& (Z Zl,) =z Zy+k. (A44b)

Wird speziell k = 1 gesetzt, so folgt

1d d
vlz =2 (27V2)) = —vz V22, 4V 2, A4,
z =2 ( ) vz +z s (A.4.5a)
und damit
d v
—Z, =2, —Z,. A.4.5b
1z +1+ B ( )

Werden hier nun die modifizierten Besselfunktionen erster und zweiter Art einge-
setzt, folgen die Ableitungsregeln

d
_dzIV =TI, + gl” (A.4.6a)
und
d vt (v+1)me V. oumi
& (e KV) =e Kl/—|—1 + ;e KV- (A46b)
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3. Weitere Differentialgleichungen. Die Differentialgleichung
W+ (1= 2p)eW' + (N2¢?2% + p* — 1/2q2) W=0 (A.4.7)

besitzt die Losung

W(z) = 2P C,(A2%) (A.4.8)
und die Differentialgleichung
W 4+ (1= 2p)eW + (=M% +p* — 2 ¢*) W =0 (A.4.9)
die Lésung
W(z) = 2P Z,(\29), (A.4.10)

wobei C, und Z,, wie oben beschrieben sind.

A.5 Blockmatrix Inversion

Im Folgenden wird die Inversion einer Blockmatrix beschrieben, vergleiche auch Cor-
men [3], Abschnitt 28.4 “Inverting matrices®.

Satz A.5.1. Sei K ein Korper, n,k € N, A € K™, B e K"k C e KF" und
D € K**k_ Definiere

M:=D-CA™'B, (A.5.1)

das Schur Komplement von A. Falls A und M invertierbar sind, gilt

A B\"' [A'+ A 'BM-ICAT' —A-'BM!
c D) ~ —-BM~'cA! M1 (A-5.2)
Beweis. Durch einfaches Nachrechnen. O

Bemerkung A.5.2. Eine Erweiterung auf lineare Operatoren in Banachrdumen ist mog-
lich.
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Anhang B

Berechnete Integrale,
Ableitungen und Matrizen

B.1 Integrale fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten bei
Rechteckelektroden

Die in Abschnitt 3.3.2 vorkommenden Integrale werden hier nun ausintegriert. Fiir die
»Pm-Integrale” ergibt sich

1 0 fii =0
/Pm(e)de - (B.1.1)
Ve | e fiir m # 0.
Fiir die ,,Z,,-Integrale” gilt
S 1 z fiir vy =0
2y de = — . B.1.2
/e o(2)dz NEN {%e“fz fiir v #£ 0 ( 2)
und fiir n # 0
1 sin( Ay,
/e'YZZn(z)dz = ﬁegzsmg\n Z), (B.1.2b)
beziehungsweise
/ Zo(7)dz = — (B.1.3a)
= — . . a
olz)dz \/Z—O
und fiir n # 0
/Z—d 1 5 4ydcos(An2) + (72 — 4X2) sin(\,2) (B.1.3b)
= — 2 . <AL
A C IWEEETPy

Die Integrationskonstante wurde jeweils zu Null gesetzt.
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B Berechnete Integrale, Ableitungen und Matrizen
B.2 Integrale der Massematrix bei gemischten
Randwertproblemen

In Abschnitt 3.5 werden fiir die Berechnung der Massematrix die Ausdriicke

<¢nma7pﬁﬁz>1\/jl (B.Q.l)

bendtigt. Dabei sind die folgenden Integrale zu l6sen.
Fiir den P,,-Teil gilt

S 1 |6 firm=m
/Pum(Q)dG =5 { 1 )8 (B.2.2)

) el fiir m #m

Fiir den Z,-Teil gilt

- 1 fir ~ — 0
/e“’z Zy(2) Zo(2)dz = — - ? o (B.2.3a)
20 (€7 firy#0

und fiir n # 0

/e“’z Zn(2) Zo(2)dz = /e”’z Z0(2) Zp(2)dz = /e'yz Zo(2) Zn(2) dz

1 . 1 2,sin(Ap2) (B.2.3b)
=— [ " Z,(2)dz = ez ,
\/% V 20%n )\n
vergleiche Abschnitt B.1. Setze
2
= B.2.4
Un = 53~ (B.2.4)
Es gilt fir n # 0
— 1 = U Uz —1
Yz — 2 c_ ¥n _“n .
/e Zn(2) Zn(z)dz - <(Un +1) 5 o cos(2\,z) e sm(2)\nz)> .
(B.2.5)
Setze weiters
Vo(z) := cos(An2) + Uy sin(Ap2) (B.2.6a)
und
Wi(z) := Uy cos(Ap2) — sin(Apz2) . (B.2.6b)
Damit gilt fiir n # 0, n £ 0 und n # n
2 L X5 Va(2) Wi(z) = An Va(z) Wa(2)
/e“f Zn(2) Zz(2)dz = — vy (B.2.7)
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B.3 Ableitungen der Losungen in radialer Richtung

und speziell fiir v =0

/Zn(z) Zn(@)dz = — (% + W) (B.2.8a)

und

N

Die Integrationskonstante wurde dabei jeweils mit Null angenommen beziehungsweise
nicht hingeschrieben.

B.3 Ableitungen der Losungen in radialer Richtung
Fiir die Leitfahigkeitsverteilung

a(r)=ort (B.3.1)
gilt laut Abschnitt 3.2.4 fiir n € N und m € Z

Sum(r) =7 QIV(\/_T> (B.3.2a)

und

Tom (1) = r~ 2™ KV(\/F_nr) . (B.3.2b)

Hier werden nun die Ableitungen nach r, welche auf dem Zylindermantel den Ableitungen
in Normalenrichtung entsprechen, berechnet. Dafiir werden die Ableitungsregeln aus
Anhang A.4 verwendet.
Es gilt
d n
d—Snm(r) = —2—7° 2 Iy<\/ 7") +r- }2_— FI,\/Typr
r
1
(e B l) b ()

(B.3.3a)

und analog

% T (1) =772 (% <y - %) e’ Ky<\/1an) + /T, elrim V+1<\/1Tn7")> .

(B.3.3b)
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Abbildung B.1: Gleichungssysteme fiir den mehrschichtigen Zylinder und nicht-gemischten Randbedingungen

B.4 Matrizen fiir den Fall von nicht-gemischten Randbedingungen

Die Matrizen werden aus den folgenden Blécken laut Abbildung B.1 zusammengesetzt. Fiir den Block der innersten Grenz-
schicht £ =1 gilt

S, (RIY) — 52, (RI) — 12, (RY) ) (BA1)

[
M, = <5[1] (RI) ¢BL(RM)  — 62 (R ¢, (RI)  — 5121 (ROTY 75, (R



L8

fiir den der mittleren Grenzschichten ¢ € {2,...,L — 1}

(€ (pl (€] ([l _ 1] plg _ 1] plg
M — SR Tam (R 1) Sam (R Tom “(B) (B.4.2)
e \G(RE) L (RYY 60(RE) AL (RIEY  — sl (RI) T (RIY  — sl (RI) ACE(RI)
und fiir den des Zylindermantels £ = L
MU, = (o SEL (R + 5 68 (RI) (LRI o THE) (RID) + 5 618 (RI) of5) (RIL)) (B.4.3)

Fiir den Fille zwei- und dreischichtiger Zylinder sind im Folgenden die Matrizen explizit angegeben. Fiir L = 2 lautet diese

SLIJH (Rll]) 7S'£7,2‘Jn (Rll]) *Tv[ﬁ]n (Rll])
gl (RUT) cBi), (RIV) - sl (RrUD) (I, (RIV) — 52 (ROT) 2], (RIY (B.4.4)
0 asiih (R + 5621 (RE) L (R a1l (RPY) + 862 (RI)) 5, (RI)
und fiir L =3
st (rM _ s (R — 2l (gl 0 0
&1 (R[1]><L17]n (R[1]> _ 02 (R[1]><L27]n (R[1]> _sl2] (R[l]) -mllzy]n(R[l]) 0 0
0 sl (R Tl (R - st (R —7f%, (R . (B4.5)
0 512 (R[Q]) C7[127]n (R[2]> 5121 (R[2]> Ty[fy]n (R[Q]) _ 8] (R[2]> df’jn (R[2] _ 58] (R[Q]) 7-7[3]71 (R[Q])
0 0 0 QSLSJn (R[?’]) + 8683l (R[S]) di]n (3[31) O47*1[137]n (R[?’]) + 8683l (3[31) 7—1[137]n (R[S])

UoSUNSUIPpoqpuURY U9IYISTWOS-JYOIU UOA [[B] Uop I UOZLIIRIA ¥
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Anhang C

Simulationsdaten und Ergebnisse
beim Vergleich

Hier in diesem Abschnitt sind die Eingangsdaten der Simulationen von Kapitel 6 und
die Ergebnisse dieser im Detail aufgelistet, siehe Tabelle C.1.

Die Rechenzeiten beziehen sich auf ein Testsystem mit Intel® Core™ 2 Duo mit 2 GHz
Prozessor und 2 Gigabyte Arbeitsspeicher.
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C Simulationsdaten und Ergebnisse beim Vergleich

Modell A Modell B Modell C

zugehorige Abbildung Abbildung 6.1 | Abbildung 6.2 | Abbildung 6.3
Geometrie Zylinder Zylinder Zylinder
Hohe H 90 90 90
Radius R 90 90 90
Anzahl der Layer 1 3 3
Radien R [0.65,%,1]- R | [0.65,%,1]- R

13+4)]" | [2B+4)]"
Leitfihigkeiten 2(3 + 4d) 0.1 0.1

L (44 3i) L (44 3i)
Elektrode 1, Typ Rechteck Rechteck Rechteck
Elektrode 1, Mittelpunkt, 8 0 0 0
Elektrode 1, Mittelpunkt, z sH sH sH
Elektrode 1, Breite SR SR SR
Elektrode 1, Hohe sH sH -H
Elektrode 1, Potential +1 +1 +1
Elektrode 2, Typ Rechteck Rechteck Rechteck
Elektrode 2, Mittelpunkt, 8 s 5 s
Elektrode 2, Mittelpunkt, z %H %H %H
Elektrode 2, Breite %R %R TR
Elektrode 2, Hohe %H %H H
Elektrode 2, Potential -1 -1 -1
Genauigkeit in z-Richtung, N 71 35 35
Genauigkeit in #-Richtung, M 71 35 35
Genauigkeit N M 5041 1225 1225
Matrixgrofie 5041 x 5041 6125 x 6125 6125 x 6125
FEejectrode 11.619 6.708 17.47
Etourier 11.517 6.402 17.32
Fehler 0.88% 4.57% 0.85%
inverse Konditionszahl 7 conq 7-107* 2.9-10°° 1.1-107°
Anzahl Finite-Elemente 103336 103336 103336
Bendtigte Zeit, assemblieren 1502 116s 141s
Bendotigte Zeit, solve 37s 61s 63s
Bendotigte Zeit, FE-Simulation 36s 38s 38s
Bendtigte Zeit, vergleichen 1319s 718s 667 s
Differenz (rms) 0.0404 0.0453 0.0776

Tabelle C.1: Simulationsdaten und Ergebnisse beim Vergleich von analytischem Modell

mit Finite-Elemente-Modell
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Symbolverzeichnis

f komplexe Konjugation von f

Ix(z) Indikatorfunktion, siche Anhang A

(f,g) Inneres Produkt von f und g, siehe Anhang A.2

[Bedingung] Iverson-Notation, siche A

Apnm Koeffizienten der Losung

A[rfln Koeflizienten der Losung in Schicht ¢

Af, Teil des Gleichungssystems (Systemmatrix) fiir £ Schichten bei Pidcock [7]
Ay Teil des Gleichungssystems (Systemmatrix)

a Koeffizient (Konstante) bei den Randbedingungen

By Koeffizienten der Losung

B,[ﬁn Koeffizienten der Losung in Schicht ¢

B¢, Teil des Gleichungssystems (rechte Seite) fiir £ Schichten bei Pidcock [7]
[ Koeffizient (Konstante) bei den Randbedingungen

C komplexe Zahlen

Chm Koeffizienten der Losung

C*t . Koeffizienten der Losung in Schicht £ bei Pidcock [7]

0 Dirac-Delta-Distribution

f Funktion am Zylindermantel (Randbedingung)

fnm Fourierkoeffizienten von f

Fnm Teil des Gleichungssystems (rechte Seite)

~v Koeffizient der Materialabhéingigkeit in z-Richtung
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Symbolverzeichnis

I',, Separationskonstante

H Hohe des Zylinders

i eine Losung von X2 +1 =0

I, modifizierte Besselfunktionen erster Art

K, modifizierte Besselfunktionen zweiter Art

LY, (X) Funktionen deren p-te Potenz integrierbar ist

M Zylindermantel

M Menge der verwendeten Koeffizienten der Ndherungslosung
meas X Mafl von X (zum Beispiel Flidche oder Volumen)

7 Normalvektor

N Menge der verwendeten Koeffizienten der Niherungslosung
N natiirliche Zahlen

Ny natiirliche Zahlen mit Null

P(#) Gesamtlosung in 6-Richtung

P,,(6) Teillosung in #-Richtung

® Potential

@l Potential in Schicht ¢ bei einem mehrschichtigen Zylinder
¥, Separationskonstante

Ypm LOsungen

r Koordinate in radialer Richtung

R Radius des Zylinders

R(r) Losung in r-Richtung

R Radius der einzelnen Schichten des mehrschichtigen Zylinders
R, Radius der einzelnen Schichten des mehrschichtigen Zylinders bei Pidcock [7]
R reelle Zahlen

Spm Funktionen (Losung) in r-Richtung

o Materialparameter (Leitfihigkeit)
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o Materialparameter (Leitfdhigkeit) in r-Richtung
T Funktionen (Losung) in r-Richtung

Tnm Ableitungen der Funktionen in r-Richtung

6 Koordinate (Winkel)

W,, Losung in z-Richtung bei Pidcock [7]

Xnm Teil des Gleichungssystems (Losungsvektor)
X!, Teil des Gleichungssystems (Losungvektor) fiir £ Schichten bei Pidcock [7]
z Koordinate in Richtung Hoéhe

7, ganze Zahlen

Z(z) Gesamtlosung in z-Richtung

Zn(z) Teillésung in z-Richtung

zn Normierungsfaktoren

Cnm Ableitungen der Funktionen in r-Richtung
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