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Der vorliegende Text ist auf Basis eines WTgX-Templates erstellt [1],[2].

MATLAB—-Abbildungen

Um MATLAB-Abbildungen entsprechend der Formatierung dieser Arbeit in BTEX
darzustellen, wird das Programmpaket LaPrint fir MATLAB verwendet [3].

QCAD—-Abbildungen

QCAD ist eine Software fiir computerunterstiitztes Zeichnen (CAD) in zwei
Dimensionen (2d) [4]. Sie wird hier verwendet, um selbst generierte Abbildungen zu
zeichnen. Um diese Abbildungen entsprechend der Formatierung dieser Arbeit in BTEX
darzustellen, wird das Programmpaket TexToolKit fiir Linux verwendet [5].



Zusammenfassung

Die Finite Elemente Methode (FEM) ist eine gingige Methode zur Durchfithrung von
Berechnungen in der Kontinuumsmechanik. Die vorliegende Arbeit befasst sich mit
elastischen Scheiben und deren numerischen Berechnungen mit finiten Elementen sowohl fiir
kleine als auch fiir grofile Verformungen.

Ziel der Arbeit ist es, ein Computerprogramm mit der Software MATLAB zu
programmieren, um das jeweilige elastische Verhalten zu berechnen. Als finite Elemente
werden Dreieckselemente mit 3 beziehungsweise 6 Knoten verwendet.

Als Beispiel fiir kleine Verformungen wird eine endlich ausgedehnte Scheibe mit kreisférmigem
Loch betrachtet und deren Lésung mit der analytischen Losung nach Kirsch verglichen.
Grofle Verformungen werden anhand eines Kragarms untersucht. Die Einflussgréfien der
nichtlinearen Theorie werden herausgearbeitet und durch die Berechnungen verdeutlicht.
Abschliefflend werden zum Vergleich kleine Verformungen (geometrisch linear) fiir den
Kragarm analysiert.

Abstract

The Finite Element Method (FEM) is a frequently used method of calculation in continuum
mechanics. This paper deals with elastic membranes and their numerical calculations with
finite elements for both small and large deformations.

The aim of this paper is to implement a computer programme using the software MATLAB
to evaluate the respective elastic behaviour. Triangular elements using 3 or rather 6 nodes
are applied as finite elements.

A finite membrane with circular hole is considered as an example for small deformations and
is compared to the solution according to Kirsch.

Large deformations are examined with a cantilever arm. The influencing quantities of the
nonlinear theory are developed and illustrated by the calculations. Finally small deformations
(geometrical linear) for the cantilever arm are analysed for comparison purposes.
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Kapitel 1

Einfiihrung

In der Einfithrung wird ein kurzer Uberblick iiber den Gegenstand und das Ziel der Arbeit
gegeben.

1.1 Scheiben

Scheiben sind ebene 2d—Bauteile, die nur in ihrer Ebene belastet werden.

1.1.1 Scheibe mit kreisférmigem Loch

Beispiel 1 (kleine Verformungen) ist eine Scheibe mit kreisformigem Loch (Radius a),
Seitenléinge 2L und Dicke h. Sie wird mit einer statischen Streckenlast p in z—Richtung
beaufschlagt (Abbildung 1.1).

2L

Abbildung 1.1: Scheibe mit kreisférmigem Loch



1.1.2 Scheibe als Kragarm

Beispiel 2 (grofie Verformungen) ist eine rechteckige Scheibe mit den Seitenabmessungen L;
und Lo sowie der Dicke h. Sie wird mit einer statischen Streckenlast p in positiver y—Richtung

beaufschlagt (Abbildung 1.2).
y

Lo

Ly

!

A

Abbildung 1.2: Scheibe als Kragarm

1.2 Nichtlinearitiaten

In dieser Arbeit wird zwischen zwei verschiedenen Arten nichtlinearen Verhaltens
unterschieden ( Wriggers, Nichtlineare Finite—Element-Methoden [6]):

(i) Physikalische (oder materielle) Nichtlinearitét

(ii) Geometrische Nichtlinearitit (grofe Verformungen)

1.3 Ziel der Arbeit

Das allgemeine Ziel dieser Arbeit ist es, das jeweilige Verhalten (kleine und grofle
Verformungen) der Scheiben aufgrund der Belastung numerisch mit finiten Elementen mit
einem jeweils selbst programmierten Computerprogramm zu berechnen.



Kapitel 2

Numerische Berechnung

Abschnitt 2.1.2 bezieht sich auf Girkmann, Flichentragwerke [7].

2.1 Lineare Theorie

Gegenstand der linearen Theorie (kleine Verformungen) ist eine Scheibe mit kreisférmigem
Loch (Beispiel 1).

2.1.1 Symmetrie

Aufgrund der Symmetrie des Beispiels 1 und der Belastung beziiglich der xz— als auch der
y—Achse wird fiir die Finiten Elemente Berechnungen nur der 1. Quadrant des kartesischen
Koordinatensystems betrachtet. Dies entspricht einem Viertel der Scheibe (Abbildung 2.1).

Abbildung 2.1: Ein Viertel der Scheibe mit entsprechenden Randbedingungen



2.1.2 Kirsch—Problem

1898 hat sich Ernst Gustav Kirsch (1841-1901) mit einer oco—ausgedehnten Scheibe mit

kreisformigem Loch beschiftigt (Abbildung 2.2).

Abbildung 2.2: co—ausgedehnte Scheibe mit Loch, [7]

Die Airy’sche Spannungsfunktion F' in einem Punkt der Scheibe P(x,y) bzw. P(r, ¢) mit der

Dicke h lautet:

b 2 2, T (7"2 - 42)2 .
F = i 2a°In P cos(2¢)| ... nach Kirsch (1898)
Sie erfiillt die isotherme Scheibengleichung
AAF =0

mit
0?2 1 92 10

A= — 4+~ L+ -
Or? +r2 0p? + r Or

(2.1.1)

(2.1.2)

(2.1.3)

als Laplace-Operator, die sowohl fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ) als auch den

ebenen Verzerrungszustand (EVZ) gilt.

Die Radialspannung o, die Umfangsspannung o, und die Schubspannung 7., werden aus

der Airy’schen Spannungsfunktion F' berechnet.

1 9°F 10F 2 4a? 4
Opy = 0 + 0 —p[l—a—i-(l—a—i-sa)-cos@go)]

2002 ' r or 2h r2 r2 rd
0*F D a® 3a*
oo = S = 2}1[1+7a(1+r>~003(2¢)]

4
iaj_}a%? p( 2a2+3a4
Tre T 2 dp 1 Irdp 2h

(2.1.4)
(2.1.5)

(2.1.6)



Daraus folgt fiir den ebenen Verzerrungszustand (EVZ):
Oz = V(Opr 4+ 0pp) (2.1.7)

Fiir ¢ = 0° bzw. 180° ergeben sich die Spannungen zu:

P 502 3a*
2 4
p |a 3a
vop = L [7’2 - 7"4} (2.1.9)
Trp = 0 (2.1.10)
Fiir o = 90° bzw. 270° ergeben sich die Spannungen zu:
p [3a®> 3a*
2 4
P a 3a
Tro — 0 (2113)

Die Spannungsverldufe der Radialspannung o, und der Umfangsspannung o,, in den
Punkten der Scheibe mit ¢ = 0° bzw. 180° sowie 90° bzw. 270° sind fiir eine co—ausgedehnte
Scheibe in Abbildung 2.3 dargestellt.

2.1.3 Finite Elemente Berechnung

Es wird eine Weggréflen—Finite Elemente Methode angewandt. Die Verschiebungen werden
berechnet, daraus die Verzerrungen und mit dem Hooke’schen Gesetz die Spannungen. Fiir
die Verschiebungen ist es von Bedeutung, ob der Berechnung ein ebener Spannungszustand
(ESZ) oder ein ebener Verzerrungszustand (EVZ) zugrunde gelegt wird, jedoch nicht fiir
die Spannungen.

Fiir den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) gilt:

Eyz = €2y = 0 (2.1.15)
e = 0 (2.1.16)

Dies &duflert sich darin, dass die Verschiebungen in Belastungsrichtung bei gleicher
Belastung unterschiedlich sind.

Verschiebungen gy zy < Verschiebungen gsz)

Wie in Abschnitt 2.1.2 erldutert, ergeben sich bei der Losung nach Kirsch dieselben
Spannungen unabhéngig davon, ob ein ebener Spannungszustand (ESZ) oder ein ebener
Verzerrungszustand (EVZ) vorausgesetzt wird. Somit ist zu erwarten, dass trotz des
Umweges iiber die Verschiebungen bei der Finiten Elemente Berechnung, die Spannungen fiir
den ebenen Spannungszustand (ESZ) und den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) dieselben
sind.



Abbildung 2.3: Spannungsverldufe einer oco—ausgedehnten Scheibe unter Belastung gemifl
Abbildung 2.2 nach Kirsch, [7]

2.1.4 Ziele der linearen numerischen Berechnungen (kleine Verformungen)

(a) Es soll gezeigt werden, dass es fiir die Berechnung der Spannungen mit finiten Elementen
unerheblich ist, ob der Berechnung ein ebener Spannungszustand (ESZ) oder ein ebener
Verzerrungszustand (EVZ) zugrunde gelegt wird.

(b) Die Spannungsverlidufe einer oo—ausgedehnten Scheibe unter Belastung geméf
Abbildung 2.2 nach Kirsch sollen mit den Spannungsverldufen der Finiten Elemente
Berechnung verglichen werden.

(¢c) Der Modellierungseinfluss beziiglich der Spannungsverldufe der Finiten Elemente
Berechnung soll gezeigt werden.



2.2 Nichtlineare Theorie

Gegenstand der nichtlinearen Theorie (groBle Verformungen) ist eine Scheibe als Kragarm
(Beispiel 2).

2.2.1 Arten der Nichtlinearitiaten
Wie schon in Abschnitt 2.1.3 erwidhnt, wird eine WeggroBlen—Finite Elemente Methode

angewandt. Die Spannungen o werden iiber den Umweg der Verzerrungen &€ aus den
Verschiebungen u berechnet. Diese Dreiecksbeziehung ist in Abbildung 2.4 dargestellt.

o u
€
Abbildung 2.4: Dreiecksbeziehung zwischen den Spannungen o, den Verschiebungen v und
den Verzerrungen e, [§]

(i) Physikalische Nichtlinearitét
Sie wird durch eine nichtlineare Beziehung zwischen den Spannungen (bzw. einem Maf}
fiir die Spannungen) o und den Verzerrungen (bzw. einem Maf} fiir die Verzerrungen) &
beschrieben. Hier kommt der Einfluss des modellierten Materials zum Tragen.

(ii) Geometrische Nichtlinearitét
Charakteristikum fiir die geometrische Nichtlinearitét ist eine nichtlineare Beziehung

zwischen den Verzerrungen (bzw. einem Mafl fiir die Verzerrungen) & und den
Verschiebungen w.

Diese beiden Komponenten der Nichtlinearitdt kénnen in Bezug auf die Dreiecksbeziehung
(Abbildung 2.4) separiert werden. Dies ist in Abbildung 2.5 ersichtlich.

physikalische Komponente é geometrische Komponente

Abbildung 2.5: Komponenten der Nichtlinearitét, [8]

2.2.2 Belastung

Die Belastung der Scheibe wird in Inkrementen aufgebracht, da aufgrund der Nichtlinearitéten
das statische Gleichgewicht nicht in einem Schritt erreicht werden kann. Pro Inkrement sind



auBerdem mehrere iterative Berechnungsschritte erforderlich, um das statische Gleichgewicht
und somit die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems zu finden.

An dieser Stelle gilt es zu erwihnen, dass aufgrund der Inkremente eine Pseudozeit ty,
eingefithrt wird. Die Pseudozeit ist keine reale Zeit sondern nur eine Hilfsgrofle. Sie
ermoglicht es, die in den Inkrementen aufgebrachte Belastung chronologisch darzustellen.

Die Belastung pro Inkrement und iterativem Berechnungsschritt F.4(,41) ergibt sich durch
die Multiplikation des Faktors A,41 mit der gegebenen Belastung Fi,y = p - 2L gemil
Abbildung 1.1. Der Faktor A, ergibt sich aus dem zu berechnenden Inkrement (n + 1) und
der Anzahl an gewiinschten Inkrementen (n + 1)4.- Die Belastung pro Inkrement Fpy(,41)
ist fiir jeden iterativen Berechnungsschritt (i 4+ 1) konstant.

n+1
A = 1) =1,2,... 1 2.2.17
n+1 (n‘f‘l)m(m (7’1,—1— ) y &y (7”L—|- )ma:p ( )
Frat(m1) = Ant1 Fent (i+1) =1,2,...(i + Dmas (2.2.18)

Beispiel

Die Belastung von Fg;; = 120N soll in (n + 1)4. = 3 Inkrementen aufgebracht werden.

Inkrement | Pseudozeit Belastung

(n + 1) tn — tnil Fea:t(n—‘rl) in N

1 0—1 40
2 1—2 80
3 2 -3 120

Tabelle 2.1: Beispiel zur Verdeutlichung der Pseudozeit

Im letzten Inkrement (1 + 1)mq: = 3 ist die gewiinschte Belastung Fept = Fepy3) = 120N
erreicht. Sie ist fiir jeden iterativen Berechnungsschritt (i+1) = 1,2,...(i+ 1);q, konstant.

2.2.3 Ziele der nichtlinearen numerischen Berechnungen (grofie Verformungen)

(a) Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems soll der Newton—Raphson Algorithmus
verwendet werden. Das Konvergenzverhalten soll dabei untersuchen werden.

(b) Dem nichtlinear—elastischen Verhalten sollen das de St. Venant-Kirchhoff und das
kompressible Neo—Hooke Material zugrunde gelegt werden. Der Unterschied der beiden
Materialien soll gezeigt werden.

(c) Es soll die nichtlineare Beziehung zwischen der Belastung und der Verschiebung gezeigt

werden. Weiters soll ein Vergleich zum linearen Fall bei kleinen Verformungen angestellt
werden.

10



Kapitel 3

Theorie der
Finiten Elemente Methode (FEM)

Grundlage fiir Abschnitt 3.1 bis 3.4 ist Bathe, Finite Element Procedures [9].

Abschnitt 3.5 bezieht sich auf Bonet/Wood, Nonlinear Continuum Mechanics for Finite
Element Analysis [10].

3.1 Grundlagen der Finiten Elemente Methode (FEM)

Bei der Finiten Elemente Methode (FEM) wird das zu untersuchende Bauteil in finite
Elemente aufgeteilt. Die Verschiebungen eines Punktes w(™ in jedem einzelnen finiten
Element (m) werden durch Multiplikation der Matrix der Ansatzfunktionen H ™ mit dem
Vektor der Knotenpunktsverschiebungen ("™ berechnet. Als Ansatzfunktionen H (™ dienen

im Allgemeinen Polynome.
uwl™ = HMgm (3.1.1)

Als finite Elemente fiir die numerischen Berechnungen werden Dreieckselemente mit 3 bzw.
6 Knoten verwendet.

3.2 Dreieckselement mit 3 Knoten

Die Ansatzfunktionen fiir das Dreieckselement mit 3 Knoten sind lineare Polynome. Es
stellt sich als zweckméflig heraus, die mathematischen Formulierungen fiir ein Element
losgelost vom globalen Koordinatensystem zu beschreiben. Erst beim Aufstellen der
Globalsteifigkeitsmatrix wird der Verband der Elemente hergestellt.

Daher wird das Element in einem lokalen Elementkoordinatensystem — dem natiirlichen
Koordinatensystem — beschrieben. Bei diesem natiirlichen (7, s) Koordinatensystem verlauft
die 7—Achse vom Knoten 1 nach 2 und die s—Achse vom Knoten 1 nach 3 (Abbildung 3.1).

11



Y, v

S

S
3
N 3 (0,1)
1
» r

1 (0,0) 2 (1,0)

2 r

Abbildung 3.1: Dreieckselement mit 3 Knoten in rechtwinkelig—kartesischen und natiirlichen
Koordinaten, [9]

Die Ansatzfunktionen im natiirlichen Koordinatensystem lauten:

hi = 1-r—s (3.2.2)
hy = 1 (3.2.3)
hy = s (3.2.4)

Die kartesischen Koordinaten x und y eines Punktes des Elements lassen sich mit Hilfe der
Ansatzfunktionen h;(r, s) und der Knotenpunktskoordinaten Z; und g; wie folgt beschreiben:

3

xr = Zhi(r, S); (3.2.5)
i=1
3

y = > hi(r, s)j; (3.2.6)
i=1

Analog konnen die Verschiebungen des Elements u und v angegeben werden, wobei u; und o;
die Knotenpunktsverschiebungen in z— und y—Richtung des kartesischen Koordinatensystems
sind.

3

u= Y hi(r, )i (3.2.7)
=1
3

v = Zhi(r,s)@i (3.2.8)
i=1

12



3.3 Dreieckselement mit 6 Knoten

Fiir das Dreieckselement mit 6 Knoten (Abbildung 3.2) lassen sich die Ansatzfunktionen in
natiirlichen Koordinaten wie folgt angeben:

1 1
hl =1 - T — S — §h4 — 5}16 (3.3.9)
1 1
h2 = T - §h4 - §h5 (3310)
1 1
h3 = S — §h5 — §h6 (3.3.11)
hy = 41 —r—s)r (3.3.12)
hs = 4rs (3.3.13)
he = 4s(1 —r—s) (3.3.14)

Yy, v

Abbildung 3.2: Dreieckselement mit 6 Knoten in rechtwinkelig—kartesischen und natiirlichen
Koordinaten, [9]

Mit den Ansatzfunktionen h;(r,s) aus den Gleichungen (3.3.9) bis (3.3.14) und den
Knotenpunktskoordinaten #; und o; ergeben sich fiir die kartesischen Koordinaten x und
y eines Punktes des Elements folgende Beziehungen:

6

z =Y hilr, s (3.3.15)
=1

6

y = Y hi(r,s)i (3.3.16)

=1
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Analog dazu lassen sich die Verschiebungen des Elements u und v angeben, wobei
1; und v; die Knotenpunktsverschiebungen in x— wund y-Richtung des kartesischen
Koordinatensystems sind.

6

u = Zhi(T7 s)U; (3.3.17)
i=1
6

v = Zhi(r,s)ﬁi (3.3.18)
i=1

3.4 Kleine Verformungen

Bemerkung

Die mathematischen Formulierungen in diesem Abschnitt werden in der Voigt—Notation
angegeben.

Die Verbindung zwischen den Verzerrungen (™) und den Knotenpunktsverschiebungen
ist die B(™)-Matrix. Sie ergibt sich aus der Differentialoperatormatrix D und der Matrix
der Ansatzfunktionen H (™).

Mit Hilfe der Elastizitétsmatrix €™ und der B(™—~Matrix wird durch Integration iiber das
Volumen des Elements V(™ die Steifigkeitsmatrix fiir ein Element K (™) berechnet.

E(m) — Du(m) = DH(m)(_ﬁ’y’z)-ﬁ, (3.4.19)
—_—————
B(m™
Km / BT m) gm) gy (m) (3.4.20)
v (m)

Die Steifigkeitsmatrix des Bauteils K ergibt sich durch Assemblierung aller
Elementsteifigkeitsmatrizen K (™).

K=> K™ (3.4.21)
(m)

Gleichgewicht ist gegeben, wenn die Summe aller Knotenkréfte gleich Null ist. Das Gleich-
gewicht an den Knotenpunkten lidsst sich mit der Steifigkeitsmatrix des Bauteils K, den
Knotenpunktsverschiebungen u, den dufleren Kriften F.,; und den Trigheitskriften Fj,ertia
angeben. Dabei stellt die Multiplikation der Steifigkeitsmatrix des Bauteils K mit den
Knotenpunktsverschiebungen @ die inneren Kréfte Fj,; dar.

0= - Kﬁ + Fea:t - Enertia (3422)

Ent
Bei einer statischen Betrachtung sind die Tragheitskréifte Fjertiq nicht vorhanden. Dadurch
vereinfacht sich die Gleichung (3.4.22) und die Knotenpunktsverschiebungen @ konnen

berechnet werden. Dabei ist zu erwéhnen, dass das Gleichgewicht am unverformten Korper
aufgestellt wird.

Ki = F. (3.4.23)
@ = K 'F., (3.4.24)
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Daraus folgen die Verzerrungen &(™)
em = Bmg(m) (3.4.25)
und schlieBlich die Spannungen o (™).

o™ = ¢cmem (3.4.26)

3.5 Grofle Verformungen

Nomenklatur

(a) Grofibuchstaben gelten fiir die unverformte Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ = 0
(b) Kleinbuchstaben gelten fiir eine verformte Konfiguration zum Zeitpunkt ¢,

(c) Ay stellt eine Anderung einer beliebigen Gréfie y dar (nicht zu verwechseln mit dem
Laplace-Operator in Abschnitt 2.1.2)

Bemerkung

Die mathematischen Formulierungen in diesem Abschnitt werden zu Beginn in Tensor—
Notation angegeben.

Am Ende von Abschnitt 3.5.5 wird die Index—Notation eingefiihrt, wobei die Indizes nicht
explizit angeben werden. Die Index—Notation wird mit einem Strich unter der mathematischen
Grofle gekennzeichnet.

Fiir das Kriftegleichgewicht in Abschnitt 3.5.7 gilt es abschlieend in die Voigt—Notation zu
wechseln.

3.5.1 Deformationsgradient

Der Deformationsgradient F' bringt den relativen Abstand zweier infinitesimal benachbarter
Punkte im verformten Zustand in Bezug auf deren Abstand im unverformten Zustand in
Beziehung.

Xp beschreibt den Ortsvektor zu einem Punkt P im unverformten Zustand (Zeitpunkt
to = 0) und x, zum gleichen Punkt, jedoch nun im verformten Zustand zum Zeitpunkt ¢,
(P — p).

Ein infinitesimal benachbarter Punkt () wird in Bezug auf den Punkt P mit dXg im
unverformten Zustand und mit da, im verformten Zustand beschrieben (Abbildung 3.3).

Mit dem Deformationsgradienten F'

oz
F=— (3.5.27)

lasst sich der relative Abstand zweier benachbarter Partikel im verformten Zustand dx, in
Bezug auf deren Abstand im unverformten Zustand d X ausdriicken.

dx, = FdX (3.5.28)
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Z, 2

time = t[) =0

Abbildung 3.3: Verformung eines Korpers — relativer Abstand zweier benachbarter Partikel
P und Q bzw. p und q, [10]

3.5.2 Diskretisierung mit finiten Elementen

Der Deformationsgradient F lasst sich nun wie folgt angeben (siehe dazu auch Abbildung 3.4):
Oz Ox Or

i
Gleichzeitig beschreibt die Beziehung

_ 1
AV = det(J)dV = - e

(3.5.30)

die Transformation bzw. Anderung eines infinitesimalen Volumens.

Fiir die Diskretisierung mit finiten Elementen wird der Vektor & mit den Komponenten x
und y durch die Ansatzfunktionen und die Knotenpunktskoordinaten beschrieben. Dies ist
in Abschnitt 3.2 bzw. 3.3 fiir das Dreieckselement mit 3 bzw. 6 Knoten angegeben.

Mit dem Verschiebungsansatz fiir finite Elemente

u=uH(rs) (3.5.31)
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Z,z

time = to =0

Abbildung 3.4: Darstellung der Diskretisierung

ldsst sich der Deformationsgradient F' wie folgt beschreiben, wobei die B—Matrix angegeben
wird:

Coe _oXiw 0w 0w or
F=ox = "ox “Ytox 'ta ax ~
B . OH(r,s) 1
= 1+a — g (3.5.32)
—_————
B

Durch Variation ergeben sich der virtuelle Deformationsgradient §F und die Anderung des
Deformationsgradienten AF'.

§F = ¢a B (3.5.33)
AF = Au B (3.5.34)

3.5.3 Prinzip der virtuellen Arbeit

Das Prinzip der virtuellen Arbeit beschreibt den Gleichgewichtszustand zu einem konkreten
Zeitpunkt t,4+1 = t, + At und wird in Gleichung (3.5.35) beschrieben. dWj,; steht
fiir die virtuelle Arbeit der inneren Kriafte, W, fiir die virtuelle Arbeit der &dufleren
Krifte und dWinertiq fiir die virtuelle Arbeit der Tragheitskrifte. Ein Korper ist dann im
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Gleichgewicht, wenn die Summe der virtuellen Arbeiten der inneren und #dufleren Kriifte
sowie der Triagheitskrifte gleich Null ist.

tn+At5Wint + tn+At(5Wemt + tn+At5Wmertia =0 (3535)

Bei einer statischen Betrachtung ist die Beschleunigung gleich Null und somit auch die
virtuelle Arbeit der Tragheitskriafte 0Wipertia gleich Null. Dadurch vereinfacht sich die
Gleichung der virtuellen Arbeiten.

A S Wine + AW + A Winertia = 0 (3.5.36)
~—_———
=0
A Wiy + AW =0 (3.5.37)

Linearisierung der virtuellen Arbeit der inneren Kriifte

Die virtuelle Arbeit der inneren Kriifte »TAt§W,,, wird in eine Taylorreihe zur Zeit t,
entwickelt. Eine allgemeine Taylorreihenentwicklung einer Funktion f(;,,a¢) lésst sich wie
folgt anschreiben:

of 1 0°f 5
fttnraty = fu) + arl, At + 5 e . A2+ (3.5.38)

——— (S —
Glied 1. Ordnung  Glied 2. Ordnung

Die Taylorreihenentwicklung wird beim Newton—Raphson Verfahren nur bis zum
Glied 1. Ordnung verwendet. Damit wird die gewiinschte Linearisierung der virtuellen
Arbeit der inneren Kréfte erreicht. Fiir das Glied 1. Ordnung wird eine vereinfachte
Schreibweise durch das A—Zeichen verwendet, die jedoch dasselbe zum Ausdruck bringt wie
in Gleichung (3.5.38).

WA Wit = "6Wine + A" Win) (3.5.39)
~———
Glied 1. Ordnung

Die Gleichung der virtuellen Arbeiten ldsst sich nun wie folgt anschreiben:

—A(t"(SWimg) = t"(SWmt + t"+At5Wext (3'5‘40)

3.5.4 Virtuelle Arbeit der inneren Kréifte

Die virtuelle Arbeit der inneren Krifte 6W;,, kann wie folgt angegeben werden, wobei
S den 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensor und E den Green-Lagrange Verzerrungstensor

beschreibt:
Wit = —/S :0F det(J)dV (3.5.41)

\%4

Der Green—Lagrange Verzerrungstensor E und der rechte Cauchy—Green Deformations-
tensor C' lauten:

E - %(C —1) (3.5.42)
Cc =F'F (3.5.43)
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Durch Variation ergeben sich folgende Gleichungen:
1
oE = 5(50 (3.5.44)

6C =6FTF + FTsF (3.5.45)

Durch die Gleichungen (3.5.44) und (3.5.45) lisst sich die virtuelle Arbeit der inneren Krifte
wie folgt anschreiben:

1 _
Wit = — / S: S(6F"F + F'6F) det(J)dV (3.5.46)
v

Da der 2. Piola—Kirchhoff Spannungstensor S symmetrisch ist, gilt auch

SWint = — / S : FTSF det(J)dV (3.5.47)
%
bzw.
Wi = — / SF : FS det(J)dV, (3.5.48)
Vv

wobei der Ausdruck F'S der 1. Piola—Kirchhoff Spannungstensor P ist.

Mit Gleichung (3.5.33) ergibt sich somit eine zweckméfige Formulierung der virtuellen Arbeit
der inneren Kréfte.

Wi = —bit / B FS det(J)dV (3.5.49)

\%

3.5.5 Anderung der virtuellen Arbeit der inneren Kriifte

Bezugnehmend auf Gleichung (3.5.48) ergibt sich die Anderung der virtuellen Arbeit der
inneren Krifte zu:

AéWipt = —/A(5F:FS) det(J)dV =
v

= — / [A(OF) : FS + 6F : AFS + 0F : FAS] det(J)dV (3.5.50)
v

In rechtwinkelig kartesischen Koordinaten gibt es keine Anderung des virtuellen
Deformationsgradienten A(JF'). Die Anderung des 2. Piola—Kirchhoff Spannungstensors AS
lautet

oS
AS = -2 :AE = C:AE, (3.5.51)

worin € der Elastizitatstensors 4. Stufe und
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AE = %(AFTF—ir FTAF) (3.5.52)

die Anderung des Green-Lagrange Verzerrungstensor AE ist.

Unter Ausnutzung der zweiten “kleinen” Symmetrie des Elastizitéitstensors € gilt auch
AS =C: (FTAF) (3.5.53)

Es ergibt sich nun durch Einsetzen der Gleichungen (3.5.53) und (3.5.34) in Gleichung (3.5.50)
eine zweckméifBige Formulierung der Anderung der virtuellen Arbeit der inneren
Krifte AdWi,: in Index—Notation. Dabei koénnen die Summanden des Integranden als
geometrische und physikalische Tangente beschrieben werden.

AdWipe = —0u /(B SB1+BF CF B)det(J)dV| Au (3.5.54)
V  geometrische physikalische
Tangente Tangente

3.5.6 Virtuelle Arbeit der dufleren Krifte

Die virtuelle Arbeit der dufleren Krifte in Index—Notation ldsst sich sehr einfach angeben.

6Wewt = (5@ Fext (3555)

3.5.7 Kriftegleichgewicht

Die Gleichung der virtuellen Arbeiten zum Zeitpunkt ¢, + At nach der Linearisierung der
virtuellen Arbeit der inneren Krifte

A Winy) = AWy + 7 0Wing (3.5.56)

ergibt sich nun zu Gleichung (3.5.57). In dieser Schreibweise sind der Steifigkeitstensor K,
die Anderung der inneren Krifte AFj,; sowie die inneren Krifte Fj,; sehr gut ersichtlich.

ow /(BSBl+BF<DFB) det(J)dV | A =

N ——
VvV  geometrische physikalische
Tangente Tangente
K
A-Fint
= du Fopy — (m/B:FSdet(J)dV (3.5.57)
\%
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Das Prinzip der virtuellen Arbeit beschreibt hier den statischen Gleichgewichtszustand zu
einem konkreten Zeitpunkt ¢,,1 = t, + At.

Die Gleichung der virtuellen Arbeiten gilt fiir beliebige virtuelle Knotenpunkts-
verschiebungen dw. Dadurch ldsst sich Gleichung (3.5.58) angeben, die das
Kriftegleichgewicht beschreibt. Sie entspricht dem 2. Newton’schen Grundgesetz, dass
die Summe aller Kréfte gleich Null sein muss (statische Betrachtung).

K A@ = Fext - Ent (3558)
Zext  Zant
AF‘int

Werden der Steifigkeitstensor K, die Anderung der inneren Krifte AFj;,; sowie die inneren
Krifte Fj,; in der Index—Notation fiir die Voigi—Notation umgebaut

Q — ( )(m)
so ergibt sich durch Assemblierung
K= K™ (3.5.59)
(m)
Fext :ZFé;Z) (3560)
(m)
Fi =Y Fo (3.5.61)
(m)

das Kréftegleichgewicht in der Voigt—Notation:

K Au = Fo — Fiyy (3.5.62)
AEnt
Aus Gleichung (3.5.62) lassen sich nun die inkrementellen iterativen Knotenpunkts-

verschiebungen Adi(,4 1 ;41) ausrechnen, wobei (n + 1) das Inkrement und (i + 1) den
iterativen Berechnungsschritt bezeichnet:

. -1
Au(n—&—L i+1) — K(n+17 i+1) [Fext(n-i-l) - Ent(n-ﬁ-l, z)] (3'5'63)

Die Summe der inkrementellen iterativen Knotenpunktsverschiebungen At ;11) ergibt
die Knotenpunktsverschiebungen pro Inkrement i, 1:

(7:+1)mam
U1 =Y A, i (n+1) = 1,2,...(n+ Dmae (3.5.64)
(i+1)=1
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Kapitel 4

Materialbeschreibung

Kapitel 4 bezieht sich auf Bonet/Wood, Nonlinear Continuum Mechanics for Finite Element
Analysis [10].

Bemerkung

Die mathematischen Formulierungen in Abschnitt 4.2 und 4.3 werden in Tensor—Notation
angegeben.

In Abschnitt 4.4 wird wiederum auf die Index—Notation und weiter auf die Voigt—Notation
iibergegangen.

4.1 Werkstoffkennwerte

Der Werkstoff der Bauteile ist Stahl. Fiir Stahl lassen sich folgende charakteristische Groflen
angeben:

FE  Elastizitdtsmodul
v Querkontraktionszahl

Damit lassen sich die Lamé—Parameter A und p berechnen:

Ev
A= (1+v)(1—2v) (4.1.1)
= 2(1E+V) (4.1.2)

4.2 De St. Venant—Kirchhoff Material

Der 2. Piola—Kirchhoff Spannungstensor S kann mithilfe des Green-Lagrange Verzerrungs-
tensors E, dem Einheitstensor 1 und den konstanten Lamé—Parametern A und p angegeben

werden.
S=\trE)1 +2uFE (4.2.3)
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Mit der Definition des Green—Lagrange Verzerrungstensors E aus Abschnitt 3.5.4 ergibt sich
der 2. Piola—Kirchhoff Spannungstensor S zu:

S=\tr B(C — 1)} 14 pu(C—1) (4.2.4)

Gleichung (4.2.4) hingt linear vom rechten Cauchy—Green Deformationstensor C ab. Das
de St. Venant—Kirchhoff Material ist linear in C.

4.3 Kompressibles Neo—Hooke Material

Der 2. Piola—Kirchhoff Spannungstensor S kann mithilfe der Inversen des rechten Cauchy—
Green Deformationstensors C~!, des Deformationsgradienten F', dem Einheitstensor 1 und
den konstanten Lamé—Parametern A und p angegeben werden.

S=ul—-C Y+ Ninldet(F)C? (4.3.5)

Mit der Beziehung der Determinante des Deformationsgradienten det(F') iiber den rechten
Cauchy—Green Deformationstensor C

det(F) = \/det(C) (4.3.6)

ldsst sich der 2. Piola—Kirchhoff Spannungstensor S wie folgt anschreiben:
S=u1-C)+\in [ det(C)} c! (4.3.7)

Das kompressible Neo—Hooke Material ist nichtlinear in C'.

4.4 Sonderfall lineare Theorie

Der 1. Berechnungsschritt des 1. Inkrements entspricht dem Sonderfall der linearen Theorie.
Fiir beide Materialien gilt:

(t+ Dmae =1

M+ 1)maz =1
x =X (4.4.8)

ox

F=-s=1 (4.4.9)
C =F'F =1 (4.4.10)
c!t =1 (4.4.11)

1
E=3(C-1) =0 (4.4.12)
S =0 (4.4.13)
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Die Gleichung der virtuellen Arbeiten in Abschnitt 3.5.7 in Index—Notation

ot /(BSBl+BF®FB) det(J)dV | Ad =

VvV geometrische physikalische
Tangente Tangente
K
AF‘int
= 0u Fopy — 0 / B F S det(J)dV (4.4.14)
\%

vereinfacht sich fiir die geometrische und physikalische lineare Theorie, wobei die Darstellung
bezogen auf den urspriinglichen Zustand gemafi Gleichung (3.5.30) gewihlt wird.

5t /( BC B )dV| At = 6 Fuy (4.4.15)
—
V' physikalische
Tangente

-~

K

AEnt

Wird die Beziehung fiir den Steifigkeitstensor K in Index—Notation fiir die Voigt—Notation
umgebaut, so ergibt sich dieselbe Beziehung wie schon im Abschnitt 3.4 in Gleichung (3.4.20),
die aus der linearen Theorie bekannt ist.

Kz/BCBdV (4.4.16)
Vv
KM = / BmTgtm glm gy (m) (4.4.17)
Vv (m)

Gleichung (4.4.15) gilt fiir beliebige virtuelle Knotenpunktsverschiebungen dw. Dadurch lésst
sich Gleichung (4.4.18) angeben, die das Kriiftegleichgewicht beschreibt. Weiters wird die
Index—Notation in die Voigt—Notation iibergefithrt und es werden die entsprechenden
Assemblierungen durchgefithrt. Wird bedacht, dass der 1. Berechnungsschritt des
1. Inkrements dem Sonderfall der linearen Theorie entspricht, so ergibt sich folgende
Beziehung:

Ko yAbnyy = Fe) (4.4.18)
—
AFj )

Die inkrementelle iterative Knotenpunktsverschiebung A ;) ist gleich der Knotenpunkts-
verschiebungen des 1. Inkrements .

1
U = Z At i1y = Al (4.4.19)
(i+1)=1
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Wird auf die Schreibweise mit Inkrement und Berechnungsschritt verzichtet, so ergibt sich
dieselbe Beziehung wie schon im Abschnitt 3.4 in Gleichung (3.4.23), die aus der linearen
Theorie bekannt ist.

Kia = F.y (4.4.20)
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Kapitel 5

Verzerrungs—Verschiebungs—

Beziehung

Grundlage fiir Kapitel 5 ist Celigoj, 2d-Bauteile (Scheiben, Platten, Schalen) [11].

5.1 Green—Lagrange Verzerrungstensor

Der Green—Lagrange Verzerrungstensor FE beschreibt die Beziehung zwischen den
Verzerrungen und den Verschiebungen w. Der Green—Lagrange Verzerrungstensor FE

ist symmetrisch.

[

€ €
E = T Ty
Exzy Eyy

Folgende Gleichungen sind schon aus Abschnitt 3.5.4 bekannt:
1

E =-(C-1
S(C—1)
C =F'F
Mit dem Deformationsgradienten F'
ox 0X oY
F = —— =
0X | |
0X oY

ldsst sich der Green—Lagrange Verzerrungstensor E anschreiben.
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5.1.1 Lineare
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Theorie
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Im Falle der linearen Theorie sind die Verschiebungen als auch die Verschiebungsableitungen
klein. Die nichtlinearen Glieder des Green—Lagrange Verzerrungstensor E sind somit
Es ergeben sich die bekannten Verzerrungen aus der klassischen

vernachléssigbar.
Festigkeitslehre.

ou | 1fou oo
0X 2\0Y 0X
symmetrisch @
Y oY

5.1.2 Nichtlineare Theorie

(5.1.5)

Grofle Verschiebungen als auch grofle Verschiebungsableitungen haben zur Folge, dass die
nichtlinearen Glieder des Green—Lagrange Verzerrungstensor E beriicksichtigt werden.

ou 1
oxX 2

[

»
0X

)]

lin. Glieder

nicht lin. Glieder

1
2

U(ow ou v ow
2\0X 0Y 0X 9Y

symmetrisch

OQu v

Y  0X
ov 1
aYy 2
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Kapitel 6

Losungsverfahren

Grundlage fiir Abschnitt 6.2 ist Wriggers, Nichtlineare Finite—Element—Methoden [6].

6.1 Lineares Gleichungssystem

Wird einem Bauteil die lineare Theorie zugrunde gelegt, ergibt sich ein lineares
Gleichungssystem, welches durch Bilden der Inversen zu l6sen ist. Bei der Bildung der
Inversen wird auf ein Standardverfahren der verwendeten Software zur Programmierung des
Computerprogramms zuriickgegriffen.

Kriftegleichgewicht bei statischer Betrachtung im Falle der linearen Theorie (Abschnitt 3.4):

Kia = F. (6.1.1)
@ = K 'F., (6.1.2)

6.2 Nichtlineares Gleichungssystem

Die nichtlineare Theorie ruft ein nichtlineares Gleichungssystem hervor. Es wird der
Newton—Raphson Algorithmus verwendet, um dieses Gleichungssystem zu lésen. Der
Algorithmus ist ein iteratives Verfahren mit quadratischem Konvergenzverhalten. Durch
die iterativen Berechnungsschritte néhert sich die berechnete Losung mehr und mehr der
exakten Losung. Es macht Sinn, die Anzahl an iterativen Berechnungsschritten durch eine
Genauigkeitsschranke oder durch eine maximale Anzahl an iterativen Berechnungsschritten
zu begrenzen.

Das Kraft f — Verschiebungs uw — Diagramm in Abbildung 6.1 verdeutlicht den Newton—
Raphson Algorithmus sowie dessen FEigenschaften beispielhaft fiir das 1. Inkrement und
3 Berechnungsschritte. Fiir das Losen des nichtlinearen Gleichungssystems aufgrund
der nichtlinearen Theorie bedarf es der iterativen Berechnungsschritte (i + 1) pro
Inkrement (n + 1), um statisches Gleichgewicht zu erreichen. Die Differenz der duferen
und inneren Kréfte pro Inkrement und iterativem Berechnungsschritt wird mit Af(,41 4
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angegeben. Die schraffierten Flichen in Abbildung 6.1 geben die Energie aufgrund des
Ungleichgewichts Wa (41, i41) an.

K1, iv1) DUyt iv1) = Feor(ng1) — Fintnt1, o) (6.2.3)
Afiny1, )
Wamt1,i+1) = Ala’%;w—i-l,i-&-l) Afmy, 4 (6.2.4)
f
Feat) - Fin13) |
é Fi(19)] &
< | ?]v
Fint(1,1)_ | |
| | |
5 | | |
iy
4 | |
| | |
| | |
| |
| | |
0 = u
int(1,0)
B Aty ) | Atpy |Alag)

Abbildung 6.1: Newton—Raphson Verfahren

Nach dem 3. Berechnungsschritt entspricht die berechnete Losung schon mit guter Ndherung
der exakten Losung.

Die quadratische Konvergenz ist am Verhalten der Energie aufgrund des
Ungleichgewichts Wa (41, i41) ersichtlich. Folgende Beziehung muss erfiillt sein, damit
von quadratischer Konvergenz oder besser gesprochen werden kann:

In [WA(n+1,i+2)] — In [WA(n—i—l, i—l—l)]
B = > 2 (6.2.5)

In [WA(n+1,z‘+1)] — In [WA(nJrl,i)]
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Kapitel 7

Numerische Integration

Grundlage fiir Abschnitt 7.1 und 7.2 ist Bathe, Finite Element Procedures [9].

7.1 Einleitung

Um die Elementsteifigkeitsmatrix K (™) zu bestimmen, gilt es eine Integration durchzufiihren.
Im Falle des Dreieckselements mit 3 Knoten ist der Integrand konstant und somit die
Integration sehr einfach. Beim Dreieckselement mit 6 Knoten ist der Integrand allgemein
eine Funktion von den natiirlichen Koordinaten r und s. Diese Integration iiber r und s wird
durch eine numerische Integration approximiert. Hier wird die Gauss—Quadratur verwendet.

Allgemeine Schreibweise einer Integration iiber 2 Variablen a und b:

Toqokt = //IntegTand(d,g) da db (7.1.1)
a p

7.2 Gauss—Quadratur

Die Gauss—Quadratur zur numerischen Losung von Integralen verwendet Gauss—
Punkte (GP), in denen der Integrand ausgewertet wird. Dieser ausgewertete Integrand
wird mit dem zugehorigem Gewicht w und der zugehorigen Flache A entsprechend dem
Gauss—Punkt multipliziert. Die numerische Losung des Integrals entspricht somit der
Summe aller in den Gauss—Punkten (GP) ausgewerteten Integranden multipliziert mit den
entsprechenden Gewichten und Flichen.

Ie:cakt ~ Inumerisch (722)

//Integrcmd(&, b) da db ~ g};w(cp) Integrand(&(gp),?)(gp)) Aap) (7.2.3)
a dA
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Die Anzahl der verwendeten Gauss—Punkte (GP) hingt von der gewiinschten Genauigkeit
der numerischen Losung im Vergleich zur exakten ab. Je mehr Gauss—Punkte (GP)
verwendet werden, desto eher néhert sich die numerische Lésung der exakten Losung an.

Tabelle 7.1 gibt den Grad n eines gemischten Polynoms an, welches abhéingig von der Anzahl
an Gauss—Punkten (GP) hochstens numerisch exakt integriert werden kann.

GP | Polynomgrad n
1 1
2
5
13 7

Tabelle 7.1: Polynomgrad—Obergrenze abhéingig von der Anzahl verwendeter Gauss—Punkte
fiir eine numerisch exakte Integration, [9]

Beispielhaft fiir 7 Gauss—Punkte (GP) konnen fiir das Dreieckselement mit 6 Knoten und
der numerischen Integration iiber die natiirlichen Koordinaten r und s Tabelle 7.2 und
Abbildung 7.1 angegeben werden.

r—Koordinate s—Koordinate Gewicht w
r1 = 0.1012865073235 | s1 =11 wy = 0.1259391805448
ro = 0.7974269853531 | s9 =11 we = w1
r3 =11 §3 =T2 w3 = w1

rq = 0.4701420641051 | s4 = 0.0597158717898 | wy = 0.1323941527885

s =74 S5 = T4 W5 = W4
T = S84 S = T4 We = W4
r7 = 0.3333333333333 | sy =1y wy = 0.225

Tabelle 7.2: Natiirliche Koordinaten r und s sowie zugehoriges Gewicht w fiir 7 Gauss—Punkte
als Dezimalzahl, [9]
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S:l L

s=0.5 ¢

Abbildung 7.1: Anordnung der 7 Gauss—Punkte fiir das Dreieckselement mit 6 Knoten
(natiirliche Koordinaten), [9]

7.3 Numerische Integration — Beispiele und Erkenntnisse

In diesem Abschnitt werden selbst gewéhlte Beispiele fiir die numerische Integration
untersucht.

7.3.1 Beispiel 1

Integrand: r?s

Exakte Losung: 0.016

GP Inumerisch

1 | 0.018518518518518
0.016203703703704
0.016666666666668
13 | 0.016666666666667

Tabelle 7.3: Berechnung der numerischen Losung fiir Beispiel 1

Erkenntnis

Wie in Tabelle 7.1 ersichtlich ist zu erwarten gewesen, dass die numerische Integration ab
7 Gauss—Punkten exakt ist.
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7.3.2 Beispiel 2

rs + 4r?

Integrand:
s—1

Exakte Losung: —0.527

GP Inumerisch

1 | -0.416666666666666
-0.516666666666666
7 | -0.526666666666667
13 | -0.527503223205084

Tabelle 7.4: Berechnung der numerischen Losung fiir Beispiel 2

Erkenntnis

Auch mit 13 Gauss—Punkten ist die numerische Integration nicht exakt. Der Integrand ist kein
Polynom mehr. Somit kann vom Genauigkeitsgrad der numerischen Integration fiir Polynome
nicht mehr unmittelbar die Genauigkeit der Losung abgeschéitzt werden. Es zeigt sich jedoch
wie schon in Abschnitt 7.2 erwéhnt, dass sich mit steigender Anzahl an Gauss—Punkten die
numerische Integration mehr und mehr der exakten Losung néhert.

7.3.3 Beispiel 3

T6

st—1

Integrand:

Exakte Losung: -0.017894779899

GP Inumem’sch

1 | -6.944444444444438e-04
-0.014651241213741
7 -0.017815665285451
13 -0.017895115894214

Tabelle 7.5: Berechnung der numerischen Losung fiir Beispiel 3

Erkenntnis

Es bestiétigen sich die Erkenntnisse aus Abschnitt 7.3.2.
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7.3.4 Allgemeine Erkenntnisse

(a) Wie sich beim Programmieren herausstellt, gilt es beim Dreieckselement mit 6 Knoten
einen Integrand zu integrieren, welcher einen Bruch aus einem Polynom 6. Ordnung
im Zidhler und 4. Ordnung im Nenner darstellt. Somit ist es klar, dass die numerische
Integration auch mit 13 Gauss—Punkten nicht exakt sein wird, wie das Beispiel 3 in
Abschnitt 7.3.3 schon fiir einen Bruch dieser Form gezeigt hat.

(b) Um Rundungsfehler so gering wie moglich zu halten, ist es sinnvoll, die natiirlichen
Koordinaten r und s sowie die Gewichte w fiir die Gauss—Punkte (GP) als rationale
Zahlen anzugeben. Fiir das Dreieckselement mit 6 Knoten konnen die natiirlichen
Koordinaten r und s sowie die Gewichte w fiir 7 Gauss—Punkte (GP) als rationale Zahlen
angeben werden (Tabelle 7.6).

Tabelle 7.6: Natiirliche Koordinaten r und s sowie zugehoriges Gewicht w fiir 7 Gauss—Punkte

r—Koordinate s—Koordinate Gewicht w
6 —+15 5 155 — /15
rn =--—-——- = = - —
! 21 R w 2400
9+ 2v15
rg=——"769#//|8 =711 w2 = w1
21
rs=rmT1 $3 =T2 w3 = w1
. _ 6+V15 s _9-2v15 o = 9 155+ v15
T 1T 4 2400
s =T34 S5 = T4 W5 = Wy
Te — S4 S — T4 We — W4
1 9 9
T = — =T = - —_—
7 3 S7 7 wr 30

als rationale Zahl, [12]
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Kapitel 8

Lineare Theorie — Ergebnisse der
Finiten Elemente Berechnungen

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Finiten Elemente Berechnungen fiir eine Scheibe
mit kreisformigem Loch (Beispiel 1) angegeben und diskutiert.

8.1 Vorgehensweise

Die Vernetzung der Viertel-Scheibe des Kirsch-Problems (endliche Modellierung) fiir
die Finiten Elemente Berechnungen wird mit der Software GiD, Version 9.0.2 [13]
durchgefiihrt. Die Finiten Elemente Berechnungen werden mit dem Computerprogramm
FEM-LINEAR durchgefithrt. FEM—-LINEAR stellt ein Computerprogramm dar, welches der
Autor mit der Software MATLAB—-R2008a programmiert hat. Das Computerprogramm
FEM-LINEAR berechnet die Spannungen in den Gauss—Punkten, welche der Software GiD
iibergeben werden. In den restlichen Punkten des Elements inter— bzw. extrapoliert die
Software GiD die Spannungen. Dadurch sind die Spannungen in den gewiinschten Punkten
(¢ = 0° und 90°) der Scheibe bekannt und werden anschliefend dem Computerprogramm
FEM-LINEAR iibergeben. Somit kann die Spannungssituation in den gewiinschten Punkten
graphisch veranschaulicht werden.

Die Software GiD ist leider nicht im Stande, die Inter— bzw. Extrapolation ab 7 Gauss—
Punkten pro Element durchzufithren. Deshalb wird die numerische Integration mit 3 Gauss—
Punkten durchgefiihrt.
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8.2 Angabe

Bezeichnungen
L Breite und Hohe des Viertels des Kirsch-Problems (endliche Modellierung)
a Radius der kreisformigen Ausnehmung
q Groflenfaktor der Scheibe
h Dicke der Scheibe
P Streckenlast
E Elastizitatsmodul
v Querkontraktionszahl
Cpgsz Elastizitdtsmatrix fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ)
Cprvz Elastizitdtsmatrix fiir den ebenen Verzerrungszustand (EVZ)

y

Abbildung 8.1: Ein Viertel des Kirsch—Problems (endliche Modellierung) mit entsprechenden

Randbedingungen
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Gegebene Grofien

(a) Es werden Dreieckselemente mit 6 Knoten verwendet:
Bei gleicher Elementanzahl haben Dreieckselemente mit 6 Knoten doppelt so viele
Freiheitsgrade wie Dreieckselemente mit 3 Knoten. Deshalb werden Dreieckselemente
mit 6 Knoten verwendet.

(b) Es werden 3 Gauss—Punkte fiir die numerische Integration verwendet.

(¢) Folgende Groflen sind fiir alle Berechnungen giiltig:

L
h = 5mm (8.2.2)
N
p = 200— (8.2.3)
mm
N
E =21-10° 2.4
0 mm?2 (8.24)
v =03 (8.2.5)
1 v 0
E
Crsz = v1 0 (8.2.6)
1—12
0 0 1—v
2
1—v 1% 0
E 1-— 0
Cprvz = v v (8.2.7)
(1+v)(1—2v) . ;1w

2

Die Belastung ist so gewahlt, dass sich gemafi Abbildung 2.3 eine maximale Zugspannung

VON O zyg = 12077117\;2 ergibt.
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8.3 Vernetzung mit der Software GiD

Abbildung 2.3 zeigt die Spannungsverteilung nach Kirsch. Fiir eine Finite Elemente
Berechnung allgemein ist es sinnvoll, das Netz in Bereichen hoher Gradienten fein zu
gestalten. In Abbildung 2.3 ist sichtbar, dass im Bereich des Lochs der Scheibe die
Gradienten der Spannungen hoch sind. Deshalb wird in diesem Bereich das Netz verfeinert.

Abbildung 8.2 zeigt die Vernetzung fiir ein Viertel des Kirsch—Problems. Die Netzverfeinerung
im Bereich des Lochs ist deutlich zu erkennen.

L

y—Koordinate

x—Koordinate

Abbildung 8.2: Vernetzung fiir ein Viertel des Kirsch—Problems (endliche Modellierung)
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8.4 Vergleich ESZ-EVZ

Angabe

a = 50mm
= 400mm

qg =38

8.4.1 Vergleich der Knotenpunktsverschiebungen

Fir den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) ergeben sich in der z—Richtung
(Belastungsrichtung) kleinere Knotenpunktsverschiebungen @ als fir den ebenen
Spannungszustand (ESZ). Dies ist in Abbildung 8.3 beispielhaft fiir die Punkte mit
der Koordinate x = L ersichtlich. Die Erwartung aus Abschnitt 2.1.3 ist somit bestétigt.

0.084

1

0.0821

0.08

0.078

0.076

@ [mm]

0.074

0.072

0.07

0.068 50 100 150 200 250 300 350 400

y—Koordinate [mm]

Abbildung 8.3: Verschiebungen @ der Knoten mit # = L in z—Richtung (¢ = 8)

Es wird davon ausgegangen, dass sich die Dichte des Bauteils nicht verdndert. Damit muss
bei konstanter Masse auch das Volumen konstant bleiben.

Die Knotenpunktsverschiebungen 4 in z—Richtung fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ)
sind grofer als fiir den ebenen Verzerrungszustand (EVZ), da der ebene
Spannungszustand (ESZ) eine Querkontraktion in z-Richtung zuldsst und somit das
System “weicher” ist.

Die Knotenpunktsverschiebungen @ in x—Richtung fiir den ebenen Verzerrungszustand (EVZ)
sind geringer als fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ), da der ebene Verzerrungs-
zustand (EVZ) keine Querkontraktion in z—Richtung zulésst. Fiir die verbleibende y—Richtung
ergibt sich, dass fiir konstantes Volumen die Knotenpunktsverschiebungen in y—Richtung fiir
den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) betragsméfig groBer sein miissen, als fiir den ebenen
Spannungszustand (ESZ). Dies bestétigt beispielhaft Abbildung 8.4.
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-0.022

-0.024

-0.026

[mm]

© -0.028

-0.03

-0.032

T

-0.0345 50 100 150 200 250 300 350 100

x—Koordinate [mm]

Abbildung 8.4: Verschiebungen ¢ der Knoten mit y = L in y—Richtung (¢ = 8)

8.4.2 Vergleich der Spannungen

Wie in Abschnitt 2.1.3 erwidhnt, werden unabhéingig davon, ob der Berechnung ein ebener
Spannungszustand (ESZ) oder ein ebener Verzerrungszustand (EVZ) zugrunde gelegt wird,
dieselben Spannungsverldufe erwartet. Dies bestéitigt sich in den Abbildungen 8.5 bis 8.8.

Punkte der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 0°
(a) Radialspannung o

Abbildung 8.5 zeigt die Radialspannungen o, fiir die Punkte der Scheibe unter
dem Winkel ¢ = 0° fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ) sowie den ebenen
Verzerrungszustand (EVZ).
Mit freiem Auge ist ein Unterschied der beiden Spannungen nicht zu erkennen. Deshalb
wird die Differenz der beiden Spannungen gebildet (Abbildung 8.6), um den Unterschied
besser zu veranschaulichen.

(b) Umfangsspannung o,

Abbildung 8.7 zeigt die Umfangsspannungen o, fiir die Punkte der Scheibe unter
dem Winkel ¢ = 0° fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ) sowie den ebenen
Verzerrungszustand (EVZ).

Wie schon bei den Radialspannungen ist mit freiem Auge kein Unterschied der beiden
Spannungen zu erkennen. Deshalb wird wiederum die Differenz der beiden Spannungen
gebildet (Abbildung 8.8), um den Unterschied besser zu veranschaulichen.
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Abbildung 8.5: Radialspannungen o, fiir ¢ = 0° (¢ = 8)

-3
8 x10

50 100 150 200 250 300 350 400
x—Koordinate [mm)]

Abbildung 8.6: Differenz der Radialspannungen o, fiir ¢ = 0° (¢ = 8)

41



N
mm?2

Top [

]

N
mm?2

Opp(ESZ) — Opp(EVZ) |

| | 1 1

[N~} [\ — =

o o ot O
T T T T

— |57
-35 —e— V7

50 100 150 200 250 300 350

x-Koordinate [mm]

Abbildung 8.7: Umfangsspannungen o, fiir ¢ = 0° (¢ = 8)

0.0259

9
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0.015 f
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Abbildung 8.8: Differenz der Umfangsspannungen o, fiir ¢ = 0° (¢ = 8)
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Punkte der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 90°

Ebenso erweisen sich die Radialspannungen o, und die Umfangsspannungen o, in
den Punkten unter einem Winkel ¢ = 90° fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ) als
auch fir den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) als nahezu ident. Auf eine graphische
Veranschaulichung wird hier jedoch verzichtet.

Diskussion
Fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ) und den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) ergeben
sich Spannungen, deren Differenz vernachléssigbhar ist. Dies zeigt, dass es fiir die Berechnung

der Spannungen unerheblich ist, ob der Berechnung mit finiten Elementen ein ebener
Spannungszustand (ESZ) oder ein ebener Verzerrungszustand (EVZ) zugrunde gelegt wird.

8.5 Ebener Verzerrungszustand (EVZ)

Es gilt dieselbe Angabe wie in Abschnitt 8.4:

a = 50mm
= 400mm
qg =8

Wie Abschnitt 8.4 verdeutlicht, ergeben sich fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ) und
den ebenen Verzerrungszustand (EVZ) Spannungen, deren Differenz vernachlédssigbar
ist. In weiterer Folge werden den Finiten Elemente Berechnungen nur der ebene
Verzerrungszustand (EVZ) zugrunde gelegt. Dies wird jedoch bei Angabe von Losungen der
Finiten Elemente Berechnungen nicht mehr weiter gekennzeichnet.

Bezeichnungen

FEM  Losung auf Basis der Finite Elemente Methode (FEM)
Kirsch  Losung nach Kirsch

Punkte der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 0°
(a) Radialspannung o

Abbildung 8.9 zeigt die FEM-Lésung sowie die Kirsch-Losung gemifl Gleichung (2.1.8)
fir die Radialspannungen o, in den Punkten der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 0°.

Quantitativ stimmen die FEM-Losung und die Kirsch—Losung einigermaflien gut
iiberein. Qualitativ gibt es jedoch Abweichungen:

— Im Falle der Kirsch—Losung néhert sich die Radialspannung o, im Falle einer

oo—ausgedehnten Scheibe erst fiir 1 — oo dem Grenzwert der Radialspannung o, = 7
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Abbildung 8.9: Radialspannungen o, fiir ¢ = 0° (¢ = 8)

— Die FEM-Losung erreicht diesen Grenzwert friiher.
(b) Umfangsspannung oy,

Abbildung 8.10 zeigt die FEM-Losung sowie die Kirsch—Losung geméf Gleichung (2.1.9)
fir die Umfangsspannungen o, in den Punkten der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 0°.

. * )
ok p v— —a o o ° -
S
S
(o}
b
3 ® FEM
A [ rsCH
h
50 100 150 200 250 300 350 100

x—Koordinate [mm)]

Abbildung 8.10: Umfangsspannungen o, fiir ¢ = 0° (¢ = 8)

Quantitativ stimmen die FEM-Losung und die Kirsch—Losung teilweise gut iiberein.
Qualitativ gibt es vor allem beim Startwert als auch am Verlaufende Abweichungen:

p

— Im Falle der Kirsch-Losung startet die Umfangsspannung bei o,, = -5

und
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néhert sich im Falle einer co—ausgedehnten Scheibe fiir 1 — oo dem Grenzwert der
Umfangsspannung o, = 0.

— Die FEM-Losung startet bei einem kleineren Wert fiir die Umfangsspannung o, und
nédhert sich nicht dem Grenzwert o, = 0, sondern beginnt fiir » — L zu steigen.

Punkte der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 90°
(a) Radialspannung o

Abbildung 8.11 zeigt die FEM-Lésung sowie die Kirsch-Losung gemafl Gleichung (2.1.11)
fiir die Radialspannungen o, in den Punkten der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 90°.

h o— FEM
— [Cirsch

O—T"I"

L]
- 0
. Y Py P Y

50 100 150 200 250 300 350 100

y—Koordinate [mm)]
Abbildung 8.11: Radialspannungen o, fiir ¢ = 90° (¢ = 8)

Quantitativ stimmen die FEM-Losung und die Kirsch—Losung einigermaflen gut
iiberein. Qualitativ gibt es jedoch Abweichungen:

— Im Falle der Kirsch—-Losung ndhert sich die Radialspannung o, im Falle einer
oo—ausgedehnten Scheibe erst fiir r — 0o dem Grenzwert der Radialspannung o, = 0.

— Die FEM-Losung erreicht diesen Grenzwert friiher.

— Weiters ist das Maximum der Radialspannung o,, der FEM-Lo6sung hoher als jenes
der Kirsch-Losung.
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(b) Umfangsspannung o,

Abbildung 8.12 zeigt die FEM-Losung sowie die Kirsch-Losung geméf Gleichung (2.1.12)
fir die Umfangsspannungen o, in den Punkten der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 90°.

pl'
e | o— FEM
[ 1rsCH
S
S
&)
p _
R —
050 100 150 200 250 300 350 100

y—Koordinate [mm)]

Abbildung 8.12: Umfangsspannungen o, fiir ¢ = 90° (¢ = 8)

Quantitativ stimmen die FEM-Losung und die Kirsch—Losung teilweise gut iiberein.
Qualitativ gibt es vor allem beim Startwert als auch am Verlaufende Abweichungen:

— Im Falle der Kirsch-Losung startet die Umfangsspannung bei o,, = 3% und
néhert sich im Falle einer co—ausgedehnten Scheibe fiir r — oo dem Grenzwert der
Umfangsspannung o, = 7

— Die FEM-Losung startet bei einem hoheren Wert fiir die Umfangsspannung o, und

nédhert sich nicht dem Grenzwert oy, = %, sondern sinkt fiir » — L weiter ab.

Diskussion

Die Spannungsverldufe der FEM-Loésung entsprechen nicht exakt jenen der Kirsch—Losung.
Die diskutierten Unterschiede gilt es noch zu ergriinden. Zu bemerken ist, dass der
FEM-Losung eine endliche Modellierung des Kirsch—Problems zugrunde liegt. Es ist von
Interesse, wie sich die Modellierung auf die Rechenergebnisse der FEM-Losung auswirkt
(sieche Abschnitt 8.6).
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8.6 Modellierungseinfluss

Angabe
a = 50mm
L = 1000mm
q = 20

Im Vergleich zu Abschnitt 8.5 wird die Lange L auf 1000mm erhoht, wobei der Radius a
unverédndert bleibt.

Punkte der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 0°
(a) Radialspannung o,

Abbildung 8.13 zeigt die FEM-Losung sowie die Kirsch-Losung geméf Gleichung (2.1.8)
fir die Radialspannungen o, in den Punkten der Scheibe unter dem Winkel ¢ = (0°.

JT’I"

o F'EM
— [Cirsch

0

50 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

x—Koordinate [mm)]

Abbildung 8.13: Radialspannungen o, fiir ¢ = 0° (¢ = 20)

Qualitativ stimmen die FEM—Losung und die Kirsch—Losung wesentlich besser {iberein
als in Abbildung 8.9:

— Die FEM-Losung erreicht den Grenzwert der Radialspannung o, = P hach wie vor

frither als die Kirsch—Losung, jedoch ist die Abweichung der FEM-Losung von der
Kirsch-Losung wesentlich kleiner als in Abbildung 8.9.

(b) Umfangsspannung o,

Abbildung 8.14 zeigt die FEM-Losung sowie die Kirsch-Losung gemifl Gleichung (2.1.9)
fiir die Umfangsspannungen o, in den Punkten der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 0°.
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Abbildung 8.14: Umfangsspannungen o, fiir ¢ = 0° (¢ = 20)

Qualitativ stimmen die FEM-Loésung und die Kirsch—Losung wesentlich besser iiberein
als in Abbildung 8.10:

— Die FEM-Losung startet nach wie vor bei einem kleineren Wert fiir die
Umfangsspannung o,, und néhert sich auch nicht exakt dem Grenzwert o,, = 0,

sondern beginnt fiir » — L zu steigen. Jedoch ist die Abweichung der FEM—-Losung
von der Kirsch-Losung wesentlich kleiner als in Abbildung 8.10.

Punkte der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 90°
(a) Radialspannung o,

Abbildung 8.15 zeigt die FEM—-Losung sowie die Kirsch—Losung geméfl Gleichung (2.1.11)
fir die Radialspannungen o, in den Punkten der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 90°.

Qualitativ stimmen die FEM-Losung und die Kirsch—Losung besser iiberein als in
Abbildung 8.11:

— Die FEM-Losung erreicht den Grenzwert der Radialspannung o, = 0 etwas friiher
als die Kirsch—Losung.

— Das Maximum der Radialspannung o, der FEM-Losung ist nahezu ident mit jenem
der Kirsch-Losung.

— Alles in allem ist die Abweichung der FEM-Loésung von der Kirsch—Losung wesentlich
kleiner als in Abbildung 8.11.
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Abbildung 8.15: Radialspannungen o, fiir ¢ = 90° (¢ = 20)

(b) Umfangsspannung o,

Abbildung 8.16 zeigt die FEM—-Losung sowie die Kirsch—Losung geméafi Gleichung (2.1.12)
fir die Umfangsspannungen o, in den Punkten der Scheibe unter dem Winkel ¢ = 90°.

3P4
L o= FEM
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Abbildung 8.16: Umfangsspannungen o, fiir ¢ = 90° (¢ = 20)

Qualitativ stimmen die FEM-Losung und die Kirsch—Losung besser iiberein als in
Abbildung 8.12:

— Die FEM-Losung startet nach wie vor bei einem hoheren Wert fiir die Umfangs-

spannung o,, und ndhert sich auch nicht exakt dem Grenzwert o,, = P sondern

h’
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tendiert fiir r — L weiter abzusinken. Jedoch ist die Abweichung der FEM-Losung
von der Kirsch—Losung wesentlich kleiner als in Abbildung 8.12.

Diskussion

L 1000
Die Spannungsverliufe der FEM-Lésung mit ¢ = — = Tmm = 20 (Abschnitt 8.6)
a mm
entsprechen eher der exakten Losung nach Kirsch als die Spannungsverldufe der FEM—
400
=55 T _ g (Abschnitt 8.5). Dies ldsst den Einfluss der Modellierung
mm

o~

Losung mit g =

deutlich erkenne

=}

8.7 Zusammenfassung

Die Spannungen nach Kirsch fiir den isothermen Fall sind unabhéngig davon, ob ein ebener
Spannungszustand (ESZ) oder ein ebener Verzerrungszustand (EVZ) vorausgesetzt wird.
Das Vorgehen nach Kirsch entspricht einem Kraftgroflenverfahren.

Hier wird eine Weggréflen—Finite Elemente Methode angewandt. Trotz des Umweges, die
Spannungen iiber die Verschiebungen zu berechnen, hat die Finite Elemente Berechnung
gezeigt, dass unabhingig davon, ob der Berechnung ein ebener Spannungszustand (ESZ)
oder ein ebener Verzerrungszustand (EVZ) zugrunde gelegt wird, dieselben Spannungen
berechnet werden.

Der Einfluss der Modellierung macht sich bei der Finiten Elemente Berechnung bemerkbar.
Der Vergleich der Spannungen der Finiten Elemente Berechnungen mit jenen der Kirsch—
Losung hat Abweichungen ergeben. Den Spannungen nach Kirsch liegt eine Modellierung
als oco—ausgedehnte Scheibe zugrunde. Dies bedeutet fiir ¢ # 0 und L — oo, dass sich der

L
Groflenfaktor ¢ = — = oo ergibt.
a

Fiir eine endliche Modellierung ist die L&nge L beschrankt. Die Finiten Elemente
Berechnungen haben gezeigt, dass sich bei einer Vergroferung der Lénge L bei konstantem
Radius a die Spannungen der Finiten Elemente Berechnung mehr und mehr den Spannungen
der Kirsch—Losung ndhern.

L
Fiir einen Groflenfaktor ¢ = — = 20 wie in Abschnitt 8.6 kann bereits eine zufriedenstellende
a

Ubereinstimmung der Spannungen gefunden werden.
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Kapitel 9

Nichtlineare Theorie — Ergebnisse
der Finiten Elemente Berechnungen

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der Finiten Elemente Berechnungen fiir eine Scheibe
als Kragarm (Beispiel 2) angegeben und diskutiert.

9.1 Vorgehensweise

Die Vernetzung des Kragarms fiir die Finiten Elemente Berechnungen in diesem Kapitel wird
wiederum mit der Software GiD, Version 9.0.2 [13] durchgefiihrt. Die Finiten Elemente
Berechnungen, wie sie in Abschnitt 3.5 beschrieben sind, werden mit dem Computerprogramm
FEM-NICHTLINEAR durchgefiihrt. FEM—-NICHTLINEAR stellt ein Computerprogramm dar,
welches der Autor ebenso mit der Software MATLAB-R2008a programmiert hat. Das
Computerprogramm FEM-NICHTLINEAR berechnet die Verschiebungen und die Energie
aufgrund des Ungleichgewichts fiir jeden iterativen Berechnungsschritt pro Inkrement. Daraus
konnen das Konvergenzverhalten und der Einfluss des Materials untersucht sowie der
Vergleich der linearen und nichtlinearen Theorie angestellt werden.

9.2 Angabe

Bezeichnungen
Ly Lénge des Kragarms
Lo Hohe des Kragarms
h Dicke der Scheibe
P Streckenlast
E Elastizitdtsmodul
v Querkontraktionszahl
St.V-K De St. Venanit—Kirchhoff Material
Neo-H Kompressibles Neo—Hooke Material
(n+1) Inkrement
(i4+1) Iterativer Berechnungsschritt
WA(n+1,i+1) Energie aufgrund des Ungleichgewichts
16} Konvergenzverhalten
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Lo

Ly

Abbildung 9.1: Scheibe als Kragarm

Gegebene Grofien

(a) Es werden Dreieckselemente mit 3 Knoten verwendet.

(b) Es wird 1 Gauss—Punkt fiir die numerische Integration verwendet. Durch das Verwenden
des Dreieckselements mit 3 Knoten ist die numerische Integration exakt.

(c) Folgende GroBen sind fiir alle Berechnungen giiltig:

Ly

Lo

= 3200mm (9.2.1)

= 320mm (9.2.2)

= 4dmm (9.2.3)

= 62.5% (9.2.4)
N

= 2.1- 105mm2 (9.2.5)

=03 (9.2.6)

Die Belastung ist so gewéhlt, dass es zu grofien Verschiebungen kommt. Die Biegespannung

in der Einspannstelle betrigt opjegung = 937.5

N
mm?2"

9.3 Vernetzung mit der Software GiD

Abbildung 9.2 zeigt die strukturierte Vernetzung des Kragarms.

g
= L
£
=
o
¥
] 0
> 0

Ly
x—Koordinate

Abbildung 9.2: Strukturierte Vernetzung des Kragarms
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9.4 Konvergenzverhalten

Angabe
(n 4+ 1)maz = 10
(14 1)maz =4

Hier wird das Konvergenzverhalten analysiert. Es wird quadratisches Konvergenzverhalten
der Losung des nichtlinearen Gleichungssystems erwartet (siehe Abschnitt 6.2).

Beispielhaft werden die iterativen Berechnungsschritte des ersten und letzten Inkrements fiir
das de St. Venant—-Kirchhoff und das kompressible Neo—Hooke Material angegeben.

De St. Venant—Kirchhoff Kompr. Neo—Hooke
n+1|i4+1 WA(?H—L i+1) in mJ I6] WA(n—H, i+1) in mJ I6]
1 1 1.5349¢-02 1.5349e-02
1 2 7.4585e-05 7.3896e-05
4.23 4.30
1 3 1.2071e-14 8.2167e-15
0.97 0.94
1 4 3.8467e-24 3.7140e-24
9.28¢-3 -1.01e-3
1 5 3.1402e-24 4.6110e-24
10 1 1.5327¢-02 1.5327e-02
10 2 8.0167e-05 7.9403e-05
3.44 3.49
10 3 1.1462e-12 8.2922¢-13
1.42 1.41
10 4 7.9529¢-24 4.3603e-24
2.13e-2 9.51e-3
10 ) 4.6061e-24 3.4062e-24

Tabelle 9.1: Konvergenzverhalten fiir das de St. Venant—Kirchhoff und das kompressible Neo—
Hooke Material

Diskussion

Tabelle 9.1 zeigt, dass das Konvergenzverhalten sogar besser ist, als die erwartete
quadratische Konvergenz. Die berechnete Losung nahert sich mit jedem Berechnungsschritt
schneller der exakten Losung, sobald der Newton—Raphson Algorithmus konvergiert. Ab dem
4. Berechnungsschritt zeigt sich, dass die berechnete Losung nicht mehr weiter konvergiert.
Dies ist auf die Rechenungenauigkeit des Rechners zuriickzufiihren.
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9.5 Materialeinfluss

Es gilt dieselbe Angabe wie in Abschnitt 9.4:
(n 4+ 1)maz = 10
(Z + 1)max =4

Es soll der Einfluss des Materials beziiglich der Modellierung verdeutlicht werden.

Der Einfluss des Materials wird in einem Kraft—Verschiebungs—-Diagramm fiir den
Knotenpunkt mit den Koordinaten z = L; und y = Lo (Knotennummer 185) gezeigt
(Abbildung 9.3). Dabei wird jeweils fiir den Knoten mit der Nummer 185 die Kraft in
y—Richtung 185Fext(n+1) und die Knotenpunktsverschiebung '®%4 in 2-Richtung nach dem
letzten Berechnungsschritt pro Inkrement betrachtet.

lssFea}t(lO) = 2500

— St V-K
185 _
Foprio) = 2250 t o— Neo_H

— 185Fe:z:t(8) = 2000
=
%D 185Fczt(7) = 1750 |+
S B F, e = 1500
> IF L) =1250 SRR e,
£ ert) "\
T PPy =1000 o e
SR =
= 185Femt(2) = 500 \\

B i) = 250 f e

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 \\é

-7 65 -6 -55 -5 45 -4 -35 -3 -25 -2 -1.5 -1 -05 0
1854, [mm)]

Abbildung 9.3: Belastung in y—Richtung und Knotenpunktsverschiebung in x—Richtung des
Knotens mit x = L; und y = Lo

Der Einfluss des Materials beziiglich der Knotenpunktsverschiebung 4 in 2-Richtung ist
beinahe nicht zu erkennen. Deshalb wird die Differenz der Knotenpunktsverschiebungen der
beiden Materialien gebildet (Abbildung 9.4), um den Unterschied besser zu veranschaulichen.

Diskussion

Auch wenn die Differenz der Knotenpunktsverschiebungen der beiden Materialien sehr klein
ist, zeigt Abbildung 9.4 sehr deutlich, dass der Einfluss des Materials gegeben ist.
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x10~6

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Inkrement

Abbildung 9.4: Differenz der Knotenpunktsverschiecbungen der beiden Materialien in
z—Richtung

9.6 Vergleich der linearen und nichtlinearen Theorie

In weiterer Folge wird fiir die nichtlineare Theorie nur mehr das de St. Venant—Kirchhoff
Material verwendet, um einen Vergleich zur linearen Theorie durchfithren zu kénnen. Dies
wird jedoch bei Angabe von Losungen der Finiten Elemente Berechnungen nicht mehr weiter
gekennzeichnet.

Wie in Abschnitt 4.4 gezeigt, entspricht der 1. Berechnungsschritt des 1. Inkrements der
linearen Theorie. Sie wird mit 10 Inkrementen und 5 Berechnungsschritten pro Inkrement fiir
die nichtlineare Theorie verglichen.

9.6.1 Konvergenzverhalten

Das Konvergenzverhalten kann nur fiir die nichtlineare Theorie angegeben werden,
da (i + 1)maz > 1 ist. Im linearen Fall kann nur die Energie aufgrund des Ungleichgewichts
berechnet werden.

Diskussion

Tabelle 9.2 zeigt die bekannte Konvergenz fiir das de St. Venant—Kirchhoff Material aus
Abschnitt 9.4 fiir die nichtlineare Theorie. Fiir die lineare Theorie ist ersichtlich, dass der
verformte Zustand nicht im Gleichgewicht ist. Dies ergibt sich aus dem Umstand, dass die
lineare Theorie das Gleichgewicht nur am unverformten Zustand ansetzt.
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linear nichtlinear
n—+ 1 7 =+ ]. WA(n+1, i+1) il’l mJ n—+ 1 7 —+ ]. I/VA(n+17 7;+1) in mJ ,8
1 1 1.5349e+-00 1 1 1.5349e-02
1 2 7.4585e-05
4.23
1 3 1.2071e-14
0.97
1 4 3.8467e-24
9.28e-3
1 5 3.1402e-24
10 1 1.5327e-02
10 2 8.0167e-05
3.44
10 3 1.1462e-12
1.42
10 4 7.9529e-24
2.13e-2
10 5 4.6061e-24

Tabelle 9.2: Konvergenzverhalten fiir das de St. Venant—Kirchhoff Material

9.6.2 Vergleich der Knotenpunktsverschiebungen

Das Kraft—Verschiebungs—Diagramm wird wiederum fiir den Knotenpunkt mit der Knoten-
nummer 185 gezeigt (Abbildung 9.5). Dabei wird jeweils fiir den Knoten mit der Nummer 185
die Kraft in y—Richtung 185Fem(n+1) und die Knotenpunktsverschiebung '#°4 in z-Richtung
betrachtet.

185F61L(n+1)maz - 2500 r®,

= pichtlinear
2250 r ® m—gm= |incar
— 2000 r .
=
o0 1750
B
€ 1500
b
= 1250
g
A 1000 ¢
£
535 750
= 500
250 -
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

7 65 6 55 -5 45 4 35 -3 25 -2 -1.5 -1 -0.5 0
1854, [mm]
Abbildung 9.5: Belastung in y—Richtung und Knotenpunktsverschiebung in x—Richtung des
Knotens mit z = L; und y = Ly (de St. Venant-Kirchhoff Material)
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Diskussion

Die Beziehung zwischen Kraft und Verschiebung ist im Falle der nichtlinearen Theorie
nichtlinear und im Falle der linearen Theorie linear. Abbildung 9.5 zeigt den Einfluss der
zugrunde gelegten Theorie sehr deutlich. Die Knotenpunktsverschiebungen der linearen
Theorie weichen bereits deutlich von denen der nichtlinearen Theorie ab. Der Fehler bei
dieser Belastung in diesem Knoten in z—Richtung betréigt 16,1%.

9.7 Zusammenfassung

Der Aufwand der nichtlinearen Berechnung ist um ein Vielfaches hoher als jener der linearen
Berechnung. Bei grofien Verformungen gilt es das Gleichgewicht am verformten Korper
zu finden. Aufgrund der nichtlinearen Beziehung werden Inkremente und iterative
Berechnungsschritte benétigt, um dieses Gleichgewicht mit dem Newton—Raphson
Algorithmus zu berechnen.

Die quadratische Konvergenz des Verfahrens ist ein Indiz dafiir, dass der Code richtig
programmiert wurde. Gleichzeitig ndhert sich die berechnete Losung immer schneller der
exakten Losung, welche dem statischen Gleichgewicht am verformten Korper entspricht.

Bei grolen Verformungen hat sich der Einfluss des Materials im Rahmen zuldssiger
Belastungen fiir elastisches Verhalten als gering erwiesen.

Die geometrische Nichtlinearitdt spielt im vorliegenden Fall eine wesentliche Rolle
und beeinflusst entscheidend die Berechnungsergebnisse. Wie schon in Abschnitt 5.1.2
beschrieben, rufen grofle Verschiebungen als auch die grofle Verschiebungsableitungen
nichtlineare Beziehungen hervor. Sie prigen das nichtlinear—elastische Verhalten.
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