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Abstract

Magnetohydrodynamics (MHD) deals with the dynamics of electrically conducting
fluids, under influence of magnetic fields. This thesis deals with the approximately
solving of a non-linear model problem from the MHD, by use of Newton’s method and
alternatively a simple Richardson method, where linear sub problems are solved. First
the basic equations of MHD are formulated. Then a simplified two-dimensional model
is derived from the MHD equations, which is reformulated in variationformulation to
be able to state results about unique solvability in the weak sense. With the use of
a finite-element-discretisation of the variationformulation, there are equation systems
derived, which solutions correspond to approximations of the weak solution of the
model problem. Numerical solution methods for solving the linear equation systems
are discussed. Finally, results of some numerical examples, which were implemented in
C++, are stated. The theoretical statements about the convergence of the approximate
solutions are confirmed.

Kurzfassung

Magnetohydrodynamik (MHD) beschiftigt sich mit dem Flussverhalten von elek-
trisch leitenden Fluiden, unter dem Einfluss von Magnetfeldern. Diese Diplomarbeit
beschéftigt sich mit der ndherungsweisen Losung eines nichtlinearen Modellproblems
aus der MHD, mittels des Newtonverfahrens und alternativ mit einer einfachen Ri-
chardson Iteration, bei der lineare Teilprobleme gelost werden. Erst werden die Grund-
gleichungen der MHD formuliert. Dann wird aus den MHD-Gleichungen ein verein-
fachtes zweidimensionales Modell abgeleitet, welches dann in Variationsformulierungen
angegeben wird, um Losbarkeitsaussagen im schwachen Sinne anfiihren zu kénnen. Mit
einer Finite-Element-Diskretisierung der Variationsformulierungen werden Gleichungs-
systeme hergeleitet, deren Losungen Naherungslosungen fiir die schwache Losung des
Modellproblems entsprechen. Weiters werden numerische Losungsverfahren zur néh-
erungsweisen Losung der diskretisierten Probleme beschrieben. Schliellich werden Er-
gebnisse zu einigen numerische Beispielrechnungen, welche in C++ implementiert wur-
den, angefiihrt. Die theoretischen Aussagen iiber die Konvergenz der Néherungslos-
ungen werden bestétigt.
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1 Einleitung

Der Teilbereich der Physik, der sich mit Stromungsvorgidngen in Fluiden, die mit
elektromagnetischen Feldern wechselwirken, beschéftigt nennt man Plasmaelektro-
dynamik. Solche Fluide sind z.B.: Plasmen, Elektrolyte oder fliissige Metalle. Die
Spezialisierung fiir den Fall vernachlédssigbarer elektrischer Felder ist die Magneto-
hydrodynamik (MHD).

Es gibt viele Anwendungen der MHD sowohl im ingenieurstechnischen Bereich als
auch im naturwissenschaftlichen Bereich. Als Anwendungsbeispiel sei die Metallurgie
(siehe z.B.: [4]) genannt, wo z.B. statische Magnetfelder eingesetzt werden, um die in
flieBenden Metallen auftretenden Turbulenzen zu dampfen. Ein anderes Beispiel sind
MHD-Generatoren bzw. MHD-Motoren bei denen das leitende Fluid in einem starken
stationdren Magnefeld fliefit. Im Fall eines MHD-Generators wird durch das bewegte
Fluid im Magnetfeld eine Ladungstrennung erreicht, welche als Spannung abgegriffen
werden kann. Beim MHD-Motor erzeugen das Magnetfeld und die aufgebrachte Span-
nung Bewegung im Fluid. Aufgrund der geringen Wirkungsgrade haben diese jedoch
heute wenig Bedeutung. Fiir weitere Anwendungen siehe z.B.: [6].

Im naturwissenschaftlichen Bereich finden sich Anwendungen z.B im Modellieren des
Magnetfeldes eines Planeten. So ein Modell wird im Fall der Erde Geodynamo genannt.
Das Verhalten von Sonnenwinden wird auch mit MHD-Modellen beschrieben. Fiir
weitere Anwendungen im astrophysischen Bereich siehe zB.: [5].

Diese Diplomarbeit beschéftigt sich mit dem ndherungsweise Losen eines nichtlinea-
ren Modellproblems aus der MHD, mittels des Newtonverfahrens und einer Metho-
de bei der alternierend lineare Teilprobleme gelost werden. In Kapitel 2 werden die
Grundlagen der MHD erwéhnt. Dann wird aus den MHD-Gleichungen ein vereinfach-
tes zweidimensionales Modell abgeleitet, welches dann in Kapitel 3 in Variationsformu-
lierungen umformuliert wird, um Losbarkeitsaussagen im schwachen Sinne anfiihren
zu konnen. In Kapitel 4 wird die Finite-Element-Diskretisierung der Variationsformu-
lierungen beschrieben. Hier findet man auch Aussagen iiber Fehlerabschéitzungen in
Abhéngigkeit der Maschenweite der finiten Elemente. In Kapitel 5 werden die numeri-
schen Losungsverfahren zur ndherungsweisen Losung der der diskretisierten Probleme
beschrieben. Kapitel 6 enthélt einige numerische Beispielrechnungen, welche die theo-
retischen Aussagen iiber die Konvergenz der vorangegangenen Kapitel bestétigen.
Ziel der Arbeit ist es, ein besseres Verstdndnis im mathematischen Umgang mit der
nichtlinearen Koppelung zu erarbeiten. Daher werden viele Annahmen und Verein-
fachungen nicht ausfiihrlich physikalisch begriindet.
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In diesem Kapitel werden die physikalischen Grundlagen zur MHD aufgearbeitet. Nach
der Vorstellung eines mathematischen Modells fiir inkompressible MHD, folgt eine Mo-
dellreduktion. Das Kapitel endet mit einem vereinfachtem Modell, das als Ausgangs-
punkt fiir die weiteren Kapitel dient.

MHD ist eine Spezialisierung der Plasma-Elektrodynamik, dadurch, dass das elek-
trische Feld als vernachldssigbar angesehen wird. Im wesentlichen sind die Maxwell-
gleichungen aus der Elektrodynamik und die Navier-Stokes-Gleichungen aus der Hy-
drodynamik, gekoppelt iiber eine verallgemeinerte Form des Ohm’schen Gesetzes und
der Lorentzkraft ausreichend, um eine Vielfalt von Prozessen modellieren zu kénnen.
Als technische Anwendungen gibt es unter anderen MHD-Generatoren, MHD-Motoren
oder auch Durchflulgeschwindigkeitsmessgerite. Allgemein findet MHD immer dort
Anwendungen, wo Fluide durch elektromagnetische Kréfte beeinflusst werden. Als
Beispiele seien hier fliissige Metalle [4], Elektrolyte und Plasmen genannt.

Voraussetzungen

Um das Modell einfach zu halten, wird angenommen, dass das Fluid immer dicht genug
ist, um als Kontinuum angesehen werden zu kénnen. Des weiteren wird vorausgesetzt,
dass die Temperatur konstant ist, und dass das Fluid homogen und einphasig ist.

2.1 Hydrodynamik

Ausgehend von den Grundgleichungen werden durch die Annahme eines Newton’schen
und inkompressiblen Fluids die inkompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen hergelei-
tet.

2.1.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Dieser Abschnitt orientiert sich an [4]. Fiir ein Gebiet Q C R? (d = 2,3) und eine Zeit
t € (0,7) sind die Grundgleichungen der Hydrodynamik zwei Erhaltungsgleichungen,
fiir Masse und Impuls: die Kontinuitétsgleichung

%p(t,x) + V- (pt,x)v(t,x)) =0  firalle xe€Q,te(0,7), (2.1)
und die Impulserhaltungsgleichung
0
5 (p(t,x)v(t,x)) + V- (p(t,x)v(t,x) @ v(t,x)) — V-1 =f(t,x,V). (2.2)
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Hier stehen p fiir die Dichte, v fiir die Geschwindigkeit, 7 fiir den Spannungstensor
und f fiir die Funktion, die den von &ufleren Kriften (z.B.: Schwerebeschleunigung der
Erde) aufgebrachten Impuls modelliert. Die Verkniipfung ® steht fiir das dyadische
Produkt, der Term V - (pv ® v) fur

V:(pvev)= <Za (pviv; ) :
j=1.d

Setzt man ein Newton’sches Fluid voraus, so ldsst sich der Spannungstensor als
T=—-pI+T

schreiben. Hierbei bezeichnet p = p(t,x) den hydrodynamischen Druck, I den Ein-
heitstensor und T den viskosen Spannungstensor, welcher wiederum als

T =ANV-v)I+2uD(v)

dargestellt werden kann. Der Deformationstensor D héngt nur mehr vom Geschwin-
digkeitsgradienten ab:

o, A
D(v) = (vV+vV )= (a;} +627> .
J i/ ij=1.d

A und g sind reellwertige Koeffizienten. Sie sind Charakteristika des Fluids. Fiir New-
ton’sche Fluide gilt die Beziehung

2
A=—Cp.
3[/[/

Man bezeichnet p auch als dynamische Viskositdt. Insgesamt gilt also:
2
V-r=V- (—pI — gu(v V) I+ p(Vv + VVT)) :

Im allgemeinen héngt die dynamische Viskositat von der Dichte p und der Temperatur
ab. Hier wird angenommen, dass die Dichte und die Temperatur konstant in Zeit und
Ort sind. Daher folgt

p(t,x) = p=konstant  und p(p) = p(p) = fi.

Durch diese Annahmen kann die Kontinuititsgleichung (2.1) zur inkompressiblen Kon-
tinuitatsgleichung umgeformt werden:

V-v=0. (2.3)
Somit kann die Divergenz des Spannungstensors als

Vor=V:(=pl+p(Vv+Vv')) =—-Vp+Av
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geschrieben werden.
Weiters vereinfacht sich der nichtlineare Konvektionsterm aus der Impulserhaltungs-
gleichung (2.2), durch Anwendung der Produktregel zu

Ve(pv@v)=v(V:pv)+p(v-V)v
und durch die Annahme der Inkompressiblitéit zu:
V(v @ v) = plv - V)v.
Somit lautet die inkompressible Impulserhaltungsgleichung:
ﬁ%v +p(v-V)v — gAv = —-Vp+f. (2.4)
Aus den inkompressiblen Erhaltungsgleichungen (2.3) und (2.4) ergeben sich zusam-
menfassend die inkompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen:

_0 _ _ B
Par¥ +p(v-V)v—agAv+Vp =+f (2.5)
V.v =0.

2.1.2 Anfangs- und Randbedingungen

In der Hydrodynamik werden meist beschriinkte Gebiete Q C R3 oder 2 C R? betrach-
tet. Oft wird als Gebiet der Bereich gewéhlt, der mit dem Fluid gefiillt ist. Als Rand-
bedingung am Rand I' = 0f2 bieten sich hier zum Beispiel Dirichlet-Randbedingungen
an,

V=V am Rand I'.

Um hydrodynamisch abgeschlossene Systeme (d.h. kein Fluid tritt durch den Rand I')
mit benetzbaren Réndern zu modellieren, ist es sinnvoll, sogenannte no-slip-Randbe-
dingungen, oder Haftbedingungen, anzugeben:

v=20 am Rand T.

Hat man Rénder, die zwar kein Fluid durchlassen, aber nicht benetzbar sind (z.B.:
Begrenzung durch Schwerkraft), kann dies durch free-slip-Randbedingungen

v-n=0_0 am Rand T

dargestellt werden. Hierbei bezeichnet n den nach auflen gerichteten Normalvektor. In
diesem Fall ist eine zusétzliche Information iiber die Randspannung notwendig. Man
kann die Randspannung t als

t=7mn=(—pl+T)n

angeben. Die passende Randbedingung wére dann die Vorgabe der Tangentialspan-
nung:
txn=tp am Rand I'.
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Fir Rénder oder Teile von Réndern, die Quelle oder Senke laminarer Stréomungen
sind, kann man die Tangentialkomponenten von v auf Null festlegen und folgende
Randbedingungen angeben:

vxn=_0 am Rand T,
und dazu die komplementire Randbedingung
t-n=ty am Rand I'.
Als Anfangsbedingung kann man
v(t =0,x) = vo(x)

fiir ein gegebenes Feld vy(x) angeben.

2.2 Elektrodynamik

Dieser Abschnitt ist an [3] angelehnt. Die folgenden Gleichungen beschreiben die Er-
zeugung von elektrischen und magnetischen Feldern durch Ladungen und Strome und
die Wechselwirkungen zwischen den Feldern.

2.2.1 Maxwellgleichungen

e Durchflutungsgesetz:

OD(t, x)

V x H(t,x) = T

+jt,x). (2.6)

Wirbel in der magnetischen Feldstirke H bewirken zeitliche Anderungen der
elektrischen Flussdichte D und induzieren elektrische Strome durch die elektri-
sche Stromdichte j.

e Gaufi’sches Gesetz:
V -D(t,x) = p(t,x). (2.7)
Die Ladungsdichte p. ist Quelle des Feldes der elektrischen Flussdichte D.
e Induktionsgesetz:
0B(t,x)
ot
Zeitliche Anderungen der magnetischen Flussdichte B bewirken Wirbel in der
elektrische Feldstiarke E.

+V x E(t,x) = 0. (2.8)

e Gaufi’sches Gesetz fiir Magnetfelder:
V -B(t,x) =0. (2.9)

Magnetische Felder sind quellfrei.
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Bei linearen isotropen Materialien gelten lineare Zusammenhénge der Flussdichten
mit den Feldstarken:
D=¢E und B=pH. (2.10)

Hierbei steht e fiir die Permittivitdt und p fiir die Permeabilitdt. Beides sind Mate-
rialeigenschaften, die im wesentlichen temperatur- und frequenz-abhéngig sind. Hier
seien € und p konstant in Raum und Zeit, und bekannt.

Setzt man die Zusamenhénge (2.10) in die Maxwellgleichungen ein, so erhélt man:

OE 1 )
el 4= B =i
58t+,uvx _]1
9B VB =T Ui, (2.11)
E‘FVXE =0
V-B =0

2.2.2 Anfangs- und Randbedingungen

Fiir Teile des Randes " des Gebietes €2, welche auch das Medium beranden, fordert man
die Stetigkeit der Tangentialkomponenten des elektrischen Feldes E, und die Stetigkeit
der Normalkomponente der magnetischen Flussdichte B (siehe z.B. [16, S.117]):

Exn=g
B -n=g.

Als Losbarkeitsbedingung muss n-g; = 0 gefordert werden. Falls ein Teil des Randes I'
des Gebietes () innerhalb des Mediums liegt fordert man Stetigkeit aller Komponenten
der gesuchten Felder. Als Anfangsbedingung seien hier

B(t = 0,x) = By(x)

und
E(t =0,x) = Eo(x)

angefiihrt.

2.3 Magnetohydrodynamik

Magnetohydrodynamik kann als Spezialisierung der Plasmaelektrodynamik betrach-
tet werden. MHD kommt zur Anwendung wenn die Stérke des elektrischen Feldes
gegeniiber der des magnetischen Feldes vernachléssighar ist.

2.3.1 Kopplung

Um die inkompressiblen Navier—Stokes—Gleichungen (2.5) mit den Maxwell-Gleich-
ungen (2.11) zu koppeln, ist es nétig, die in der Impulserhaltungsgleichung auftretende
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Kraft f genauer anzugeben. Eine Zerlegung von f als
f = pf, +fy

ist, wegen zweier verschieden wirkenden Kréften, verniinftig. Hierbei stehe f,, fiir
Krifte, die pro Masseneinheit, und fy, fiir Kréfte, die pro Volumseinheit wirken. Da-
durch ist es moglich, gravitative und elektromagnetische Kréfte zu modellieren. Bei
bewegten Ladungen bzw. Leitern tritt eine Kraft auf, die Lorentzkraft genannt wird.
Nach Landau-Lifschitz [17, S. 258] kann der Einfluss der Lorentzkraft in der Impuls-
gleichung, als j x B modelliert werden:

Fiir den Vektor der Schwerebeschleunigung steht g. Das allgemeine Ohm’sche Gesetz
fiir bewegte Leiter lautet:
j=0c(E+v xB). (2.12)

o steht fiir die elektrische Leitfahigkeit, ein Materialwert, und ist hier als konstant in
Raum und Zeit, und bekannt vorausgesetzt.

2.3.2 MHD-Modell

Fasst man die Ergebnisse der vorigen Kapitel zusammen, so erhélt man ein allgemei-

nes Modell fiir magnetohydrodynamische Vorgénge in inkompressiblen Newton’schen
Fluiden:

0 ) \
ﬁa—:+ﬁ(v-V)v—ﬂAv+Vp =jx B+ pg
V-v =0
OE 1
—85—1- —-VxB =j
V.E —e1p in Q. (2.13)
0B
E"‘VXE =0
V-B =0
j =0(E+vxB)

Als Rand- und Anfangsbedingungen kénnen zum Beispiel:

E(t=0,x) = Eq(x)
B(t=0 x) =By(x) pin Q,
v(t=0,x) =vy(x)

Exn =g
B-n =g auf I'
= Vrp

verwendet werden.
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2.3.3 Modellreduktion

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein besseres Verstindnis im mathematischen Umgang
mit der nichtlinearen Koppelung zu erarbeiten. Daher werden hier einige Annahmen
getroffen, die dazu dienen, das Modell zu vereinfachen. Unter anderem wird angenom-
men, dass die Stromung und die elektromagnetischen Felder stationér seien. Durch
die Annahmen ergibt sich die Beschrinkung auf zwei Raumdimensionen, wodurch
das Modell erheblich vereinfacht wird. Das vereinfachte Modell setzt sich aus folgen-
den Teilen zusammen: fiir die Hydrodynamik, das Stokes-System erweitert um die
nichtlineare Kopplung, und fiir die Elektrodynamik, die Laplacegleichung mit einem
nichtlinearen Kopplungsterm.

Die Modellreduktion wird ausgehend vom System fiir inkompressible Newton’sche

Fluide
V-v =0
0 in
ﬁa—:+ﬁ(V~V)v—ﬁAv+Vp =jx B+ pg o
OE 1 . )
—EE—FEV x B =]
V-E —cp, (2.14)
0B in
g E =
5 + V x 0
V-B =0
j =c(E+vxB) )
beschrieben.

Maxwell-Gleichungen

Dieser Abschnitt orientiert sich an [3, Seite 360 - 372]. Durch die Einschréinkung auf
den stationdren Fall beibt vom Durchflutungsgesetz:

lV xB=j (2.15)
1
und vom Induktionsgesetz bleibt:
VxE=0. (2.16)
Mit dem Vektorpotential-Ansatz fiir B,
B=VxA,
und mit dem Potential-Ansatz fiir E,

E=-Vo,
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ist sowohl das stationdre Induktionsgesetz (2.16), als auch die Divergenzfreiheit von
Magnetfeldern (2.9) erfiillt. Aus dem GaufBischen Gesetz (2.7) folgt:

1
Mit der Identitat
VxVxA=V(V-A)—-AA

und der Coloumb-Eichung
V-A=0

folgt aus (2.15):
1
——AA =j.
i

Aus dem Ohm’schen Gesetz (2.12) folgt durch Einsetzen der Potentialansétze fiir B
und E:
j=0(=Vo+vx(VxA)).

Durch Gleichsetzen der vorigen zwei Gleichungen lésst sich j eliminieren:

_iAA =0(=V¢+v x (VxA)). (2.18)

Annahmen zur Vereinfachung

In technischen Anwendungen ist es oft moglich, aufgrund von Symmetrien die Dimen-
sion der Gleichungen zu verringern. Um eine Dimensionsreduktion zur Vereinfachung
des vorliegenden Modells zu erreichen, werden folgende Annahmen getroffen:

A = (0,0, Az(w1, 1)) ", (2.19)

weiters:
ji=j2=0, (2.20)
und: 5
Ey=0= _8_w3¢ also ¢ = ¢(x1,z9).

Betrachtet man nun die 3. Komponente der Gleichung (2.18)s, so erhélt man folgende
Beziehung:

1 0 0 4 0
—;AAg — U(E3 + Ul(a_xg,Al — a—wlAa) - 02(8_:1:2143 - a_lgAz)
) 0

10
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Insgesamt bleibt eine Gleichung fiir A3 in zwei Dimensionen:
1
——AA3+o(v-(VA3)) =0. (2.21)
i

Als Randbedingung ist hier die Dirichletrandbedingung
As = ga, auf T

gewahlt.

Stokes-System mit Koppelung

Falls im gesamten Stromungsfeld die Geschwindigkeiten klein sind, kann der nichtli-
neare konvektive Tréagheitsterm gegeniiber dem Reibungsterm vernachléssigt werden.
(siche z.B.: [19, S. 42]). Mit der Annahme eines stationédren Stromungsfeldes bleiben
von den hydrodynamischen Erhaltungsgleichungen folgende Gleichungen iibrig:

—puAv + Vp =j x B+ pg, V-v=0.

Mit den Vektorpotentialansatz und der Dimensionsreduktion (2.19) aus dem vorigen
Abschnitt gilt fiir die magnetische FluBdichte B:

0 0

B=VxA-= (a@Ag, o

< A5,0)7.

Mit den Annahmen (2.20) {iber die Stromdichte j gilt fir den Kopplungsterm:

0 0

JxB= (—j332>j3B1,0)T = ( 8 ——As, 338 As, ) = jsV As.

Setzt man fiir j3 die rechte Seite der 3. Komponente von (2.18) so erhélt man:
—iAv +Vp = —o(v-(VA;)) VA3 + pg. (2.22)
Als Randbedingungen kénnen Dirichletrandbedingung fiir v gesetzt werden:
V=g, auf T’

In diesem Fall ist p nur bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. Mit einer
Skalierungsbedingung kann p festgesetzt werden.

Gesamtsystem

Zusammenfassend aus der reduzierten Form der Maxwell-Gleichungen (2.21) und Kon-
tinuitatsgleichung (2.1) und der angepassten Impulserhaltungsgleichung (2.22) ergibt
sich folgendes Gesamtsystem:
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2 Modellierung

—iaAv +Vp+o(v-(VA;)) VA3
V-v
_P«LUAA?’ +v- (VA3)

mit den Dirichletrandbedingungen

Az = JA:

vV T8 }aufF.
3

O O

in €2

(2.23)
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3 Analysis

In diesem Kapitel wird die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung des
Randwertproblems (2.23) erarbeitet. Im erstem Abschnitt werden Definitionen und
Sétze angefithrt, welche im zweiten und dritten Abschnitt benutzt werden, um die
gewiinschten Aussagen herzuleiten.

3.1 Grundlagen

Hier werden einige grundlegende Definitionen und Sétze angefiihrt.

3.1.1 Funktionenraume

Sei Q) C R? ein beschrianktes Gebiet.

Definition 3.1. Durch C*°(Q2) wird der Raum der auf  beschrénkten und unendlich
oft differenzierbaren Funktionen bezeichnet.

Definition 3.2. Fiir k € NU{0} ist durch C**() der Raum der auf ) Hélder—stetigen
und k-mal stetig differenzierbaren Funktionen definiert.

Definition 3.3 (C*'). Sei k € N U {0}. Wir schreiben Q € C*! falls zu jedem
x € T':= 00 = QN (R?\Q) eine Umgebung U C R? existiert, so dass es eine bijektive
Abbildung ¢ : U — K;(0) = {£ € R?: |¢| < 1} gibt mit

¢ e CP(U), ¢! e CP(K(0)),

o(UNT) ={ € Ki(0) : & = 0},

p(UUQ) ={¢ € Ki(0): & > 0},

AU N (RNQ) ={ € Ki(0): & <0}
Definition 3.4. Der Raum C§°(§2) ist der Raum der Funktionen aus C'*°(2) mit
kompaktem Tréger:

02(Q) = {u c0®(Q): xeQ:ux) £0} C Q} .

Definition 3.5. Der Raum L,(f) ist der Raum der Aquivalenzklassen der auf €
quadratintegrierbaren Funktionen. Er wird mit dem Skalarprodukt

. 9) e /f

zum Hilbertraum.
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3 Analysis

Definition 3.6 (Sobolev—Raum [13, S.110]). Fiir £ € Ny ist der Sobolev-Raum
HY(Q) der Raum der Funktionen u € Ly(f2), deren schwache Ableitungen (-ter Ord-
nung (|a| =€) D*u in Ly(2) sind:

HY Q) == {u € Ly() : D*u € Ly(Q) fiir |a| <€},

Durch

[N

lull ey = | D 1D 7,0

la|<e

ist eine Norm in H*(Q) gegeben.

Mit dem Skalarprodukt

<u, U>H‘(Q) = Z (Do‘u, DaU>L2(Q)

o <e
ist H(Q2) ein Hilbertraum.

Bemerkung. Man kann den Raum H(f2) auch als Vervollstindigung des C*°(Q)
beziiglich der Norm || - || gy definieren.

H() := O=(@) ",

Unter gewissen Vorraussetzungen an das Gebiet mit der Raum W¥(Q) iiberein. (z.B.:
wenn (2 ein Lipschitzgebiet ist.)

Definition 3.7. Der Raum H{(€2) wird als Vervollstindigung des C°(Q2) beziiglich
der Norm || - || y¢(q) definiert:

HYUQ) = Cpo(q) Tt
Definition 3.8. Mit H*(Q) sei der Dualraum von H§(€2) bezeichnet:
H™(Q) = [Hy(Q)]"

Eine Norm ist durch
[l zz-e() == sup (friv)e
vem@) 0l
definiert, wobei
(v = [ £ dx
Q

das Dualitatsprodukt bezeichnet.
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3.1 Grundlagen

Definition 3.9. Sei Q € C*~ 1. Am Rand I := 9 kann ein Sobolevraum durch
H2(T) = {g=~"v:ve H(Q)}
definiert werden, wobei fiir § < ¢ <k + 3

= inf
[[7] P veHe(gllgl’g:%mvHU”He(Q)

eine Norm ist. Hierbei wird mit

Fox) = li x) i r
Yo v(x) ieglir;erv(x) ir x e

die innere Spur definiert.

3.1.2 Einige Satze aus der Funktionalanalysis

Satz 3.1 (Darstellungssatz von Riesz [12, S.130]). Jedes stetige lineare Funktional
F(v) diber einem Hilbertraum X ist darstellbar in der Form

F(v) = (up,v)x fir alle v e X.

Dabei ist up € X eindeutig durch das Funktional F' € X' bestimmt und es gilt || F||x =
Jurlx-

Satz 3.2 (Lemma von Lax—Milgram [25]). Sei A : X — X' ein X-elliptischer und
beschrinkter Operator auf einem Hilbertraum X. Dann ist die Operatorgleichung

Suche uwe X : Au=f

fiir alle f € X' eindeutig losbar und es gilt
1
lullx < —[Ifllx-
il

Beweis. siehe z.B.: [25, S.50], [21, S. 181]. O

Die Spezialisierung des Sobolev’schen Einbettungssatzes (siehe z.B.: [26, S.385]), wie
er hier gebraucht wird, lautet:

Satz 3.3. Fiir Q C R? beschrinkt mit stiickweise glattem Rand, d.h. 0Q € C%' gilt:
Die Finbettung

HY Q) CC/(Q)  fir £>j+1

1st kompakt.
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3 Analysis

3.2 Variationsformulierung

Um die Losbarkeit des Randwertproblems (2.23) im schwachen Sinne zu zeigen, wird
das System im folgenden zu einer dquivalenten Variationsformulierung (3.5) umge-
formt.

Als erstes muss folgende Bedingung gestellt werden: Da die Kontinuitéatsgleichung
Divergenzfreiheit von v fordert, muss eine Losbarkeitsbedingung an die Randdaten
g, gestellt werden:

0= [V vax= [(n(0) uix ds = [((x) g0 dse (3.1)

T

Die einzelnen Gleichungen im Gesamtsystem (2.23) werden, durch Multiplikation mit
einer passenden Testfunktion und Integration iiber €2, in schwache Formulierungen
umformuliert.

Multipliziert man die erste Gleichung aus dem System (2.23) mit einer geeigneten
Testfunktion w, welche spéter spezifiziert wird, und integriert man iiber 2, so erhélt
man:

—ﬂ/(AV)-WdX+/(Vp)'WdX—|—U/(V'(VAg))(VAg'W)dX:ﬁ/g'WdX. (3.2)

Q Q Q Q

Die Kontinuitdtsgleichung aus (2.23) wird mit einer Testfunktion ¢ multipliziert, und
dann integriert:

4699 vy ax =0

Q

Ebenso mit der dritten Gleichung aus (2.23), mit einer Testfunktion As:

1 ~ ~
T / AAs(x)As(x) dx + Q/(v(x) - VAs(x))As(x)dx = 0. (3.3)

Mit dem Integralsatz von GauB—~Ostrogradski erhélt man eine Formel fiir partielle
Integration. Damit ldsst sich der erste Term aus (3.2) als

[\
[\

- ﬂ/(AV) cwdx = —ITLZ Z /%(Ui(x))%mwi(x)nj(x) dsx

Q i=1 j=1

schreiben.
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3.2 Variationsformulierung

Bemerkung. Der Ausdruck
Z n;j(x vi(x) = yMs(x) fir xeTl

entspricht der inneren Konormalenableitung.
In dhnlicher Weise kann der erste Term in (3.3) umgeformt werden

1 ~ 1
— — [ AA3(x)A dx = int A mtA dsx
i | AR 83 = [ Ao )
Q

1 ~
+ o /VAg(X) - VA3(x) dx.

Der zweite Term aus (3.2) kann auch durch partielle Integration umgeschrieben wer-
den.

/Vp x)dx = [poon” (o0 wix) dse — [PV - wx) dx

Insgesamt lauten die Variationsformulierungen, erstens fiir die Impulserhaltungs-
gleichung, wie folgt:

a(As) (v, W) — fi / At (x) - 788w ()

T

b, w) + /p<x> T ()it () dsy = (£, W)

r

Hierbei ist a(A3)(+,-) eine Bilinearform in v und w

a(Az)(v,w) = ,u/Vv : Vwdx + U/(V -VA;)(VA; - w) dx

Q

und die Bilinearform b(-, -) lautet
b(w,p) := /p(V - w) dx.
Q

Die rechte Seite ist durch

(f,w)q = /f-wdx,
Q
mit f = pg, definiert. Fiir die Kontinuitétsgleichung lautet die Variationsformulierung

b(v,q) =0,
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3 Analysis

und fiir die reduzierte Form der Maxwellgleichungen

~ 1 i L~
) (s Aa) = o [37As(f Ao s =

r

mit der Bilinearform d(v)(-,-), bilinear in As und Aj,

~ 1 ~ ~
d(V)(Ag, Ag) = a /VAg : VAg dx + /(V : VAg)Ag dx.
Q Q

Die Funktionenrdume fiir v, w, p, ¢, A3 und 23 werden so gewahlt, dass die Variati-
onsformulierungen sinnvoll sind, d.h. dass die vorkommenden Integrale endlich sind.
Dazu bietet sich, fiir Funktionen, deren Ableitungen vorkommen, der Sobolev—Raum
H'(Q) an. Fiir p und ¢ reicht der Raum der auf Q quadrat-integrierbaren Funktionen
Ly(€2) aus. So gelte also

v,we [H'(Q)? pqge L), und As, Ay € H(Q).

Skalierungsbedingung Da p in (2.23) nur als Gradient vorkommt, kann nur Ein-
deutigkeit bis auf Addition einer Konstanten gezeigt werden. Um diese Konstante
festzusetzen, wird

p € Loo(Q) = g € Lo()] /q(x) dx = 0

als Skalierungsbedingung gefordert.

Da das Randwertproblem (2.23) ein reines Dirichlet-Randwertproblem ist, kann
man die Suche nach der Losung auf Funktionen beschrinken, deren Werte am Rand
Null sind. Addiert man eine geeignete, vorerst als bekannt vorausgesetzte Fortsetzun-
gen v,,A; , der Randdaten (existiert lt. inversem Spursatz [25, S. 44]), so erhélt man
die Losung des urspriinglichen Problems durch

V =vVg+ Vg bzw. Ag = A370 + A37g

mit den gesuchten Funktionen vo € [H ()] und Az € H ().
Hier werden die selben Raume fiir Ansatzfunktionen der gesuchten Funktionen, und
Testfunktionen gewéhlt:

vo, W € [HH(Q)2, p,q € Lao(), und Asg, A3 € H}(Q).
Dadurch verschwinden die Werte der Testfunktionen w und ;1; am Rand und die

Randintegrale, die von der partielle Integration herkamen, fallen weg. Insgesamt lautet
die kontinuierliche Variationsformulierung dann:
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3.2 Variationsformulierung

Suche ug = (vo,p, Asg) € [HE(Q)]? x Lao(2) x H}(Q) sodass:

a(As)(vo, w) — b(w,p) + a(As)(vy, w) = (f,w)q
b(vo,q) = —b(vy,q) (3.4)
d(v)(As0, As) + d(v)(Asg, As) = (fa,, A3)o

fiir alle Testfunktionen(w, g, Ay) € [H3 ()] X Lan(Q2) x HH ().

Bemerkung. Die rechte Seite f4, der dritten Gleichung kann ab hier als beliebige
Funktion aus H () gewiihlt werden. Diese Modifikation stellt eine Verallgemeine-
rung dar, und erleichtert das Testen (Kapitel 6) der Loser, in Kapitel 5 beschrieben.

Die Skalierungsbedingung p € Lo (£2) kann, wie in [25, S. 85], mittels eines Lagrange—
Multiplikators A € R mit in die Variationsformulierung genommen werden.
Suche ug = (vo,p, Asg) € [HF(Q)]? x La(Q) x HE(Q) sodass:

a(As)(vo, w) — b(w, p) + a(As)(vy, w) = (f, w)q

w

b(vo,q) + A [ q(x) dx = —b(v,, q)

p(x)dx =0

AS,ga AE) = <fA3a :4\;>Q

fiir alle Testfunktionen(w, g, Z;) € [HY()]? x Ly(Q) x H ().
Testet man die zweite Gleichung mit der Funktion ¢ = 1, so folgt mit der Losbar-
keitsbedingung (3.1):

—~ 2

d(v)(Aso, As) + d(v)

b(vo, 1) + A = —b(v,, 1) = — /(n(x))Tgv(X) dsy = 0
= AQ =0
= \=0.

Daher kann A als rechte Seite der dritten Gleichung gesetzt werden

Q/ p(x) dx = A,

und in der zweiten Gleichung eliminiert werden.

b(vo,q) + /p(x) dx /q(x) dx = —b(vy, q)

Q Q

Insgesamt ergibt sich eine zu (3.4) dquivalente Formulierung der kontinuierlichen
Variationsformulierung:
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3 Analysis

Suche ug = (vo,p, Asg) € [HE(Q)]? x La(Q) x HE(Q) sodass:

a(Asz)(vo, W) — b(w, p) + a(Asz)(vy, w) = (f, W)
b(vo,q) + c(p,q) = —b(vy, q) (3.5)
d(v)(Aso, As) + d(v)(Asg, A3) = (fa,, As)a

fiir alle Testfunktionen(w, ¢, As) € [HL(2)]2 x Ly(Q) x HL(),

mit den Bilinearformen a(As3)(-,-),b(:,-),c(:,-) und d(v)(,-):

. a(Ag) (v, w) = f / Vv:Vwdx+o / (v-VA)(VA;-w)dx,  (3.6)
. b, i= [a(V - w)x, (3.7)
. c(p,q) = /p dx /q dx, (3.8)
) d(v)(As, Ag) = J—lu / VA - VA dx + / (v-VA) Ay dx.  (3.9)

Q

3.2.1 Zerlegung in lineare Teilprobleme

Fiir die oben beschriebene Variationsformulierung (3.5) kann eine Methode gewéhlt
werden, so dass sich eine Folge von Naherungslosungen des nichtlinearen Gesamtpro-
blems, durch abwechseldes Losen von zwei linearen Teilproblemen, wobei die jeweils
andere Teillosung als Eingangsdatum in das eine Teilproblem eingeht, ergibt. Das
Vorgehen ist dieses:

1. Wahl einer Startfunktion fiir A3 € H'(Q)

2. Mit bekanntem Ajz bleibt aus den ersten zwei Gleichungen der kontinuierlichen
Variationsformulierung (3.5), im wesentlichen, die Variationsformulierung des
Stokes-Systems iibrig. (Der Unterschied liegt nur in einem Term nullter Ordnung
in der Bilinearform a(As)(,-), welcher aber weder Beschrénktheit, Elliptizitét
oder Bilinearitét stort. Siehe Lemma 3.1)

Suche (vo,p) € [H}(2)]? x Ly(9) sodass:

a(As)(vo, w) —b(w,p) = (£, w)a — a(A3)(vg, W)
b(vo, q) + c(p,q) = =b(vy, q) (3.10)
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3.3 Existenz und FEindeutigkeit der Losung

fiir alle Testfunktionen(w, q) € [Hg(2)]*>x L2(2). Dies ist ein lineares, elliptisches
Sattelpunktproblem (siehe néchsten Abschnitt 3.3.1).

3. Mit der bekannten Funktion v = v + v, aus der Lésung von (3.10), bleibt von
der dritten Gleichung in der kontinuierlichen Variationsformulierung (3.5), eine
Poisson—Gleichung mit einem Term erster Ordnung iibrig.

Suche Az € Hy(2) sodass:
d(v)(As, Ag) = (fay, Az)a — d(v)(As,, As) (3.11)

fiir alle Testfunktionen Az € H{ (). Auch hier kann Elliptizitéit, und eindeutige
Losbarkeit gezeigt werden (siehe Abschnitt 3.3.2).

4. Mit dem neu berechneten Az kann wieder zu Punkt 2 gesprungen werden.

5. Um Existenz und Eindeutigkeit einer Losung (v, p, A3) € [H'(2)]? x Lao(Q) x
H'(Q) fiirs Gesamtsystem (3.5) zu garantieren, wird im Abschnitt 3.3.3 gezeigt,
dass eine dquivalente Fixpunktgleichung eindeutig losbar ist.

3.3 Existenz und Eindeutigkeit der Losung

In diesem Abschnitt werden die Existenz und Eindeutigkeits-Aussagen, zuerst fiir die
linearen Teilprobleme (3.10) und (3.11), und dann fiir die gesamte nichtlineare Varia-
tionsformulierung (3.5), erarbeitet. Fiir die linearen Teile liefert das Lemma von Lax—
Milgram (Satz 3.2) die gewiinschte Aussage. Fiir das Gesamtproblem wird, dhnlich
wie im Beweis fiir das Lemma von Lax—Milgram, die gewiinschte Aussage iiber eine
Fixpunktgleichung mit kontrahierendem Operator, hergeleitet.

3.3.1 Stokes-Problem mit vorgegebenem Potential

In diesem Abschnitt wird das erste Teilproblem in Operatorschreibweise umformuliert,
und die Voraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram nachgewiesen, womit die Exi-
stenz und Eindeitigkeit der Losung folgt. Ausgehend von der Variationsformulierung
(3.10)

Suche (vo,p) € [Hi(Q)]* x Ly(Q2) sodass:

a(Asz)(vo, w) — b(w, p) = (f,w)a — a(A43)(v,, W)
b(vo, q) +c(p,q) = —b(vy, q)

fiir alle Testfunktionen(w, ¢) € [Hj(Q)]? x La(£2),
kann das Problem in eine Operatorgleichung ungeschrieben werden. Fiir beliebige be-
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3 Analysis

kannte Funktionen Az € C'(Q) induzieren die Bilinearformen, wie in [25, S. 86],

(A(Az)v, w)q :=a(A3)
(A3)
(BV,q)r,0) :=b(v,q

(
<W7 B,p>Q Z:b(W,p)
(CP, @) 1o(0) =¢(

fiir alle v, w € [H}(Q)]?, v € [H(Q)]? und p, ¢ € Ly(Q), lineare Operatoren

Die Einschrinkung des Operators A(A;) auf H} () entspricht dem Operator A(As3).
Damit lautet die Operatorgleichung zur Variationsformulierung (3.10):

A(Ag) —B’ Vo o fv — A/(Ag)vg
( B c v )= _Bv, (3.12)
Eigenschaften der Operatoren bzw. der Bilinearformen

Lemma 3.1. Fiir VAz € [C(Q)]? ist die Bilinearform (3.6) a(As3)(-,-) : [HA(Q)]? x
[H}(Q)]? — R beschrinkt, und [Hg(Q)]*~elliptisch.

Beweis. e Beschriinktheit: Seien v, w € [H}(Q)]?. Dann gilt
2
la(A3) (v, w)| < |a Z/in - Vw;| dx + |o]| /|(V -V A3)(VA; - w)|dx
=g Q

Der erste Term entspricht nach Anwendung der Cauchy—Schwarz—Ungleichung,
der [H'(2)]*Halbnorm und kann durch die [H'(Q)]?>-Norm abgeschétzt werden:

2
Id Z/va V| dx < cfv]pn@pwlm @y < vl @plwllm @)
i=1 Q

Der zweite Term kann mit Cauchy—Schwarz—Ungleichung, Dreiecksungleichung
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3.3 Existenz und FEindeutigkeit der Losung

und der Normdefinition in H*(Q2) und der Supremumsnorm in C(£2), wie folgt

o] /|(v -V A;3)(VA; - w)|dx < |J\HVA3H[20(Q)]2 /\Ulwl + V1w + vowq + vows| dx
Q

< |U|||VA3||[20(Q)]2[(HUIH%Q(Q)leH%g(Q))% + (a7, 0 w2l 0)
- (vl @ o 13y0) * + (el o w2 09) ]

< |U|HVA3H[20(Q)]2[(HVH%Q(Q)“WH%Q(Q))% + (HVHQLQ(Q)HW”%Q(Q))

+ (”VH2L2(Q)||WH%,2(Q))% + (||V||%2(Q)HW||%2(Q))§]

1 1
2 2
< oIV Asl e (V13 o Iy )+ (V1 W1 )

1
2
(I w50y )™ + (V1B 90l ) )

< |Vl @ Wl @2

N

N|=

N

abgeschétzt werden. Insgesamt gilt,
|a(As) (v, w)| < IVl @2 1wl o2
fiir ein 0 < c5 € R.

o [H}(Q)? Elliptizitit: Fir w € [H}(Q)]? gilt, wegen der Aquivalenz zwischen
Halbnorm und Norm:

2
a(Az)(w,w) = Z/sz dx—l—a/(w~VA3)2 dx
= —_——

Q >0

> W[tz > et IwlF oy
]

Bemerkung. Die Beschrinktheit von a(A3)(-,-) gilt auch fir v,w € [H'(Q)]* und
damit ist auch A(A3) beschrénkt.

Lemma 3.2. Die Bilinearform (3.7) b(-,-) : [H*(2)]* x Ly(Q) — R ist beschrinkt.
Beweis. Sei w € [H'(Q)]?, ¢ € Ly(Q2). Dann gilt

b(w,q)| = /Q(V w) dx| < gl @ IV - Wlla@) < Sl Lo W]l @2
Q

Lemma 3.3. Die Bilinearform (3.8) c(+,-) : La(Q2) x Ly(2) — R ist beschrinkt.
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3 Analysis

Beweis. Seien p,q € Ly(€2). Dann gilt wegen der Cauchy—Schwarz—Ungleichung

lc(p, q)| = /pdx /qu < 1Qpl Lo 12l Lo -
Q Q

]

Stabilitdtsbedingung Fiir das néchste Lemma 3.5 wird eine Stabilitdtsbedingung

benétigt:
Lemma 3.4. Sei Q C R ein beschrinktes zusammenhdngendes Lipschitz—Gebiet.
Dann gilt
b(w, .
cstl|q|| za(0) < sup (w, q) fir alle g € Lao(2). (3.13)

0Awe[HL ()4 HWH[HI(Q)]d

Beweis. (Siehe [25, S. 85] oder [2, S. 137]) Nach der Ungleichung von Necas (siehe [8]),
gilt fiir alle ¢ € Lo o(£2):
HqHLz(Q) < CHV(]H[H*(Q)]‘L

Mit der Normdefinition fiir den Dualraum und mit cg; = %, gilt

w,Vq)a
cstllallra@ < IVallig-1@pa = sup (W, Va)a
0AWE[HE ()4 [wl| [H1(Q))¢

= [a(v wyix

= sup sup

0AwWE[HE ()] ||W||[H1(Q)]d 0AwWE[HL ()] HWH[Hl(Q)]d.

Daraus folgt die Behauptung (3.13).
O]

Schur—Komplement—System Aus der Beschrinktheit und H}(Q)-Elliptizitdt des
Operators A(Aj3) folgt mit dem Lemma von Lax—Milgram (Satz 3.2), die Existenz des
inversen Operators (A(A3))~!. Damit kann die erste Gleichung in (3.12) in
Vo = (A(Ag))"! [pr Yf, - E(AS)vg} (3.14)
umgeschrieben werden und in die zweite Gleichung eingesetzt werden
[B(A(A3))"'B'+ O] p=—B(A(A;)) 'fy + B [(A(Ag))*lg(Ag) — I} vy (3.15)

Dadurch entsteht das Schur-Komplement-System

Sp = fs
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3.3 Existenz und FEindeutigkeit der Losung

mit dem Operator
S = [B(A(A43))"'B' + C] : La(Q) — L(R)
und mit der rechten Seite
fs = =B(A(A3)) My + B |(A(43) " AA5) — 1] vy,
Fiir den Operator S kann Beschrinktheit und Lo (Q)-Elliptizitit gezeigt werden
(siehe auch in [25, S. 87]):
Lemma 3.5. Der Operator S : Lo(§2) — Lo(S2) ist beschrdnkt und Lo($2)—elliptisch.

Beweis. Fur p € Ly(Q) sei v, die eindeutige Losung (existiert 1t. Satz 3.2, mit Lemma
3.1 und 3.2) von

a(Asz)(vy,, w) = b(w,p) fiir alle w € [Hg(Q)]%,
dann gilt v, = (A(A43)) "' B'p.

e Beschriinktheit: Aus der [H}(Q)]*~Elliptizitit von a(A;3)(+,-) und der
Beschrénktheit von b(-, -) folgt

A NVpllfaayz < a(vp, vp) = b(vp, p) < SVl @p 1Pl Lo
)
= |Ivpllin@ye < C—Allplng(m-
1

Somit gilt, mit der Beschranktheit des Operators D lIt. Lemma 3.6,

15Dl £a(0) < 1B(A(A3)) " Bl @) + 5 Dl 1oy = 11 BVplla@) + 2Pl a0

(cF)?
< vl + &Il aw) < max{ CQA cc5 e 1Pl 2
1

(cF)?
A
1

die Beschrénktheit von S mit der Konstante ¢§ = max{~2—,c}}.

o Lo(Q)-Elliptizitat: Fiir p € Lo(Q) ist

o [
P=DoT 57 [ PAX
 /

mit pg € Lo o(§2). Damit gilt

1
Pl = ol + o | [
Q
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Wegen der Stabilitétsbedingung (3.13) gilt fiir alle py € Lo o(€2):

b(w, p
csllpollia@) < sup bW, po)
0#we[Hj (2)]? Hw|| [H(Q)]2

= sup

S CAHV || H1(Q)]2-
0 welHE(2))? Hw”[Hl(ﬂ)P 2 ol

Somit gilt

2 6124 ’ 2 054 ’ A 054 ’ A
Hp0||L2(Q)§ C_St HVpoH[Hl(Q)PS C_St 1 a(A3) (Ve po) = | = | €1 b(Vpy, Do)

Cst

C§4 ? A C§4 ? A
_ (—) B, P i) — (—) A B(A(A3)) ™ B'po, o) ey,

Cst Cst

Weiters gilt fiir alle w € [H}(Q)]?

b, ) = [ (V- w) e /Vp wdx = - /Vpo wdx = b(w, po),

Q

und daher v, = v,,.
Insgesamt gilt also, fiir alle p € Ly(Q2)

<SP7P>L2(Q) = <B(A(A3))7IB/Z%P>L2(Q) + (DP,P>L2(Q)
= (B(A(A3)) "' B'po, ) o) + (Dp, D) 1o(9)
2

— (BA) B + | [pdx

Q

2
2

> lpollZ,@) + /pdx
- A Lo Q)

C

( 2) 1 0

2
. Cst 2
> min { 2 01 bl

2 1

]

Damit sind alle Vorarbeiten erledigt, um die eindeutige Losbarkeit des Stokessystems
mit vorgegebenem Potential (3.10) in einem Satz zu formulieren:

Satz 3.4. Sei Q € C%! beschrinkt. Das Stokessystem (3.10) mit vorgegebenem Poten-

tial Ay € CY(Q) ist, fiir alle £, € [H"Y(Q)]2, fir alle Randdaten g, € [H2 (I')]* welche

die Losbarkeitsbedingung (3.1) erfillen, unabhdnging von der Wahl der Fortsetzung
€ [HY(Q))?, eindeutig losbar. Weiters gelten die Abschdtzungen:

B

1
Pl < 5 A||fv||[H Q>]2+C2( +1)01T||gv||[H2 )
1
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3.3 Existenz und FEindeutigkeit der Losung

und
1 (c 3)2
Ml < = (1+ 520) I lla-s
c cf
(c5)? ¢y
(G0 et el
Beweis. e Existenz der Losung:

Das Schurkomplementsystem (3.15) ist mit Lemma 3.5 laut Satz 3.2, dem Lemma
von Lax—Milgram, eindeutig 16sbar, mit der Abschéitzung:

1 _ ~
Ipllae) < 51 BAS) ™ [~ + AlAs)vg] — Bl

| /\

B B 6124
el + % (4 1) crrlleul g e

1
Setzt man die eindeutige Losung p in (3.14) ein, so erhilt man das gesuchte
Geschwindigkeitsfeld vy, und damit hat man, fiir eine Wahl der Fortsetzung

€ [H,(Q)], eine Losung (vo,p) € [Hy(Q)]* x Lao(Q) des Stokessystems mit
vorgegebenem Potential (3.12). Wegen den Lemmata 3.1 und 3.2 und dem in-
versen Spursatz (siche z.B.: [25, S. 44]) gilt mit (3.14):

Ivolliz (e 12—|I( (43)) 7 [fv + B'p — A(As)v ]|l o2
A
S AHf +Bp||[H1(Q ]2 + CIT”gHH?Z(F”

51 cs
< @vaH{Hl(m]Z + C—AHPHLQ(Q) + Farllgll s

ot [H? (D)2
B
< — L (1+ (c5)°
1

( B)2 A 124
) ||fV||[H1 Q)]Z + < ‘14 (01 + 1) + C‘14> CITHgH %(F)}Q

Damit gilt Abschétzung:

IVl i@z < Vol @2 + 1Vgllia @2

1 (c B>2 (cB)? cf cA
SC—A <1+ c ||fy ||H1 @)z + QA(CQ +1)+C—?4+1 c[T||g|| 13
1 cr 1

e Eindeutigkeit der Losung:
Seien (v*,p*) und (v**,p™) zwei Losungen aus Hy () x Hy () x Lao(Q).
Dann gilt:

(57 )G =(5) =" )G,

und wegen v* — v** € [H}(Q2)]? folgt
A(A3) =B vi—v™*\ (0
B C pr—p~ )\ 0 )
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3 Analysis

Aus der ersten Gleichung des obigen Systems und folgt

Vv = (A(A)) B — ). (3.16)
Das zugehorige Schurkomplementsystem ist

[B(A(A3))"'B'+ C] (p* = p™) = 0.
Aufgrund der Lo(Q)-Elliptizitit von S = B(A(A3)) 1B’ + C (Lemma 3.5) ist
das System wegen dem Lemma von Lax-Milgram (Satz 3.2) eindeutig losbar mit
1" = p**[| ) < 0. Damit gilt:

=p" in Ly (Q).
Setzt man dies in (3.16) ein, so erhdlt man mit dhnlicher Argumentation
v =v™ in [H'Y(Q)]%
Damit ist die Losung eindeutig, unabhéngig von der Wahl der Fortsetzung vg. [

3.3.2 Vektorpotential-Variationsformulierung mit vorgegebenen
Geschwindikeitsfeld

Im folgenden wird fiir die Operatorschreibweise des Vektorpotentialproblems mit vor-
gegebenem Geschwindikeitsfeld, mit dem Lemma von Lax—Milgram (Lemma 3.2), die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung, bewiesen.

Fiir v € [C(Q)]? definiert die Bilinearform (3.9) Operatoren

D(v) : H{(Q) — H™(Q)

durch N N
(D(v)As, Ag)q := d(v)(As, A3),

fiir Ay, A3 € H}(Q),und
durch
fiir Ay, Ay € HY(Q).

Eigenschaften der Bilinearform bzw. des Operators

Lemma 3.6. Fiir v € [C(Q))? ist die Bilinearform (3.9) d(v)(-,-) : H}(Q) x H}(Q) —
R beschrinkt, und fir V -v =0 ist sie H(Q)—elliptisch.
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3.3 Existenz und FEindeutigkeit der Losung

Beweis. e Beschriinktheit: Seien Az, A3 € H 1(©2). Dann gilt mit der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

— 1 — —
|d(V)(A3,A3)’ < ‘M—U' ‘/VA?) . VA3 dx| + /(V : VAg)A3 dx
Q

1 . N
= u_a‘ | Asl ()| Asl m (o) + IVl o@zl Aslm @) | sl 2@
< 3 | Asll @ [l Asl o)

o [H}(Q]*-Elliptizitit: Fiir A3 € H}(Q), mit ¢ € {1,2} und wegen dem Integralsatz
von GauB—Ostrogradski gilt:

0= [l (5 () meds = [ 7 (o1 (4a)") ax

r Q
0 0
Q Q
und damit
d(V) (Ag, A3 = i VAg dx + /—1 (V . V) A32 dx.
uo 2
Q

Fir V.-v =0 gilt
d(v)(As, As) > |As|Fq) = [l As] 7 q)

Bemerkung. Die Beschriinktheit ist fiir A3, A3 € H H(Q) giiltig.

Damit ist der Operator D(v) beschrinkt und H} (€)-elliptisch, und der Operator D(v)
ist beschrénkt. Somit sind alle Voraussetzungen vom Lemma von Lax—Milgram(Satz
3.2) erfiillt, und es kann ein zusammenfassender Satz fiir diesen Abschnitt formuliert
werden.

Satz 3.5. Die Operatorgleichung
Suche ue X : D(v)Asp = ]7;3

mit fa, = fa, — 5(V)A3,g € HY(Q), und damit die dquivalente Variationsformulie-
rung (3.11) st fiir alle f4, € HY(Q) und fiir alle Randdaten g4, € H%(F) eindeutiq
l6sbar, falls gilt V - v = 0 fiir v € [C()]2. Die dadurch entstehende schwache Lisung
Az = A3+ A3, € HY(Q) des Dirichletproblems

1
——AA3+v-VAs =fa, in Q
op

Y Ay =ga, auf T,
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3 Analysis

ist unabhdngig von der Wahl der Fortsetzung der Randdaten As, € Hgl(Q), etndeutig.
Weiters gilt die Abschdtzung

D
Maliwier < plfalie + (14 % ) erlanly
Beweis. (analog zu : [25, S. 65]) Wegen Lemma 3.6 ist der Operator D(v) H}(Q)-
elliptisch, falls V- v = 0 fiir v € [C(Q)]%. Damit liefert das Lemma von Lax-Milgram
Existenz und Eindeutigkeit der Losung Az € H} (), und die Abschétzung:

1 —
| Asollar) < c_D||fA3 [ r-1(0)-
1

Mit der Einsetzung fiir J;;x;, der Beschrénktheit des Operators D(v) und dem inversen
Spursatz (siehe [25, S.44]) folgt:

| As0llz10) < —DHfA3||H wo) T p ||D( V) Az gll-1(0)

].
1 cD

< Sl faslla-10) + =51 As 6l @)
s cP
1 CDCIT

< DHfASHH @+ = g5l 3 1y
2 1

wobei 0 < ¢;7 € R die Konstante aus dem inversen Spursatz ist. Insgesamt gilt fiir
Ag = Ag}o + Ag,g die AbSChéitZUIlg

[As[m) < [[Asollm@) + [[Asgllm@) < [[Asollmie) + crrllgasll 3

1 b
> ClD ||fA3HH Q) ( C?) CIT”gAB”H%(F)

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Losung unabhénging von der Wahl der Fortsetzung
ist: Seien Ay = A3+ A3, und Ay = A5, + A3 zwei Losungen

D(V)AS = fa, und  D(v)A; = fa, (3.17)
mit zwei Fortsetzungen A5 , A% € Hj(Q). Dann gilt

W Ay =1 A, = 9= w0 (Ay, — A5) =0
und somit A3 — A3 € Hy(Q). Aus (3.17) folgt
0= D(v)(A5 — A3) = D(v)(A3 — Az + (A5, — A3 ,)).
Da Ay, — Af, + (Ay, — A3 ) € Hy(Q) gilt, folgt aus der Hj(Q)-Elliptizitit:
0= [|A5 — Al (@),

und somit Ay = Aj in H'(Q).
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3.3 Existenz und FEindeutigkeit der Losung

3.3.3 Gesamtsystem

Um Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Gesamtsystems zu zeigen, werden die
Ergebnisse aus den letzten Abschnitten iiber die Losbarkeit der linearen Teilprobleme
gebraucht. Dann kann mit einer Fixpunktgleichung die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung des Gesamtsystems gezeigt werden.

Kurz zusammengefasst, kann man v und As als

v = V(A?n fV? gv) und A3 = A3(V7 ng; gAS)

eindeutige Losungen der Teilprobleme, in Abhéngigkeit der Eingangsdaten, schreiben.
Setzt man die Rechte-Seite-Funktionen f, und f4,, und die Randdaten g, und ga,
fest, so bleibt jeweils die Losung des einen Problems in Abhéingigkeit der Losung des
anderen. Hieraus lassen sich zwei Fixpunktgleichungen

v =v(43(v)) und Az = Az(v(A3))

konstruieren. Es ist ausreichend, eine der beiden zu betrachten. An dieser Stelle werden
noch Aussagen iiber die Regularitdt der Losungen gebraucht.

Regularitat der Losungen

Um die Voraussetzungen zur Losbarkeit des Stokesproblems mit vorgegeben Potential
Aj (siehe Satz 3.4) zu erfiillen, ist es notwendig, dass das Potential Az zu C*(Q) gehért.
Andererseits ist es fiir die Voraussetzungen zur Losbarkeit des Potentialproblems mit
vorgegeben Geschwindigkeitsfeld v (siehe Satz 3.5) notwendig, dass das Geschwindig-
keitsfeld v zu [C(€)]? gehort. Um dies zu garantieren, werden hier Regularitiitssitze
aus z.B [13] gebraucht:

Fir die Regularitdt der Losung des Stokesproblems wird auf folgendes Resultat
verwiesen:

Satz 3.6 (siche z.B: [13, Seite 257, Satz 12.2.18]). Sei Q € C%! beschrinkt. u und p
seien die schwache Lésung des Stokesproblems

—Au+Vp=f, —V-u=yg in €,
Yo =0 auf T,
mit £ € [H*(Q)]%, g € H* Q) N Lyo(Q) fiir ein k € Ny. Dann gilt u € [H*2(Q) N
H} ()%, pe H*' N Lyy(Q) und es gibt ein von Q unabhdingiges c, so dass
lallzrr2 e + Il ) < c [HfH[Hk(Q)] + HgHH’H’l(Q)} :

Um diesen Satz anwenden zu konnen miissen die Voraussetzungen erfiillt sein. Die
Voraussetung g € H*1(Q)N Ly o(Q) ist fiir k = 0 dquivalent zu g = —Bv, = —V-v, €
HY () N Ly o(Q) Wegen der Losbarkeitsbedingung (3.1) gilt

0= [mx) g () ds = [ Vv, dx

r Q
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womit V - v, € Lyo(Q) erfiillt ist. Setzt man fiir die Randdaten g, € [H2(I')]? vor-
aus, so gibt es laut dem inversem Spursatz (siche z.B.: [25, Seite 44, Satz 2.10]) eine
Fortsetzung vg € [H?(2)]?, und somit V - vy € H'(Q). Damit liefert der Satz, falls
fy, € [L2(Q2)]? gilt, die Regularitéitsaussage

vo € [H*(Q)]%
Somit gilt fiir das Geschwindigeitsfeld
v =vy+v, € [H*(Q).
Mit dem Sobolev’schen Einbettungssatz (Satz 3.3) kann somit das bendtigte Ergebnis
v e CQ)
gefolgert werden. Zusammenfassend ist nun folgender Satz bewiesen:

Satz 3.7. Sei Q € C%' beschrinkt. £, € [Ly(Q)]2 und g, € [H2(D))? ist die Lisung v
des Stokesprobelms stetig:
v € [C(Q))2 (3.18)

Fiir das Potentialproblem wird folgender Regularitéitssatz verwendet:
Satz 3.8 ( [13, Seite 197, Satz 9.1.16]). Sei Q € C'*! fiir ein t > 0. Die Bilinearform
a(u,v) = Z /aaﬁ(x)(D“u)(Dﬁv) dx
‘O‘MIBIS]- (9]

sei HY(Q)-koerziv. Sei s > 0 sodass
1
s;éé; 0<s<t, fals teN; 0<s<t, falls t¢N.

Fiir die Koeffizienten gelte
Danp € Loo(Q)  fiir alle «, 5,y mit |y < max{0,t+ |B| — 1}, falls t € N.
Und  aop € CHPNQ) fiir |Bl > 1—t, aap € Loo(Q)  sonst, falls t ¢ N.
Dann gehirt jede Liosung v € H(Q) der Aufgabe

a(u,v) = /f(x)v(x) dx  fir alle v € Hy(S)

mit f € H'(Q) zu H™(Q) N HY(Q) und erfillt die Abschitzungen

lullm+s) < e [1fla-1+s) + llullm@)] -

Damit kann mit den Voraussetzungen: @ € C%! beschrinkt und fa4, € H-'T(Q) fiir
s > 1, gewahrleistet werden, dass fiir die Losung As des Potentialproblems gilt: A3 €
H?*™(Q), fiir ein € > 0. Wiederum erhélt man mit dem Sobolev’schen Einbettungssatz
(Satz 3.3) das gewiinschte Resultat

Az € CHQ). (3.19)
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3.3 Existenz und FEindeutigkeit der Losung

Definition des nichtlinearen Operators Ausgehend von der Variationsformulierung
(3.11) in Operatorschreibweise

(D(V)As0, A3) = (fa,, As)a — (D(V)Asy, As)q  fiir alle Ay € HL(Q)

kann statt dem lineare Operator D(v) hier nun ein nichtlinearer Operator F' wie folgt
definiert werden:

Weil fiir ein fixes A3y € Hy(Q) die Losung v(Asg) des Stokes—Problems eindeutig
ist, kann die Bilinearform (3.9) als Funktional

~ — — 1 —~ —
FA3,0 (Ag) = d(V(AP,’o))(Ag,O, Ag) = a /VA:;’O . VA:; dx + /(V(Ag’o) . VA370)A3 dx.
Q Q

iiber H}(Q) aufgefasst werden. So kann der Operator
F:H)(Q) — H Q)

durch B
F(Asp) := Fa,, € H(Q) fiir alle  Azg € Hy(9)

definiert werden. Somit lautet die Variationsformulierung
(F(Asp), As)a = (fay, As)o  fiir alle Ay € HY(Q),

mit fa, = fa, — F(A;,) € H1(Q) fiir eine feste Wahl der Fortsetzung A; , der Rand-
daten. Damit ist es gelungen eine Formulierung zu finden, in der beide Teilprobleme
enthalten sind. Die dazu aquivalente Operatorgleichung lautet:

F(Azp) = fa, (3.20)
Satz 3.9. Die Operatorgleichung (3.20) ist fir alle J?As € HY(Q) eindeutig lésbar.

Beweis. Weil v(Aj3) als Losung des Stokesproblems fiir alle A3 € H'(Q) divergenzfrei
ist, und unter den Voraussetzungen von Satz 3.7 zum Raum [C'(Q2)]* gehort, und somit
die Voraussetzungen von Lemma 3.6 erfiillt, so iibertragen sich die Eigenschaften der
Bilinearform d(v)(-,-) durch

(F(As), Ag)a = d(v(As))(As, Ay)

auf F":

F(A3), Ay
IF(As)l-1) = sup ), Ay
0£Az€HL (D) ||A3||H1(Q)
d(v(A3))(As, As
L 044 )
0£A3€HE (D) ||A3||H1(Q)
S CQDHAL’)HHl(Q) fiir alle Ag < H1<Q)7
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und es gilt weiter
(F(As), Agyo > o | Asllipqy  fiiwalle Ay € Hy(9),

Mit dem Riesz-Isomorphismus J : H1(Q) — H}(Q) kann eine, der Operatorgleichung
aquivalente, Fixpunktgleichung

Ay = Ay — pJ(F(A3) — fa,) = (I — pJF)(A3) + pJ fa,
mit p € R, formuliert werden. Fiir den Operator
T,:=1—pJF : Hy(Q) — Hy(Q)
lasst sich Kontraktion zeigen

1T, Asll 1y = (1 = pTF)(A3) |3 @)
< | Asllin ) — 20(TF(43), As)a + ol TF (A3) |7
< (1= 2pet” + p*(e2)) | A5l (0

D

falls p € (0, Q(CT%Q) ist. Aus dem Banach’schen Fixpunktsatz (siehe [12, S.101]) folgt
Co

Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes, und damit der Losung der Operatorglei-

chung (3.20). O
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4 Diskretisierung

Die Diskretisierung des Randwertproblems (2.23) erfolgt mit der Finiten-Elemente-
Methode, wie zum Beispiel in [13,15,23,25] und [20] beschrieben. Als Elemente werden
lineare Dreieckselemente verwendet.

4.1 Diskrete Variationsformulierung

Die diskreten Variationsformulierungen entstehen durch Ersetzen der kontinuierlichen
Funktionen aus den kontinuierlichen Formulierungen durch Ansétze aus endlich di-
mensionalen Ansatzraumen, welche in Abschnitt 4.1.3 genauer beschrieben werden.

4.1.1 Ansatze

Ausgehend von der kontinuierlichen Variationsformulierung (3.5):
Suche ug = (vo,p, Asg) € [H{(Q)]? x La(Q) x HI(Q) sodass:

a(As)(vo, w) — b(w,p) + a(As)(vy, w) = (f, w)q,
b(V0> (]) + C(p, Q) = _b(vga Q)>
d(V) (A3,07 :4\;) + d(V) (A3,g’ :4\;) = <fA3’ A\;>Q’

fiir alle Testfunktionen(w,q,?lg) € [HLHQ)]? x Ly(2) x HL(Q), ersetzt man die ge-
suchten Funktionen durch deren Approximationen in geeigneten Ansatzriaumen. Die
gesuchten Funktionen uy = (vo,p, A30) € [HF(Q2)]* x Ly(Q2) x HY(Q) werden durch die
Ansatzfunktionen ug, = (Von, Py A300) € (Xoyop X Xugon X Xpp X Xay,,) = Xo,n aus
endlich-dimensionalen Ansatzraumen ersetzt. Die Ansatzriume werden spéter festge-
legt. Eis sei nur erwahnt, dass hier die Dimension des Raumes X, mit N und die Di-
mension der Rédume fiir die jeweiligen Funktion mit entsprechendem Index bezeichnet
werden (N N@1 —i-NqJ2 +N,+N. As) Die Ansatzraume fiir Funktionen mit Randwerten
ungleich null seien mit X, , X X, x X}, X Xy, , = Xj, bezeichnet. Die Dimensionen
von diesen Ansatzriumen sind N := dim(X}) = Ny, + Ny, + N, + Na,. In Abschnitt
4.1.3 werden diese Rdume so gewéhlt, dass die Basis des Raumes X ;, eine Teilmenge
der Basis von X}, ist. Die Darstellung der Ansatzfunktionen beziiglich der Basen der

Ansatzraume lautet:

Nvl N1)2 Nvl +N112

Vh(x):ZULk(%k >+Zm(m >: > uep(x),

k=1 k=1
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4 Diskretisierung

pn(x) = Zp: PrvE(x),

Nag

Agn(x) = Az pon(x).

Als Testfunktionen werden die Basisfunktionen der jeweiligen Ansatzraume verwendet.
Dies entspricht dem Galerkin—Bubnov—Verfahren, im Gegensatz zum Galerkin—Petrov—
Verfahren, wo Ansatz- und Testrdume verschieden gewihlt werden. (siehe z.B.: [25]).
Setzt man dies in die Bilinearformen ein, so erhélt man

Nu,
(A (Vi o) = 1Y i / Vri(x) - Viore(x) dxt
k=1 Q
Nu,y
fi Z (D /V(pzk(x) - Vg e(x) dx+
k=1 Q
2 Ny

o303 v [ (0 Aa(0) (Tedaa) - ()

i=1 k=1 Q

Nagy

fﬁr f = 17 ey Nyl + NUQ, mit A37h(X) = Z A37j¢j(X)
j=1

b(pespn) = prk /wk(x)(v cpy(x)) dx

fﬁr€:17...,Nyl +N’U2’

[ ]
Noy 5 Nu, 5
b(Vh, ) = ; U1k /W(X)a—xl%,k(x) dx + ;UZk /W(X)a—xz@zk(x) dx
= Q = 0

(ph, Ye) = zp:pk /W(X) dx /W(X) dx

fir ¢ =1,...,N,,
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Na,

d(Vh)(A37h, gbg) = [LLO' ; Ag,k Q/Vqﬁk(x) . ngg(x) dx+
Na,
> A [0 V)ulx)onl) dx
k=1 o

Ny +Noy
fir £ =1,..., Na, mit vi(x) = >0 (%)
j=1

Somit lautet die zur kontinuierlichen Variationsformulierung (3.5) gehorende diskrete
Variationsformulierung fiir das Gesamtsystem:

Suche ugy, = (Von, Pr, Ason) € Xo,n sodass:

a(Azn)(Von, Pe) + alAsn)(Von, @0) — b(ee, pr) = (£, ¢0)a
b(vo,n, Yi) + c(ph, Yr) = —b(Vgn, i) (4.1)
d(vi)(As0,n, Om) + d(Vi)(Asghs Pm) = (fas: Pm)o

fiir alle Testfunktionen(,, Vi, ¢m) € Xop, mit £ =1,.. ., Nvl + ]VUQ, kE=1,...,N,

und m =1,..., Ny,.

4.1.2 Netze

Die folgenden Abschnitte orientieren sich an [25]. Sei Ty, eine zuléssige, formregulire
und global gleichmiiflige Unterteilung eines polygonal berandeten Gebiets Q C R?
dreieckige Elemente 74:

M
Q= TM - U ?Zv
=1
wobei M die Anzahl der Elemente sei. Die lokale Maschenweite sei

hfz\/EJ

wobei mit A, die Fliche des Elements 7, bezeichnet wird. Mit h sei die globale Ma-
schenweite

bezeichnet. Die fiir die Beispielrechnungen (vgl.: Abschnitt 6) verwendeten Unterteil-
ungen sind Triangulationen des Gebiets Q = (0, 1)? in rechtwinklige, gleichschenklige
Dreiecke derselben Grofie. Dadurch sind die obigen Anforderungen erfiillt.
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4 Diskretisierung

Somit konnen die zu berechnenden Integrale als Summe von Integralen iiber die Ele-
mente betrachtet werden. Das Auswerten der Integrale auf den Elementen kann auf
ein Referenzelement

T={EER*:0<E<L0<E<T -6}

zuriickgefiihrt werden, indem man fiir ein x € 7, die Darstellung

2
X = Xfl + Z gi(xfz‘+1 - Xﬁl) == Xfl + Jfg

=1

benutzt, wobei x,, , ¢ =1, 2,3, die Ecken des Elements 7, bezeichnen, und

_ x@g,l - xfl,l :Efg,l - '7;61,1
Jy = .

Loy2 = Loy,2 Teg2 — Ly 2

Die Basisfunktionen der Ansatzraume konnen durch lokale Formfunktionen auf dem
Referenzelement 7 dargestellt werden.

4.1.3 Ansatzraume

Um Konvergenz von u, € X, gegen u € X zu ermoglichen, uy 29w (entspricht

M . . . . .
uy e u) ist es notwendig eine Approximationseigenschaft

lim inf |lu,—ulx=0 firalle ue X
h—0 UhEXh
fiir den Ansatzraum X, und damit fiir die einzelnen Ansatzraume X, ,,X,,,,Xp,

und Xy, ,, zu fordern.

In dieser Arbeit sind als Ansatzraume die Rdume der stiickweise linearen und glo-
bal stetigen Funktionen S} (7;,) auf einer Triangulation mit globaler Maschenweite h
gewihlt. Dabei werden als Basisfunktionen sog. “Hiitchenfunktionen” verwendet. Dies
sind lineare, global stetige Funktionen und haben in einem Knoten den Wert 1 und in
den restlichen Knoten 0:

0 fir x=x; wenn i # j
Xi(x) == 1 fir x=x; wenn i=}
linear sonst.

Die zugehérigen Formfunktionen auf dem Referenzelement 7 lauten:

wl(ﬁ) = 517
wa(§) = &,
w3(§) =16 — &
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4.1 Diskrete Variationsformulierung

Fiir den Ansatzraum S} (7,) ist die Approximationseigenschaft

H#(Q) (4.2)

inf ||lu—upl|Ho@) < ch* 7
un €S} (Th)

fir w € H*(Q) mit s € [0,2] mit ¢ = 0, 1, nachweisbar (siehe z.B.: [25], [13]). Ansétze
hoherer Ordnungen sind auch moglich; (siehe z.B.: [2], [25], [13]).
Fiir die Approximationen der Komponenten v; (i = 1,2) des Geschwindigkeitsvek-
tors, und fiir die Vektorpotentialkomponente Ajs j,, wurde jeweils ein Netz mit globaler
Maschenweite h gewdhlt. (fiir h = 1, &, =, ...). Um die Stabilitét zu garantieren (vgl.
(4.6)), wurde als Netz fiir die Approximation des Druckes pj, das Netz mit doppelter
Maschenweite 2h verwendet. Fiir die hier verwendeten Ansatzraume gelte

Xy, = [S(Ta) N HY(Q)P,
X, = So(Tan),
Xy = Su(Ta) N H'(9),
Xp= Xy, X Xy, x Xay,
Die Ansatzraume fiir die Funktionen deren Werte am Rand verschwinden v; o ,, Az 01 €
H}(Q) (i =1,2) seien
Xoy,, 1= [SH(Th) N HYQ)P
X, = Son(Tan),
Xagon = Su(Th) N Hy (),
Xon =X

vo,n X Xph X XAS,O,h'

Bei linearen Elementen sind die einzelnen Basisfunktionen der Ansatzriaume jeweils
genau einem Netzknoten zugeordnet, wobei der zugehorige Koeffizient dem Funktions-
wert am Knoten entspricht. Durch Sortierung der Indizes der Netzknoten, ¢ = 1,..., N
fiir innere Knoten und ¢ = N + 1,..., N fiir Randknoten, kénnen Funktionen mit be-
kannten Randwerten wie folgt dargestellt werden: z.B.:

Asn(x) = Ason(X)+ Az n(x) =D As0:0i(x)+ Y Asgiti(X)+ Y ga,(x:)0(x).
i=1 i=1 i=Nay+1

4.1.4 Lineare Teilprobleme

Fiir die linearen Teilprobleme ergeben sich aus den diskreten Variationsformulierun-
gen lineare Gleichungssysteme. Im folgenden werden Losbarkeitsaussagen und Fehler-
abschitzungen erarbeitet.

Vektorpotential-Problem: Fiir bekannte v ist fiir das Vektorpotential-Teilproblem
die diskrete Variationsformulierung durch

NA3 NAS

Z A3,0,kd<v)(¢ka (bf) = <fA37 ¢Z>Q - Z A3797kd(v)(¢k7 9255) fir (= L... 7NA3
k=1 k=1
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4 Diskretisierung

gegeben. Wenn man auch v durch eine Approximation vy ersetzt, so ist die Bilinear-
form d(vp,)(-,-) gegeniiber der Bilinearform d(v)(-,-) als gestort zu betrachten. In die-
sem Fall liefert das Strang—Lemma die gewiinschten Aussagen iiber Losbarkeit und
Fehlerabschétzung. Die gestorte Formulierung lautet:

NA3 Nag
> Asoxd(vVi) bk, d0) = (Fags beda — Y Asgrd(vi)(dr, ¢)  fiir £=1,... Ny,
k=1 k=1

(4.3)
An dieser Stelle muss vorausgesetzt werden, dass die Approximation des Geschwin-
digkeitsfeldes v;, divergenzfrei ist. Wenn v, Losung des Stokesproblems ist, so ist vy,
divergenzfrei im schwachen Sinn. Damit ist d(vy)(-,-) : Xa, x X4, analog zu Lemma
3.6 X 4, -elliptisch und beschréinkt.

<D(Vh)A3707h, A3,O,h> 2 fcv{)HAS,O,hH%Il(Q) fiir alle A3707h € XAS,O,h'
Damit sind die Voraussetzungen fiir das Strang—Lemma erfiillt:

Satz 4.1 (Strang—Lemma). Der gestirte Operator D(vy,) sei X, , -elliptisch. Dann
ist das gestorte Variationsproblem (4.3) eindeutig losbar und es gilt die Fehlerab-
schétzung

~ 1 . CD . ~
[As0 = Asonllme) < [1 + E—D(Cf + C?)] —2D inf | As0 — Asonllm1)
1

C1 A3 0,n€Xag,
1
+ 55 [(D(v) = D(va)) Asollm-2(@)-
1
Beweis. siche z.B.: [25, Seite 179, Satz 8.3]. O
Um eine Aussage iiber den Approximationsfehler in Abhéngigkeit der Maschenweite

h zu erhalten, muss noch der letzte Term |(D(v) — D(vp))Asp|lm-1(q) der obigen
Fehlerabschétzung betrachtet werden.

Lemma 4.1. Fir den Operator D(v) — D(v},) gilt die Abschitzung
[(D(v) = D(vi)Asolla-1) < IV = Vil @l Asoll g @)-

Beweis. Es gilt

D(v)— D(vy))A ,;1/
D) Dl Aol = sy P~ DO A B
0£ A5 HL(2) [ A1)

Der Operator D(v) — D(vy,) ist durch d(v)(-, ) —d(vp)(+, -) induziert. Wegen der Defi-
nition von d(-)(+, -) und der Cauchy—Schwarz—Ungleichung und der stetigen Einbettung
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4.1 Diskrete Variationsformulierung

von H'(Q) in Ly(Q) gilt:

d(v)(Asg, As) — d(vy)(Asp, A3) = / (V- VAsg) Az dx + / (Vi - VAs)As dx
Q Q
= / (v — Vi) - VA3 0) A3 dx
Q
< IVAsolliza@2llv = vl | 4s] Lae)
<[ Az ol @IV = valli @z | A3l 1 @) -
Daher gilt:
I(D(v) = D(vi)Asolla-1@) < IV = Vil @p | Asoll a1 o)-
O
An dieser Stelle muss vorausgesetzt werden dass, v € [H*(Q)]? und es gelte die Feh-
lerabschétzung:
v = Vil < b Hv]ms@)
fir s € [1,2]. Wenn man |v|jysy2 in die Konstante c¢ steckt ergibt sich mit der
Approximationseigenschaft (4.2) unter der Voraussetzung Aso € H*(2):

| Aso — g&o,h”Hl(Q) <c¢ inf | Aso — AS,O,hHHl(Q)

A3,0n€XA3 4,

1 ay 5
+ ,5—D||(D(v) — D(v1))Asollp-1(0) < eh* Az
1

fir s € [1,2].

Stokesproblem: Die diskrete Variationsformulierung fiir das Stokesproblem mit vor-
gegebenem Potential lautet:

v NP Nv
S vaalAs) (@) = mb(tr ;) = (fv.p0a — D vga(As) (@, @),
i=1 k=1 /=1

Ny
Zvo,ib(¢m7 ®;) + Zpkc U, V) = ng eb(Vm, py),
i=1

firj=1,... ,]VV und m=1,...,N,. Ahnlich wie beim Vektorpotentialproblem, wird
das System durch Ersetzen von As durch die Approximation Asj, gestort. Die gestorte
diskrete Variationsformulierung lautet:

Ny Ny

> Toia(Asn) (@i ;) Zpkb Vi ;) = (B0 = > vgealAsn) (@ @;),
i=1 /=1

Ny Np Ny

> To.b(Ym, ) + ) Bk, k) = = Y g eb(thm, @0, (4.5)
=1 k=1 /=1
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4 Diskretisierung

fﬁrjzl,...,ﬁvundmzl,...,Np.

Bemerkung. Um die eindeutige Losbarkeit dieses Systems zu garantieren, muss die
Dimension des Ansatzraumes X, = X,  , X X, fiir voj groBer oder gleich der

Dimension des Ansatzraumes X, fiir p, sein.
N,, +N,, > N,
Dies gilt allgemein fiir Sattelpunktprobleme. Siehe auch [13, S.261], [25, S.183].

Weil Az; € Si(T,) sind die ersten Ableitungen im schwachen Sinn beschrinkt. Der
durch die gestorte Bilinearform a(Asp)(+, ) induzierte gestorte Operator A(As)) ist
analog zu Lemma 3.1 wegen X, C [Hj(Q)]? beschrénkt und Xy, , —elliptisch. Weiters

ist fiir die eindeutige Losbarkeit des diskreten Stokesproblems die folgende diskrete
Stabilitdtsbedingung notwendig:

. b VhaQ)
Csllql La(mn) < sup v DL
vnexv, [[Valli (72

fir alle ¢ € X,,. (4.6)

Dies kann in zwei Schritten gezeigt werden. (siehe z.B.: [13]). Als erstes Teilergebnis
wird eine H;(7s,) Abschétzung

. b Vi, q
gl i,y < sup Ao gl
vieXv, Vallia(mz

fir alle ¢ € X, (4.7)

bewiesen:

Lemma 4.2 (siche z.B [13, S.264-265, Satz 12.3.12]). Fir lineare Elemente auf Netzen
mit Maschenweite h fir v;op, (i = 1,2) und doppelte Maschenweite 2h fiir py, gilt die
Stabilitdtsbedingung (4.7).

Beweis. Seien Xy, = [SH(Tn) N HF(Q)]? und X, = Sa,(Tan) N HY(Q) N Lyo(Q) die
Ansatzraume fiir die Druckapproximation und der Approximationen der Komponen-
ten des Geschwindigkeitsfeldes( sowie auch des Potentials). Der Beweis besteht darin,
fiir alle Funktionen ¢ € X, eine Funktion v € X|, so zu konstruieren, dass die Un-
gleichung (4.6) erfiillt ist. Zu jeder inneren Dreiecksseite v der Triangulation 75, gibt
es zwei Dreiecke 7., 79, € Tap, mit v = 75 N Ta,. Sei 9/0t die Ableitung in Richtung
der Strecke v, /0n die Ableitung in Richtung der Normalen zur Strecke ~y. Es gibt
a~, und b, mit

0 0 0 0 0 0

2oy, Lo, 94,9 9 4,9 9
GES=L 5 T Y e oy T Dan M

Im Gegensatz zu 0q/0n ist dq/0t auf 11, U 79, U v konstant. Wir bezeichnen diesen

Wert mit g,. Der Mittelpunkt x” von + ist ein Knoten von 7. Wir definieren die
stiickweise lineare Funktion u, iiber 7, durch die Knotenwerte

U~ (X7) = qyjy, u,(x7) = 0, in den iibrigen Knoten
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4.1 Diskrete Variationsformulierung

und setzen

b ~ A
vi=Y (_;W) Qtlytiy € Xy V

- Ivllzaeye

Die Summe ) erstreckt sich iiber alle inneren Kanten von 7Tsy. In 71, U 7o, gilt
v

b
<an (_(; >>Qt|’y = |Qt|’y|2a

Y

so dass
b
b(QJ V) - Z / <vq, (_2;7> Qt‘fyufy> dx = Z |q7§|f~/|2 / U~ dx Z C(2h>2 Z |qt|'y|2‘
v T1yUT2y v T1yUT2y Y
Sind 71,79, 73 die Kanten von 7 € Ty, (T2, quasiuniform), so ist

3
/|Vq]2 dx < ch? Z |Gt}
=1

T

2

Damit gilt b(q,v) > ¢'[|q||7, ), und wegen der Norméaquivalenz || - [|z1(q) ~ ||V - || 1,(2)
auf H'(Q) N Ly o(Q) folgt

!l @) [IVall Lo
INITAEE

b(g, V)| = Cllgll @IVl o), und  |b(g, V)| = ¢

Ahnlich zeigt man ||[v|/z,@2 < ¢[|V@llro) und erhilt |b(q, v)| > §|]q\|H1(Q) mit
B := /" unabhéngig von h, womit die Behauptung folgt. O]

Bemerkung. Die diskrete Stabilitdtsbedingung (4.7) kann auch fiir anders gewihlte
Ansatzraume gezeigt werden. Fiir Bubblefunktionen fiir v, und lineare Elemente fiir
pr, auf derselben Triangulierung, siehe [13, S.263]. Ansonsten sind auch Taylor—-Hood—
Elemente gebrauchlich (siche z.B.: [2, S. 144]).

Als zweiten Schritt folgt:

Satz 4.2. Sei Q € C%! ein beschrinktes, konvexes Lipschitzgebiet. X, erfiille die
Approzimationseigenschaft

inf ||V — VhH[Hl(Q)P < CAh|V|H2(Q) fiir alle v € [HQ(Q) N Hé(Q)P

V}LEXV,L

und es gelte die inverse Abschitzung

||Vh||[H1(Q)]2 S C[h_1||Vh||[L2(Q)]2. (48)

Dann ist die Bedingung (4.7) hinreichend fiir die diskrete Stabilititsbedingung (4.6).
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4 Diskretisierung

Beweis. (siehe z.B.: [13, Seite 262, Satz 12.3.8]) Zu gegebenem p € X, gibt es laut
der kontinuierlichen Stabilitétsbedingung (3.13) ein v € [Hg()]* mit ||v||jz1 @)z =1
sodass

b(p, V)| > BlIpll Lo()-

Die orthogonale [HJ(£2)]*-Projektion v;, von v auf X, erfiillt die Gleichungen

V=V, te,

Vil < IVllepe =1, llell.@pz < Chllvim @) = Ch,

wobeil e den Fehler bezeichnet. Aus

b(p,vi) = b(p,v) = b(p,e) > Bp|l L) — b(p, €) > Blpll o) — 12l ar @ llelliza@)e
> BlIpll o) — Chllplla @)

und || V|12 < 1 schlieBt man

sup (6P, wn)| = Bllpll o) — Chllpll @) (4.9)

uhGXVh gl [Hl(Q)]2:1

Wegen (4.7) und (4.8) gibt es ein v* € X, mit [|[v*||;z,@y2 = 1 und

* D D * B *
b(p, v*)| = Bllpllar @) = BlIpllar@) IV a2 = C—Ih||p||H1(Q>||V (7 (2

Hieraus folgt

sup bpun)| > Bhllpllmy, it f=. (410)

uherhaHuh||[H1(Q)]2:1

Multipliziert man (4.9) mit 3/(C'+ 3) und (4.10) mit C'/(C'+ 3), so lautet die Summe

. .o BB
sup |b(p7 U.h)‘ > /6||pHL2(Q)7 mit /8 = N
uheXVh7||uhH[H1(Q)]2:1 (C + /8)
Da 3 unabhingig von p und h ist, ist (4.6) bewiesen. ]

Mit der diskreten Stabilitdtsbedingung (4.6) kann wie in Lemma 3.5 die X, —Ellipt-
izitidt des Schurkomplementoperators S, = B(A(A3;)) ' B’ + C gezeigt werden. Da-
mit erhélt man, analog zum Strang-Lemma (Satz 4.1) fiir das Vektorpotentialpro-
blem, die eindeutige Losbarkeit des diskreten Schurkomplementsystems mit der Feh-
lerabschétzung:

lp = prllx < e inf ||p — gullx + 2| (S = Sk)pl| L2
ah€Xh
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4.1 Diskrete Variationsformulierung

Weiter wie in [25, S. 184ff] {iber allgemeine Sattelpunktprobleme, folgt schliefllich die
Fehlerabschétzung

IV = vl + 1P — pullae) < C{ inf [|[v—wyl[@pe + inf [p— qh||L2(sz)} :
v thXph

wpeX
(4.11)
Mit den Annahmen iiber die Storungsterme

[(A(As) — A(As))Vollir-1@pz < cb® Vol s(o)2

und
1(S = Sk)pllzai) < chf|pliee),

(Der Beweis ist aufwendiger als im Fall des Vektorpotentialproblems (vgl. Lemma
4.1), da As nichtlinear in die Bilinearform a(As3)(-,-) eingeht, und wurde im Rahmen
dieser Arbeit nicht erbracht.) Mit den Approximationseigenschaften (4.2) der einzelnen
Ansatzriaume folgt

IV = Vil @z + 12 = pall o) < e {B° 7 Vs @y + 2 plao) }

mit s € [1,2] und t € [0,2]. (vgl. auch [13, Seite 266, Satz 12.3.14]). Konkret ergibt
sich fiir s = 2,¢t = 1:

v = Vil + Ip = prll o) < ch {[V]m@)2 + |plm @)}

fir v.e H*(Q) und p € H'(Q). Eine Ly(Q)-Fehlerabschitzung wird in Abschnitt 4.2
angegeben.

4.1.5 Newtonverfahren

Kurz zur allgemeinen Theorie:
Eine gingige Methode zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme

mit F : D ¢ X — Y | in Banachrdumen X,Y, ist das Newtonverfahren. (siehe
z.B.: [7]). Die Grundidee besteht darin, schrittweise, durch Losen des linearisierten

Gleichungssystems
F/(uk>uk+1 — —F(uk) + F'(uk)uk,

eine konvergente Folge von N&herungslosungen zu generieren. Mit den Voraussetzun-
gen, dass F im ganzen Definitionsbereich Fréchet—differenzierbar ist, die Fréchet—
Ableitung F’ invertierbar ist, und die Startniherung u® “hinreichend” nahe an der
Losung ist, wird in [22, Seite 126, Satz 8.6.12] gezeigt, dass eine Losung existiert
und sie mit dem Newtonverfahren gefunden wird. (sieche auch [2, S.223]). Unter der
zusitzlichen Voraussetzung der Lipschitzstetigkeit der Fréchet—Ableitung F’ kann auch
quadratische Konvergenz gezeigt werden. (siche z.B.: [7], [22]).
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4 Diskretisierung

Die diskrete Variationsformulierung des Gesamtsystems (4.1) entspricht einem nicht-
lineares Gleichungssystem:
Fh(uh) = 0,

mit Fj, : RY — R¥. Die allgemeinen Banachriume werden durch endlichdimensionale
Ansatzraume ersetzt, in denen Funktionen auch durch den Vektor ihrer Koeffizienten
zu den Basisfunktionen identifiziert werden kénnen. Anstelle der Fréchet—Ableitung
tritt die Jacobimatrix.

4.2 [, -Fehlerabschatzungen

Die wichtige Aussage in diesem Abschnitt liefert der

Lemma 4.3 (Aubin-Nitsche-Trick, [25, Seite 227, Satz 11.1]). Sei 2 entweder glatt
berandet oder konvex. Fir f € Ly(Q) und g = thug mit u, € H*(Q) sei ug € Hy ()
die eindeutig bestimmte Losung von

a(ug,v) = (f,v) — a(ug,v) fiir alle v € Hy(€),

und es gelte
[uoll r2() < ¢ {11 fllza) + llugllmz@) } -

Fiir die Niherungslosung uop, € Xy, der diskreten Variationsformulierung
a(uo,n, vn) = (f,vn) — alug, vp) fur alle v, € Xy,
gilt dann die Fehlerabschdtzung
luo — wonllza) < eh® [I[fllzaw) + lugllmze] -

Angewandt auf das Potentialproblem erhélt man mit dem Spursatz

145 = Asllage) < eh? [ faslrace) + N9l 3| (1.12)

unter den Vorraussetzungen des Lemmas.
Im Falle des Stokesproblems gilt &hnliches

Satz 4.3 ( [13, Seite 266, Satz 12.3.15 und Korrolar 12.3.16]). Fir alle f € Ly(2) und
g € HY(Q) N Lyo(Q) habe das Stokesproblem

—Au+Vp =1, —V-u=yg in Q,

Y =0 auf T,
eine Losung u € [H*(Q) N H(Q))?, p € HY(Q) N Ly () mit
[ullimznz + lplme) < e [Iflla@ + lgllm@] -
Es gelte die diskrete Stabilititsbedingung (4.6). Dann gilt

I = wlliza@y2 + hllp = prllra) < e [[lullmzi) + [lplla@)] -
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4.2 Ly -Fehlerabschéatzungen

In der Notation, wie sie hier verwendet wird, und mit den geforderten Regula-
ritdtsannahmen an die Losung und die Fortsetzung der Randdaten, und dem Spursatz,
lautet die Ly(€2)—Fehlerabschitzung

IV = Valliza@ye + 2llp = prlla@) < b | Ifelliza@pz + lgvl 3 0 ] : (4.13)
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5 Loser

In diesem Abschnitt werden die zu l6senden linearen Gleichungssysteme, welche durch
die Diskretisierung der Variationsformulierungen in Kapitel 4 entstanden, explizit an-
gefiihrt, und die eingesetzten numerischen Loser genannt, mit welchen die Ndherungen
berechnet werden konnen.

5.1 Aufteilung in lineare Teilprobleme

Wie in Kapitel 3.2.1 kann das nichtlineare Gesamtproblem in zwei lineare Teilprobleme
aufgespalten werden. Die Losung des Gesamtproblems ergibt sich als Grenzwert der
Folge der alternierend gelsten linearen Teilprobleme.

5.1.1 Vektorpotential-Problem mit vorgegebenem
Geschwindigkeitsfeld

Das zur gestorten Formulierung (4.3) dquivalente lineare Gleichungssystem, das laut
Satz 4.1 eindeutig losbar ist, lautet:

Dy (vi)Asg = fa,, (5.1)
mit der Matrix
Dy(v)li, 5] == d(va)(¢5, ¢i) (5.2)
= [V Vatax+ [ Vo,maxdx (53
QO Q
N Noy +Noy
fird,j € {1,..., Na,} mit vp(x) = 1;::1 vk (x), dem Vektor der Unbekannten
Asoli] = Az,
und dem rechte-Seite Vektor
Na,

£4,i] == (Fag, di)o = > As gud(va) (D1, 61)-
b1
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Umgehung der Fortsetzung: Bisher reichte das Wissen um die Existenz der Fort-
setzung As ;4 der Randdaten aus. Die explizite Kenntnis der Fortsetzung ist auch hier
nicht erforderlich, wenn man die Summanden mit Indizes von inneren Knoten auf die
linke Seite als Unbekannte

A:’;,O,k = Avg,o,k + A3 gk fir k=1,... ,]\7A3

schreibt. Damit lautet das zu losende System:

Na, N,
D Asord(vi)(0rs 00) = (fagd)a — D> gay(xk)d(va)(r, d0),
k=1 k=N, +1
firt=1,..., NA3, beziehungsweise
Dp(vi)Asgy = fa,, (5.4)
mit der Matrix Dy (v}) wie oben beschrieben, und fiir i = 1,..., N,

A oli] = /L,,o,i + A3z g5
dem Vektor der Unbekannten, und dem rechte-Seite-Vektor

Na,
Easli] = (fag: 0da— D 9as(1)d(Vi)(Dk, b4)-
k=Naz+1

Lésung des Systems: Weil die Matrix Dy (vy,) aufgrund des Koppelungsterms nicht
symmetrisch ist, wurde auf das GMRES-Verfahren (Verfahren des verallgemeinerten
minimalen Residuums) zuriickgegriffen (siehe z.B.: [18, S. 156]). (Altenativ kann man
auch das stabilisierte Verfahren biortogonaler Richtungen (BiCGStab) verwenden (sie-
he z.B.: [18, S. 181])). Die in der Berechnung des rechte-Seite-Vektors auftretenden
Integrale, {iber die Funktion f4, welche nicht im Ansatzraum liegt, wurde durch nume-
rische Integration mittels 7-Punkt-Integrationsformel realisiert. Die Ndherungslosung
des Vektorpotentialproblems mit vorgegebenem Geschwindigkeitsfeld ist dann durch

Nag Nag
Agn(x) = Azopde(®)+ > gay(x)pp(x)
k=1 kZNA3+1

gegeben.

5.1.2 Stokes-Problem mit vorgegebenem Potential

Analog wie beim Vektorpotentialproblem kann auch hier die Umgehung der explizten
Kenntnis der Fortsetzung v, der Randdaten erreicht werden, indem man die unbe-
kannten Werte der Fortsetzung an inneren Knoten mit als Variable schreibt:

Do; = Vo +vg;  fir i=1,...,Ny.
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5.1 Aufteilung in lineare Teilprobleme

Das System (4.5) fiir das Stokes-Problem mit vorgegebenem Potential lautet:

Nv NP NV
Z @0,1'&(‘/437}1)(901" (10]) - Zpkb<wk> LP]) = <fV7 ‘103>Q - Z gﬁ(xf)a<A3,h)(¢€> on)a
i=1 k=1 =Nyt 1
Nv NP Nv
> t0,:b(Ym, ;) + 3 pkc(Cm, k) = = > ge(X0)b(m, ), (5.5)
i=1 k=1 I=Noi1

firj=1,... Nyundm=1,... , N, Hier ist mit gy(x¢) der Randwert am Knoten x,

der entsprechenden Komponente des Randwertvektors g, bezeichnet. Die kompakte
Schreibweise lautet:
An(Asy) —Bf Voo \ _ ( B
By, Ch Phr £ )’

Au(As )il = i / Viora(x) - Vipu s () doct

Q

mit den Matrizen

i / Veoni(x) - Vo (x) dx + o / (0:(x) - VA3 1(x)) (VAsh(x) - (%)) dx, (5.6)

~ Nag

firi,j =1,..., Ny, + N,,, mit Asp(x) = > Az 05(x), mit
j=1

Bylk.i] == / Be()(V - 5(x)) dx. (5.7)
Q

firk=1,...,N, und
Culk, ) = [ Yp(x)dx [ e(x)dx (5.8)
[

fir £=1,...,N,, und mit den Vektoren

‘A’O,h[j] = @07j7

Phw] ‘= Dy,
Ny
filj] == (fe, 000 — > ge(xe)alAsp)(@p @;),
0=Ny+1
und N
£[0] .= — Z 9i(X1)b(Yr, )
k=Ny+1
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5 Loser

Lésung des Systems: Es wurde die in [25, S. 300] beschriebene Losungsstrategie, zur
Losung des Schurkomplementsystems verwendet. Aufgrund der Symetrie der Matrix
Ap(Asp) und damit der Schurkomplementmatrix

Sy = By(An(Asp)) ' By + Dy, (5.9)

fiel die Wahl des numerischen Losers auf das CG—Verfahren. (siehe z.B.: [2, 22, 25]
uw.v.m.) Die Produktbildung mit der Inversen der Matrix (Ax(A434)) 'y = y* kann
durch Losen des Systems

(An(Asp))y" =y

mittels CG—Verfahren realisiert werden, wodurch man sich die explizite Invertierung
erspart.
5.2 Newtonverfahren
Fiir das hier betrachtete Problem lautet das nichtlineare Gleichungssystem
Fh(uh) = M(uh)uo,h - ? = O, (510)

mit
An(Asy) —Bp' 0

M(uh) = Bh C 0 5

0 0 Dh(Vh)
wobei die Matrizen wie oben in (5.6),(5.7),(5.8) und (5.3) gegeben sind, und

A~

Vo.n

Up,p, = Pn )

sowie

fa,

Die Jacobimatrix F) (u;) an der Stelle uy, ist durch 16 Teilmatrizen mit jeweiliger
lokaler Indizierung [¢, k] beschrieben:
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5.2 Newtonverfahren

1. in den Zeilen 1 bis Nvl:
von Spalte 1 bis Nvlz
0

81}1 k

Fh[f k /Vgolk ) Vg@lg( )dX+

Na, 2
0/901,k(X) (2 As,jaixl%(x)) p1,0(x) dx,

von Spalte 1 + Nvl bis Nvl + sz = N,:

NA NA
0 3 0 3 0
81127;@ Fh[& k] = Ug/@z,k(x) ;As,ia—b@(x) ;Ag’jﬁ_m¢j (X)SOM(X) dx,

von Spalte 1 + Nv bis ]\Nf + Kf :

(3_kah€k /¢ —8014 )d

von Spalte 1+ N, +N bis Ny +N +NA3—N.

0

Ny, N
: 0 3 0
azzvzm/%m Or i¢ ( >ZlA3’j_5’:L‘1¢j(X) : 801,£(X) dx
J:

i=1 m=1

Fh[f, k| =

Ny, Na
: < 0 0
+0 Z > vim /801 m Z AS,ja_xi¢j<X)a_xl¢k(X)§01,€<X) dx

i=1 m=1

2. in den Zeilen 1 + Nvl bis Nv:
von Spalte 1 bis N, :

Na
0 3 0
Full k| = A ; Az i ——; d
ol K = /ga Z 4y ) X A i)l
von Spalte 1+ Nvl bis sz
0
L N / Vipa(x) - Vipae(x) dx+
V. k
Q
NA3 @ 2
o / P2,:(x) ZA?)J@—@%(X) P2,0(x) dx,
Q j=1
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5 Loser

von Spalte 1 + Nv bis Nv + ]Vp:

0
Pk

von Spalte 1 + Nv + Np bis N:

0
0As

2 Ny,

Fh[g, k] -

Gzzvzm/ﬁozm aa

i=1 m=1

a_Fh[ga k] =

-/ V) i (6)

Q

br(x) Z A3,j8%1¢j(x) “p1e(x) dx

+azzvm/%m ZAgja ) r(x)na(x)

i=1 m=1

3. in den Zeilen 1 + Nv bis Nv + Np:

von Spalte 1 bis N,,,:

avl,k

von Spalte 1 + Nvl bis Ny:

8’027k

von Spalte 1+ va bis ]VV + Np:

0
Opy,

von Spalte 1 + Nv + Np bis N:

0As

4. in den Zeilen 1 + NV + Np bis N:

von Spalte 1 bis N,,:

0

ovy k

o4

]\fA3

Fhf /f ZAsj/SOUc 0 ¢( )@z( )dX7

LK = [ 060l dx

Q

LK = [0l dx

Q

Bk = [ dx [t dx

Q

Fu[l,k] =0,



5.2 Newtonverfahren

von Spalten 1 + Nvl bis Nv:

Nag

O Byle k) = ZAgj/sogk O 5,x)u(x) dx.

81}2 k

von Spalten 1 + Nv bis Nv + ]Vp:

0
—Fuwll, k
oo [£, k]
von Spalten 1 + Nv + Np bis N:
? Funlt, k] = /V(b - Vo(x) dx+
Ry h k(X (X
2 Ny, 9
szz]/% A k(X)0:(x) dx
=1 j5=1
In jedem Schritt k des Verfahrens muss
F'(uf)u)™ = —F(uf) + F'(u})u}, (5.11)

gelost werden. Die hier auftretenden Gleichungssysteme, haben die Jacobimatrix als
nichtsymmetrische Systemmatrix. Daher wird das GMRES-Verfahren verwendet. Auf-
grund der Grofle der Jacobimatrix des Gesamtproblems, stosst man hier, da in jedem
Schritt {iber die vorigen Néherungen orthogonalisiert wird, schneller auf Grenzen, als
im Fall des alternierenden Losens “kleiner” linearer Probleme. Durch eine geignete
Vorkonditionierung kann eine hohere Genauigkeit bzw. eine Verkleinerung der Anzahl
der Iterationen (siehe z.B.: [25, Kapitel 13]).
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6 Beispiele

6.1 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel werden einige numerische Beispiele angefiihrt. Um die Konvergenz
bei Verfeinerung des Netzes zu untersuchen, war die Vorgangsweise so:

e Wahl des Gebiets ) C R2.

e Wahl der Funktionen v € (HY(Q))?, p € Lyo(Q), Az € HY(Q), die die

Losung sein sollen, wobei v divergenzfrei sein muss.

e Randbedingungen, als Einschrankung der gewéhlten Funktionen auf den Rand,
festsetzen.

e Wahl der Konstanten fi,0,u € R. (In den Beispielen die hier gezeigt werden,
sind alle Werte der Konstanten 1 gewéhlt.)

e Bestimmung der rechten Seite des Systems (2.23), durch Einsetzen der gewéhlten
Funktionen.

e Berechnung der Néherungslosungen vy,,p, und As j,.

e Berechnung der Fehler |[vi — vinllz, 7)), [[v2 — voulliam)s 1P — Prllia(r,) und
|As — AspllLo(7,) fiir mehrere Feinheitsstufen, verfeinert durch Halbierung der
Maschenweite h — h/2.

Um mehrere Levels beobachten zu konnen, fiel die Wahl des Gebiets, vorerst auf
Q = (0,1)% Dieses Gebiet ist in der grébsten Stufe in vier finite Dreiecks-Elemente
geteilt, welche bei einem Verfeinerungsschritt wieder jeweils in vier weitere geteilt
werden. Dadurch ist es moglich, Ergebnisse aus vorherigen Levels, einfach durch li-
neare Interpolation, in das aktuelle Level zu iibernehmen. Als Ansatzraum fiir die
Néherungen der Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes v; 5, (i = 1,2), sowie der
Vektorpotentialkomponente As; wird der Raum der stiickweise linearen und global
stetigen Funktionen S} (7,) gewihlt. Fiir Approximation des Drucks pj, wird der Raum
der stiickweise linearen und global stetigen Funktionen, jedoch mit einem zugrundelie-
gendem Netz mit doppelter Maschenweite, S5, (721,), verwendet. Die Anzahl der Kno-
ten N, der inneren Knoten N* und die Anzahl der Elemente M, sowie die Gesamtzahl
der Unbekannten des vollstindigen Systems DoF’, sind fiir verschiedene Feinheitsstu-
fen S, in der Tabelle 6.1 dargestellt.
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6 Beispiele

(SI N [N | M | DoF |
3 | 5 | 16 | 20
11| 25 | 64 | 88
145 | 113 | 256 | 380
515 | 481 | 1024 | 1588
2113 | 1985 | 4096 | 6500

8321 | 8065 | 16384 | 26308

ol i | ol =] of thy

Tabelle 6.1: Netzgrossen fiir 2 = (0,1)?, bei verschiedene Stufen

In den folgenden Tabellen sind die Konvergenzgeschwindigkeiten bei verschiedenen
Rechenbeispiele dargestellt. In den meisten Féllen liefern das Newtonverfahren und
die Methode mit dem alternierendem Lo&sen vergleichbare Ergebnisse, sowohl in den
Werten der Fehler als auch in der Konvergenzgeschwindigkeit. In den Tabellen 6.2 und
6.3, sowie in den Tabellen 6.6 und 6.7 und in den Tabellen 6.8 und 6.9 kann man eine
quadratische Konvergenzordung in der Ly(7;,)-Norm fiir vy, und Az, beobachten. Dies
entspricht den Fehlerabschétzungen (4.13) und (4.12). Die Konvergenzordnung von py,
iibertrifft die lineare Erwartung. In den Tabellen 6.4 und 6.5 ist fiir alle Funktionen
quatratische Ordnung zu beobachten. Die schlechten Werte in der letzten Feinheits-
stufe S beim Newtonverfahren sind dadurch erkldarbar, die Absolutwerte der Fehler
schon in der Grossenordnung der Rechenungenauigkeiten, des Losers (GMRES) lie-
gen. (vgl Tabelle 6.11). In den Tabellen 6.10 und 6.11 sind die Rechenungenauigkeiten
der Gleichungssystemloser in den verschiedenen Stufen abzulesen. Durch die Wahl der
zu approximierenden Funktionen aus den Ansatzraumen konnten die Approximatio-
nen exakt sein.
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6.1 Numerische Beispiele

S=E G0 —x=d° (;x' ) =AL(1°0) = 5 Jue IoSQ[UOIMON] €9 d[[PqR.],

8 100 | S28IIN6C 19°T | #° CECOL8 66T | 9 T8EGTY 66T G0 9LLSYY g
8T 1 00°C | #° F0S9T'T LL'T | €9 9¥199°C 00°C | 2 GC08L'T 00°¢ 79 80T8L'T 4
G 66T |¥°L9G997 9L°T | €92 929.0°6 00°C | #° €48¢T°L 00°¢ 70 ¢Clel’L €
7 | 66T | €° 8ELGR'T 99T | ¢ 94¢L0°€ 10°¢ | € T8648'C 10°¢ €9 67098°¢ 4
7 [ 66T | €° 688LE°L GT'T | G° GLIVL'6 00°C | ¢ €EPRAT'T 00°¢ G2 9€84T'T I
g |- GOVSEEL T - [-2L99.1°¢C - GO GLYEdY - 6O T19€9Y 0
7 11 | 209 7 A:\hvmﬂ__cbmv\ _ mv\: 7 202 7 A:mhvmﬂ__c&| &__ 7 202 7 A:\Dm@:cbm@ — NQ__ 7 202 7 d@h?@:@#@ — Hi_ 7 S
d=c0—r=d° (') =AL(1°0) = { JOe 108Q7 JOPUSIIUIdYY :Z'9 O[[Pqe],
€ | 66T | 99 ¢cE16°¢ GLT | ¥ G¢S06°L 00°C | G 9L8V¥'¥ 00°¢ G0 yE0sT'¥y g
€ | 66T | 7o €0S9T°T LL'T | €9 ¢0199°C 00°C | ¥° ¥EO8L'T 00°¢ 770 9608L°T 4
¥ | 66T | 79999997 9L°T | €°¢19L0°6 00°C | #° €88¢I"L 00°¢ 72 9TTET'L €
| 66T | €9 CELGS'T 99T | ¢ €4CL0°€ 10°¢ | € T8648'C 10°¢ €79 87098°¢ 4
7 | 66T | €9 688LE'L GT'T | G° LLIVL'6 00°C | ¢ €P8AT'T 00°¢ G2 9€84T'T I
g |- GO VGEE6'C - 19 L9GLT1°C - GO GLYE9Y - 6O T19€9Y 0
7 11 7 209 7 A:\Smﬁ_c,mv\ — mv\__ 7 209 7 A:N\Dm@__c& — &: 7 209 7 A:\Sm@:cbma — NQ__ 7 209 7 A:]Dm@__cbﬂ@ — HD__ 7 S

99
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6 Beispiele

6.2 Ausblick

In dieser Arbeit wurde das nichtlineare Dirichletrandwertproblem (2.23) in einer Varia-
tionsformulierung (3.5) angegeben. Fiir diese Variationsformulierung wurde Existenz
und Eindeutigkeit einer Losung im schwachen Sinn gezeigt.

Offen ist der Nachweis der eindeutigen Losbarkeit unter schwécheren Voraussetzungen,
siche: Lemma 3.1, Lemma 3.6.

In Kapitel 4 wurde (3.5) auf finiten Elementen diskretisiert. Das dadurch entstanden-
dene nichtlineare Gleichungssystem (4.1) wurde auf zwei Arten behandelt. Eine Meth-
ode war das Zerlegen in eine Folge linearer Teilprobleme. Als Vorteil hat sich herausge-
stellt, dass die Dimensionen der hier auftretenden Gleichungssysteme kleiner ist als die
des Gesamtsystems. Genauer: einerseits IV, Unbekannte fiirs Schurkomplementsystem
(5.9), und andererseits N, , Unbekannte fiirs Vektorpotential-Teilproblem (5.4). Da-
durch ist schnelleres Losen moglich bzw. eine hohere Genauigkeit zu erreichen, sodass
die Rechenzeit noch in einem verniinftigem Rahmen bleibt.

Als zweiter Weg wurde das nichtlinearen Gesamtsystems mit der Newton-Methode
gelost. Die hier auftretenden Gleichungssysteme (5.11) sind wesentlich grofier (N, +
Ny, + Na,, Unbekannte) als im ersten Fall. Hier zeigt sich die Notwendigkeit fiir die
Verwendung einer geeigneten Vorkonditionierung.

Weiters fillt auf, dass die Konvergenzordung der Druckapproximation p;, in allen Re-
chenbeispielen héher ist, als bewiesen wurde. In dieser Arbeit wurde dem nicht auf
den Grund gegangen.

Ebenfalls unbeleuchtet blieb die Frage, welchen Einfluss die Werte der Materialpara-
meter p, o, i auf die Kondition der Gleichungssysteme haben.

Ein weitere interessante offene Frage, die auch mehr Anwendungen beinhaltet, ist die
Betrachtung des Gesamtsystems (2.13), welches in 3D gerechnet werden miisste.
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