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Kurzfassung

Diese Diplomarbeit befasst sich mit der Ausbildung der plastischen Zone einer allseitig
gezogenen, theoretisch unendlich ausgedehnten Scheibe mit Kreisloch. Die Vorgehens-
weise basiert auf einer Veroffentlichung von Galin aus dem Jahr 1946, der eine elegante
und bequeme Losung mittels Methode der komplexen Funktionen herleitete. Aufser-
dem soll die analytische Losung symbolisch mit dem Computeralgebrasystem Maple
nachgepriift werden.

Im zweiten Teil der Arbeit wird auf anderem Wege an das Problem numerisch mit
Hilfe der Methode der finiten Elemente herangegangen. Zu diesem Zweck wird auf die
Thematik zur Behandlung elastoplastischer Probleme mittels Finite-Elemente-Methode
tiir plastisches Materialverhalten nach Tresca und von Mises eingegangen. Auf diese
Theorie aufbauend erfolgte die Implementierung eines finite Elemente Programms in
der Entwicklungsumgebung MATLAB, welches mit gegebenen analytischen Beispielen
aus der Plastizitat verifiziert wurde.

Abschlieffend werden die Ergebnisse der analytischen und numerischen Vorgehens-
weise restimiert und grafisch einander gegeniibergestellt.

Abstract

This diploma thesis deals with the derivation of an analytical solution for the elastic-
plastic extension of a biaxially loaded infinite plane with circular hole. The approach is
based on a paper of Galin published in 1946, who derived an elegant and convenient
solution by using the method of complex representation. Moreover the analytical solu-
tion should be reviewed and visualized with the aid of the computer algebra system
Maple.

In the second part the stress components should be determined in a different way by
a numerical approach using the finite element method. Hence, the development of a
finite element program which, was implemented in the development environment of
MATLAB, is described and instructions on how to solve elastic-plastic problems by
using the FE-method for materials with type of Tresca and von Mises are given. For the
verification, the program was continuously compared with given analytical examples
from the field of plasticity.

Finally the analytical and numerical results are compared and graphically presented
for interpretation purposes.

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




Inhaltsverzeichnis I
Inhaltsverzeichnis

Abbildungsverzeichnis \'

. Analytische Losung 1

1. Grundlegende Bezeichnungen zu Scheiben 1

1.1. Airy’sche Spannungsfunktion . . . . . .. ... .. ... ....... ... 2

1.2. Scheibengleichung . . . ... ... .. ... .. ... ... .. .. ... 3

2. Methode der komplexen Spannungsfunktionen 4

2.1. Vorgehensweise nach Kolosov und Mufichelischwili . . . . ... ... .. 4

2.2. VorgehensweisenachGoursat . . . . ... .................. 6

23. FormelnvonKolosov . . . . . ... ... . ... 9

3. Analytische Lésung im plastischen Bereich 10

4. Lésung nach Galin 12

4.1. Formulierung des Problems . . . .. ... ... ... ............ 12

4.2. Kontinuitdtsbeziehungen . . ... ... ... ... .. ... .. .. ..., 14

43. Konforme Abbildung . . . . ... .. ... ... .. .. .. oL 16

4.4. Ermittlung der komplexen Spannungsfunktionen ®(¢) und ¥;(() 19

4.5. Berechnung der Spannungskomponenten . . . . ... ... ... ..... 26

5. Zusammenfassung 33

Il. Numerische Lésung 34

6. Lineare Finite-Elemente-Methode 34

6.1. Elementformulierung . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 36

6.1.1. Hexaederelement mit 27 Knoten - isoparametrischer Ansatz . . . 36

6.1.2. Ermittlungder B-Matrix. . . . ... ................. 38

6.1.3. Ermittlung des konsistenten Lastvektors F . . . . ... ... ... 39

6.2. FE-Beispiel fiir linear-elastisches Materialverhalten . . .. ... ... .. 40

6.2.1. Analytische Losung . . .. .. ... ... .. ... ....... 40

622, FE-Losung . . ... ... ... .. ... .. ... ... .. ... 41

7. Nichtlineare Finite-Elemente-Methode 43

7.1. Iteratives Losungsverfahren nach Newton-Raphson . . . . .. ... ... 45

Technische Universitit Graz

Institut fiir Festigkeitslehre




Inhaltsverzeichnis v
8. Isotrope Plastizitat kleiner Verzerrungen 49
8.1. Linearelastisches-idealplastisches Kérpermodell . . . ... ... ... .. 50
8.2. Rheologisches Grundmodell . . . . ... ...... .. ... ... .. .... 51
8.3. Werkstoffgesetz . . . . ... ... .. ... Lo 52
8.3.1. Materialgesetz im elastischen Bereich . . . ... ... ... .. .. 52
8.3.2. Materialgesetz im plastischen Bereich . . . . ... ... ... ... 52
8.4. FlieBhypothesen . . . . .. ... ... .. ... .. ... .. .. ... ... 54
8.4.1. HypothesenachTresca. .. ... ... ... ............. 54
8.4.2. HypothesenachvonMises . . ... ... .............. 57
9. Lésung plastischer Probleme mittels FE-Methode 60
9.1. Pradiktor-Korrektor-Verfahren . .. . ... ... ... ... ... ..... 60
9.2. Algorithmenkonsistente Materialtangente . . . . . . ... ... ... ... 65
9.3. Beispiel zur isotropen Plastizitdt nach von Mises: Dickwandige Hohlku-
gel unter Innenverschiebung . . . ... .. ... ... o 0 0oL 69
9.3.1. Analytische Losung . .. ... ... ... ... .......... 69
9.3.2. Exkurs zur verschiebungsgesteuerten FE-Methode . . . . . . .. 71
933. FE-Losung . . . ... ... .. ... ... .. ... ... 73
9.4. Beispiel zur isotropen Plastizitdt nach Tresca: Dickwandiges Rohr unter
Immendruck . . . . . . .. 76
94.1. AnalytischeLosung . . ... ....... ... .. .. ....... 76
942 FE-Losung ... ... ... ... .. .. ... ... . ... 78
10.Zusammenfassung 85
lll. Ergebnisse 86
11. Allseitig gezogene Scheibe mit Kreisloch 86
11.1. Analytische Losung . . . . . . ... .. ... ... oL L 86
11.2. FE-Berechnung . . . . .. ... ... .. ... ... .. 87
11.3. Darstellung der Vergleichsspannung . . . . .. ... ... ......... 89
11.4. Darstellung der Spannungskomponenten . . . . ... ... .. ... ... 96
Literatur 98

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




Abbildungsverzeichnis \%
Abbildungsverzeichnis
1. Scheibe mit Kreisloch, allseitig gezogen . . .. ... ... ... ... ... 1
2. Koordinatentransformation von z,yaufr,9 . . . . . ... ... ... ... 13
3. Spannungskomponenten von o, aufC' . . ... ... 0L 14
4.  Konforme Abbildung . . . . ... ... ... . L Lo 17
5. Hexaederelement mit 27 Knoten und korrespondierendes 2d Scheiben-
sowie 1d Linienelement . . . . .. .. ... ... ... ... .. ..... 37
6. Hexaederelement Knotennummerierung . . . .. ... .......... 37
7. Volumenelement unter Oberflichenlastp . . . ... ... ... ...... 39
8.  ScheibemitLoch . .. ........ .. .. ... ... .. .. . ... .. 40
9.  FE-Resultate fiir das Kirschproblem mit Postprocessing GiD . . . . . . . 41
10. Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung in MATLAB 42
11. Newton-Raphson Methode . . . .. ... ... ............... 45
12. Linearelastisches-idealplastisches Kérpermodell . . . . .. ... ... .. 50
13. Prandtl-Reuss-Korper . ... ... .. ... .. ... .. ... .. ..... 51
14. Mohr’scher Spannungskreis . . . . . ... ... ... .00 L L 54
15. FHliefiSflichen im Hauptspannungsraum . . . . . . ... ... .. ... ... 56
16. Der Radial-Return-Algorithmus fiirvonMises . . . . ... .. ... ... 63
17.  Dickwandige Hohlkugel unter Innenverschiebung . . . . . .. ... ... 69
18. Ausgewdihlte Knoten fiir Evolutionsgraphen . . . . ... ... ... ... 73
19. Verschiebungsevolution des dritten Inkrementes . . . . . . .. ... ... 73
20. Hohlkugel unter Innenverschiebung mit Postprocessing GiD . . . . . . . 75
21. Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung in MATLAB 75
22.  Ermittlung von oy der Mittelknoten entlang der x-Achse . . . . . . . .. 76
23. Dickwandiges Rohr unter Innendruck . . . .. ..... ... ... .. ... 77
24. Resultate fiir ein FE-Netz mit 60 Elementen . . . . . ... ... ... ... 80
25. Resultate fiir ein FE-Netz mit 300 Elementen . . . .. ... ... ... .. 81
26. General-Return-Algorithmus fiir die verwendete Fliefsfliche nach Tresca 82
27. Rohr unter Innendruck fiir ein Netz mit 60 Elementen . . . . . . ... .. 83
28. Rohr unter Innendruck fiir ein Netz mit 300 Elementen . . . . . ... .. 84
29. Scheibe mit Kreisloch - Vernetzung des Ersatzsystems mit GiD . . . . . . 88
30. Konturplot oy fiir den Lastfall ¢ = 3,0k und p=2,2k . . . .. ... ... 90
31. Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung fiirp = 2,2k . .. 90
32. Konturplot oy fiir den Lastfall ¢ = 3,0k und p=2,4k . . . .. ... ... 91
33. Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung fiirp = 2,4k . .. 91
34. Konturplot oy fiir den Lastfall¢ = 3,0kundp=2,6k . . . ... .. ... 92
35. Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung fiirp = 2,6k . . . 92
36. Konturplot oy fiir den Lastfallg = 3,0kund p=2,8% . . ... ... ... 93
37. Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung firp =2,8c ... 93
38. Konturplot oy frden Lastfallg=p=3,0k . . . . ... ... ... .... 94
39. Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung fiir p = 3, 0k 94

Technische Universitit Graz

Institut fiir Festigkeitslehre




Abbildungsverzeichnis VI

40. Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung entlang der x-

Achse fiir den Belastungsfall ¢ = 3,0kundp=2,4k . . .. ... ... .. 96
41. Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung entlang der y-
Achse fiir den Belastungsfall g = 3,0kundp=2,4k . . .. ... ... .. 97

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




1. Grundlegende Bezeichnungen zu Scheiben 1

Teil 1.
Analytische Losung

Gesucht seien die Spannungskomponenten o, 7., sowie oy, fiir die elastoplastische
Beanspruchung einer allseitig gezogenen Scheibe mit Kreisloch, die durch die im Un-
endlichen wirkenden Spannungen 0., = p, 0yy., = ¢ > pund 7, = 0 hervorgerufen

werden (vgl. [1]).

Vv
=

ly .
AR AARRTARRA A

C

LR

T

Abbildung 1: Scheibe mit Kreisloch, allseitig gezogen

TR MRARRARAR

1. Grundlegende Bezeichnungen zu Scheiben

Ein zweidimensionales Bauteil /, b >> h, unter Krafteinwirkung in seiner Ebene, dessen
Mittelflache bei der Deformation eben bleibt, wird Scheibe genannt. Die charakteristi-
sche Wirkung ist die Membranwirkung. Wird der Kérper einer Belastung unterworfen,
die Biege- und Torsionswirkung hervorruft, wodurch sich die Mittelfliche verwolbt, so
wird das zweidimensionale Bauteil als Platte bezeichnet (vgl. [2], S.18).
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1. Grundlegende Bezeichnungen zu Scheiben

1.1. Airy’sche Spannungsfunktion

Das statische Grundgesetz der Kontinuumsmechanik wird durch die Gleichgewichts-

bedingung

ajij + 7 =0

)

in Indexschreibweise ausgedriickt, wobei 0; ; = Vo = divo.

Im Falle des ebenen Spannungszustandes (0., = 0.y = 0., = 0) und ebenen Verzer-
rungszustandes (0., = 0., = 0,0,, = 0., (z,y)) ergeben sich die Gleichgewichtsbedin-
gungen der ebenen Elastizitdtstheorie, bei verschwindenden Volumskraften f B 0,

zu
002y OTyy
ox oy
OTyy  Ooyy
ox oy
Daraus folgt
dg(z,y)
Fh(z,y)

die

die

=0

=0

a—i —Tzy und
gz =0y, und

Oh

= Ozx

— Ty

()

)

Gleichsetzen von 7, fiihrt zur Schlufifolgerung, dass eine Funktion F'(x,y) existiert,
durch die sich die Spannungskomponenten ausdriicken lassen.

oh _ 0y

oy  Ox
0*F

Ozx = 7 o5 >
Oy?

Tey =

or
oy

O*F
0xdy

I

_or
- Oz

Oyy =

O*F

Da?

(4)

Die Hilfsfunktion F' stellt die Airy’sche Spannungsfunktion dar und befriedigt die
Gleichgewichtsbedingungen aus Gleichung (1) (vgl. [3], S. 92f).
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1. Grundlegende Bezeichnungen zu Scheiben 3

1.2. Scheibengleichung

Aus der zweidimensionalen Kompatibilitdtsbedingung

0y _ ey N D%eyy 5)
0x0y 0y? Ox?

folgt nach Einsetzen des Stoffgesetzes zusammen mit den Gleichungen (2) und (3)
die Vertraglichkeitsbedingung fiir den statischen isothermen Sonderfall, unter Nicht-
beriicksichtigung von Volumskréften, mit

A (0gpe +0yy) =0 ...Levy’sche Gleichung (6)

Der Term o, + oy, erfiillt die Laplace-Gleichung und stellt damit eine harmonische
Funktion dar.

Unter Berticksichtigung der Airy’schen Spannungsfunktion F' schreibt sich Gleichung
(6) zu

82F aQF ) 82 82
bzw. ausgeschrieben
4 4 4
o*F o F O*F _0 (8)

oxt + 28x28y2 + oy*

Diese lineare partielle Differentialgleichung vierter Ordnung wird als biharmonische
Gleichung, bzw. Bipotentialgleichung bezeichnet, und stellt die Scheibengleichung dar
(vgl. [2], S.22f).

Fiir die weiteren Betrachtungen ist F' unter der Voraussetzung biharmonisch, dass ein
betrachtetes Gebiet S einfach zusammenhéngend ist. Daraus ergibt sich die Eindeutig-
keit der 2. Ableitung von F’, und somit die Eindeutigkeit der Funktion F.
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2. Methode der komplexen Spannungsfunktionen 4

2. Methode der komplexen Spannungsfunktionen

2.1. Vorgehensweise nach Kolosov und MuBchelischwili

Nach der Methode der komplexen Spannungsfunktionen von Kolosov und Mufiche-
lischwili, sollen die Bestimmungsgleichungen der gesuchten Spannungen o, Ty, 0yy
hergeleitet werden, indem die Losung des Problems auf die Bestimmung zweier kom-
plexer analytischer Funktionen ¢ (z) und A (z) der komplexen Verdnderlichen z = z+iy
rickgeftihrt wird.

Da sich die Spannungskomponenten mithilfe der Airy’schen Spannungsfunktion
F (x,y) ausdriicken lassen, gilt es F' (x,y) zu bestimmen.

Sei F' definiert als die Linearkombination der harmonischen Funktionen p; fiiri = 1,2, 3
(vgl. [4], Kap. 2)

F = xpy (2,y) + yp2 (z,y) +p3 (z,y) )

so ist die Scheibengleichung AAF = 0 aufgrund der Eigenschaft Ap; = 0 der Potentiale
p; erfiillt.

Verifikation der Bedingung AAF = 0:

oF op1 Opa  Ops

O’F  9Op1  Op; 0%py O*py  0%ps
Rl e b e e (1

oF op1 Op2  Op3

el ey T 12
oy ﬂﬁay +p2+y8y+8y (12)
627}7 — x82p1 Op2  Op2 Opa  9%ps (13)
o2 T oy oy Oy oy Oy?

Daraus folgt
AR — 9P | 9P wegen Ap; =0 , i=123 (14)
ox y
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2. Methode der komplexen Spannungsfunktionen 5

und

AAF = QQApl + QEAPQ =0 (15)
ox dy

Ein Beweis zur Gestalt von Gleichung (9) kann Quelle [3] S. 96 entnommen werden.
Dabei wird die allgemeine Form der harmonischen Funktion F hergeleitet unter Be-
riicksichtigung der Aussage, dass eine harmonische Funktion auch biharmonisch ist.
Die Umkehrung gilt allerdings nicht.

Es soll nun die Spannungsfunktion F' in Abhdngigkeit der komplexen Verdnderlichen
z gefunden werden. Also die komplexe Darstellung der biharmonischen Funktion als
F(z,%),wobeiz =z +iyund z = z — iy.

Die Bestimmung der komplexen biharmonischen Funktion kann auf mehreren Wegen
erfolgen.

Nach Quelle [3] S. 96ff gelangt man {iber folgende Uberlegungen auf die gesuchte Dar-
stellung. S sei als das vom Korper eingenommene Gebiet definiert, wobei S C C gilt.
Des weiteren sei f eine holomorphe Funktion auf S.

f(2) = flx +iy) = fr(z,y) +ifi(z,y) (16)

Somit erfiillen Realteil und Imaginérteil von f die Cauchy-Riemann Bedingungen

ofr  0f; ofr _  0fi
or 9y = Oy Oz

(17)

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind ein Kriterium fiir komplexe
Differenzierbarkeit. Unter der Voraussetzung, dass f noch einmal differenzierbar ist,
folgt nach Differentiation von (17)

azfr o anz 62fr o azfz

ox2 ~ dxdy = 0y2  Oyox (18)
und damit
Afr=Afi=0 (19)
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2. Methode der komplexen Spannungsfunktionen 6

Daraus folgt die Erkenntnis, dass Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion
f harmonisch sind, oder jede harmonische Funktion Realteil einer holomorphen Funk-
tion ist. Es kann nun eine komplexe analytische Funktion ¢ definiert werden, die auf S
holomorph ist:

©(z) =p1 +ips mit Ap; = Aps =0 (20)

Eine harmonische Funktion U ldsst sich nun mit der konjugiert harmonischen ¢(z),
als

U =2R{p(2)} = p(2) + ¢(z) (21)

darstellen.

Fir AF = U,wobei AAF = AU = 0 erfiilltist, ergibt sich die gesuchte Formulierung

F=%R{zyo(z) + x(2)} (22)
F =2 [20(2) + 200 + x(2) + X0 (23)

Dabei wurde die komplexe analytische Funktion x(z) eingefiihrt, die auf S eben-
falls eine holomorphe Funktion darstellt. Mit den konjugiert komplexen analytischen
Funktionen gelangt man schliefilich zur Schreibweise nach Gleichung (23) (vgl. [3], S.
97)/(vgl. [4], Kap. 2).

Es werde noch erwdhnt, dass ¢(z) und x(z) unter der Bedingung, dass S einfach zu-
sammenhéngend ist, holomorph sind.

2.2. Vorgehensweise nach Goursat

Die Herleitung nach Goursat geschieht auf anderem Wege und geht von der Scheiben-
gleichung AAF = 0 aus. Eine Uberfithrung der z, y-Koordinaten in neue Variablen der
komplexen Ebene z, z {iber die Zusammenhinge

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




2. Methode der komplexen Spannungsfunktionen 7

PR e B T B (24)
R y = Lz-z)

fiihrt auf die komplexe Form von Gleichung (8) (vgl. [4], Kap.2).

0z 0z
a0 dxr Oy
% #]-14 21| 5 & @)
Nach der Kettenregel ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen 0,, 9,

0 _00: 00:_0 0 26
dxr 0z0x 0z0x 0Oz 0Oz

9 _00: 00:_ (0 0 -
oy 0z90y 0z0y \0z 0z
bzw. nach Invertieren fiir 9,, 05
o 1[0 .0
o 1[0 0
% = 5 <8$ + Zay> (29)
Der Laplace-Operator schreibt sich somit als
92 02 o 0\ [0 9\
A_asc?+agﬂ_<az:+az> i (a‘a) (30)
82
A=4 1
020% G

Daraus folgt fiir die zweimalige Ausfiihrung der Operation die komplexe Darstellung
der biharmonischen Funktion.
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2. Methode der komplexen Spannungsfunktionen 8

a6 aar—16.2F g (32)
022072 022022

Stufenweises Integrieren liefert

F(2,2) = 5 (20(2) + 2(2) + x(2) + X(7)) (33)

Da F reell sein muss folgt

F(z,2) = R{zp(2) + x(2)} (34)

Gleichung (23) und (33) sind die allgemeine Darstellung einer biharmonischen Funk-
tion mit Hilfe zweier komplexer Potentiale ¢(z) und x(z), die sich wie folgt mit den
harmonischen Funktionen p;, fliri = 1. .. 4, definieren lassen.

o(z)=p1+ip2 , @(z) =p1 —ip2 (35)

x(2) =ps+ips , x(2)=p3—ips (36)

Durch Substitution der Gleichungen (35), (36) und (24) in (33) kann gezeigt werden,
dass F'(z,Zz) der Linearkombination (9) entspricht, und somit auch biharmonisch ist
(vgl. [4], Kap. 2).

2F = (z — iy) (p1 +ip2) + (@ +dy) (p1 — ip2) p3 + ips + p3 — ipy
2F = 2zp1 + 2yp2 + 2ps3 (37)

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




2. Methode der komplexen Spannungsfunktionen 9

2.3. Formeln von Kolosov

Die Formeln von Kolosov stellen zwei komplexe Gleichungen dar, die die Spannungs-
komponenten o, 7y, und oy, auf eine Darstellung iiber die komplexen Spannungs-
funktionen ¢(z), x(z) rickfihrt.

Folgende Beziehungen seien gegeben:

0*F 0 0
Ty = w (a > F (38)
0
=T (- 2)'F )
0? 0?
Toy = 8x8y (822 a 822> E 40

Addition der Gleichungen (38) und (39) liefert

O*F
e = AF =4 - 41
Ty + O 020Z 41
Zweimaliges Differenzieren von (33) nach 0z und 0% fiihrt auf
L o)+ 7] = o 4o )
020z vy o

Multiplikation der Gleichung (39) mit (—1) und der Gleichung (40) mit (2i) und darauf
folgender Addition ergibt

O*F . _n "
Oyy — Oz + 20Ty = 4—— 5.2 = 2 [zgp (z) + x (z)] (43)
Sei per Definition ¢'(z) = x"(z), so lauten die Kolosovschen Formeln (vgl. [3],

S.100)/(vgl. [5], 5.234):

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




3. Analytische Losung im plastischen Bereich 10

Oyy + Opz =2 [@'(2) + W] =4AR{¢'(2)} ...reell (44)
Oyy — Oaa + 2iTay = 2 (20" (2) + ¥/ (2)] ... komplex (45)

Somit kénnen bei bekanntem ¢(z) und #(z) die drei Spannungskomponenten durch
Trennen des Real- und Imaginérteils bestimmt werden.

3. Analytische Losung im plastischen Bereich

Fiir eine detaillierte Herleitung fiir den plastizierten Bereich wird auf die Quellen [5]
S. 167 und [6] S. 43ff verwiesen. Dabei liegt der Losung eine Querdehnungszahl von
v = 0,5 fiir inkompressibles Material zugrunde, die fiir die numerische Umsetzung,
spater in Abschnitt (III), noch von grofierer Bedeutung sein wird.

Die Spannungskomponenten in Polarkoordinaten lauten:

orr = 2k In (2) (46)
099 = 2k + vy = 2k (1 +In (g)) (47)
Trp = 0 (48)

Diese Ausdriicke geniigen der FlieSbedingung nach Tresca

(099 — 0p)> + 472 = 4k> mit op = 2k (49)

Néhere Erlduterungen zur FlieShypothese nach Tresca folgen in Abschnitt (8.4.1).

Da die Kolosov’schen Formeln der plastischen Zone fiir die Losung nach Galin (vgl.
[1]) gebraucht werden, ist die Bestimmung der Airy’schen Spannungsfunktion F}, fiir
den plastischen Bereich notwendig.

Sei F), eine Funktion F,(r), so ergeben sich die einzelnen Spannungen nach Herleitung
fur Polarkoordinaten zu (vgl. [5], S. 234) / (vgl. [2], S.25f)
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3. Analytische Losung im plastischen Bereich 11

_10F,  108°F,

o= o T 2 902 (50)
d*F,
09y = 87; (51)
_10F, 10°F, 0 (10F,
"= 55 o = o (v 96 >

Durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die Bedingung (49), wobei keine Abhingigkeit
von ¥ besteht, erhédlt man die inhomogene partielle Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in Polarform

10F, 0%F,\>
(rarp_ 67’2p> = )

Daraus errechnet sich die Airy’sche Spannungsfunktion

F, = kr? <ln (g) . ;) (54)

Die Kontrolle erfolgt durch Bestimmung der Spannungskomponenten nach den Glei-
chungen (50) bis (52) mittels Airy’scher Spannungsfunktion im plastischen Bereich
.

Fiir den weiteren Rechengang muss F}, der biharmonischen Gleichung AAF), gentigen.
Der Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten schreibt sich nach Quelle [2] S. 26 mit

92 19 1 92

A=z ot o &)
Daraus folgt
0*F, 10F, 1 0°F
AF. — p 10  1O01p
P or2 + r Or +r2 092
r
— 4kIn (5) + 2k

san - (-5) o b (1) o
T T T
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4. Losung nach Galin 12

Somit ist F}, biharmonisch.

4. Losung nach Galin

4.1. Formulierung des Problems

Bisher wurde das Problem der elastoplastischen Ausdehnung einer Scheibe mit Kreis-
loch wie folgt formuliert:

Fiir die elastische Zone lauten die Kolosov’schen Formeln:

L(F) =2[¢(2) + P(2)] = 4%{¢ (2)) (56)
M(F,) =2 [¢"(2) + ¥/(2)] (57)

Die Ausdriicke L(F¢) und M (F,) stehen stellvertretend als Abkiirzungen fiir

L(F,) =0y + 020 , M(Fo) =0yy — Oga + 20Ty (58)

mit der Airy’schen Spannungsfunktion F' = F, fiir den elastischen Bereich.

Fir die analoge Schreibweise in der plastischen Zone wurde zuerst L(F),) = AF), be-
rechnet.

L(E,) = o7 + 099 = AF, = 2k (21 (=) +1) (59)

(60)

Die Ermittlung von M (F},) ist noch ausstandig, und soll nun hergeleitet werden.

Unter Einfiihrung der Polarform fiir die komplexen Variablen z, Z lautet deren Expo-
nentialdarstellung

z=x+iy=r(cos? +isind) = re'’ (61)

Z=ux—iy=r(cost —isind) = re " (62)
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4. Losung nach Galin 13

U

X

Abbildung 2: Koordinatentransformation von z, y auf r, ¢

Transformation von kartesischen auf polare Koordinaten nach den Transformations-
gleichungen

- Ozz ;Fayy n Ozx ; Oyy cos (20) + Ty sin (209) (63)
- Oz ‘;Uyy _ Oaz ; Oyy cos (20) — Tyy sin (209) (64)
Trg = —w sin (20) + 7y cos (20) (65)

fihrt nach geeigneter Umformung auf die Beziehung

T99 = Orp + 20Ty = (0yy — Tpg + 2iTyy) €7 (66)

Gleichung M (F},) ergibt sich unter Verwendung der gegebenen Spannungskomponen-
ten zu

M(F,) = 0yy — O + 2iTay = (G99 — Orp + 2iTpg) e 720 = 2k§ (67)
mit e 2 = £, gebildet aus dem Quotienten der Gleichungen (61) und (62). Weiters gilt
r? = 2z.

Die transformierten Kolosov’schen Formeln fiir die plastische Zone lauten insgesamt

L(F,) =2k (2 In <\/57«) + 1) (68)
M(F,) = 21% (69)
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4. Losung nach Galin 14

Somit ist die Losung fiir das plastische Gebiet gegeben. Die Losung im elastischen Be-
reich errechnet sich aus den Bestimmungsgleichungen L(F.) und M (F;) nach Glei-
chung (56) und (57), sofern die komplexen Spannungsfunktionen ¢(z), x(2) bestimmt
wurden.

4.2. Kontinuitatsbeziehungen

In diesem Abschnitt werden die Kontinuitdtsbeziehungen am elastoplastischen Inter-
face C analysiert wodurch sich eine elegante, geschlossene Formulierung unter Einfiih-
rung einer neuen biharmonischen Funktion ' = F, — F), ergibt.

—
N

Yy
n
¢
g
_/ x

Abbildung 3: Spannungskomponenten von o, auf C

Am Rand C gilt, dass weder Normalspannungen o, noch Tangentialspannungen 7,
in ihren Verldufen Spriinge aufweisen. In Form zweier Gleichungen driickt sich diese
Bedingung wie folgt aus:

G”“‘C—:U””’CJr = [[Um]]‘cz() (70)
Tnt‘c_ = Tnt‘c_'_ <~ [[Tnt]HC =0 (71)

. . . . T
Die Transformationsgleichungen zu einem Spannungsvektor o, = [ Onn  Tnt } ent-
sprechen

o, = 7oz ;"yy 4 T . TYY cos (28) + Tay sin (26) (72)
Oxx — Oyy .
Tt = — sin (23) + 7y cos (203) (73)
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4. Losung nach Galin 15

Multiplikation von Gleichung (72) mit dem Faktor (2) sowie von Gleichung (73) mit
(—2i), und nachfolgender Addition liefert

2 (onn — iTnt) = (Oga + Oyy) — (Oyy — Oz + 2iT4y) o218 (74)

L(F) M(F)

Damit ist der stetige Ubergang an der Schnittstelle C, gemafi den Bedingungen (70)
und (71), mit

12 (0nn — iTnt)] = [(0ze + oyy)] — [(Oyy — 2z + QiTxy)]]‘e%ﬁ (75)

ausgedriickt.

Wobei mit F' = F, — F,

L(F) = L(F) — L(F,) = 0 (76)
M(F) = M(F,) - M(F,) =0 (77)
folgt.
Es gilt also
L(F.) = L(F}) (78)
M(F.) = M(F,) (79)

Fazit: In weiterer Folge wird mit der Definition L(F') und M (F') gerechnet. Um die
Gleichungen nach Kolosov zu 16sen, miissen als ndchster Schritt die Randbedingungen
des Problems fiir die neue Funktion F' aufgestellt werden.

Wegen Kontinuitit auf C' ergeben sich zwei Randbedingungen mit

L(F) = L(F.) — L(F,) = 0 (80)
M(F) = M(F.) = M(Fy) = 0 (81)
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4. Losung nach Galin 16

Die im theoretisch Unendlichen, an den Seiten der Scheibe angreifenden Belastungen
sind 0yy.. = ¢, 04z, = p. Fiir die Randbedingungen — oo miissen zunéchst die Bedin-
gungen in den beiden Zonen separat bestimmt werden.

—o0o: L(F)=q+p , M(F.)=q—p (82)
ENY L(Fp)—2k<21n<\/jz>+1> , M(Fp):Qké (83)

Daraus folgen fiir L(F') und M (F') die zwei Randbedingungen im Unendlichen

L(F)=q+p—2k (21n<\/2)+1) (84)

M(F):q—p—Qk; (85)

Somit stehen vier Gleichungen fiir die Unbekannten ¢'(z) und ¢’(z) zur Verfiigung.
Zwei aufgrund der Randbedingungen auf C' und zwei durch die Randbedingungen im
Unendlichen.

4.3. Konforme Abbildung

Fiir grundlegende Eigenschaften zu konformen Abbildungen sei auf die Quelle [3] S.
144ff verwiesen.

Unter einer konformen Abbildung versteht man eine injektive komplex differenzierba-
re Funktion auf dem Gebiet S nach Gleichung (86). Es wird zwischen zwei komplexen
Verédnderlichen z und ¢ unterschieden, die {iber die Beziehung

z=w(() (86)

verkniipft sind. Dabei sei z ein definierter Punkt der z- Ebene im Gebiet S C C und
w(() eine in der (-Ebene eindeutige analytische Funktion in einem Gebiet ¥ C C. Jedem
Punkt z des Gebietes S wird tiber w(() ein definierter Punkt ( des Gebietes ¥ zugeord-
net. Die Umkehrung , dass jeder Punkt ¢ ein Punkt z in S entspricht wird ebenfalls
vorausgesetzt. Daher spricht man von einer umkehrbar eindeutigen konformen Abbil-
dung des Gebietes S auf das Gebiet X.
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4. Losung nach Galin 17

Eine Abbildung heifit konform, wenn sie winkel- und orientierungstreu ist. Zwei Li-
nienelemente im Gebiet S schliefSen somit im Gebiet ¥ denselben Winkel ein, und der
Richtungssinn bleibt erhalten.

Diese Eigenschaft der Transformation wird in der Elastizitdtstheorie hdufig angewandt
um komplizierte Kurven auf einfachere abzubilden. Wegen der Invarianz ist ein durch-
gefiihrter Beweis in ¢ auch in z giiltig.

Es soll nun mit Hilfe der konformen Abbildung die elastische Zone S C C in der 2-
Ebene (das Auflere der Randkurve C) auf das Auflere des Einheitskreises ~ in der (-
Ebene geméfs Abbildung (4) transformiert werden.

Y z=w(() g

7

Z

Abbildung 4: Konforme Abbildung z = w(()

Das Gebiet S ist einfach zusammenhéngend, da es nur durch den Rand C begrenzt ist.
Theoretisch konnte auch ein Gebiet endlich und das andere unendlich sein. Wiirde das
unendliche Gebiet S auf ein endliches ¥ (elastischer Bereich in der (-Ebene) abgebildet
werden, so miisste die Funktion w(¢) in einem bestimmten Punkt unendlich werden,
der dem unendlich entfernten Punkt in der z-Ebene entspricht. Die Existenz einer Sin-
gularitdt im Punkt { = 0 zeigt die folgende Gestalt der Funktion w(():

z=w(() = g + holomorphe Funktion (87)

Fiir die Losung nach Galin sind allerdings beide Gebiete S und 3 unendlich, begrenzt
durch eine einfache geschlossene Kurve C' beziehungsweise 7.

Es wird die konforme Abbildung auf das Auflere des Einheitskreises v durchgefiihrt.
Somit entspricht ein Punkt z im Unendlichen von S einem eindeutigen Punkt ¢ im
Unendlichen von ¥. Dadurch ergibt sich die Gestalt der Abbildungsfunktion mit
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4. Losung nach Galin 18

z = w((¢) = ¢¢ + holomorphe Funktion (88)

Dabei ist ¢ eine reelle, positive Konstante und die holomorphe Funktion eine analy-
tische Funktion aufSerhalb des Einheitskreises. Nach Quelle [5] S. 235ff wird z mittels
einer Laurent-Reihe dargestellt in der Form

z:w(C):CC—i—Zf (89)

n=

Der Ausdruck ) # wird bei einem Grenziibergang — oo zu Null wodurch sich fiir
=1

n—=
z = oo der zugeordnete Punkt ( = oo ergibt.

Die weitere Rechnung wird in Quelle [5] und [1] mit der Darstellung von w((¢) als
Laurent-Reihe fortgesetzt. [5] zeigt auf S. 237 in einer detaillierten Herleitung die Ge-
stalt der elastoplastischen Schnittstelle in Form einer Ellipse, indem Gleichung (89) in
den Ausdruck

—w(¢) = <¢+ 2“) (90)

umgeformt wird.

In dieser Arbeit soll nun mit Gleichung (90), unter der Annahme der elliptischen Gestalt
der Randkurve C, weitergerechnet werden.

Sei ¢ am Einheitskreis per Definition ¢ so gilt fiir den Radius

o] =& +n*=1 mit (|, =c=E+in (91)

Gleichung (90) ergibt am Einheitskreis

o
z:c<a+;> (92)
x+iy:c<§+in+£2i772(§—in)>:c(§+i77+oz§—om7) (93)
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4. Losung nach Galin 19

Daraus folgt
R{iz}=x=c(+a&)=c(l+a)cos? (94)
Xz} =y=c(n—an)=c(l —a)sind (95)

was der Parameterform der Ellipsengleichung entspricht, wobei die Polardarstellung
¢ = 1cos¥ und n = 1sin ) herangezogen wurde.

Mit der Ellipsenfunktion

Ellipse : — + 2 =1 (96)
a

zeigt sich, dass Gleichung (90) die Funktion fiir die konforme Abbildung einer Ellipse
C' auf einen Einheitskreis v ist. Die Hauptachsen der Ellipse sind mit

a=c(l+a) , b=c(l-a) (97)

gegeben.

4.4. Ermittlung der komplexen Spannungsfunktionen ¢, (¢) und ¥, (()

Die komplexen Spannungsfunktionen in den aufgestellten Randbedingungen lassen
sich durch L(F') = L(F.) — L(F)) bzw. M(F) = M(F.) — M(F},) darstellen. Damit be-
schreiben sich die Randbedingungen am elastoplastischen Interface C' durch Gleichung
(56) und (57), indem man ¢(z) und v (=) durch andere (zunédchst unbekannte) komplexe
Spannungsfunktionen 1 (2) und ;(z2) ersetzt.

L(F) =2 [¢h(2) + #(2)] = 4R{¢ (=)} 98)

M(F) =2 [2¢{(2) + ¢1(2)] (99)

Aufgrund der konformen Abbildung werden fiir die weitere Berechnung folgende Ab-
kiirzungen eingefiihrt:
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4. Losung nach Galin 20

$1(¢) = @1 (w(C)) = ¥ (2) (100)
1 1(2) (101)

Damit schreiben sich die Randbedingungen am elastoplastischen Interface v in der (-
Ebene zu

L(F) =2 |91(0) + $1(0)| = 4R{@1(0)} (102)
M(F) =2 [0 (0 55 + 11(0)] =2 [j((?) B(0) + 110 (103)

unter Verwendung von @3(()%(40 = L [ (w(()] = ¢"(2).

Im Zentrum dieses Abschnitts steht nun die Bestimmung der komplexen Spannungs-
funktionen @4 (¢) und V().

Fiir die Kontinuitdtsbedingung am Rand v muss der Term :j,((?) fir ( = o gebildet

werden. Es folgt

Mit der Eigenschaft 06 = (£ + in) (€ — in) = €2 + n? = 1 erhilt man schliellich

wlo)  (1+0%)
W'(0) 02—«

(104)

Nach Substitution letzteren Ausdrucks in Gleichung (103) ergeben sich zwei Bestim-
mungsgleichungen aus den Randbedingungen am Einheitskreis:

L(F)ZO — @1(0)—}—@1(0):0 (105)
2
MF)=0 — a(la";f;)@’l(a) + (o) =0 (106)
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4. Losung nach Galin 21

Zwei weitere Bestimmungsgleichungen leiten sich aus den Randbedingungen fiir { —
oo ab. Als Grenzwert ergibt sich fiir z

limz:limc(C—i-a) — z—=c¢C , z—cl (107)

(—0 (—o0 C

Damit folgt im Unendlichen mit Hilfe von Gleichung (84) und (85)

L) w00 = 20O+ =a+p
Y <1+21n §)+1n(g)+1n(z)) (108)

(109)

NN~

M(F) > 00 = 2[C0(Q)+¥1(Q)] =g -p—2k

Mit den Gleichungen (105), (106), (108) und (109) wurden nun die Kontinuitdtsbe-
ziehungen zur Ermittlung von ®;(¢) und ¥;(¢) ausgedriickt (vgl. [5], S. 236, GL
48.10/48.11).

Bei genauerer Betrachung von Gleichung (108) kann die Funktion ®(¢) in der Form

®1(¢) = —kIn(¢) + h(C) (110)

dargestellt werden.
Die Nebenrechnung zeigt die Ermittlung der analytischen Funktion A(¢):
Aus

2[@1(0) + Q)] = R {21(Q)} =a+p -2k (1421 (£)) - kR ()} (1)

folgt tiber Koeffizientenvergleich die analytische Funktion zu

AR ROy = g +p— 2k <1+21n( )) (112)

C
a
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womit sich die Darstellung nach (110) ergibt.

Aus Gleichung (105) folgt, dass der Realteil von ®; am Einheitskreis unter

1(0) + $1(0) = 2R {@1(0)} =0 (113)

verschwindet.

Mit dieser Erkenntnis ergibt sich in weiterer Folge aus der modifizierten Gleichung
(110) am Einheitskreis

2R{®1(0)} =0=—kIn(o) + h(c) — kln () + h(0)
—_————

®1(0)+21(0)
0= —kln(ca)+h(o) + h(a)
=i
0=2R{h(0)} (114)

Die Konsequenz, dass der Realteil von h(o) am Einheitskreis verschwindet, zieht den
Schluss nach sich, dass R {h(¢)} notwendigerweise tiberall in der gesamten (-Ebene
verschwindet.

Fazit:

R{h(o)} =0 = R{r()} =0 (115)

Somit folgt aus Gleichung (112) die Forderung fiir die Konstante c:

c= ae( 4k %) == >0 (116)

Bei der Herleitung der Airy’schen Spannungsfunktion F(z,Z) unter Abschnitt (2.1)
wurden bereits die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen (Gleichung (17)) erwahnt.
Mit Hilfe dieser Kriterien kann die allgemeine Darstellung der analytischen Funktion
h(¢) untersucht werden.

Die Funktion sei in allgemeiner Form
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h(¢) = h(&,n) = he(§,m) +ihi(€,n) (117)

mit dem Realteil R {~({)} = h,(&,n) und dem Imaginarteil S {h(¢)} = hi(£,n).

Der Zusammenhang zwischen Real- und Imaginérteil iiber die Cauchy-Riemann Be-
dingungen lautet

oh, _Oh;  Oh, Ol

oc ong 7 om0

(118)

Daraus resultiert folgende Erkenntnis tiber h(():

Aus aahg = %}3 restimiert mit R {h(¢)} = h, = 0, dass der Imagindrteil S{i({)} = h;

nur eine Funktion von ¢ ist.

hi = hi(§) (119)

Mit der zweiten Bedingung %};’" =— %’? folgt anschliefsend

h; = const. (120)
Daher ergibt sich
h(¢) = i const. (121)

Einsetzen in Gleichung (110) fiihrt auf

®1(¢) = —kIn (¢) + h(¢) = —k1In (¢) 4 i const. (122)

Somit ldsst sich die Ableitung
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#(0) = - (123)

bestimmen.

Fiir ¢ = o folgt am Einheitskreis @} (¢) = —%. In Gleichung (106) eingesetzt zur Ermitt-
lung von V¥ (o) ergibt sich der Ausdruck

_k_(1+0%) + (o) = 0 (124)

o o2—qa

Daraus errechnet sich die Spannungsfunktion ¥, (o) zu

Ui(o) = k——+ (125)

Die Randbedingung (109) fiir { — oo liefert den Grenzwert von ¥;(¢) im Unendli-
chen:

— U, (¢) = % fir ¢ — oo (126)

Unter der Bedingung, dass auf der elastoplastischen Schnittstelle M (F') = 0 erfullt ist,
kann Gleichung (103) auf die Form nach Gleichung (127) umgeformt werden.

Damit kann die Spannungsfunktion aus (vgl. [5], S. 237, Gl. 48.15)

w(¢)

k
V()¢ (127

i(¢) =

tir das Gebiet in der (-Ebene aufgestellt werden (vgl. [5], 5.238)/(vgl. [1], S.373, GL
1.46).
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2
Ti(0) = k(lg_“i) (128)

Durchfiihren des Grenziibergangs fiir ( — oo liefert zur Kontrolle den Wert in (126):

lim 0,(C) = ka mit o= LD

(Sroo 2k (129)

Unter der Annahme, dass a = 1 gesetzt wird, ergibt sich im Unendlichen die Spannung
oy, = @ = k, woraus sich die Tatsache schliefien ldsst, dass die gesamte Scheibe in
einem plastischen Zustand verharrt. Daher ist es notwendig fiir p und ¢ eine gewisse

Beschriankung aufzuerlegen. Aus a < 1 folgt die Bedingung

(¢—p)
2

<k (130)

Fiir o = 0 folgt ¢ = p. Dies entspricht dem Fall der allseitig gleichen Beanspruchung.
Nach den Gleichungen (97) ergeben sich die Halbachsen zu a = b = c. Die Randkurve
C des elastoplastischen Interface geht somit von der Ellipse in einen Kreis mit Radius ¢
iiber.

332 y2

" 2 _ 2
A(14+a)? (1 -a)

=1 = Kreis: 2°4+y*=c (131)

Ellipse :

Der Giiltigkeitsbereich von « folgt insgesamt mit 0 < o < 1. Werte dazwischen fiihren
auf die elliptische Gestalt von C'.

Eine weitere Einschrankung der Losung ist das Vorhandensein des plastischen Zustan-
des um das gesamte Kreisloch. Die kleine Halbachse b muss daher der Bedingung

cl—a)>a (132)

gentigen.
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Einsetzen der Ausdriicke fiir ¢ aus Gleichung (116) und « ergibt die Forderung zur
moglichen Losung:

(52 -3) (1 _ (9’;1’)> > (133)

Die Belastungen ¢ und p im Unendlichen kdnnen daher nicht beliebig unterschiedlich
sein (vgl. [5], S. 239).

Im nédchsten Abschnitt werden die Kolosov’schen Bestimmungsgleichungen mit den
gefundenen Losungen fiir ¥; (¢) und ®(¢) aufgestellt, woraus sich die gesuchten Span-
nungskomponenten errechnen lassen.

4.5. Berechnung der Spannungskomponenten

Die Spannungsverteilung der plastischen Zone sind nach den Gleichungen (46) bis (48)
unter Kapitel (3) bekannt. Die Bestimmung der Verteilung im elastischen Bereich ist
Ziel dieses Abschnitts.

Zuvor wurden die neu eingefiihrten komplexen Funktionen ®;(¢) und ¥, (¢) ermittelt,
wodurch sich die erste Kolosov’sche Gleichung fiir Kontinuitat auf C' mit

L(F) = 2[@1(¢) + ®1()] = ~2k [In () + In (O)] (134)

ergibt.

Uber L(F) = L(F.) — L(F,) kann somit L(F,) mit gegebenem L(F},) aufgestellt wer-
den.

In der abgebildeten Ebene mit der komplexen Verdnderlichen ¢ folgt fiir die erste For-
mel nach Kolosov im plastischen Bereich nach Substitution von

z=w(§)=c(§+?> und z=w(() C(C—F?)
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-
N |=

) ()

in Gleichung (83)

L(F,) = 2k [1 +2In (2) +1In <g + 2‘) +1In <g + 2‘)] (135)

Unter Berticksichtigung von

n (g) _(a+p)

a
vereinfacht sich Gleichung (135) zu
«@ -«
L(F,) =q+p+2k [ln <C+C) +In <C+C)] (136)

Daraus folgt die erste Kolosov’sche Formel fiir die elastische Zone in der (-Ebene mit

L(F.) = L(F) + L(F)

= 2k [In() + Q)] +q+p+2k {m <<+0‘> +1In <<+O‘)}

¢ ¢
In <C+?> +1In <<+C>
¢ ¢

Fiir die Riicktransformation in die urspriingliche Ebene = ist noch der Ausdruck ((z)
ausstandig. Die explizite Darstellung von ¢ ergibt sich aus der Umkehrung der Funkti-
on z = w(() fiir die konforme Abbildung.

Opzx +0yy =q+p+2k (137)
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2 V22 — 42
Qo= Ly —a o EEVE T dac (138)

2c 4c2 2c

Unter ¢ = (; eingesetzt in L(F.) lautet Gleichung (137) fiir die komplexe Ebene =z

2z
v + =qg+p+4kR<In 139
7 T = A4TP { <Z+\/z2—4a62>} (139)

Diese Gleichung stimmt mit Gleichung 1.59 auf S. 375 aus [1] tiberein. Somit steht ei-
ne reelle Gleichung fiir die spater folgende Bestimmung der Spannungen zur Verfii-

gung.
Ebenfalls sei die abgeleitete komplexe Spannungsfunktion ¢’(z) von Interesse, die tiber

Koeffizientenvergleich mit Gleichung (44) aus Abschnitt (2.3) einfach gefunden werden
kann.

4§R{s0’(2)}3q+p+4k3?{1n (ZJF\/;—W)}

— (5 =kl <z +V 22;— 4a62> " . Zp) (140

Die zweite Kolosov’sche Formel fiir Kontinuitdt auf C' nach Gleichung (103) ist nach
der Bestimmung von @/ (¢) und ¥;(¢) mit

gegeben.

Unter Verwendung von

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




4. Losung nach Galin 29

M(F,) = 2k° = QkC( :) (142)
? clC+ %)
(143)
folgt aus M (F,) = M(F) + M (F})
v o |8 (E009) +c<<+z>] .
e(e-g) 78 efery)

tiir die komplexe Ebene (. Diese Gleichung ist ident zu [1] auf S. 376.

Analog zur ersten Formel von Kolosov soll jetzt in mehreren Schritten die umgekehrte
Abbildung zuriick auf die z-Ebene erfolgen.

—¢)(crg)+ (T
_ (c-2)
) (-%)

/-\
J\HQ

M(F,) = 2k

J (=) (Hac)] (145)

et
(¢+2) (-¢

+a 1.4
— 2% ( ¢ (ga)] (146)
HEDIE f) ‘
Substitution von ( liefert
[ 3 iac +26 + O‘(Z;\/T)
M(F,) =2k | === WM + ff — (147)
(5 -) (9 -2)
_ ok [z dac2c
=2 _;(z—&- ) (2 + ) — dac?
4c?
N c+a(2+r)(z+\ﬁ) (148)

iV ety
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wobei V22 — dac? = | /7. zwecks besserer Lesbarkeit gesetzt wurde.

Der Unterklammerte Ausdruck im Nenner von Gleichung (148) wird wie folgt umge-
formt:

(z + \/7) (Z + F) —dac? =22+ 22/ + 22 — 4ac® — 4ac?
=22,/ +2 (z2 — 4a02)
=2z 2/ (149)

Daraus folgt

E 4ac2c
z (22 4+ 2z /4 22 —dac? — 4a02)

M(F,) =2k [
4e? + o (z2 + 22,/ + 22 —dac® + 4a02)
2,/ (z4+ )
= 2k [_5 dac? (2= y)

LA (L a?) + 20y (2 4 ) (151)
2,/ (i+ Vo)

(150)

Der hervorgehobene Ausdruck im zweiten Term der eckigen Klammer kiirzt sich zu «,

gleichbedeutend mit %.

Somit lautet die zweite Formel von Kolosov M (F,) fiir die elastische Zone in der kom-
plexen z-Ebene

) _(1 1
Oyy — Oxx + QZTxy =2k |:Z <Z — 22_40[62>
2¢ (1+0?) q—p

+ (152)

Vz22 —4dac? (z + /22 — 4a02) 2k
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Uber Koeffizientenvergleich mit Gleichung (57)

M(Fe) = 0yy — Opg + 20Ty = 2 [Enp"(z) + w’(z)] (153)

konnen wiederum die komplexen Spannungsfunktionen ¢”(z) und ¢/(z) bestimmt
werden:

= ¢'(2) = (i - @) (154)
— W)=k 2¢ (1+07) 4-p (155)

+
V22 — dac? (z NG L 4ac2> 2

Zur Kontrolle wird hier noch die Probe beider Funktionen kurz angefiihrt.

Die Funktion ¢'(z) wurde bereits in einer detaillierten Herleitung der ersten Kolo-
sov’schen Formel bestimmt. Nochmalige Differentiation % fiihrt auf die zweite Ab-

dz
leitung ¢”(z). Damit ist der Ausdruck (154) korrekt.

Man beachte, dass die Bestimmung von ¢’(z) nach Gleichung (155), bei genauerer Be-
trachtung der Herleitung ab Gleichung (144), durch Umformung des Terms

%(;_ )

=
~IR

entstand, wodurch ¢ (z) = ¢/(z) gilt und sich fiir die konforme Abbildung auf die
(-Ebene

c(l +oz2)

Cy/c? (Q—i— %)2 —4dac?

1(w(Q) =k +a

= ¥1(¢) (156)
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ergibt. Damit wurde die Korrektheit von ¢’ (z) gezeigt.

Zusammengefasst errechnen sich die Spannungskomponenten o, 7., und o, fiir die
elastische Zone aus den beiden komplexen Gleichungen

2z
Opx + Oyy = q + —|—4k’§R{ln< >} 157
w=atp ST VZ o (157
1 1
Oyy — Ogg + 2070y =2k |2 | — — —//——
v Y [ <Z V22— 4ac2>
2¢2 (14 o2 —

+ ( ) S (158)

V22 —4dac? (z + /22 — 4a02) 2k

a+tp
4k

c=ael 2) , a=-—— und z=zxz+1y (159)

indem man den Real- und Imaginérteil trennt. Daraus ergeben sich 0,,, 7,y und oy,
in Abhéngigkeit der z, y-Koordinaten. Da die Gleichungen der Spannungskomponen-
ten ziemlich umfangreich sind, werden sie hier nicht in expliziter Schreibweise ange-
fihrt.

Es sei darauf hingewiesen, dass Gleichung (158) mit Gleichung 1.63 auf S. 376 nach
[1] korrespondieren sollte. Allerdings ist bei der Umformung auf Gleichung 1.63 nach
[1] ein Umformungsfehler aufgetreten, der in der Literatur {ibernommen wurde. Man
vergleiche dazu Gleichung 6.20 nach [7] auf S. 204.
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5. Zusammenfassung

Im analytischen Teil dieser Arbeit wurden die Kolosov’schen Formeln zur Bestimmung
der Spannungskomponenten o, 7, und oy, hergeleitet. Parallel wurden alle vor-
kommenden Gleichungen in diesem Abschnitt mit Hilfe der Computeralgebrasoftwa-
re Maple symbolisch nachgerechnet und somit die Korrektheit simtlicher angefiihrter
Gleichungen betitigt.

Teil (III) dieser Arbeit stellt die Ergebnisse der analytischen Losung, wie die Ver-
gleichsspannung oy nach Tresca und die Spannungsverldufe o,;, 7y, 0yy, flir mehre-
re bzw. einen gewdhlten Lastfall {iber die Hauptachsen graphisch dar. Ebenfalls wird
auch das Ergebnis fiir die zweite Kolosov’sche Gleichung von Galin (vgl. [1], S. 376, Gl
1.63) vor der Korrektur des Umformfehlers zu Vergleichszwecken geplottet.

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




6. Lineare Finite-Elemente-Methode 34

Teil IL.
Numerische Losung

Dieser Abschnitt schildert die numerische Herangehensweise an die Thematik, mittels
Methode der Finiten Elemente. Uber dieses Verfahren soll unabhingig von der analy-
tischen Vorgehensweise auf anderem Wege nach der Losung gesucht werden. Im ab-
schlieenden Teil wird die Korrelation der analytischen und numerischen Ergebnisse
analysiert.

Fiir die Finite-Elemente-Methode wird die Struktur des Korpers in mehrere Elemente
diskretisiert. Allerdings soll an dieser Stelle auf die grundlegenen Anséitze nicht ndher
eingegangen werden. Lediglich wichtige Gleichungen, die im Rahmen der Entwick-
lung des Programmes benétigt wurden, werden in allgemeiner differentieller Form an-
gegeben und fiir die numerische Umsetzung in diskreter Matrizenschreibweise umge-
formt. Detaillierte Herleitungen zur Finiten-Elemente-Methode konnen den Quellen [8]
und [9] entnommen werden.

Zu allererst wird die Notation nach Voigt eingefiihrt. Gleichung (1) zeigt die Reduktion
der 9 Koeffizienten des symmetrischen Spannungstensors S, unter Verwendung der
Voigt’schen Notation, zu einem Spaltenvektor o mit 6 Komponenten.

Oz Ogxy Ozx

T
S = Ozy Oyy Oyz — O = [ Oxx Oyy Ozz Ogzy Oyz Ozg ] 1)
Ozx Oyz Ozz
Analog folgt fiir die Verzerrungen:
Exx Exy Ezx T
V= cu ey Ey: — e=|ctp Eyy € 264y 26y 26 | )

€z Eyz Ezz

6. Lineare Finite-Elemente-Methode

Fiir die Formulierung sei isotropes Material, sowie geometrische und materielle Linea-
ritdt vorausgesetzt.
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Sei K die Steifigkeitsmatrix der Gesamtstruktur, auch Globalsteifigkeitsmatrix genannt,
und F der globale Knotenkraftvektor, so lassen sich die unbekannten Koeffizienten des
Knotenpunktsverschiebungsvektors i, nach Einbau der Randbedingungen, aus dem
inhomogenen Gleichungssystem (3) bestimmen.

a=K'F (3)

Dabei ergibt sich die globale Steifigkeitsmatrix K nach Assemblierung aller Element-
steifigkeitsmatrizen K (™ mit

T
K= Z [B(m)} cmBm) | 3(m)| gy (m) @)
(m)v('m)

=K(m)

bzw. fiir die numerische Integration, nach der Gauss-Quadratur, in diskreter Matrizen-
schreibweise

T
K = ZZO‘M»’“ [Bg’;ﬂ (3(””L)B£Z'?,f \JET?A mit den Gewichten «; ;= || o (5)
(m) i.j.k ij.k

im jeweiligen Gauss-Punkt [ri sj tk]T.
Dabei ist C(™ die Matrix der Materialeigenschaften, B(™ die Verzerrung-
Verschiebungs-Matrix und J(™) die Jakobi-Matrix.

Durch Riickrechnung auf Elementebene lassen sich die Elementverzerrungen s(m), So-
wie die gesuchten Elementspannungen o (™ nach den Ansitzen

o) = B ©
O-Z(TZC = Cmglm) (7)

ebenfalls in den jeweiligen Stiitzpunkten [ri 55 tk]T bestimmen. Da zunichst von
materieller Linearitit ausgegangen wird, ist C("™ konstant.
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6.1. Elementformulierung
6.1.1. Hexaederelement mit 27 Knoten - isoparametrischer Ansatz
Fir die Diskretisierung wurde ein sechseitiges Volumenelement 2. Ordnung der

Lagrange-Klasse gewdahlt.

Sei H(™) die Interpolationsmatrix fiir ein Element, so lasst sich das Gleichungssystem
der Verschiebungsansitze, welches Verschiebungen im Element u(™ {iber die Ansatz-
funktionen h;j(r, s,t) und Knotenpunktsverschiebungen @ approximiert, nach Glei-
chung (8) in Matrizenschreibweise anschreiben.

a™ — Hmg (8)

Darin ist H™ durch Ausdruck (9) definiert:

hnvy 0 0 |hy, O O |--|hn, O 0
H™=| 0 hy, 0|0 hy, 0 || 0 hy, 0 )
0 0 hn, | O 0 hny |-+ 0 0 ANz

Die Form des Knotenverschiebungsvektors 6™ ergibt sich mit

am = [ up v wp ‘ Uy V2 W2 ‘ ‘ Ug7 V27 War ]T (10)

Die Koeffizienten hy, der Interpolationsmatrix H(™) werden aus dem Produkt der ein-
zelnen Lagrange-Polynome, pro Dimension fiir , s, ¢, gemafs Gleichung (11) gebildet.
Abbildung (5) stellt den allgemeinen Aufbau eines Lagrange-Hexaederelementes noch
einmal graphisch dar. Somit lassen sich die Ansatzfunktionen unter Verwendung von

hiv, = hije = 3 ()15 ()15,(t) (11)

herleiten.

Das Lagrange-Polynom in allgemeiner Darstellung nach Gleichung (12) hat im Punkt
xj den Wert 1 und verschwindet an allen anderen Punkten x;. Abbildung (5) zeigt dies
mit [[*(r), fir ¢ = 0..2 (quadratisches Polynom: m = n = p = 2), am 1d Linienele-
ment.

k
h(z) = ' (12)
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Fiir den Elementknoten N, mit den Indizes i, j, k = 0, gemafs Referenzelement Abbil-
dung (6), erhélt man folgende Formfunktion:

1
i (ry5,1) = B o0 = 15(r) 16(s) 1§(1) = gr (r = 1) s (s = )t (t = 1) (13)
S
(0, n) (m,n)
(o, n, p) (m, n,p)
/ B
|
|
|
(0,0,p) f (m,0,p
N
¢
| .
|
: T (0,0) (m, 0)
tffffa 4»7777(:?1,7;,0)
- 15" (r) U7 (r) 13" (r)
7
- 1
(0,0,0) (m,0,0)
— 7
(0) 1 1 (m)

Abbildung 5: Hexaederelement mit 27 Knoten und korrespondierendes 2d Scheiben-
sowie 1d Linienelement

t
}8 9 7%
20 | %6 1
5 1'4 5
16 24 15
5 | %7 *33 r
|
13 ) 14
/24""’ T A
12 *1 10
1 9 2

Abbildung 6: Hexaederelement Knotennummerierung
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6.1.2. Ermittlung der B-Matrix

Mit den gegebenen Formfunktionen kann nun zusammen mit der Differentialoperator-
matrix D die Verzerrungs-Verschiebungs-Transformationsmatrix B(™) betrachtet wer-
den.

0
=~ 0 0
le)
0 5 O
a
0 0 £
B (1, s,t) = DH™(r,s,t) mit D = > (14)
oy oz O
0 0
0 o
L5z 0 &5
[ Ohn Ohn T
bt 0 0 o THEmoo0 0
h h
0o %m0 . 0 P g
oh Ooh
B 0 0 5+ ... 0 0 P 5
t) =
(’ry S’ ) ath 8}1]\/1 0 o 8hN27 8hN27 0 ( )
y ox oy ox
g O Ohw 0 Ohny,  Ohny,
0z dy 0z oy
ath 0 Bth o 8hN27 0 ahN27
L 0Oz oz 0z oz i

Die erforderlichen partiellen Ableitungen -, a% und £ werden nach der Kettenregel

in Matrizenschreibweise

=-J — —=_-J! (16)

ermittelt.

Die Inverse der Jacobi-Matrix J~! existiert, sofern |J| # 0.
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6.1.3. Ermittlung des konsistenten Lastvektors F

Fiir die bevorstehenden Beispiele werden Beanspruchungsformulierungen in Form von
Streckenlasten, und Druckbelastungen an den Oberflachen der Elemente benétigt. Man
unterscheidet zwischen Lastenkonzentration und konsistenter Last. Bei Oberfldchen-
kriften sollte F als konsistenter Lastvektor berechnet werden, da bei Lastkonzentration,
unter zuséitzlicher Verwendung einer groben Diskretisierung, Ergebnisse sehr ungenau
werden konnen (vgl. [8], S. 212ff und S. 360f).

e — ]

©or3

Abbildung 7: Volumenelement unter Oberfldchenlast p
Sei Fg der konsistente Elementlastvektor, an der Oberflache S zufolge p, so ergibt sich

PS5 = / )7 £5 ds (17)

S

Der Lastkoeffizient des Eckknotens 5 ldsst sich fiir eine zweidimensionale Zugbean-
spruchung p in der Elementebene ¢t = +1 wie folgt bestimmen:

f;’:p//g(r—l);(s—l)[;(t—l—l)L+1drds:§ (18)

Abbildung (7) zeigt die drei berechneten konsistenten Lastkomponenten der Eck-,
Mittelkant- und des Zentralknotens fiir das gewdhlte Hexaederelement.
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6.2. FE-Beispiel fur linear-elastisches Materialverhalten

Um die Implementierung des bis zu diesem Zeitpunkt entwickelten Finite-Elemente-
Programmes zu verifizieren, werden die numerisch berechneten Resultate mit einer
analytischen Losung verglichen. Als Beispiel wird eine unendlich ausgedehnte Scheibe
mit kreisformigem Loch, unter einseitiger Zugbeanspruchung in Abszissenrichtung,
gewdhlt. Abbildung (8) zeigt das Problem, dass erstmals von Kirsch gelost und daher
nach ihm benannt wurde.

Y
I S L ********** P y L
B : ] I
la—— . . b >
| | P(x7y)7p(77§0) | |D‘
S ¥ T
— e\ :
<7| —a
[ e T — — === —=T I
~ [ I
— ‘ — :
le—— | }4» >
‘ } ID‘_
B | — A YAYAYAVAVAVAVAYAYAYA VA WA
S A -l
Abbildung 8: Scheibe mit Loch
6.2.1. Analytische Lésung
Fiir Polarkoordinaten ergeben sich die Spannungsverldufe zu (vgl. [2], S. 141ff)
P a’
Opp = h( 2 + (1 4 ) cos(2cp)> (19)
a2
p
Opp = h< ) ( ) cos 24,0)) (20)
P a2 !
Ore = o ( —1- 2 53— ) sin(2¢) (21)
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Contour Fill of ¢, Contour Fill of o,

SIGMAXX SIGMAyy

31094 0.57154
. 27542 . 0.3871
| | ™ 23001 L — | M c20zes
20439 0.018212
1.6887 0.16623

1.3336 <0.35068
0.97842 <0.53512

0.62326 0.71956
0.26811 .0.90401
-0.087053

-1.0885

Abbildung 9: FE-Resultate fiir das Kirschproblem mit Postprocessing GiD

6.2.2. FE-Lésung

Fiir das Pre- und Postprocessing wurde die kommerzielle Software GiD, Version 10.0.4
verwendet. Der Losungspart wird von einem fiir diese Diplomarbeit selbst, in der
MATLAB-Umgebung, entwickelten FE-Programm ermittelt.

Im Preprocessing erfolgt die Vernetzung der Geometrie, nach vorgegebener Elementan-
zahl entlang bestimmter Geometrielinien. Die mit GiD erstellte .msh-Datei, mit Kno-
tenpunktskoordinaten und den 27 Knoten-Elementen im ASCII-Format, wird fiir die
Berechnung in MATLAB eingelesen. Fiir das Postprocessing wird ein .res file erzeugt,

womit Resultate in GiD eingelesen und visualisiert werden kénnen. Das .res file ent-
hilt die berechneten Knotenverschiebungen @™ und Elementspannungen UE?L nach
einem Lastinkrement, sowie die 7;, s;,t;, Werte der 27-Punkt Gauss-Quadratur.

Eingangsdaten der FE-Rechnung;:

- Geometriedaten: L = 100mm a = 10mm h = 1mm
- Materialeigenschaften: E = 200000 N/mm? v = 0,3
- Streckenlast: p = 1N/mm?

Es wird das entsprechend richtig gelagerte Viertelsystem der Scheibe (siehe Abbildung
(8)), mit Lange L, Radius a sowie Scheibendicke £, als Ersatzmodell herangezogen und
diskretisiert. Das Netz der Konfiguration enthélt 80 Elemente mit 1071 Knoten. Weiters
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gilt der ebene Verzerrungszustand (E'V Z), indem die z-Verschiebungen w gleich Null
gesetzt werden fiir alle Knoten an der Ober- und Unterseite der Scheibe. Zur Kontrolle
sollte sich w = 0 fiir alle Knoten ergeben, deren z-Verschiebung nicht gesperrt ist.

Fiir die Liniengraphen wurden die Spannungswerte aus den Gausspunkten in die Eck-
knoten der Elemente extrapoliert. Mittelkantknoten werden von der Software nicht dar-
gestellt, konnten aber bei Bedarf aus einem Point-Evolution-Graphen herausgelesen
werden. Abbildung (9) und (10) zeigen die Ergebnisse der FE-Brechnung. Man sieht,
dass sich trotz groberer Vernetzung, die Spannungswerte fiir das 27 Knoten Hexaeder-
element der analytischen Losung nach Kirsch gut anndhern. Abweichungen entstehen
durch gemachte Annahmen in der Berechnung, wie zum Beispiel, der endlich model-
lierten Scheibe. Den Spannungen nach Kirsch der Gleichungen (19) bis (21) liegt eine
unendlich ausgedehnte Scheibe zugrunde.

o fir o =0

0.2
_ 0.0} 4
£ -024
< -04
—-0.6
o
s -0.8

-1.0

100 20 40 60 80

r [mm)

Opr [N / me]

100

20 40 60 80

r [mm)

. o .o
o flir p = 5 oo flir o =5

041}9
NS 0.3 ‘”§
~ S
& 0.1 S
0.0 p

20

40

60

r [mm]

80

100

r [mm]

Abbildung 10: Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung in MATLAB
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7. Nichtlineare Finite-Elemente-Methode

Unter folgenden Annahmen wurde in Abschnitt (6) die lineare Finite-Elemente-
Gleichgewichtsbeziehung

a=K'F (22)

hergeleitet:

- Infinitesimale Verschiebungen u
- Randbedingungen bleiben wihrend der Lastaufbringung unverandert

- Linear-elastisches Materialverhalten

Da K keine Funktion von w1 ist (K # K(1)), ist Gleichung (22) fiir @1 explizit 16sbar.

Fiir weitere Berechnungen soll nun die nichlineare FE-Methode (vgl. [8], S. 485ff), im
speziellen fiir materielle Nichtlinearitat (Plastizitdt), abgeleitet werden. Ein wesentli-
ches Problem bei der nichtlinearen Berechnung, ist die Ermittlung des Gleichgewicht-
zustandes, da die Koeffizienten der Globalsteifigkeitsmatrix K nicht mehr konstant
sind, sondern von den Knotenverschiebungen @ abhangen. Es gilt K = K ().

Somit ist das folgende Problem zu l6sen: Die Herleitung der neuen nichtlinearen
Gleichgewichtsbeziehung.

Fiir ein Inkrement sei die Gleichgewichtsbedingung aus dem Prinzip der virtuellen
Arbeit zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢

5 Wint‘t 445 Weactlt =0 — feact‘t _ fint‘t =0 (23)

Dieses Gleichgewicht muss ebenfalls fiir jede Konfiguration zu einem weiteren Zeit-
punkt ¢ + At erfiillt sein.

) Wi”t\t+ At O W@“\H =0 = 0 (24)

ext int _
f ‘t+At —f {t+At -
Der Ausdruck £ 1, fasst die dufferen Knotenlasten zum Zeitpunkt ¢ + At zusam-

men. | 1, enthdlt die den Elementspannungen édquivalenten Knotenpunktkrifte,
auch interne Knotenkrafte genannt, und sei wie folgt definiert:
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int _ m)T _(m) (m) (m)
£ }t+At_§/B o) || av (25)
m)y(m)
bzw. numerisch
int _ m)T _(m) (m)
£ Mm— Zo‘ivai,j,k Ui,j,k‘HAt uk‘ (26)
(m) 4,5,k

Die Summe tiber alle Elemente bedeutet, dass, wie bereits zuvor fiir die Globalsteifig-

keitsmatrix, die Vektoren f int(m) assembliert werden miissen.

Man beachte, dass der Zeitfaktor bei statischen Berechnungen nur als Variable zur Dif-
ferenzierung zwischen den einzelnen Lastschritten dient. Die Endkonfiguration einer
Gesamtbelastung wird daher Schritt fiir Schritt, in Lastinkrementen, zu diskreten Zei-
ten bestimmt. Ausgangspunkt fiir die laufende Berechnung eines Inkrementes bildet
dabei der zuletzt berechnete Gleichgewichtszustand.

Sei die Losung zum Zeitpunkt ¢ + At gesucht, so ergibt sich mit bekannter Losung zur
Zeit t, und Zuwachs der Knotenpunktskréfte Af int

fint}t+At — fz'nt’t + Afznt (27)

Der Zuwachs lédsst sich mit der Tangentensteifigkeitsmatrix nach Ausdruck

A = K|, A (28)

approximieren.

Gleichung (28) und Gleichung (27) in Gleichung (24) eingesetzt ergibt die linearisierte
Gleichgewichtsbedingung fiir die nichtlineare FE-Methode, die sich explizit nach At
auflosen lasst (vgl. [8], S. 493).

K|, At = fext’tJrAt h fim‘t (29)
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Das aktuelle Verschiebungsfeld zur Zeit ¢ + At ergibt sich aus

), A, = O], + Al (30)

Damit Gleichung (24) aber erfiillt, und die Losung somit erreicht wird, muss allerdings
noch hinreichend lang iteriert werden. Im néachsten Abschnitt wird eine Iterationsme-
thode vorgestellt unter der die nichtlineare FE-Gleichung (29) bis zu einer hinreichen-
den Bedingung gelost wird.

7.1. lteratives Losungsverfahren nach Newton-Raphson

Als Basis fiir diesen Abschnitt dient Quelle [8], Kap. 8.4 und 8.4.1, sowie Quelle [10],
Kap.7.2.

f
ext 3 4
fintn ! ‘I’n—H lI’n—H fz'nt
| sak sa2,, sad /—
|
|
‘I’%H K> :
|
|
|
|
|
W, K :
|
|
|
|
|
|
|
:
int
f, |
_—— e e ——————— I
O, |
| 1 |
| Ay, g |
| An2 | i 1o
: Unt1 : K = Kn+1
: : ;
Uy, ag o, ol 'ﬁn+1

Abbildung 11: Newton-Raphson Methode
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Zuerst werden die Argumente ¢ und ¢ + At fiir die Implementierung in die geeignetere
Form n und n+ 1 umbenannt. Dabei bezieht sich n auf den vorherigen Gleichgewichts-
zustand, und n + 1 auf den gesuchten, also das aktuelle Inkrement. Somit lauten die
Gleichungen (29) und (30) in inkrementeller Schreibweise:

K;+15ﬁ%+1 = fextnﬂ - fintil—‘,—l (31)

Oy, = O + 08, (32)

Nach jedem Lastinkrement muss das Gleichgewicht zwischen inneren und &ufSeren
Knotenkriaften erfiillt sein. Sei das Residuum ¥ das noch nicht ausbalancierte Gleich-

gewicht, als die Differenz zwischen £ und ¢! definiert, so lasst sich die Gleichge-
wichtsbedingung als

e = £ = =0 (33)

darstellen.

Zu Beginn des ersten Inkrements wird der Ausgangszustand mit folgenden Grofsen
definiert:

a,=0 gespeichertes Verschiebungsfeld aus letztem Inkrement n
a1=0 Knotenpunktsverschiebungen der vorangegangenen Iteration
o,=0 gespeicherte Spannungen aus letztem Inkrement

et externe Knotenkrifte fiir laufendes Inkrement n + 1

Ausgangspunkt fiir die erste Iteration 7 eines Lastschrittes bildet der letzte Gleichge-
wichtszustand

T =%, =0 (34)

wobei die Bedingung

‘I,i — fznti o fextn -0 (35)

mit den Iterationsschritten i = 1. . .7 im Inkrement n, als erfiillt gilt.
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Die dufleren Knotenkrafte wachsen mit

fofn = 57+ Af (36)

Um die den Elementspannungen proportionalen Knotenkrifte f"”t; 41 gemdf Glei-
chung (25) zu berechnen, miissen die aus der Verschiebungsdifferenz A, , | resultie-
renden Spannungen ermittelt werden.

ol =CAe,,, =CB(d,} —a,) +o, (37)
N—_———

Ai—1
Aun+l

Daraus wird fmt; 11 nach Gleichung (26) berechnet, dass im nédchsten Schritt auf das

verbleibende Residuum der momentanen Iteration fiihrt.

= — £ (38)

Damit kann der Verschiebungszuwachs der i-ten Iteration nach Gleichung (31), mit der
bekannten Steifigkeitstangente K,

i i Tlygi
oty =—-Kj ¥ 39)

bestimmt werden.
im

i+1
n+1

Mit dem verbesserten Verschiebungsfeld, konnen die neuen Spannungen o
i+1

nichsten Iterationsschritt errechnet werden. Womit £, ', \Ilijjrll folgen und mit K
citl

wie in (39) analog 61" erreicht wird.

n+1

Wenn nach einer gewissen Anzahl an Iterationen der Gleichgewichtszustand (33) mit
einer vorgegebenen Genauigkeit hinreichend erfiillt ist, wird die Iterationsschleife ver-
lassen. Dieser erreichte Gleichgewichtszustand ist nun Ausgangspunkt fiir das nédchs-
te Inkrement. Die Gesamtverschiebungen 1,1 ergeben sich durch Aufsummieren der
Verschiebungsinkremente zu
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Aﬁiﬁl = Z 5ﬁ;+1 (40)
k=1
Uy = O, + Al (41)

mit i als letzten Iterationsschritt.

Als Abbruchkriterium wird die unbalanced energy W,,,; nach Gleichung (42) herange-
zogen.

i T .
Waunp = 6uln+l ‘I':H-l (42)

Fiir die Implementierung in MATLAB wurde die vorimplementierte Konstante eps =
2,2204-10"16 als Genauigkeitsschranke verwendet. Gleichgewicht ist somit ndherungs-
weise fur

sil Wi | < eps (43)

erreicht.

Die formale Herleitung des Newton-Raphson-Iterationsverfahrens lauft darauf hinaus,
die Losung der Gleichung (33) zu finden. Sei @)}, aus einer vorhergehenden Iterati-
on berechnet worden, so liefert die Taylor-Reihenentwicklung, unter Vernachlidssigung

Terme hoherer Ordnung (vgl. [8], S. 755)/(vgl. [10], S. 214f):

~1 . ~d 8‘1’
w (afh) = (3,) + (5

Oty =0 (44)

n+1

Bereits in Gleichung (28) wurde eine Linearisierung durchgefiihrt. Daher ergibt sich die
Tangentensteifigkeitsmatrix aus dem Zusammenhang
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oW ofmt oo\ de
= — BT = = (m)
8ﬁ>ﬁz (aﬁ)w Z/ <8e> _Hdﬁ’J‘dV
n—+1 n+1 (m)v<m> n
> / B <a"> B|J|dV(™ =K', (45)
e n+1
(m)v(m) H,_/
C:L+1

Siehe Abbildung (11): Die Tangente entspricht K’ ;. Die Tangentensteifigkeitsmatrix
wird auch als Materialtangente bezeichnet. Abhéngig von den Verschiebungszuwéch-
sen wird zwischen der elastischen und plastischen Materialtangente unterschieden. Die
Herleitung der plastischen Materialtangente wird unter Abschnitt (9.2) durchgefiihrt.

oo
= — 4
do e de (46)
= Cde (47)

Fiir rein elastisches Verhalten gilt der Elastizititstensor C. Bei plastischen Verhalten
gilt CP.

Ein wesentliches Merkmal der Newton-Raphson-Methode ist, dass in jeder Iteration
eine neue Tangentensteifigkeitsmatrix K, ; berechnet wird. Des weiteren besteht Kon-
vergenz, sobald die aktuelle Losungsiteration nahe genug am Gleichgewichtszustand
liegt. Somit wird der Aufwand der Neuberechnung von K, ; durch rascher konver-
gierendes Gleichgewicht wettgemacht (vgl. [8], S. 757).

8. Isotrope Plastizitat kleiner Verzerrungen

Als Grundlage dieses Kapitels dienen die Quellen [6], Kap. 1 und [12], Kap. 12.
Auf dem Gebiet der Festigkeitsberechnungen wird zwischen drei Arten von Nichtli-
nearitdten unterschieden:

- Nichtlinearitdt zufolge grofier Verformungen, Geometrienichtlinearitat

- Materialnichtlinearitat

- Strukturnichtlinearitat
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In diesem Kapitel wird ndher auf die zweite Art, plastisches Materialverhalten, ein-
gegangen. Somit unterteilt sich das Kontinuum in zwei Materialgesetze, einem elasti-
schen und plastischen Gesetz.

8.1. Linearelastisches-idealplastisches Korpermodell

Es gilt die geometrisch lineare Theorie: ¢ < 0, 02.

g

orl

Epl
Abbildung 12: Linearelastisches-idealplastisches Korpermodell

Fiir die mathematische Behandlung plastischer Probleme wird eine Idealisierung ge-
méafd Abbildung (12) vorgenommen. Unter dieser Modellannahme wird von nun an
zwischen dem linearen elastischen und dem konstanten plastischen Bereich unterschie-
den. Wird die Flieflspannung o nicht erreicht, verhalt sich das Material rein elastisch.
Auftretende Deformationen in diesem Gebiet unterliegen vollstindiger Reversibilitét.
Wird op tiberschritten, so tritt Flieffen des Materials ein. Plastische Verformung bei
gleichbleibender Spannung o tritt ein. Diese Gestaltanderungen des Systems sind von
Dauer.

Eine Verfestigung, isotroper bzw. kinematischer Art, wird durch dieses Modell nicht
berticksichtigt. Der Radius o der Fliefsfliche, sowie ihre Raumlage, bleiben gleich. Ein
Spannungspunkt kommt nur innerhalb bzw. auf dieser Flache reguldr zum Erliegen.

Aufgrund der Definition des linearelastischen-idealplastischen Kérpermodells ergeben
sich samtliche Nichtlinearitdten durch das Materialgesetz.
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8.2. Rheologisches Grundmodell

Um reales Materialverhalten zu veranschaulichen werden idealisierte Grundelemente
der Rheologie miteinander kombiniert. Die Grundmodelle, sowie Kombinationen zu
Modellen realer Materialverhaltensweisen, konnen der Quelle [6] entnommen werden.
Hier wird nur das verwendete Modell fiir ideale Plastizitdt angefiihrt und im Weiteren
erOrtert.

Linearelastisches-idealplastisches Verhalten ergibt sich aus der Serienanordnung von
Feder und Reiber. Das Modell wird als Prandtl-Reuss-Korper bezeichnet und kann der
Abbildung (13) entnommen werden.

WL_

Abbildung 13: Prandtl-Reuss-Korper

Als Kurzzeichen fiir rein elastisches Verhalten dient die Hooke’sche Feder. Die Verzer-
rungsenergie wird im Korper gespeichert. Es gelte das Hooke’sche Gesetz

€= bzw. &4 = [Cel]f1 o (48)

SIS

Der Reiber, als Kurzzeichen nach de-Saint-Venant bei idealplastischem Materialverhal-
ten dient als Sinnbild, dass jede Krafteinwirkung bis zu einem bestimmten Grenzwert
ohne Bewegungsreaktion bleibt. Gleiten tritt erst bei Uberschreitung der Fliefigrenze
ein. Sei € die Verzerrungsrate, so folgt

¢ =2\ fir o> op...Gleiten (49)

Dabei stellt der Term A den plastischen Konsistenzparameter dar. Aufgrund der Rei-
bung dissipiert ein Teil der umwandelbaren Dehnungsenergie in irreversible Verfor-
mungsenergie. Aus der Serienschaltung von Feder und Reiber ergibt sich die Gesamt-
verzerrungsrate zu

€ =¢Eeg +Ep (50)
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Multiplikation mit dem infinitesimalen Zeitschritt d¢ fithrt auf die infinitesimal inkre-
mentelle Beziehung

de = dfa + 2d Ao (51)
de = deg) + depy (52)

Diese additive Zerlegung des Verzerrungstensors V ist auf Prantdl-Reuss zurtickzu-
tithren. In beiden Teilen de; und de; herrscht dieselbe Spannung. Man sieht, dass Glei-
chung (52) zeitunabhangig ist.

Alle kommenden Berechnungen stiitzen sich von nun an auf dieses Kérpermodell.
8.3. Werkstoffgesetz
8.3.1. Materialgesetz im elastischen Bereich

Fiir den Elastizitatsbereich gelte das Hooke’sche Gesetz. Mit den Abkiirzungen o =

175, und 01 = ¢ + 1 fiir die Elastizitatsmatrix C lautet es:

Oxx 01 0 o 0 0 O Exx
Tyy o oo ¢ 0 00 Eyy
Ozz _ o o0 oo 0 0 O Ezz
ow | 2610 0 0 $ 00 264y (53)
Oye 00 0 0210 26y
| 0.0 | L0 0 0 0 0 3] [ 2. |
o=Ce (54)

8.3.2. Materialgesetz im plastischen Bereich

Ein auf elasto-plastisches Materialverhalten beruhendes Werkstoffgesetz benotigt eine
Fliefsfunktion und eine FliefSregel (vgl. [12], S. 367ff).
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FlieBfunktion: Als Kriterium, ob der Werkstoff elastische oder plastische Verzerrun-
gen erfahrt, wird eine FlieSfunktion F = F (o) benétigt. Die mechanische Bedeutung
der Werte von F (o) sei

F (o) { <0 — linear-elastisches Materialverhalten (55)

=0 — plastisches Materialverhalten

Der Fall F (o) > 0 ist nicht definiert, da keine Viskoplastizitit vorliegt. Daher ist ma-
ximal eine Bewegung auf der Fliefifliche moglich. Es dndern sich weder Grofie noch
Lage, der durch F (o) aufgestellten Fliche im Hauptnormalspannungsraum.

FlieBregel: Diese dient zur Beschreibung der Evolution der plastischen Verzerrun-
gen. Gesucht sei der mathematische Ausdruck des infinitesimalen Inkrementes de,,;.

Eine Formulierung des infinitesimalen plastischen Verzerrungszuwachses de,; geht auf
Drucker zurtick. Daher die Bezeichnung als Drucker’sches Postulat. Die mit einer Flief-
funktion F (o) assoziierte Fliefiregel lautet

=0 : wenn elastisch

#0 : wenn plastisch (56)

dF
dey = d)\% wobei dey {

Der Ausdruck j—g steht normal auf die Flieifliche, daher wird Gleichung (56) auch
Normalenregel genannt.

Prandtl-Reuss-Gleichungen: Das inkrementelle Werkstoffgesetz, fiir eine bestimm-
te Flie3funktion, erhilt man durch Einsetzen des Hooke’schen Gesetzes und des Dru-
cker’schen Postulates in Gleichung (52).

dF
de = [Cu] ™' o+ dA—= (57)
do
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8.4. FlieBhypothesen

In der Realitdt treten im Gegensatz zur einaxialen Beanspruchung, wie im Zugversuch,
mehraxiale Spannungszustidnde auf. Es ist somit zu priifen, ob ein solcher Zustand
in einem Punkt eines Materials Flieffen verursacht. Man bedient sich eines Vergleichs
des einaxialen Zustandes mit dem mehraxialen im betreffenden Koérperpunkt mittels
geeigneter Kenngrofse als Kennzeichen der verwendeten Hypothese. Man fiihrt einen
Ubergang vom dreidimensionalen auf den eindimensionalen Zustand durch. Als Kenn-
grofie dient die auf eine FlieShypothese basierende Vergleichsspannung oy, die mit der
Fliesspannung o verglichen wird (vgl. [12], S. 313f).

8.4.1. Hypothese nach Tresca

Aufgrund des Gleitens der Metallkristalle entlang bestimmter Ebenen kommt man zur
Annahme, dass die maximale Schubspannung 7., fiir den Flieleintritt in einem Kor-
perpunkt mafigebend ist. Daher wird Die FlieShypothese nach Tresca auch Hypothese
der maximalen Schubspannungen genannt (vgl. [12], S. 316ff).

T T

(Tmam) 1d (Tmaz)gd

g g
022 = 033 oy = 011 033 0922 o11

Abbildung 14: Mohr’scher Spannungskreis

Gegeben sei folgender Spannungszustand 011 > 092 > 033. Aus dem Mohr’schen Span-
nungskreis ist ersichtlich, dass die grofite Schubspannung in diesem Punkt zu

g — O,
(ﬂnam)gd = % (58)

folgt.

Fiir den eindimensionalen Fall ergibt sich mit oy = 011 und 022 = 033 =0
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(Tmax)ld = O-?V (59)

oy erhidlt man aus Gleichsetzen von (7inaz )14 Mit (Timaz )34, wodurch sich unter Bertick-
sichtigung der Fliefbedingung 0% = o},

(033 — 011)* — 0| =0 (60)

ergibt.

Allgemein formuliert, tritt FlieSen ein, sobald die Differenz zwischen grofiter und
kleinster Hauptnormalspannung den Spannungswert o bei einaxialer Zugbeanspru-
chung erreicht.

Durch geeignete Permutation zwischen den einzelnen o-Ebenen ergibt sich aus

Omazxr — Omin = OF (61)

die Fliebedingung nach Tresca in allgemeiner Form zu

F= [(011 — 099)% — O‘%:| [(022 —o33)% — U%] [(033 —on)’ -0 =0 (62)

Diese Gleichung beschreibt ein sechseckiges Prisma von —oo bis 400 im Hauptnormal-
spannungsraum. Elastische Punkte liegen innerhalb des Zylinders, plastische genau
auf der Prismenfléache.

Tresca in Matrizenform: Zur kompakten Darstellung und Implementierung in den
spdter folgenden numerischen Algorithmus wird die FlieShypothese nach Tresca in
Matrizenform dargestellt. Dazu wird die Einschrankung angenommen, dass in der
12-Hauptnormalspannungsebene die grofite und kleinste Hauptnormalspannung vor-
liegt.

Die dazugehorige Fliefigleichung im Hauptnormalspannungsraum lautet
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033
von Mises
Tresca
033 — 0922 = OV 033 — 011 =0V
011 — 022 = Oy 022 — 011 =0V
022
011 — 033 =0V 022 — 033 =0V
Abbildung 15: Fliefiflachen im Hauptspannungsraum
— 2 2| —
F= [(011 —092)" —0op| =0 (63)
Mit den Transformationsgleichungen
o1 = Tez ;r Tyy 4 Tz ; T os (2¢1) + 0y sin (21) (64)
099 = Iez —;— Oyy Ouazx ; Y9 cos (2¢1) — Ozysin (2¢1) (65)
0= -T2 W gin (2 2 66
——Tsm( $1) + Oy 08 (201) (66)
eingesetzt in Gleichung (63) folgt fiir das beliebige Koordinatensystem
F = (0us — 0yy)° + 402, — 0} =0 (67)
Mit
T
g = [ Ozx Oyy Ozz Ogxy Oyz Ozg } (68)
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und

M Tresca — (69)

ﬁjqw‘ =
o O O O
o O O O =
o O O O o O
o O B~ O O O
o O O O O O
o O O O O O

schreibt sich die FliefSbedingung in kompakter Matrizenschreibweise in der Form

F= UTMTrescao' -1=0 (70)

Die Aquivalenz zur analytischen Gleichung (77) lasst sich durch Ausmultiplizieren zei-
gen.

Da spéter auch die Ableitung g—g benoétigt wird, soll diese hier noch kurz gebildet wer-
den.

Gegeben sei

F=0:Mmesca:0—1=0 (71)

Daraus ergibt sich nach der Produktregel

oF
) =1: Mmyesca : O+ 0 : MTyesca 1 1 = 2Myescad (72)
o N———— N—_————
M'I‘resca M'I‘resca

8.4.2. Hypothese nach von Mises

Fiir den Fliefleintritt in einem Korperpunkt bei metallischen Werkstoffen ist der gestal-
tandernde Anteil der spezifischen Verzerrungsenergie Uy mafigebend. Eine alternati-
ve Annahme beruht auf die Formulierung der Oktaederschubspannungen 7,;;. Daher
auch Hypothese der Oktaederschubspannung (vgl. [12], S. 319ff).
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Zur Herleitung der FlieSbedingung wird von der Cauchy’schen Formel ausgegangen
und o, ,, ermittelt. Daraus folgt fiir den dreidimensionalen Fall

1
(Tokt)3q = g\/(Un — 092)” + (022 — 033)% + (033 — o11)” (73)

Der eindimensionale Fall liefert unter Berticksichtigung von oy = o017 und
o922 =033 =0

(Tokt)1a = -0V (74)

<[

Gleichsetzen fiihrt auf die Flieflbedingung nach von Mises:

F=2 (011 — 022)* + (022 — 933)* + (033 — 011)*| —0% =0 (75)

N =

Dies ergibt einen Kreis im Hauptnormalspannungsraum, der das sechseckige Prisma
von Tresca umschreibt, wie in Abbildung (15) ersichtlich.

Von Mises in Matrizenform: Analog zur Fliesfunktion von Tresca soll nun die Flief3-
bedingung nach von Mises fiir ein beliebiges Koordinatensystem z, y, z in kompakter
Matrizenschreibweise hergeleitet werden.

Fir den allgemeinen dreidimensionalen Spannungszustand lautet die Fliefsbedin-
gung

1
F= 5 (02 — 0yy)? + (0yy — 022)° + (022 — 040)> +6 (02, + 0p, + ggm)} —02 =0 (76)
Daraus folgt
F= 0" M, Migeso —1=0 77)
mit
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r 11
1 -5 -1 o000
1 1
-1 1 -Looo
11
My Mises = 2| 0 0 0 300 (78)
0 0 0 0 3 0
0 0 0 00 3
Die Ableitung sei nach
oF
67 =1: My Mises : 0 + 0 : My Mises : 1 = 2My Mises O (79)
o N’ N———

MVAI\/Iises

gegeben.

Mv.l\/Iises
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9. LAésung plastischer Probleme mittels FE-Methode

9.1. Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Unter Abschnitt (7.1) wurde eine iterative Vorgehensweise, zur Losung der nichtlinea-
ren Gleichgewichtsbedingung

T, =0 (80)

vorgestellt. Dabei wurden in jedem Iterationsschritt die aus den Verschiebungszuwéch-
sen 01!, ,; resultierenden Spannungen o, berechnet und daraus wiederum f nt
tiir das verbleibende Residuum. Liegen aber die Spannungen aufserhalb der Flief3fla-
che, so miissen sie, aufgrund der vorgenommenen Modellannahme unter (8.1), algo-
rithmisch fiir einen zulédssigen Zustand auf der Fliefsfliche neu bestimmt werden.

In dieser Arbeit werden Materialien mit einer definierten Fliefifliche behandelt.
Daher kénnen die Spannungszuwichse o’ ; ausgehend von den Prandtl-Reuss-
Gleichungen, implizit bestimmt werden. Zur Bestimmung von o ., wird das
Pradiktor-Korrektor-Verfahren (vgl. [6], Kap. 3, S. 29ff) /(vgl. [11], S. 143ff) herangezo-
gen, dass die Erfiillung des Fliefigesetzes sicherstellt.

Ausgangspunkt der folgenden Berechnungen seien die Prandtl-Reuss-Gleichungen in
Differenzenschreibweise:

Ae = Agg + Agy (81)

Aep = 5pl|tn+At - €Pl’tn o

zu zwei diskreten Zeitpunkten ¢, und ¢, + At.

Das Drucker’sche Postulat lautet in Differenzenschreibweise

OF
A = A\N—
Epl A (83)
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wobei

AN = )“tn+At - )"tn =A (84)
—~~
=0
gesetzt werden kann, da A eine Proportionalitdtskonstante darstellt, und zu Beginn der
Rechnung mit Null initialisiert wird.

Die Integration der Gleichung (56) ergibt sich durch einen Euler-Schritt zu

oF
1—-0) —
1-8) 5

oF

JAVVIEIDY —
Epl oo

+(©)

] (85)
tn+At

mit © = 0 fiir “foward Euler” und © = 1 fiir “backward Euler”.

Setzt man © = 1 so ergibt sich ein einfach handzuhabendes stabiles Verfahren, in dem
nur der Verzerrungszuwachs

F
Agy = A 8— (86)
oo tntAt

approximiert wurde.

Dies fiihrt auf ein nichtlineares Gleichungssystem, aus dem A und o/, | 5, iterativ ge-
16st werden konnen.

F
Ae — C Ao —\ oF =0 (87)
N 90 |4, at

F=0 (88)

Die skalare Gleichung (88) entspricht der FlieSbedingung und dient als Bestimmungs-
gleichung, ob Plastizitdt vorhanden ist.

Fiir die Entwicklung des endgiiltigen Losungsalgorithmus wird F gleich der Fliefshy-
pothese nach von Mises gesetzt. Daher gilt M = M, \jises- Daraus ergibt sich das modi-
tizierte nichtlineare Gleichungssystem zu
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Ae—C 'Ag—2\Mo|, ,,, =0 (89)
oc’Mo —1=0 (90)

Aus (89) folgt mittels Approximation des Spannungszuwachses

Ao = U]tn+At — 0'|t" =C [As —2\M U]tn+At]

U|tn+At = U’tn + Qé_’é —2ACM 0-|tn+At 91)
el.Pradiktor

plast.Korrektor

Der Wert o|, entspricht o, aus Gleichung (37), der aus dem letzten Inkrement gespei-
chert wurde.

Sei die Versuchsspannung per Definition

otrial = al, +CAe (92)

so lasst sich die neue Spannung o|, , A,, gemaf Gleichung (91), als Differenz der Ver-
suchsspannung o' und des plastischen Korrektors interpretieren. Abbildung (16)
veranschaulicht das Zustandekommen des Spannungsvektors o|, , , noch einmal
graphisch. Der Abbildung kann enthommen werden, dass der plastische Korrektur-
vektor orthogonal auf die Fliefiflache F steht. Es erfolgt somit eine Korrektur in radialer
Richtung. Deshalb der Name ”“Radial-Return-Algorithmus”.

Fiir den Losungsalgorithmus unter Verwendung der FliefShypothese nach von Mises
ergibt sich die explizite Bestimmungsgleichung fiir o|, , , nach Umformung mit

[1+2\CM] o|, A, = o, +CAe
ol, ar = [1+22CM] " g (93)

wobei

Ae = gl; A — €l;, = BAQ (94)
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033 033
von Mises

Abbildung 16: Der Radial-Return-Algorithmus fiir von Mises

gilt, wie auch aus Gleichung (37) entnommen werden kann.

Nimmt A den Wert Null an, gleichbedeutend mit elastischem Materialverhalten, so liegt
der Spannungszustand innerhalb der Flieflache. Folglich ist o|, , A, = o'rial Daher
ist keine Spannungskorrektur notwendig, womit die Iteration nach Abschnitt (7.1) mit
ol, ., einfach fortgesetzt werden kann.

Fiir den plastischen Fall bleibt noch die Bestimmung des plastischen Konsistenzpara-
meters \ offen.

Nach Substitution der Versuchsspannung o|, , , in die Fliefbedingung (90) ergibt
sich

T
Flosnt =0 ’Wrm Mo, at—1=0

.17 .
[1+2\CM] ™! atnﬂ M1+ 22ACM] L otrial — 1 =0 (95)

mit der verbleibenden Unbekannten .

Die Bestimmung erfolgt ausgehend vom Startwert Ay = 0 in einem lokalen Newton-
Verfahren iterativ. Die Schleife kann einfach im globalen Newton-Raphson-Verfahren
eingebaut werden.

Der Wert der FlieSfunktion F(\) entspricht dabei dem Funktionswert des Verfahrens.
Durch legen der Tangente in [ Ai F(\) } und anschlieflendem Nullsetzen, ergibt sich
die Rekursionsvorschrift
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F (M)

i1 = Ai — F () (96)
Fiir die Ableitung gilt
! _ @ _ o -2 trial T —1 _trial
FF(\) = N 2|(=1)[1+2XCM] “2CMo M[1+2\CM] "o (97)

Sofern das Matrixprodukt CM symmetrisch ist, lasst sich der Term [1 + 2ACM] 2
nach

[1+2xCM] % = VDV7 (98)

bestimmen. Dabei sei V die Matrix mit den Eigenvektoren, und D die Diagonalmatrix
der reziproken Eigenwerte zum Quadrat von [1 + 2ACM].

Die Iteration ist beendet, wenn F();) = 0 als erfiillt gilt. Fiir die Implementierung wird
wie zuvor eine Genauigkeitskonstante gewéhlt, wodurch die Abbruchbedingung wie
folgt definiert sei:

IF(Ait1)| < 10712 (99)

Somit ist der Losungsalgorithmus zur Bestimmung der neuen Spannungen o, , A,
vollstandig ausformuliert. Fiir eine analoge Schreibweise nach Abschnitt (7.1) wird

ol ar = 0'21+1 (100)

o_trlal . — a_trlaln+1 (101)

gesetzt.

Der Programmausschnitt des Radial-Return-Algorithmus wird in die Newton-
Raphson-Iteration auf Elementebene fiir jeden Gausspunkt nach Gleichung (37) einge-
baut. Ist die Abfragebedingung F (o-t“alfl +1> > 0 erfiillt, liegt plastisches Materialver-
halten vor. Es folgt der Eintritt in den Radial-Return-Algorithmus. Bei Elastizitdt kann
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f mt; 1 sofort mit amal; 1 hach Gleichung (26) berechnet und so die Newton-Raphson-

Iteration fortgesetzt werden.

Die zur Ermittlung der Tangentensteifigkeitsmatrix benotigte plastische Spannung-
Verzerrungs-Beziehung C, im Falle F > 0, wird anschlieffend an diesen Abschnitt
hergeleitet.

9.2. Algorithmenkonsistente Materialtangente

Nach Berechnung von A und o, | aus dem Radial-Return-Algorithmus fehlt noch die
Herleitung der plastischen Materialtangente. Dazu wird auf Quelle [10] Kap. 7.8 und
7.9 verwiesen.

Per Definition ergibt sich die Spannung-Verzerrungs-Beziehung C° aus der Bezie-
hung:

o

C?=_—— 102
9 (102)

Der Herleitung liegen folgende zwei Gleichungen zugrunde:
g=1ely ni—el, — c™ ol iaet c™! ol, =2 Mol =0 (103)
F=o'|, ,aMal a—1 =0 (104

unter Beriicksichtigung der verwendeten von Mises FliefSbedingung, sowie mit den
gespeicherten Werten e[, und o|, aus dem letzten Inkrement n.

Im elastischen Fall besteht der konstante Zusammenhang

o = Ce = C (105)

Dabei entspricht C* gleich C aus Gleichung (53).

Wenn der plastische Zustand eintritt schreibt sich das totale Differential des Span-
nungsvektors
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do = 22 de (106)

bzw. virtuell als Variation

Jo
107
o 555 (107)

Variation nach §1i: Wie dndern sich die GrofSen de, do und 6\?

Bilden der totalen Differentiale beider Gleichungen (103), (104) und anschliefiendes Ver-
tauschen von d > § ergibt

og og og ..
885€+ 6050—1— 8/\5)\—0

16e — (C™' +2AM) o — 2M 0|, , 5, 6A =0 (108)
und aus Gleichung (104)
OF\ " OF\" oF
207, A Moo =0 (109)

In Matrizenform ausgeschrieben:

- (110)

C_1+2AM 2M‘7tn+At] |:50':|

T
20 ‘tn-s—AtM 0

Zur besseren Ubersicht werden die Abkiirzungen
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T _ T
At =20", M (111)
B '=C!+22M (112)
eingefiihrt.

Multiplikation der ersten Gleichung von links mit ATB, unter Verwendung der zwei-
ten Gleichung, fiihrt zu

ATBée = AT50 +ATBAGSA (113)
=0
Daraus folgt
A™TB

Eingesetzt in Gleichung 1 aus (110) ergibt sich die plastische Materialtangente in abge-
kiirzter Schreibweise:

_ A®ATB
_ 1
(55 =B (50’ + méE
BA® ATB
= B- "= 11
do ATBA ] oe (115)
Cer
Unter Einfiihrung eines Faktors § = { 0+ A<0 , erhdlt man
1 : sonst

1 [C_l + 2>‘M] M U‘tn—O—At ® UT‘tn-i-At M [C_l + 2/\M] -

C?=[C'+2xM] -8 -1
UT‘tn+At M[C~!+2 M| M U’tn+At

(116)

bzw. in inkrementeller Form ausgeschrieben
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[Cc?), = [C" +2aM] -5 [C™'+22M] Mot @ [oh, ] M[CT +22M]
" [Ufﬂ—l}T MI[C! +2)\M] Mo

(117)

Fiir elastisches Materialverhalten reduziert sich C*” nach Gleichung (117) auf
C = Ce,
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9.3. Beispiel zur isotropen Plastizitat nach von Mises: Dickwandige
Hohlkugel unter Innenverschiebung

Zur Verifizierung des um die Plastizitdt weiterentwickelten FE-Programmes wird ein
geometrisch einfaches Problem mit existierender analytischen Losung herangezogen.
Es sollen die Radialverschiebung u(r), sowie die Vergleichsspannung oy anhand der
von Mises Plastizitit errechnet werden. Zu Beginn wird daher M = M, ises gesetzt.

Abbildung (17) enthdlt einen Radialschnitt der dickwandigen Hohlkugel, und den
Querschnitt des Achtel-Ersatzsystems zur FE-Analyse.

Abbildung 17: Dickwandige Hohlkugel unter Innenverschiebung

9.3.1. Analytische Losung

Die Ermittlung des konsistenten Lastvektors, resultierend aus einem Innendruck p, auf
die gekriimmte Kugelinnenfliche mit Radius a, erweist sich als kompliziert. Daher
wird eine Innenverschiebung u, zufolge eines Innendruckes inkrementell aufgebracht.
Die Berechnung fiir dieses Beispiel sei somit, aufgrund der einfacheren Modellierung,
verschiebungsgesteuert.

Herleitungen zur analytischen Losung der Dickwandigen Hohlkugel unter Innenver-
schiebung konnen den Quellen [5] und [6] enthommen werden:
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Uer (T) F<O0
= 118
w(r) { Upy (1) F= (118)
o= (L)) ()2 119)
N T GUTEA: b) 3
1 2 c\3 2 \r T
i () ((za + 3K) () - 3K) 3oFt (2” (7)) -+ 3“F) 3k (120
Eingabeparameter:
- Geometriedaten: a = 50mm b = 150mm
- Materialeigenschaften: E = 200000 N/mm? v = 0,3
E E
G = 2(1+v) K = 3(1—2v)
op = 100N/mm?
- Innenverschiebung: U, = 0,1mm
Die korrespondierenden Grofien ¢ und p ergeben sich aus der Randbedingung
up (@) = uq (121)
und der Ubergangsbedingung
[ull,_. =0 = up(c) =uvalc) (122)

Das Gleichungssystem wurde im Computeralgebrasystem Maple gelost, und ergab fol-

gende Werte:
c = 94,384mm p = 177,128 N/mm?
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9.3.2. Exkurs zur verschiebungsgesteuerten FE-Methode

Im Gegensatz zum kraftgesteuerten Verfahren wird bei Wegsteuerung die vorgegebene
Verschiebungsrandbedingung u, nur zu Beginn eines Inkrementes, zur ersten Iteration,
aufgebracht. Die unten angefiihrten Tabellen zeigen die Unterschiede der Wegsteue-
rung zur Lastaufbringung der Kraftsteuerung zu einzelnen Iterationen i.

Die Gesamtlast von f**! = 60N wird in

Kraftgesteuert: drei Inkrementen n Schritt fiir Schritt zu

‘ i=1 ‘ 1=2 ‘ 1=3 ‘ ‘ Tmaz gleichen Teilen Afet = 20N aufgebracht.

n=1] 20N | 20N | 20N 20N Da das System elastisch ist, muss der in-

n=21 40N | 40N | 40N 40N krementelle Kraftanteil stindig aufrecht-

n=31 60N | 60N | 60N 60 N erhalten werden, damit es nicht zu Riick-
verformungen kommt.

Die Gesamtverschiebung G = 6 mm soll

Weggesteuert: bei der Wegsteuerung ebenfalls in drei In-

li=1]i=2]i=3| K krementen aufgebracht werden. Das Ver-

L e schiebungsinkrement At = 2mm wird

n=1]2mm | Omm | Omm Omm  nyrin der jeweils ersten Iteration aufge-

n=2|2mm | Omm | Omm 0mm  pracht. Danach muss sich das Gleichge-

n=3|2mm | Omm | Omm Omm  yicht in den iibrigen Knoten fiir diesen

Verschiebungszuwachs einstellen.

Aufgrund der Tatsache, dass neben den Randbedingungen der Einspannung nun u,
vorgegeben ist, muss dass Gleichungssystem

K%H‘Sﬁ;ﬂ = _lI’iH-l = fextn—s-l - fmt:z-i-l (123)

tir das Weggrofienverfahren umstrukturiert werden.

In allgemeiner Darstellungsweise sei die Struktur des zu losenden Gleichungssys-
tems

[ ann ais o aw | [ dup | [ Af1 ]
a1 G2 - Q2 dug Afy
= . (124)
anp1 Gp2 - Qpp 5“71 Afn
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Bisher wurden nur Randbedingungen der Lagerung eingebaut. Sei ju; = 0 die unver-
schiebliche Lagerung, so ergibt sich das reduzierte Gleichungssystem durch Streichen
der 1. Zeile und 1. Spalte:

agy -+ azp duz Afa
= : (125)

Gp2 -+ Onpn Oy, Afn

Fiir eine Randbedingung der Form du; = o # 0 entsteht ein Ungleichgewicht, das
sich im Laufe mehrerer Iterationsschritte stabilisiert. Die gegebene Verschiebung muss
im Residuum berticksichtigt werden. Das Gleichungssystem ldsst sich wie folgt umfor-
men:

ailp aiz -+ Qain «@ [ Afl
a1 G2 - G2, dug Afy
= ) (126)
anl1 Qp2 -+ QApn 5un Afn
azp -+ Qg dua Afy —ana
— e : = : (127)
ap2 -+ Opp 5un Afn — QplQ

Die Verschiebungsevolution der Knoten bei Wegsteuerung soll nun beispielhaft erldu-
tert werden. Abbildung (18) gibt 21 Knoten entlang der z-Achse der Hohlkugel wieder.
Die Verschiebungsevolution dieser Knoten iiber samtliche Iterationen des dritten In-
krementes ist in Abbildung (19) ersichtlich.

Man erkennt, dass fiir den Innenknoten 922 nur in der ersten Iteration der Verschie-
bungsbetrag 0,015 mm aufgebracht wird. Der Verschiebungsverlauf fiir Knoten 922 ist
wihrend des gesamten Inkrementes konstant. Die restlichen Knoten in radialer Rich-
tung erfahren einen zundchst tiberhohten Verschiebungswert, der mit weiter fortschrei-
tender Iteration gegen das Gleichgewicht konvergiert. Sobald sich die laufende Iterati-
on der Losung ndhert, stellt sich quadratische Konvergenz ein. Fiir dieses Beispiel ab
Iterationsschritt 3.
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Knotennummerierung entlang der xz-Achse

[Displacement|

. 0013429
0011857
0010286
0008714

[ 0.0071424
00055707

0.0039991
o 0.0024274
1275 0.00085579]

Abbildung 18: Ausgewdhlte Knoten fiir Evolutionsgraphen

0.016 — - - - - - Node 965
Node 1044
= 0.010¢ 1 Node 1108
= Node 1166
2 0.006 |
Node 1218

Node 922
Node 996
0.014 ¢

Node 1066
s Node 1129
Node 1184
0.004 /<\ i A Node 1231
0002 | | Node 1241

Node Evolution fiir u(r) entlang der z-Achse Node 946
Node 1021
0.012 ¢
Node 1089
= o008l | Node 1148
Node 1202
Node 1250

Node 1259
Node 1268
Node 1275

1 2 3 4 5 6
Iterationen 4

Abbildung 19: Verschiebungsevolution des dritten Inkrementes

9.3.3. FE-L6ésung

Zum Verifizierungsbeispiel seien folgende Randbedingungen gegeben.

Fiir die Lagerung des Ersatzsystems gilt, dass die zu den Koordinatenebenen angren-
zende Strukturfliche in Normalenrichtung gesperrt ist. Daraus folgen die Verschie-
bungsrandbedingungen der unverschieblichen Lagerung:
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iy, =0 Vay, =0

N, =0 Yy, =0

wy, =0 Vay, =0
Die vorgegebene Radialverschiebung u, wird auf die Strukturinnenflache an den Kno-
ten N; aufgebracht. Die Komponenten der Verschiebung iy, lauten mit den normierten
Normalvektorkomponenten [ 7%, ny. ny, ]T des jeweiligen Knotens

Uun;, UMy,

A |4 _ Yy

uy, = UN; = uanNL_ (128)
W, uan']zvi

Das Preprocessing des Kugelsegments wurde in GiD fiir eine vorgegebene Anzahl an
Elementen entlang mehrerer Geometrielinien durchgefiihrt. Um eine zufriedenstellen-
de Qualitdt der Ergebnisse zu erhalten, wurde eine Diskretisierung mit 120 Elementen
und 1281 Knoten vorgenommen.

Im Zentrum steht die Verifizierung des um den Plastizitdtsalgorithmus fiir das Flief3-
kriterium nach von Mises erweiterten FE-Programmes. Abbildung (20) zeigt den Kon-
turplot der berechneten Gesamtverschiebung |u(r)| und der Vergleichsspannung oy
dargestellt mittels Postprocessing GiD. Darunter dokumentieren die Liniengraphen die
Korrelation der analytischen Losung zur numerischen.

Eingangs wurde erwdhnt, dass Zwischenknoten in GiD nicht dargestellt werden. Die
Werte erhilt man aber durch einen Knoten-Evolutionsgraphen. Dabei werden einzelne
Mittelknoten auf der z-Achse selektiert und ihre Belastungsgeschichte anhand eines
Evolutionsgraphen iiber alle Inkremente (hier 20) aufgetragen. Der Spannungswert des
letzten Inkrementes 20 kann somit fiir die Linienplots in Abbildung (21) tibernommen
werden.

Abbildung (22) stellt einen solchen Evolutionsgraphen der Zwischenknoten fiir oy
dar. Man sieht, dass der Funktionswert des Knotens 1129 nach Konvergenz des letz-
ten Inkrements gerade noch 1 betragt, und somit Flieflen eintritt. Die z-Koordinate
von 1129 entspricht daher circa dem Radius der elastoplastischen Grenze. Daraus folgt
cre = 95 mm. Laut analytischer Losung betragt der duflere Radius der plastischen Zone
Canalytisch = 94, 384 mm.

Fiir einen stabilen Berechnungsablauf mit quadratischer Konvergenz wird die Verschie-
bung u, in 20 Inkremente unterteilt. Dabei benétigte ein konvergierter Gleichgewichts-
zustand, mit der vorgegebenen hinreichenden Genauigkeit eps = 2,2204 - 10716 gemag
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Contour Fill of |u] Contour Fill of oy

1
1 l 0.91296

082301
073306

064311
055317

046322

y 0032045 2 y 037327
0.022337 . 0.28332
0012629 ¥ x 0.19337

Abbildung 20: Hohlkugel unter Innenverschiebung mit Postprocessing GiD

Radialverschiebung u, tiber r Vergleichsspannung oy tiber r
LOPpOOOOOO0P
&, 08¢ F=0 F<0
:
0.6
=
~ 04
0.2
50 100 150
r [mm]

Abbildung 21: Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung in MATLAB

Gleichung (43), ca. 7 bis maximal 10 Iterationen. Fiir eine obere Schranke der Iterationen
wurde ip,q,; = 15 gesetzt.
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Node Evolution fiir oy in radialer Richtung

Node 946

Node 996

Node 1044
Node 1089
Node 1129
Node 1166
Node 1202
Node 1231
Node 1250
Node 1268

ov [N/mm?|

1234567 8 91011121314151617181920
Inkremente n

Abbildung 22: Ermittlung von oy der Mittelknoten entlang der z-Achse

9.4. Beispiel zur isotropen Plastizitat nach Tresca: Dickwandiges Rohr
unter Innendruck

Analog zum vorangegangenen Beispiel soll das FE-Programm nun fiir die Verwen-
dung der FlieShypothese nach Tresca verifiziert werden. Somit wird zu Beginn der FE-
Berechnung M = Mryesca gesetzt. Aus analytischen Berechnungen ist die Losung fiir
das Dickwandige Rohr mit ebenen Verzerrungszustand und FliefSkriterium nach Tresca
gegeben.

9.4.1. Analytische L6ésung

Fiir die detaillierte Herleitung der analytischen Losung wird auf die Quellen [5] und
[6] verwiesen. Voraussetzung fiir die Losung des elastoplastischen Problems sei inkom-
pressibles Material mit einer Querkontraktionszahl v = 0, 5. Aufgrund dieser Annahme
ist spdter zu priifen, ob die analytische Losung fiir die FE-Rechnung geeignet ist. Aus
Symmetriegriinden wird zur FE-Analyse das Viertelsystem des Rohres nach Abbildung
(23) modelliert.

Fiir den ebenen Verzerrungszustand und der Fliefsbedingung nach Tresca

(0’1919 - Urr) —2k=0 mit op =2k (129)

errechnen sich die Spannungen wie folgt:
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Abbildung 23: Dickwandiges Rohr unter Innendruck

plastischer Bereich: a <r < ¢

opr = —p + 2k 1In (2) (130)

09y = Opp + 2k (131)

elastischer Bereich: c <r < b

e = k (2)2 (1 - ii) (132)
099 = k (g)Z (1 + Z) (133)

Der Radius ¢, der Schnittstelle zwischen plastischer und elastischer Zone, ldsst sich aus
der Bedingung fiir den stetigen Verlauf von o, am Ubergangsbereich nach Gleichung
(134) ermitteln.

[or]|,_. =0 = omp(€) =0rre(c) (134)

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




9. Losung plastischer Probleme mittels FE-Methode 78

Eingabeparameter:
- Geometriedaten: a = 50mm b = 150mm
- Materialeigenschaften: E = 200000 N/mm? v = 0,5
op = 100N/mm?
- Innendruck: p = 90N/mm?

Bei genauerer Betrachtung der Gleichungen (130) bis (133) erkennt man die Unabhén-
gigkeit der Spannungsverldufe von den Parametern F und v. Diese werden somit erst
tiir die numerische Berechnung relevant.

Aus der Ubergangsbedingung (134) lasst sich der Radius der elastoplastischen Schnitt-
stelle zu ¢ = 88,919 mm bestimmen. Dabei wurde zur Losung der Gleichung wieder
das Computeralgebrasystem Maple verwendet.

9.4.2. FE-L6ésung

Das Ersatzsystem zur FE-Analyse wurde als Scheibe der Dicke t = 10mm modelliert.
In diesem Abschnitt der numerischen Berechnungen soll das Augenmerk auf zwei we-
sentliche Schwerpunkte gelegt werden. Zum einen, dass sich das Material elastoplas-
tisch verhdlt und der analytischen Losung eine Querkontraktionszahl v = 0, 5 zugrun-
de liegt. Zum anderen die Modellierung der Flief3fliche nach Tresca und die graphische
Darstellung des General-Return-Algorithmus fiir diese Hypothese.

Berechnung fiir inkompressibles Material: Aufgrund des Ausdrucks

=o0 fuir v=0,5 (135)

in der Elastizitiatsmatrix C, ist die Berechnung der Beispielproblemstellung fiir das
aktuell vorliegende FE-Program nicht durchfiihrbar.

Es ist somit zu priifen, ob die elastoplastische Analyse zufriedenstellende Ergebnisse,
fiir nahezu inkompressibles Material (Querkontraktionszahl v — 0, 5) liefert.

Selbst bei nahezu inkompressiblen Zustanden, fiir z.B. v = 0,49, verlieren die Finiten
Elemente der Berechnung an Robustheit und liefern bei grober und feinerer Vernetzung
grofie Spannungsschwankungen . Dieser numerische Defekt der Elementformulierung

Technische Universitdt Graz Institut fiir Festigkeitslehre




9. Losung plastischer Probleme mittels FE-Methode 79

wird als Volumenlocking bezeichnet, da die Elemente sperren. Um eine gute Losungs-
genauigkeit mit kompressibler Finite-Elemente-Methode zu erhalten, kann daher eine
sehr feine Diskretisierung erforderlich sein. Generelle Erkenntnisse zur Thematik, Lo-
sung beinahe inkompressibler Zustande, liefert Quelle [8], S. 279ff. Zur Losung voll-
standiger inkompressibler Zustdnde bei Materialien, mit v — 0,5 als Grenzwertpro-
blem, wird auf Quelle [8], S. 291ff hingewiesen.

Die Berechnung fiir ein v — 0,5 ist ebenfalls Thema von Quelle [13]. Darin wird der
relative Fehler zufolge Volumenlocking-Effekte in Abhangigkeit vom Diskretisierungs-
grad untersucht. Die gewonnene Erkenntnis, dass sich der relative Fehler zur analy-
tischen Losung mit zunehmendem Diskretisierungsgrad verringert, soll hier nun fiir
diese Arbeit genutzt werden (vgl. [13], S. 128ff).

Fiir ein gegebenes Netz mit 60 Elementen und 819 Knoten wird das Verhalten der Span-
nungen bei variierender Querkontraktionszahl v untersucht. Die gewéhlten v-Werte
konnen der Legende der Liniengraphen in Abbildung (24) entnommen werden. Es
zeigt sich eine zunehmende Abweichung der numerischen Losung zur analytischen
mit steigender Querdehnungszahl ab 0,4 gegen 0, 5. So ergibt sich fiir v = 0,49 nach

der FE-Berechnung ein Wert von o, (a) = —74,404 N/ mm? am Innenradius, anstatt des
tatsdchlich aufgebrachten Innendrucks p = 90N/mm? = —o,, (a). Ein relativer Fehler
von 17,33%.

Durch eine feinere Strukturvernetzung miisste sich nach Quelle [13] eine bessere Ap-
proximation ergeben. Abbildung (25) dokumentiert die FE-Ergebnisse fiir ein Netz von
300 Elementen mit 3813 Knoten. Daraus resiimiert, dass sich der Fehler im plastischen
Bereich tatsdchlich fiir v = 0,49 auf 6,965% vermindert. Es ergibt sich am Innenradius
ein Spannungswert von o, (a) = —83, 731 N/mm?. Das Verhalten der Spannungen fiir
die 300 Elemente Konfiguration wurde ebenfalls fiir die Werte v = 0,40 und v = 0,47
analysiert und dadurch eine bessere Naherung der numerischen Losung durch htheren
Diskretisierungsgrad gezeigt.

Trotz besserer Approximation durch erhohte Elementanzahl, weichen die Spannungs-
werte aber ab einer Querdehnungszahl v = 0,45 von der analytischen Losung um
einen bestimmten Fehlerbetrag ab. In einem Bereich unter v = 0,45 zeigt sich eine na-
herungsweise Unabhingigkeit der numerischen Losung von der Querdehnungszahl.
Allerdings basiert die analytische Losung fiir das dickwandige Rohr unter Innendruck
auf einer Herleitung fiir vollkommene Inkrompressibilitat. Somit muss ein fiir die exis-
tierende analytische Losung giiltes v-Intervall bestimmt werden, wodurch die Relevanz
der analytischen Losung fiir den Vergleich nicht an Bedeutung verliert und gleichzei-
tig in der kompressiblen FE-Berechnung zufriedenstellende Ergebnisse erzielt werden.
Mit dieser letzten Aussage wird nun auf die Implementierung fiir das Fliefskriterium
nach Tresca iibergeleitet.
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Abbildung 24: Resultate fiir ein FE-Netz mit 60 Elementen

Isotrope Plastizitat nach Tresca: Das Problem der Implementierung fiir Plastizitét
nach Tresca ist die geometrische Form der Fliefifliche. Diese stellt eine allgemein zu-
sammenhdngende Kurve, namlich die eines sechsseitigen Prismas, im Hauptnormal-
spannungsraum dar. Nach der analytischen Losung muss allerdings nur die Flief3fla-
che einer Ebene, nach Gleichung (129), programmiert werden. Abbildung (26) zeigt die
hervorgehobene Fliefsfliche, die fiir den General-Return-Algorithmus verwendet wur-
de.

Die Annahme der Fliefsfliche

(099 —opr) —2k =10 (136)
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Abbildung 25: Resultate fiir ein FE-Netz mit 300 Elementen

ist nur richtig wenn o, dazwischen liegt: o, < 0., < oyy

Unter Voraussetzung des EV Z ist ., = 0 und die Spannung o, kann direkt aus dem
Hooke’schen Gesetz bestimmt werden:

0., =V (099 + orr) (137)

Aus dem Mohr’schen Spannungskreis erkennt man, dass die Bedingung (137) fiir in-
kompressibles Material mit v = 0,5, immer erfiillt ist, und die Spannung o, immer
dazwischen liegt.

Fiir die numerische Berechnung sind aber bereits Berechnungen bei nahezu inkompres-
siblen Zustdnden von Defekten begleitet. Ein sinnvoller Wertebereich fiir v, wodurch
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Abbildung 26: General-Return-Algorithmus fiir die verwendete Fliefsfliche nach Tresca
die Relevanz der analytischen Losung noch gegeben ist, und Spannungszustinde auf

der richtigen Flief3fliche zum Erliegen kommen, liefert folgende Uberlegung:

Die Grenzfille der Bedingung o, < 0., < oyy lauten

Orp

Ozz = Opp  —> Opp =V (01919 + Urr) = V=—""" (138)
Ogy + Opp
099
0. =099 = Ogg=V(ogy+0op) — V=—— (139)
099 + Opr

Unter Beriicksichtigung des allgemeinen Giiltigkeitsbereiches —1 < v < 1 ist im Wei-
teren nur mehr die untere Grenze nach Gleichung (138) von Interesse. Es ergibt sich fiir
die analytische Losung das Intervall

InZ

1
2InZ 41" =2 (140)

Die Wahl eines v-Wertes ist somit durch den Ausdruck In 7 eingeschrénkt. Fiir einen
Grenzwert des Innenradius a — 0 bekommt man eine Querkontraktionszahl von v =

0,5.
Falls man ¢ > 0 und ein physikalisches Materialverhalten gemifl v > 0 wihlt, ergibt
sich fiir das vorliegende Beispiel aufgrund von o,,.(a) = —p ein mogliches Intervall
mit
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0<v< (141)

N

Dadurch sind sdamtliche v-Werte der numerischen Berechnungen aus den Liniengra-
phen (24) und (25) abgedeckt.

Die Ergebnisse der Abbildungen (27) und (28) zeigen die zum Konturplot, nach Post-
processing GiD, korrespondierenden Spannungsverldufe oy . In beiden Modellen wur-
de das Viertelsystem derart diskretisiert, sodass ein Elementendknoten das elastoplas-
tische Interface ungefahr trifft.

Mit einer Vernetzung nach 60 Elementen, ergibt sich die Grenze knapp unter crp =
90 mm. Der Vergleichsspannungswert des Knotens an der Stelle z = 90 betragt oy =
0,9883 N/mm?. Es wurden dieselben Querdehnungszahlen wie unter Abbildung (24)
verwendet.

Vergleichsspannung oy iiber r Gi

1.0
08} F=0 F <0
0.6
04

ov [N/mm?]

SIGMAV

1
l 0.92738
0.85476
0.78214
0.70952

0.6369
: 0.56428

0.49166
0.41904
0.34641

0.2
50 100 150
r [mm]

Abbildung 27: Rohr unter Innendruck fiir ein Netz mit 60 Elementen

Die feinere Vernetzung mit 300 Elementen ergibt analog eine Grenze knapp unter
cre = 90mm. Der Vergleichsspannungswert des Knotens an der Stelle x = 90 betragt
oy = 0,9989 N/mm?. Es wurden dieselben Querdehnungszahlen wie unter Abbildung
(25) verwendet.

In allen Darstellungen dieses Abschnittes wurden zur besseren Ubersicht keine Mittel-
knoten dargestellt. Der zur Innendruckbelastung p korrespondierende Lastvektor f°*,
wurde in den angefiihrten FE-Berechnungen mit £ = 10 Inkrementen aufgebracht. Die
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Abbildung 28: Rohr unter Innendruck fiir ein Netz mit 300 Elementen

obere Schranke der letzten Iteration wurde auf ,,,, = 15 gesetzt. Tatsdchlich konver-
gierte die Iteration eines Inkrementes nach ca. 8 Schleifendurchldufen quadratisch ge-

gen den Gleichgewichtszustand.
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10. Zusammenfassung

Unter Teil (II) wurde die Entwicklung eines selbst geschriebenen FE-Programmes do-
kumentiert, das iterativ {iber den Vergleich mit gegebenen analytischen Losungen zu
Beispielen aus der Elastizitdt und Plastizitét verifiziert wurde. Somit liegt nun ein Pro-
gramm vor, das eine Losung fiir die gesuchte Problemstellung dieser Arbeit unabhin-
gig von der Vorgehensweise aus Teil (I) numerisch berechnet.

Im abschlieffenden dritten Teil werden die Ergebnisse der analytischen Losung und
der numerischen Berechnung miteinander verglichen. Dadurch soll gezeigt werden,
dass die Spannungsverldufe beider Losungen koinzidieren und die Konturplots der
Vergleichsspannung oy mittels GiD in der elastischen Zone denen aus der symboli-
schen Berechnung in Maple entsprechen.
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Teil lll.
Ergebnisse

Im Zentrum dieses Abschnittes steht die Darstellung der gewonnenen Ergebnisse fiir
die Spannungen o0, T,y, 0yy Und oy aus dem analytischen Teil (siehe Teil (I)) und nu-
merischen Teil (siehe Teil (IT)) dieser Arbeit.

11. Allseitig gezogene Scheibe mit Kreisloch

11.1. Analytische Lésung

Fiir den plastischen Bereich lauten die Spannungen (siehe Gleichung (46) bis (48) unter
Abschnitt (I)):

orr = 2k1n (2) (1)
o909 = 2k + 0yp = 2k (1 +ln (2)) )
Ty =0 (3)

Dabei liegt der Losung im plastischen Bereich eine Querdehnungszahl v = 0,5 fiir
inkompressibles Material zugrunde.

Die Spannungskomponenten o, 7.y, 0yy der elastischen Zone kénnen aus den Kolo-
sov’schen Formeln (siehe Gleichung (157) und (158) unter Abschnitt (I))

2z
o+ = a+p+ 0 n )} !
w=atp ST VE —doc @

. (1 1
Oyy — Ozx + 2@7'3;:[/ =2k |:Z <Z — m)

2c? (1+a2) +qp]

V2Z—da? (Z + \/m) 2k ©

+
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mit

a+tp
4k

c=ael 3) , a=—= und z=z+iy (6)

nach Trennung von Real- und Imaginérteil ermittelt werden. Die daraus resultierenden
Gleichungen sind jedoch ziemlich umfangreich, weshalb sie hier nicht explizit darge-
stellt werden. Deshalb gibt es in der Literatur nur Darstellungen zur Vergleichsspan-
nung oy ( siehe dazu Quelle [1] auf S. 378 und [7] auf S. 205), da diese auf einfachem
Weg durch Bildung des Absolutbetrages der zweiten Formel von Kolosov entsprechend
Gleichung (5) bestimmt werden kann.

Aus

Oy — Oz + 20Ty @)

folgt

\/(Uyy - Uxa:)2 + 47'3;; (8)

was gemdfs Gleichung (49) aus Abschnitt (I) der FlieSsspannung o nach Tresca ent-
spricht.

Daraus ergibt sich die Vergleichsspannung zu

1 .
oy = — |Oyy — Oz + 2074y 9
oF

11.2. FE-Berechnung

Unter Ausniitzung der Symmetrie wird das Ersatzsystem zur FE-Analyse als Viertel-
scheibe der Dicke ¢ = 1 mm modelliert. Abbildung (29) zeigt die mit Preprocessing GiD
vernetzte Viertelscheibe.

Die Struktur wurde Abbildung (29) entsprechend mit 220 Elementen zu 2835 Knoten
diskretisiert.

Wie bereits im Beispiel “Dickwandiges Rohr unter Innendruck” aus Kapitel (9.4), liegt
auch der analytischen Losung im plastischen Bereich der allseitig gezogenen Scheibe
mit Kreisloch inkompressibles Materialverhalten zugrunde. Details zur FE-Berechnung
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a) Gesamtsystem Viertelscheibe b) Detailansicht um Kreisloch

Abbildung 29: Scheibe mit Kreisloch - Vernetzung des Ersatzsystems mit GiD

tiir inkompressibles Material wurden bereits unter Abschnitt (9.4) behandelt, weshalb
an dieser Stelle nicht ndher auf diese Thematik eingegangen wird.

Um das Sperren der Elemente (auch als Volumenlocking bezeichnet) zu unterbinden
und ein zufriedenstellendes Ergebniss der kompressiblen FE-Berechnung zu erhalten,
muss ein geeigneter v-Wert gewéahlt werden.

Gleichung (140) aus Teil (II) bietet ein Intervall zur Wahl eines v-Wertes:

r

a <V§

In 1
2In - +1 — 2

(10)

Man beachte, dass die analytische Losung nur fiir eine Querdehnungszahl v, die die
abgeleitete Bedingung

v

r<e I 11)

aus der unteren Schranke von Gleichung (10) erfiillt, giiltig ist.

Fiir die folgenden Beispiele wurde v = 0, 4 gesetzt. Gemafs Bedingung (11) darf sich die
plastische Zone daher fiir eine Querdehnungszahl v = 0,4 nur innerhalb des Radius
r = 7,389 mm erstrecken.

Insgesamt lauten die Eingabeparameter fiir dieses Beispiel:
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- Geometriedaten: L = 40mm a = 1lmm
- Materialeigenschaften: E = 200000 N/mm? v = 0,4
k= 1N/mm?=2F
- Belastungen: qg = 3k
p1 = 2,2k pe = 2,4k ps = 2,6k
ps = 2,8k ps = 3k

Dabei ist g gleich der Streckenbelastung in y-Richtung, und p entspricht der Strecken-
last in z-Richtung, die bei gleichbleibendem ¢ = 3k zwischen den Werten 2, 2k bis
einschliefslich 3k variiert.

Die Belastungswerte wurden derart gewahlt, dass die Bedingung (133) aus Teil (I)

e((qz;cp)fé) (1 _ (¢ ;p)> > 1 (12)

erfiillt ist, und die elliptische Randkurve C des elastoplastischen Interface das Kreisloch
komplett umschliefst.

Der Faktor £ wurde bewusst etwas grofier gewéhlt aufgrund der Erkenntnis unter Ab-
schnitt (6.2), um Modellierungseinfliisse moglichst gering zu halten.

11.3. Darstellung der Vergleichsspannung

Im Folgenden sind die Ergebnisse der Vergleichsspannung oy aus der analytischen Lo-
sung und der Berechnung mittels Finite-Elemente-Methode fiir fiinf Beanspruchungs-
talle graphisch veranschaulicht.

Die Abbildungen (30), (32), (34), (36) und (38) zeigen jeweils links die symbolisch be-
rechnete Losung geplottet in Maple. Die jeweils rechte Abbildung stellt den Konturplot
der numerischen Resultate mittels Postprocessing GiD zum Vergleich dar.

Unter den Konturplots zu den einzelnen Lastfillen befinden sich die korrespondieren-
den Spannungsverldufe fiir oy entlang der Hauptachsen. Die blau gestrichelte Linie
entspricht dem Verlauf nach Gleichung 1.63 von Galin (vgl. [1], S. 376). Die korrigierte
Gleichung (158) ist in den Grafiken rot dargestellt. Die numerische Losung ist durch
Diamantsymbole gegeben.
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a) Maple b) Postprocessing GiD

Abbildung 30: Konturplot oy fiir den Lastfall ¢ = 3,0k und p = 2, 2k

Vergleichsspannung oy entlang der x-Achse
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£
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beyy = 1,335mm y [mm]

Abbildung 31: Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung fiir p = 2, 2k
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a) Maple b) Postprocessing GiD

Abbildung 32: Konturplot oy fiir den Lastfall ¢ = 3,0k und p = 2, 4k

Vergleichsspannung oy entlang der x-Achse
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Abbildung 33: Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung fiir p = 2, 4k
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a) Maple b) Postprocessing GiD

Abbildung 34: Konturplot oy fiir den Lastfall ¢ = 3,0k und p = 2, 6k

Vergleichsspannung oy entlang der x-Achse
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Abbildung 35: Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung fiir p = 2, 6k
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a) Maple b) Postprocessing GiD

Abbildung 36: Konturplot oy fiir den Lastfall ¢ = 3,0k und p = 2, 8%

Vergleichsspannung oy entlang der x-Achse
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Abbildung 37: Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung fiir p = 2, 8%
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a) Maple b) Postprocessing GiD

Abbildung 38: Konturplot oy fiir den Lastfall ¢ = p = 3, 0k

Vergleichsspannung oy entlang der x-Achse
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Abbildung 39: Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung fiir p = 3,0k
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Man sieht, dass sich bei der Anndherung des Belastungsverhiltnisses 1 gegen 1, die
Differenz beider analytischer Losungen gegen Null wandert. Der letzte Fall entspricht
der allseitig gezogenen Scheibe unter gleicher Belastung ¢ = p = 3k. Der Wert a =
(qz_kp ) verschwindet und die Verliufe beider analytischer Losungen decken sich. Die
Hauptachsen der Ellipse a.y;, by, sind gleich dem Radius c. Die plastische Zone ist somit

ein Kreis.

Des Weiteren ist aus den Liniengraphen ersichtlich, dass die berechneten Spannungs-
punkte der FE-Berechnung auf dem korrigierten Verlauf zum Erliegen kommen. Die
numerische Losung entspricht daher einer guten Ndherungslosung und bestatigt die
Richtigkeit von Gleichung (158).

In der unten angefiihrten Tafel konnen die Halbachsen

clta)= { (13)

der Grenzellipse der einzelnen Belastungsfille ¢ = 3k zu p; fiir den Kreisradius a =
1 mm entnommen werden (vgl. [7], S. 205).

>3

3,0 | 2,8 | 2,6 | 2,4 | 2,2

aey [mm] | 2,718 | 2,844 | 2,952 | 3,042 | 3,116

beyy [mm] | 2,718 | 2,327 | 1,968 | 1,638 | 1,335
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11.4. Darstellung der Spannungskomponenten

Das Hauptziel der Diplomarbeit ist die graphische Darstellung der Spannungsverldu-
fe sowohl im plastischen als auch im elastischen Bereich entlang der Hauptachsen.
Zur Ermittlung der Spannungen im elastischen Gebiet wurden die Kolosov’schen For-
meln hergeleitet und diese nun mit Hilfe des Computeralgebrasystems Maple in ihren
Real- und Imaginarteil getrennt und aus den resultierenden drei Gleichungen die Span-
nungskomponenten o, Ty, 0y, fiir das elastische Gebiet bestimmt.

Fiir die Eingabeparameter dndert sich nur der Wert der Querdehnungszahl. Da die
Spannungsverldufe nur fiir einen Belastungsfall, ndmlich ¢ = 3%k und p = 2,4k, von
Interesse sind, wird v = 0, 35 gesetzt. Dadurch ergibt sich aus der Bedingung (11) ein
Radius von r = 3,211mm > 3,042mm = a.; und somit bleibt die Giiltigkeit der
analytischen Losung bestehen.

0.2 entlang der x-Achse

IS
£
=
g plastisch |
© elastisch
2 1 4 6 8 10 12 14 16 18 20
aeyp = 3,042mm x [mm]
oyy entlang der x-Achse
IS
E .
= $ &
2 4
g

14 16 18 20

Abbildung 40: Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung entlang der z-
Achse fiir den Belastungsfall ¢ = 3,0k und p = 2, 4k
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Abbildung (40) und (41) zeigen die Liniengraphen der gewonnenen Resultate fiir die
Spannungskomponenten. Die analytische Losung fiir den plastischen Bereich, nach
den Gleichungen (46) und (47) in Abschnitt (I), verlaufen stetig tiber die elastoplasti-
sche Schnittstelle C' in den elastischen Bereich, deren analytische Losung aus Gleichung
(157) und (158) in (I) ermittelt wurde.

Man sieht, dass die diskreten Spannungswerte der FE-Losung mit den Spannungsver-
laufen sehr gut koinzidieren. Zur Kontrolle miissen die Spannungen gegen die Grenz-
werte 04z, Oyy.., die den Belastungen p, ¢ im Unendlichen der Scheibe entsprechen,
konvergieren. Die Schubspannung 7., entlang der Abszisse und der Ordinate ist gleich
Null und daher nicht grafisch dargestellt.

0z, entlang der y-Achse

. 30f plastisch -
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5‘ 251 4 N
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Abbildung 41: Korrelation der FE-Resultate mit analytischer Losung entlang der y-
Achse fiir den Belastungsfall ¢ = 3,0k und p = 2, 4k
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