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Kurzfassung

Im Rahmen der Dissertation wird die konsequente Darstellung und durchgéngige Herleitung der 3D-
Stab-Gleichgewichts-Differentialgleichungen auf Basis von strukturierten, hierarchisch geordneten,
produktartigen Verschiebungsansétzen fiir den prismatischen Stab gezeigt.

Beziiglich der Querschnittsgeometrie werden dabei keinerlei Einschrankungen gefordert. Dies betrifft
sowohl die geometrischen Eigenschaften (Form der Querschnittsberandung und des
Querschnittsaufbaus) als auch die mechanische Modelldarstellung in Form von diinnwandigen bzw.
dickwandigen Querschnittsbeschreibungen. Es lassen sich allgemeine Verbundquerschnitte mit und ohne
nachgiebigen Verbundfugeneigenschaften zwischen den einzelnen Querschnittsteilen unterschiedlichen
Materialverhaltens beschreiben. Ein wesentlicher Punkt der Arbeit ist die einheitliche theoretische
Beschreibung des Einzelquerschnittsteilverhaltens sowie des Verbundfugenverhaltens, obwohl die
Auswirkungen auf das Gesamtstabverhalten von wesentlichen Unterschieden gepriagt sind. Das
Materialverhalten beschrankt sich innerhalb dieser Arbeit auf ,lineare Elastizitdt”“ und hat ausschlieklich
den Anforderungen der geraden Prismatizitéit zu gentigen.

Die Gleichungen werden dabei fiir den homogenen Stab-Belastungsfall gelost, d. h. Belastungszustéinde
in Form von Kréften bzw. Verschiebungen/Verdrehungen werden ausschlieflich iiber die Stabend-
Querschnitte in den Stab eingeleitet. Partikuldre Stabbelastungen in Form von im Stabinneren liegenden
Belastungszustdnden werden nicht behandelt. Als wesentlich bei der Herleitung des beschreibenden
Differentialgleichungssystems erscheint dabei, dass das Gleichgewichtsdifferentialgleichungssystem fiir
das Gesamtproblem und nicht nur fiir ausgewéhlte Einzelverformungszustinde gezeigt wird. Durch die
Einarbeitung des exakten kinematischen 3D-Verformungsverhaltens lédsst sich die Giiltigkeit der
etablierten erweiterten Biegetheorie fiir die exakte Stablosung auf den gesamten L /H-Bereich (Stablénge
zu Querschnitt) ausdehnen.

Abstract

This thesis gives a consistent description and derivation of the 3D-beam equilibrium differential equation
on the basis of structured, hierarchically ordered, product-like displacement approaches for the prismatic
beam without limitations regarding the geometry of the cross-section. This regards both, the geometric
properties (shape of cross-section boundary and layup) and the representation of the mechanical model
describing thin- or thick-walled cross-sections. The model is able to describe composite sections in
general with or without flexible joints between the single parts of the cross-section.

A substantial item of this work is the standardised theoretical description of the behaviour of the single
parts of the cross-section as well as the behaviour of the joints between these parts despite of the
fundamentally different effect on the behaviour of the beam itself. In the scope of this work, the material-
behaviour is restricted to "linear elasticity" and has only to fulfil the requirement for the beam to be of
linear prismatic nature.

The equations are solved for homogeneous beam loading conditions, i. e. loading conditions like forces
or translations/rotations are applied to the beam at its end cross-sections. Particularly beam loading, in
terms of loading situations acting within the beam, is not covered. Substantial for the derivation of the
described system of differential equations is the fact that the system of equilibrium differential equations
is completely solved and not only for selected deformation conditions. It is shown that the validity of
the modified beam-theory can be extended to the complete L /H-range (beam-length over cross-sectional
dimension) by implementation of exact 3D-kinematic deformation behaviour.
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Notation

Im Sinne einer klaren, eindeutigen und durchgéngigen Lesbarkeit dieser Arbeit werden alle verwendeten
Formelzeichen definiert. Das Bezeichnungsschema wird strikt durch die gesamte Arbeit durchgezogen.

Fiir die verwendeten Formelzeichen gelten die folgenden grundlegenden Definitionen:
- Skalare Griflen werden mit nicht fett gedruckten kleinen und grofien Buchstaben bezeichnet.
- Vektorielle Grifien und Matrizen werden mit fett gedruckten Formelzeichen bezeichnet.
- Vektoren werden durch fett gedruckte Kleinbuchstaben bezeichnet.
- Matrizen werden durch fett gedruckte Grofbuchstaben bezeichnet.

Die angefiihrten Formelzeichen werden sowohl fiir homogene als auch fiir heterogene Querschnitte
verwendet. Im Falle der heterogenen, gegliederten Querschnitte werden die Querschnittsteile durch den
Index i gekennzeichnet.

Im Folgenden werden essentielle Indexbezeichnungen wegen ihrer Wichtigkeit hervorgehoben.

,0“ bezeichnet alle mit den Starrkérperbewegungsfreiheitsgraden der Querschnittskinematik des
Querschnitts zusammenhangenden Groéfien.

- Q¥ bezeichnet alle den Relativverschiebungsfreiheitsgraden der Querschnittskinematik des
Querschnitts zugeordneten Grofsen.

- ,¥“ bezeichnet den Bezug zum Amplitudenvektor der 3D-Relativverschiebungsfelder.

- ,,L“ beschreibt den reinen Balkenverformungsszustand ohne jegliche Querschnittsverformung
des Stabquerschnitts.

- || beschreibt den echten Querschnittsverformungszustand, das heift den reinen ebenen Ver-
zerrungszustand des Stabquerschnitts.

- Alle Bezeichnungen, die sich auf einen 3D-Raumpunkt beziehen (Verschiebungen, Spannungen,
usw.), werden direkt mit dem Index ,3D* gekennzeichnet.

- 1, 2 und 3* bezeichnen die Koordinatenrichtungen des kartesischen Koordinatensystemes.
- .V bezeichnet das Volumen des Stabkorpers.

- ,,I'“ bezeichnet die Staboberflache.

- SA“und B¢ bezeichnen den Anfangsquerschnitt bzw. den Endquerschnitt.

-, M“ bezeichnet die Stabmantelfldche.

- ,MHA* bezeichnet die Materialhauptachsen.

-, U“ bezeichnet den Bezug zum Stabverformungsparameter.

- ,C* bezeichnet die Koppelterme (Nebendiagonalglieder) in Matrizen.

- ,US* bezeichnet die unstrukturierte Darstellung.
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Flache des Gesamtquerschnitts des Stabes
Flache des i-ten Querschnittsteils
Normalkraft, Biegemoment bzw. Torsionsmoment, Querkraft

Querschnittsverzerrungsinterpolationsmatrix fiir den stabachsenbezogenen
Stabverformungsparameter des Stabquerschnitts.

Verschiebungs(Verzerrungs)interpolationsmatrix fiir die
Starrkorperbewegungsfreiheitsgrade der Querschnittskinematik des Stabquerschnitts

Verzerrungsinterpolationsmatrix fiir den ,,1“-Anteil der Gesamt-Stabverzerrungsparameter
Verzerrungsinterpolationsmatrix fiir den ,,|[“~-Anteil der Gesamt-Stabverzerrungsparameter

Verschiebungsinterpolationsmatrix fiir die Starrkérperbewegungsfreiheitsgrade der
Querschnittskinematik des Stabquerschnitts fiir den ,, 1 “-Anteil

Verschiebungsinterpolationsmatrix fiir die Starrkérperbewegungsfreiheitsgrade der
Querschnittskinematik des Stabquerschnitts fiir den ,,||“-Anteil

Verzerrungsinterpolationsmatrix fiir die Relativverschiebungsfreiheitsgrade der
Querschnittskinematik

Verzerrungsinterpolationsmatrix fiir den ,,1“-Anteil der Stabverzerrungsparameter der
relativen Verschiebungsbewegungsfreiheitsgrade

Verzerrungsinterpolationsmatrix fiir den ,,||“-Anteil der Stabverzerrungsparameter der
relativen Verschiebungsbewegungsfreiheitsgrade

Querschnittsverschiebungsinterpolationsmatrix fiir die Stabverformungsparameter des
Stabquerschnitts.

Differentialoperatormatrix fiir die Stabverformungsfreiheitsgrade der Querschnittskinematik

Differentialoperatormatrix fiir die Stab-Starrkérperbewegungsfreiheitsgrade der
Querschnittskinematik

Differentialoperatormatrix fiir das gesamte 3D-Verschiebungsfeld des Stabkorpers
Differentialoperatormatrix fiir das gesamte 3D-Verschiebungsfeld des Stabkérpers
Differentialoperatormatrix fiir das Gleichgewicht in der Differentialform

Matrix der Ableitungsvorschriften fiir das Gesamtproblem

Matrix der Ableitungsvorschriften mit den Ableitungen nach den Querschnittskoordinaten
2 und 3

Matrix der Normalenvektorkomponenten fiir das Gesamtproblem

Matrix der Normalenvektorkomponenten fiir das Querschnittproblem
Selektionsmatrizen fiir einzelne Spannungskomponenten
Zusammengefasste Selektionsmatrizen fiir einzelne Spannungskomponenten

Differentialoperatormatrix mit Ableitungen nach der Stablangsrichtungskoordinate X; fiir
das 3D-Gesamt-Verschiebungsfeld fiir den ,, 1 “ Anteil

Differentialoperatormatrix mit Ableitungen nach den Querschnittskoordinate X, und Xz fiir
das 3D-Gesamt-Verschiebungsfeld fiir den ,, 1 “-Anteil

Differentialoperatormatrix mit Ableitungen nach den Querschnittskoordinate X, und Xs fiir
das 3D-Gesamt-Verschiebungsfeld fiir den ,,||“-Anteil

3D-Materialnachgiebigkeitsmatrix beziiglich des globalen Bezugssystems
3D-Materialsteifigkeitsmatrix beziiglich des globalen Bezugssystems



3D-Materialsteifigkeitsmatrix beziiglich des globalen Bezugsystems fiir den ,,1“-Anteil
3D-Materialsteifigkeitsmatrix beziiglich des globalen Bezugsystems fiir den ,,||“-Anteil

3D-Materialsteifigkeitsmatrix beziiglich des globalen Bezugssystems fiir die Koppelung des
»L“-Anteils und des ,,||“-Anteils

3D-Materialsteifigkeitsmatrix beziiglich der Material-Hauptachsenlage
3D-Materialsteifigkeitsmatrix beziiglich der Material-Hauptachsenlage
3D-Materialsteifigkeitsmatrix, fiir Materialhauptachsenlage, fiir die Normalspannungsanteile

3D-Materialsteifigkeitsmatrix beziiglich der Materialhauptachsenlage fiir die
Schubspannungsanteile

3D-Verzerrungsmatrix des ,,||[“-Anteils
Normalenvektormatrix zur Berechnung von S,,

Selektionsmatrizen fiir einzelne Spannungskomponenten (Vektor der
Oberfléchenspannungen )

zusammengefasste Selektionsmatrizen fiir einzelne Spannungskomponenten (Vektor der
Obersflachenspannungen )

Normalenvektormatrix mit den Vektoreintréagen fiir die Koordinatenrichtungen 2 und 3
Spannungskomponente des 3D-Spannungsvektors

3x3 3D-Spannungsmatrix in ihrer Urform

Drehmatrix fiir kartesische Koordinaten

Drehmatrix zur Transformation des , | ‘“~Anteils eines in seiner Materialhauptachsenlage
definierten Materials in das globale Bezugssystem

Drehmatrix zur Transformation des ,||“~Anteils eines in seiner Materialhauptachsenlage
definierten Materials in das globale Bezugssystem

Drehmatrix zur Transformation eines in Materialhauptachsenlage definierten Materials in
das globale Bezugssystem
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Differentialoperatorvektor fiir die Stab-Relativverschiebungsfreiheitsgrade der
Querschnittskinematik

stabachsenbezogener Gesamt-Stabverzerrungsparameter

stabachsenbezogener Stabverzerrungsparameter fiir die Starrkdrperbewegungsfreiheitsgrade
der Querschnittskinematik

Einheitsvektoren des gedrehten kartesischen Koordinatensystems

stabachsenbezogener Stabverzerrungsparameter fiir die Relativverschiebungsfreiheitsgrade
strukturiertes 3D-Verzerrungsfeld des Gesamtquerschnitts

strukturiertes 3D-Verzerrungsfeld des Gesamtquerschnitts

strukturiertes 3D-Verzerrungsfeld des Gesamtquerschnitts fiir den ,,1“-Anteil

strukturiertes 3D-Verzerrungsfeld des Gesamtquerschnitts fiir den ,,1“-Anteil des
stabachsenbezogenen Stabverzerrungsparameters der Starrkdrperbewegungsfreiheitsgrade
der Querschnittskinematik

strukturiertes 3D-Verzerrungsfeld des Gesamtquerschnitts fiir den ,,1“-Anteil des
stabachsenbezogenen Stabverzerrungsparameters fiir die Relativverschiebungsfreiheitsgrade

strukturiertes 3D-Verzerrungsfeld des Gesamtquerschnitts fiir den ,,||“-Anteil des
stabachsenbezogenen Stabverzerrungsparameters (Relativverschiebungsfreiheitsgrade)

strukturiertes 3D-Verzerrungsfeld des Gesamtquerschnitts fiir den ,,||“-Anteil des
stabachsenbezogenen Stabverzerrungsparameters der Starrkorperbewegungsfreiheitsgrade
der Querschnittskinematik

strukturiertes 3D-Verzerrungsfeld des Gesamtquerschnitts fiir den ,,||“-Anteil des
stabachsenbezogenen Stabverzerrungsparameters fiir die Relativverschiebungsfreiheitsgrade

3D-Gleichgewichtsgleichungen in Differentialform
3D-Randbedingungen fiir das Gleichgewicht in Differentialform

Gleichgewichtsgleichungen mit Abhéngigkeit von X; mit Zuordnung zu den u -
Verformungen

Gleichgewichtsgleichungen mit Abhéngigkeit von X; mit Zuordnung zu den ug-
Verformungen

Gleichgewichtsgleichungen (Anzahl der Gleichungen entsprechend der Anzahl der
Relativverformungsfelder) mit Abhéngigkeit von X; mit Zuordnung zu den -
Verformungsparametern

Gleichgewichtsgleichungen (Anzahl der Gleichungen entsprechend der Anzahl der
Relativverformungsfelder) mit Abhéngigkeit von X, und X3, mit Zuordnung zu den -
Verformungsparametern

3D-Volumenlast im Inneren des Stabkorpers

Volumenbelastungen im Stabinneren

Belastungsverteilung iiber den Stabquerschnitt einer Volumenbelastung im Stabinneren
Flachenbelastungen auf der Staboberfléche

Belastungsverteilung einer Flachenbelastungen auf der Oberfldche des differentiellen
Stabquerschnittselements

Festhaltekrifte aus Verschiebungsrandbedingungen

umgeordneter Pseudovektor der 3D-Spannungen
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umgeordneter 3D-Pseudospannungsvektor fiir den ,, | “-Anteil
umgeordneter 3D-Pseudospannungsvektor fiir den ,,||“~Anteil

umgeordneter 3D-Pseudospannungsvektor fiir den ,, | “-Anteil aus den
Starrkorperbewegungsfreiheitsgraden der Querschnittskinematik

umgeordneter 3D-Pseudospannungsvektor fiir den ,,||“-Anteil aus den
Starrkorperbewegungsfreiheitsgraden der Querschnittskinemaitk

umgeordneter 3D-Pseudospannungsvektor fiir den fiir den ,,1“-Anteil aus den
Relativverschiebungsfreiheitsgraden

umgeordneter 3D-Pseudospannungsvektor fiir den ,,||“~Anteil aus den
Relativverschiebungsfreiheitsgraden

3D-Spannungen aus Verschiebungsrandbedingungen

3D-Spannungsvektor in einer schrigen Schnittfliche mit dem Normalenvektor v
3D-Spannungsvektor senkrecht auf den Stabquerschnitt

Stabverformungsparameter bzw. Stabbewegungsfreitheitsgrade des Stabquerschnitts
unstrukturiertes 3D-Verschiebungsfeld des Stabkorpers

3D-Verschiebungsfeld fiir den Stabkorper zufolge der Starrkorperverschiebungsfelder iiber
den Querschnitt und den zugehorigen Amplituden der Starrkorperbewegungsfreiheitsgrade
der Stabquerschnittskinematik

Starrkorperbewegungsfreiheitsgrade der Querschnittskinematik des Stabquerschnitts

Starrkorperbewegungsfreiheitsgrade der Querschnittskinematik des Stabquerschnitts fiir den
L“-Anteil
Y

Starrkorperbewegungsfreiheitsgrade der Querschnittskinematik des Stabquerschnitts fiir den
s [“~Anteil

3D-Verschiebungskomponente eines beliebigen Punkts des Stabkorpers in X;-Richtung
(Stabléngsrichtung)

3D- Verschiebungskomponenten eines beliebigen Punkts in X5-X3-Richtung
(Stabquerschnittsebene)

3D-Verformungsvektorfeld fiir den Stabkorper zufolge der Relativverschiebungen der
Querschnittspunkte, bezogen auf das Starrkérperverschiebungsfeld

Normalenvektor einer Schnittfliche, definiert in globalen Koordinaten
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Verdrehungsfreiheitsgrad

Schubgleitwinkel

Fehlerfunktion innerhalb eines Subgebiets

beliebige zu ,g” passende Gewichtsfunktionen fiir die Formulierung des Gleichgewichts
Vektor der Wélbverformungsmuster der lokalen relativen Verschiebungsfelder

Wolbverformungsfelder fiir die Querschnittsverw6lbung (axial) des Stabquerschnitts, diese
entsprechen einer Verschiebungskomponente senkrecht zur Stabquerschnittsebene

Wolbverformungsfelder fiir die echte Querschnittsverformung des Stabquerschnitts, diese
entsprechen Verschiebungskomponenten parallel zur Querschnittsebene

Amplitudenverlauf in Stabléngsrichtung fiir das Wolbverformungsmuster W
Amplitudenverlauf in Stabléngsrichtung fiir die Belastung

gesamte Staboberfldche

Stab-Mantelflache

Integrationsgebiete mit Spannungsrandbedingungen

Integrationsgebiete mit Verschiebungsrandbedingungen

Stab- Anfangsquerschnitt

Stab-Endquerschnitt

Volumen (Raumgebiet) des Stabkorper



Begriftsdefinitionen

fur das etablierte
Stabmodell

Fiir eine prézise Definition des geraden prismatischen Stabes mit komplexem Querschnittsaufbau und
fiir den einheitlichen Sprachgebrauch werden die charakterisierenden Grundbegriffe definiert.

Diese Grundbegriffe sind der weiteren Abhandlung zugrunde gelegt und werden konsequent verwendet.

Abklinglosungen der relativen Gesamtquerschnittsverformung

Die Abklinglésungen der relativen Gesamtquerschnittsverformung sind durch eine beliebige Anzahl von
sich in Stablangsrichtung exponentiell veranderlichen 3D-Verformungsfeldern des Querschnitts definiert.
Diese Veranderlichkeit in Stabléngsrichtung ruft zusétzliche 3D-Spannungen hervor. Im Sinne der
Losung des Gleichgewichtsdifferentialgleichungssystems entsprechen diese Losungen den von Null
paarweise verschiedenen Eigenwerten. Basierend auf den abklingenden 3D-Einzelverschiebungsfeldern
tritt das exponentielle Abklingen des resultierenden 3D-Gesamtverformungsfeldes auf.

Abklingverhalten

Die von Null verschiedenen FEigenwerte aus der Losung des 3D-Gleichgewichtsdifferential-
gleichungssystems  fithren zu exponentiellen Verringerungen der Amplituden der 3D-
Einzelverschiebungsfelder.

Abklingzahlen

Die Abklingzahlen entsprechen den Eigenwerten des Eigenwertproblems, das im Rahmen der Losung des
Gleichgewichtsdifferentialgleichungssystems zu l6sen ist. Je grofer der Absolutwert einer Abklingzahl
ist, desto ausgeprégter ist das Abklingverhalten in Stabldngsrichtung. Sie treten auf Grund der
physikalischen Problemstellung immer paarweise mit positivem und negativem Vorzeichen auf.

3D-Einzelverschiebungsfeld

Ein 3D-Einzelverschiebungsfeld stellt ein einem Stab-Verformungsfreiheitsgrad eindeutig zugeordnetes
globales oder lokales 3D-Verschiebungsfeld dar.

Freifeldlésungen der 3D-Gesamtquerschnittsverformung

Freifeldlésungen sind sich ohne jegliche Normalspannungsumlagerung der primiren Normalspannungen
einstellende relative Querschnittsverformungsfelder (QS-Verwolbungen) unter konstanter Schub- bzw.
konstanter Torsionsbeanspruchung des Stabes. Bei der Losung des 3D-
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Gleichgewichtsdifferentialgleichungssystems ergeben sich die relativen Querschnittsverformungsfelder
aus den Null-Eigenwerten des FEigenwertproblems. Dadurch liegt kein Abklingverhalten in
Stablédngsrichtung vor.

3D-Gesamtverschiebungsfeld

Als 3D-Gesamtverschiebungsfeld wird die Summe der 3D-Teilverschiebungsfelder in Form des globalen
und des lokalen 3D-Teilverschiebungsfeldes verstanden.

Globales 3D-Teilverschiebungsfeld

Das globale 3D-Teilverschiebungsfeld beschreibt jenen Anteil des 3D-Gesamtverschiebungsfeldes, der
den Starrkorperbewegungen des Querschnitts eindeutig zuzuordnen ist.

Hierarchische Darstellung des 3D-Verschiebungsansatzes

Die hierarchische Darstellung des 3D-Verschiebungsansatzes beschreibt die Darstellung des relativen 3D-
Verschiebungsfeldes in Form von Stapeln an orthogonalen 3D-Einzelverschiebungsfeldern. Durch die
Linearkombination der orthogonalen 3D-Einzelverschiebungsfelder ldsst sich das relative 3D-
Teilverschiebungsfeld eindeutig darstellen.

Lokales(relatives) 3D-Teilverschiebungsfeld

Das lokale 3D-Verschiebungsfeld, oft auch als relatives 3D-Teilverschiebungsfeld bezeichnet, ist als
Differenz ~ zwischen dem gesamten 3D-Gesamtverschiebungsfeld und dem globalen 3D-
Teilverschiebungsfeld definiert. Das 3D-Teilverschiebungsfeld beschreibt die Querschnittsverwolbungen
und die echten Querschnittsverformungen.

Orthogonalitit

Die Orthogonalitdt im mechanischen Sinn bedeutet, dass Spannungen, die aus einem 3D-
Einzelverschiebungsfeld resultieren, mit den Verzerrungen eines beliebigen anderen 3D-
Einzelverschiebungsfeldes keine Arbeit verrichten.

Produktansatz

Der Produktansatz bzw. die Produktdarstellung der Ansatzfunktionen fiir die Verformungen und die
Belastungen beschreibt die strikte produktartige Trennung des Verschiebungsfeldes bzw. des
Belastungsfeldes in die beiden Anteile der Querschnitts- und der Stabachsenkoordinaten.

Querschnitt

Der Querschnitt (QS) oder Stabquerschnitt wird durch die allgemeine Kontur der
Querschnittsberandung in der Querschnittsebene begrenzt und steht im Anfangszustand stets
orthogonal auf der geraden Stabachse des prismatischen Stabes.

Querschnittsberandung

Die Querschnittsberandung ist durch ein beliebiges Polygon bzw. Polynom n-ten Grades oder durch eine
Aneinanderreihung von Polygonen bzw. Polynomen n-ten Grades in der Querschnittsebene definiert.
Querschnittsteil

Der Querschnittsteil (QST) oder der Einzel-Querschnittsteil (Einzel-QST) stellt ein zusammenhéngendes
Subgebiet des Querschnitts dar und ist als grofiter in sich geschlossener Bereich des Querschnitts mit
konstanten geometrischen und materiellen Eigenschaften definiert.

Echte Querschnittsverformung U,, U3

Die echten Querschnittsverformungen U, und Ujstellen zum Starrkorperanteil additive Verformungen
im Querschnitt zur Beschreibung des 3D-Gesamtverformungsfeldes dar. Im Rahmen der Herleitung wird
dieser Verformungsanteil mit ,parallel“ bzw. .|| bezeichnet.
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Querschnittsverwdlbung U,

Die Querschnittsverwolbung U; stellt einen zum Starrkoérperanteil additiven Verformungsanteil in
axialer Richtung zur Beschreibung 3D-Gesamtverformungszustand dar. Im Rahmen der Herleitung wird
dieser Verformungsanteil mit ,senktrecht” bzw. , |“ bezeichnet.

Stabachse

Die Stabachse (in &, X1 oder 1-Richtung) ist durch die gerade Verbindung der Querschnittsbezugspunkte
O des Stab-Anfangs-Querschnitts und des Stab-End-Querschnitts definiert.

Stabenden

Die Stabenden A (Anfang) bei X =0 und E (Ende) X =L sind durch die Anfangs- und Endpunkte der
Stabachse definiert.

Stabldnge

Die Stablénge L oder Stabachsenlénge L ist als geometrische Verbindung der geraden Stabachse zwischen
den Stabenden A und E des Stabes definiert.

Stabkérper

Der Stabkorper mit dem Stabvolumen °V ist durch den Rauminhalt des prismatischen Stabes definiert.
Der Rauminhalt ist durch das Volumen definiert, welches beim Verschieben des Stabquerschnitts
entlang der geraden Stabachse iiberstrichen wird.

Stabmantelflache

Die Stabmantelflache T'y;: 0 < X <L oder Staboberfléche ist durch den Oberflachenanteil zwischen den
Stabendquerschnitten definiert, d. h. die Stabmantelfliche Ty, ergibt sich aus der Differenz der
Staboberfliche I' und der beiden Stab-Endquerschnittsflichen T'p g. Geometrisch entsteht die
Stabmantelflache durch das Verschieben der allgemeinen Querschnittsberandung entlang der Stabachse.

Staboberflache

Die Staboberfliche I' ergibt sich aus der Summe der Stabmantelfliche Ty, des Stab-Anfangs-
Querschnitts T’y und des Stab-End-Querschnitts I'z. Sie entspricht dem Oberflichenintegral des
gesamten Stabkorpers.

Strukturierte geordnete Darstellung des 3D-Verschiebungsansatzes

Die strukturierte geordnete Darstellung des Verschiebungsansatzes bezeichnet die konsequente
Separation des klassischen Balkenverformungszustands und des Querschnittsverformungszustands
(ebener Spannungszustand). Der Balkenverformungszustand wird auf Grund der auftretenden
Verformungen senkrecht zur Querschnittsebene mit ,, 1%, der Querschnittsverformungszustand auf Grund
der Verformungen in der Querschnittsebene mit ,,||“ bezeichnet.

Zusétzlich bezeichnet die strukturierte geordnete Darstellung des 3D-Verschiebungsansatzes die
Aufspaltung des 3D-Gesamtverschiebungsfeldes in die Anteile der globalen und lokalen 3D-
Teilverschiebungsfelder.

3D-Teilverschiebungsfeld

Sowohl das globale als auch das lokale 3D-Teilverschiebungsfeld stellt einen Teil des 3D-
Gesamtverschiebungsfeldes dar. Ein 3D-Teilverschiebungsfeld besteht aus einem oder mehreren 3D-
Einzelverschiebungsfeldern. Dies gilt sowohl fiir das lokale als auch flir das globale 3D-
Teilverschiebungsfeld.



Verbundfuge

Die Verbundfuge ist ein auf linear elastischem Materialverhalten beruhender diinner Querschnittsteil,
der zwei benachbarte Querschnittsteile mechanisch (starr oder nachgiebig) koppelt. Im Sinne der
kinematischen Beschreibung ergeben sich im Vergleich zum echten Querschnittsteil keinerlei
Unterschiede.

3D-Verschiebungsansatz oder 3D-Verschiebungsfeld

Das 3D-Verschiebungsfeld beschreibt den eindeutigen umkehrbaren Zusammenhang zwischen der
Anfangsgeometrie und der verformten Momentangeometrie. Es wird im Allgemeinen als gesamtes 3D-
Verschiebungsfeld bezeichnet.
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Kapitel 1: Einleitung und Stand der Technik

1.1 Einleitung

Stabartige eindimensional ausgepréigte Bauteile stellen bei der Modellierung von realen Bauwerken die
Konstruktionselemente zur Abtragung von Lasten im konstruktiven Ingenieurbau dar (vgl.
Salzgeber, 2000, S. 1). Im Sinne der klassischen Stabtheorie haben diese in Bauteillingsrichtung
konstante geometrische Eigenschaften, d. h. es liegt die gerade Prismatizitdt vor. Auf Grund dieser
ausgezeichneten geometrischen Verhéltnisse bietet sich die Reduktion des 3D-Bauteils auf eine ideale
beliebig wahlbare Stabachse und einen darauf senkrecht stehenden beliebig geformten Querschnitt an.

Der Stab ist durch folgende ausgepriagte geometrische Eigenschaften gekennzeichnet: Die Abmessungen
des Stabquerschnitts sind im Vergleich zur Stabldnge grundsétzlich klein. Die Abmessungen im
Querschnitt sind in ihrer Gréfenordnung um eine Zehnerpotenz kleiner als die Ausdehnung in Richtung
der Stabachse. Eine detaillierte Definition des Stabes ist fiir die Bearbeitung des Themas zwingend
erforderlich, dies erfolgt unter Punkt 3. Die Stidbe im klassischen Sinn unterliegen keiner Einschrénkung
in den verwendbaren Baustoffen.

Stabartigen Bauteile werden im Weiteren mit ,,Stab“ bezeichnet. In der Literatur wird der Begriff
Stabtheorie® fiir auf Normalkraft und auf Torsion beanspruchte 1D ausgeprigte Bauteile verwendet, der
Begriff ,Balkentheorie* findet in der Regel fiir vorwiegend biegebeanspruchte Elemente Anwendung (vgl.
Schardt, 1989). In dieser Arbeit wird grundsétzlich vom ,Stab* gesprochen, nur in Ausnahmeféllen wird
der Terminus ,,Balken* auf Grund der historischen Bezeichnung und Konsistenz verwendet. In diesem
Kontext werden die Begriffe ,Stab“ und ,Balken“ gleichbedeutend verwendet und es ist keine
Unterscheidung in Abhéngigkeit der Stab-Beanspruchungen erforderlich.

Der klassische 3D-Stab (siehe Punkt 1.2) ist durch die sechs Starrkorperfreiheitsgrade im Raum
kinematisch eindeutig bestimmt. Diese sind durch die drei globalen Verschiebungen U, V und W sowie
die drei Verdrehungen 1, B> und B3 definiert. Die damit in Zusammenhang stehenden Stabbelastungen
sind durch eine Normalkraft (N), zwei transversale Querkréafte (V; und V5), zwei Biegemomente (M, und
M3) sowie ein Torsionsmoment (M) gegeben. Die Belastungen sind den oben erwéhnten
Starrkorperfreiheitsgraden in eindeutiger Weise zugeordnet. Mit diesen sechs
Verformungsfreiheitsgraden lésst sich keine 1iiber den ebenen Querschnitt hinausgehende
Verformungssituation realisieren.

Auf Grund der geometrischen Querschnittsabmessungen stellen sich trotz der geometrischen 1D-
Auspriagung des Stabes Verzerrungszustdnde mit den zugehoérigen Spannungsverldufen {iiber den
Stabquerschnitt in Abhéngigkeit der Querschnittskoordinaten X, und X3 ein.

Die bis heute verwendeten ,klassischen* Stabtheorien (Euler-Bernoulli-Balken, Timoshenko-Stab) weisen
auf Grund zahlreicher kinematischer Restriktionen eine starke Abhéngigkeit von der Stablénge auf. Auf
Grund von diesen, oft historisch bedingt, kinematischen Einschrénkungen (siehe Punkt 1.3) treten damit
zusammenhangende  Verletzungen der 3D-Gleichgewichtsgleichungen auf. Die wesentliche
Einschrankung bei den klassischen Stabtheorien betrifft nach Salzgeber (2000, S.1) die
Unverformbarkeit und die Ebenheit des Stabquerschnitts im verformten Zustand.

Auf Grund der starken Vereinfachungen, dies betrifft die Unterbindung einer sich frei einstellenden 3D-
Gesamtquerschnittsverformung unter Beanspruchung, lassen sich die 3D-Gleichgewichtsgleichungen im
Sinne des 3D-Festkorperkontinuums nicht exakt erfiillen. Dies resultiert aus der Unterbindung von real
moglichen Querschnittsverformungszustinden, die beispielsweise iiber die Bernoulli-Hypothese
impliziert werden. Wird der klassische Euler-Bernoulli-Stab betrachtet, ist klar, dass auf Grund der
fehlenden Verformungsfreiheitsgrade die Querschnittsschubverzerrungen nicht direkt bestimmt werden
konnen. Die iiber den Querschnitt aus Griinden des statischen Gleichgewichts auftretenden
Schubspannungen lassen sich erst indirekt aus dem axialen Kréfte-Gleichgewicht riickrechnen. Eine
simultane Problemlosung zur Beriicksichtigung aller 3D-Spannungskomponenten im Stab l&sst sich nicht
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realisieren. Dies gilt auch fiir das bereits verbesserte Stabmodell des schubnachgiebigen Stabes nach
Timoshenko.

Diese Einschrankungen fiihren besonders bei den folgenden Stabsituationen bei Berechnung nach der
klassischen Stabtheorie zu bemessungsrelevanten Abweichungen der Ergebnisse von den exakten 3D-
Losungen:

° Gedrungene Stdbe mit ausgeprdgt geringem Verhiltnis zwischen der Stablange und der
kleineren Querschnittsabmessung

Gedrungene Bauteile lassen sich nicht zufriedenstellend berechnen, da gerade fiir solche
Geometriebedingungen mafigebliche Abweichungen vom realen 3D-Spannungszustand des 3D-
Kontinuums auftreten. Die klassische Stabtheorie mit ihren Annahmen in der kinematischen
Beschreibung sieht keine Moglichkeit vor, etwaige auftretende Einfliisse von lokalen Randstérungen,
z. B. in Form von Einspanneffekten an den Stabenden, zu beriicksichtigen. Die sogenannten
»#Abklingeffekte* dieser lokalen Randstérungen hinein in das Stabinnere lassen sich unter keinen
Umsténden abbilden, was gerade bei sehr gedrungenen Stdben zu groffen Abweichungen im Vergleich
zur 3D-Lésung im Sinne der 3D-Festkorpermechanik fiihrt.

° Mehrteilige Querschnitte aus schubweichen Einzelquerschnittsteilen

Im konstruktiven Ingenieurwesen kommen vermehrt Stdbe mit monosymmetrisch geschichtetem
Querschnittsaufbau und einer 2D-Kinematik zum Einsatz. In der Vergangenheit wurden zur Berechnung
dieser schubweichen Querschnitte zahlreiche approximative Berechnungsverfahren entwickelt, z. B.:

- Schubanalogie von Kreuzinger (1999)
- Modifizierte elastische Verbundtheorie von Blass & Gérlacher (2002)

- Mehrschichtenmodell basierend auf gekoppelten schubnachgiebigen Einzelschichten nach
Reddy (2004) beziehungsweise Guggenberger & Moosbrugger (2006)

Diese Verfahren wurden in der Vergangenheit in verschiedenen Arbeiten untereinander verglichen. Eine
Gegeniiberstellung mit einer exakten Stablésung im Sinne der 3D-Festkorper-Mechanik ist bis dato nicht
bekannt.

° Mehrteilige Querschnitte mit elastisch nachgiebig verbundenen Querschnittsteilen

Schubnachgiebige Verbundfugen beeinflussen das Abklingverhalten von Randstérungen in das
Stabinnere. Mit zunehmender Nachgiebigkeit der Verbundfugen klingen Randstérungen in deutlich
geringerem Maft ab und pflanzen sich dadurch weiter in das Stabinnere fort. Der Einfluss von
nachgiebigen Verbundfugen wurde von Pischl (1966) bearbeitet.

° Lokale diskrete Anderungen des Stabquerschnitts in Stabldngsrichtung

Neben dem ,Stab* als ,Einzelbauteil kommen zur Modellierung von 3D-Tragstrukturen
(Raumfachwerke, Trégerroste, etc.) auch die sogenannten ,Stabsysteme” zum FEinsatz, wobei die
einzelnen Stdbe untereinander in sogenannten Knotenpunkten kinematisch gekoppelt sind (vgl.
Salzgeber, 2000, S. 2). Auf die Beschreibung der kinematischen Koppelung wird an dieser Stelle trotz
ihrer Wichtigkeit nicht im Detail eingegangen.

Zu den Inkontinuitdten in Form von lokalen diskreten Querschnittsinderungen zdhlen beispielsweise
Durchbriiche und Ausklinkungen in hohen wandartigen Tragern sowie Dickenspriinge bei Gurtlamellen
in Stahlprofilen.

Alle diese lokalen Storungen fithren zu einer in das Stabinnere hinein abklingenden Beeinflussung des
globalen Spannungszustands, die mit klassischen Stabtheorien nicht beschrieben werden kénnen.
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Um in Zukunft exakte 3D-Losungen fiir 3D-Stébe mit komplexem Stabquerschnitt und verallgemeinerter
2D-Querschnittskinematik berechnen zu koénnen, ist die Herleitung der exakten 3D-Grundgleichungen
fir den 3D-Stab erforderlich.

Um die Abhéngigkeit des Stabverhaltens von der Stabldnge zu eliminieren, ist die Erfiillung der 3D-
Gleichgewichtsgleichungen an jeder Stelle des Stabquerschnitts entlang der gesamten Stabldnge
zwingend erforderlich, d. h. der Stab hat dem exakten 3D-Kontinuumsverhalten ohne jegliche Abstriche
zu entsprechen.

Um diese Ungereimtheiten auszuschliefsen, sind in der Vergangenheit erweiterte, iiber die klassischen
Stabtheorien hinausgehende, Berechnungsmodelle entwickelt worden. Alle erweiterten Stabtheorien
beruhen auf der erweiterten und der verbesserten Darstellung der Querschnittskinematik, die
sogenannten Querschnittsverwolbungen/Querschnittsverformungen sind als zusétzliche Freiheitsgrade
(DOF) etabliert worden (vgl. Salzgeber, 2000, S. 2). Diese Vorgehensweise hat sich in den Anfingen
prioritar auf die Verbesserung von ausgewahlten Verformungszustinden, wie z. B. die Wélbkrafttorsion,
beschrankt.

Um diese Ungereimtheiten im 3D-Spannungszustand korrigieren zu koénnen, wurden auf den
Wolbfunktionen aufbauende Korrekturfunktionen fiir die Schub- und Torsionsbeanspruchung
verwendet, diese sind auch als Schubkorrekturfaktoren bekannt (vgl. Cowper, 1966).

FEinen Sprung in der Verbesserung der zugrunde gelegten Querschnittskinematik vollzieht
Schardt (1966) mit der Veroffentlichung seiner erweiterten Stabtheorie. Dabei wird die
Starrkorperkinematik um weitere Querschnittsverwolbungen und davon abhingige
Querschnittsverformungen erweitert, mit deren Hilfe die 3D-Gleichgewichtsgleichungen mit einer
bedeutenden Qualitdtsverbesserungen erfiillt werden koénnen.

Im Weiteren wird der Stand der Technik und des Wissens zum Thema des klassischen und des
kinematisch erweiterten Stabes angefilhrt. Ausgewéhlte Literaturstellen werden in diesem
Zusammenhang erwahnt.
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In der Vergangenheit sind zahlreiche Berechnungstheorien fiir die Berechnung von prismatischen 1D
ausgepragten Stdben mit beliebigen, geometrisch kompakten sowie diinnwandigen Querschnittsformen
mit allgemeiner Querschnittsberandung entwickelt worden, wobei der Fokus auf die kinematische und
materielle Beschreibung gerichtet war. Die historisch entwickelten Stabtheorien weisen bedingt durch
restriktive  kinematische und materielle FEinschrénkungen grobe Verletzungen der 3D-
Gleichgewichtsgleichungen auf. Stellvertretend konnen in diesem Zusammenhang die folgenden
Stabtheorien festgehalten werden, wobei die erwdhnten Einschrénkungen grofiteils die kinematischen
Annahmen betreffen:

e Die klassische technische Stabtheorien fiir den prismatischen Stab:

- Euler-Bernoulli-Balken: Der Querschnitt steht stets senkrecht auf die Stabachse, dies gilt auch
im Falle der Verformung der Stabachse. Im verformten Zustand bleibt der Querschnitt stets
eben. Etwaige auftretende Querschnittsdeformationen sind per Definition ausdriicklich unter-
bunden.

- Timoshenko-Balken: Der Querschnitt bleibt eben, steht im Falle einer allgemeinen Stabachsen-
verformung aber nicht mehr zwingend senkrecht auf diese.

- Torsionstheorien fiir die St. Venant’sche Torsion und Wolbkrafttorsion von prismatischen Sta-
ben.

e Die verallgemeinerte Biegetheorie flir diinnwandige  Querschnitte mit  erweiterter
Querschnittskinematik in Form von Querschnittsverwolbungen und davon abhingigen
Querschnittsverformungen nach Schardt (1966).

e Die allgemeine technische Faltwerkstheorie mit unabhéngigen Verwdélbungen und unabhéngigen
Querschnittsverformungen nach Wlassow (1964) und Sedlacek (1971).

Die Namen in der Entwicklungsgeschichte der iiber die klassischen Stabtheorien hinaus gehenden oben
genannten Berechnungstheorien sind: Wlassow, Fliigge, Bornscheuer, Schardt, Sedlacek, Roik, Davies
und andere. Die grundlegenden Arbeiten sind Mitte des 20. Jhdts. entstanden. Alle diese Arbeiten
befassen sich mit der Erweiterung der klassischen Stabtheorie zur Berechnung von Stében unter
Vermeidung der oben genannten Verletzung der 3D-Gleichgewichtsgleichungen.

Neben den historischen Arbeiten befassen sich auch jingere Arbeiten mit dem Thema der
restriktionslosen Formulierung der 3D-Gleichgewichtsdifferentialgleichungen fiir den prismatischen
Stab. Ein Grofiteil der Arbeiten zeigt leider nicht die erforderliche fundamentale, strukturierte,
konsequente, simultane und einheitliche Herleitung und Darstellung der 3D-Gleichgewichtsgleichungen
fiir alle interagierenden Verformungszusténde.

Die Tatsache, dass in beinahe allen Verdffentlichungen zu diesem Thema keine durchgehende kompakte
Gesamtdarstellung der Stabformulierung mit der gemeinsamen Betrachtung aller sechs
Verformungszustinden vorzufinden ist, soll Anlass sein, eine einheitlich und durchgéingig formulierte
Darstellung der erweiterten Stabtheorie ohne Restriktionen zu erarbeiten.

Die einheitliche Darstellung aller sechs Stabverformungszustinde in systematischer {ibereinstimmender
Vorgangsweise sowie die gemeinsame analytisch geschlossene simultane Losung des resultierenden 3D-
Gleichgewichtsdifferentialgleichungssystems n-ter Ordnung ist Inhalt dieser Arbeit.

Im Vergleich zur klassischen FE-Berechnung von kompakten und diinnwandigen Querschnitten soll die
dargestellte Berechnungsmethode durch die analytische Losung der 3D-
Gleichgewichtsdifferentialgleichungen in Stabldngsrichtung eine Reduktion des Rechenaufwandes bei
gleichzeitiger deutlicher Verbesserung der Qualitidt der Ergebnisse mit sich bringen.
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Auf Grund der Erfiillung der 3D-Gleichgewichtsgleichungen, basierend auf einer vollstdndig formulierten
3D-Kinematik ohne kinematische Einschrankungen, ist die Erfiillung aller Querschnittsrandbedingungen
ohne Einfithrung der bekannten Korrekturfaktoren fiir die Schub- und Torsionsbeanspruchung moglich.

Es erscheint wichtig, festzuhalten, dass es sich trotz der beschriebenen Allgemeinheit der 3D-
Gleichgewichtsdifferentialgleichungen um ein Stabmodell, unter Ausnutzung aller in diesem Kontext
vorhandenen Vorteile, handelt.

Mit dem neu etablierten Stabmodell auf Basis der exakten 2D-Querschnittskinematik kénnen die oben
erwiahnten Schwachstellen der klassischen Stabtheorien ausgemerzt werden. Dadurch lassen sich die
oben erwidhnten Effekte exakt beschreiben, diese sind:

- gedrungene Stdbe mit ausgeprigt geringem Verhéltnis zwischen der Stabldnge und der kleine-
ren Querschnittsabmessung,

- mehrteilige Querschnitte aus schubweichen Einzelquerschnittsteilen,
- mehrteilige Querschnitte mit elastisch nachgiebig verbundenen Querschnittsteilen und

- lokale diskrete Anderungen des Stabquerschnitts in Stabldngsrichtung.
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1.3.1 Grundlagen und Historie zu den klassischen technischen Biegetheorien

Die kinematische Beschreibung der klassischen technischen Biegetheorie (KBT) fiir den Stab mit 3D-
Kinematik wird durch drei Querschnittsverdrehungen (Querschnittsrotationen um die drei
Koordinatenachsen) und durch drei Querschnittsverschiebungen in Richtung der drei
Koordinatenrichtungen beschrieben, wie Pilkey & Wunderlich (1994) und Guggenberger (2008)
detailliert erldutert haben. Basierend auf diesen sechs Bewegungsfreiheitsgraden des Stabquerschnitts
sind die Anteile der Stabldngung, der Stabtorsion nach St. Venant sowie die zwei Querkraftbiegungen
(zwei Querkrifte und zwei Biegemomente) bestimmt (siehe Bogensperger, 2000, S. 5). Diese Art der
Darstellung der Querschnittskinematik zieht in bekannter Weise Einschréinkungen in der Allgemeinheit
der Darstellung der Querschnittsverformung nach sich. Unter Einschrinkung werden dabei das
Ebenbleiben des Stabquerschnitts — es sind keine Querschnittsverwolbungen in Stablédngsrichtung
moglich — sowie die Unverformbarkeit des Stabquerschnitts in seiner Querschnittsebene — keine echten
Querschnittsverformungen — an jeder Stelle des Stabes in Stabldngsrichtung verstanden. Diese
Einschrankungen der Querschnittskinematik werden durch die FEuler-Bernoulli-Hypothesen, siehe
Szabo (1987, S. 363 ff), direkt impliziert. Auf Grund der im Vergleich zur echten allgemeinen 3D-
Kinematik — im Sinne der 3D-Festkérpermechanik — eingeschrinkten 3D-Stab-Kinematik des klassischen
Biegestabes ergeben sich Unzulédnglichkeiten bei der Erfiilllung der 3D-Gleichgewichtsgleichungen an
jeder Stelle innerhalb des Stabquerschnitts. Zudem ergeben sich in Stablangsrichtung auf Grund der
zugrunde liegenden Stabkinematik Einschrénkungen des Giiltigkeitsbereiches fiir die Anwendung der
klassischen Stabtheorie in der praktischen Umsetzung im Rahmen von Bauteilbemessungen. Die
Einschrankungen der klassischen Stabtheorie durch die direkte Stablingenabhéngigkeit sind vor allem
fiir kurze gedrungene Stabe von Bedeutung.

Weitere Einschrankungen sind in Form der definierten Prismatizitdt des Stabes und durch das
Erhaltenbleiben des Querschnitts bei einer globalen Stabverformung unter allgemeiner Belastung
gegeben.

In der Vergangenheit wurden die auftretenden Spannungs- und Verformungsinkompatibilititen in
unabhéngiger Weise fiir die einzelnen Einheitsverformungszustinde (Schub, Torsion) durch verschiedene
Korrekturmafnahmen behoben. Beispiele fiir diese Korrekturmafnahmen an der Kklassischen
Biegetheorie sind

- durch den ,Schubkorrekturfaktor oder ,shear coefficient® zur Korrektur des aus der
eingeschrinkten Stabkinematik resultierenden verletzten Schubspannungsgleichgewichts an den
freien Staboberflachen fiir Schubspannungen zufolge der zwei Querkraftbiegungen und

- durch die Korrektur des Torsionsverhaltens infolge der auftretenden Normalspannungseffekte
bei Torsionsbeanspruchung mit axialer Verformungsbehinderung gedrungener Stédbe in Form
der Waolbkrafttorsion gegeben.

Die grundlegenden Arbeiten zur Korrektur der Spannungs-Gleichgewichtsinkompatibilitdten an den
freien Staboberflichen in Form des sogenannten ,Schubkorrekturfaktors® wurden in allgemeiner Form
von Timoshenko & Goodier (1970), Cowper (1966) und anderen im 20. Jhdt. veroffentlicht.

Die grundlegenden Arbeiten im Bereich der Wolbkrafttorsion wurden unter anderem von Wagner (1929)
bedeutend gepréigt. Ein weitere Name ist dabei Wlassow (1958, 1964 und 1965), der sich wie
Bornscheuer (1952) eingehend mit der Aufbereitung der Wolbkrafttorsion fiir prismatische Stébe
beschiéftigte. Die Erweiterung der Wolbkrafttorsion um die Einfliisse aus den Schubverzerrungen, in
Anlehnung an die Vorgehensweise beim Querschubproblem, wurde von Heilig (1961b) vollzogen (vgl.
Bogensperger, 2000 S. 5).



Kapitel 1: Einleitung und Stand der Technik

Eine umfassende Arbeit zur geschichtlichen Entwicklung der klassischen Biege- bzw. Balkentheorie
wurde von Szabo (1987) verfasst. Eine Wiederholung erscheint nicht sinnvoll, da Szabo in einer Arbeit
von bedeutender Qualitdt alle Eckpunkte der klassischen Biegetheorie dargelegt hat. Die Namen der
Historie der klassischen Biegetheorie werden der Vollstédndigkeit halber angefithrt und um die Namen
fiir die allgemeine Behandlung des Torsionsproblems ergénzt. Die folgende Zusammenstellung basiert auf
Szabo (1987) und Koschade & Hupe (2000-2006):

G. Galilei (1564 - 1642) beschéftigte sich eingehend mit dem Reifen und Brechen von
Tragwerken. Er legt filschlicherweise die neutrale Faser des Querschnitts an der
Stabunterkante fest und geht von der konstanten Spannungsverteilung iiber den QS aus. Er
erkennt bereits den nicht proportionalen Zusammenhang des Widerstandes mit der QS-Hdohe.
R. Hook (1635 - 1703) prégt den Begriff des elastischen Korpers und erkennt die
Proportionalitiat zwischen Dehnung und Spannung und spricht indirekt bereits von einer
neutralen Faser.

E. Mariotte (1620 - 1684) prégt den Begriff der neutralen Faser und beriicksichtigt die
Elastizitét der Fasern in Form eines linearen Gesetzes {iber den gesamten Querschnitt.

J. Bernoulli (1654 - 1705) beschiéftigt sich mit der Konstruktion der elastischen Biegelinie und
spricht indirekt von der ihm heute zugesprochenen Hypothese des ,eben bleibenden
Querschnitts* und der Proportionalitdt zwischen Stabkriimmung und Biegemoment.

A. Parent (1666 - 1716) erkennt als Erster die Gleichgewichtsgleichungen fiir die Normal- und
Schubspannungen.

L.Euler (1707 - 1783) beschéftigt sich mit der elastischen Biegelinie von Stdben mit
mathematischem Zugang.

C. A. Coulomb (1736 - 1806) formuliert die drei Gleichgewichtsgleichungen in Form von
Spannungsintegralen.

C. L. M. H. Navier (1785 - 1836) trennt die Querschnittskennwerte von den Materialkennwerten
und formuliert die bis heute in Verwendung befindliche Differentialgleichung des Balkens.

S. P Timoshenko (1878 - 1972) erweitert die Balkentheorie um die Querschnittsverdrehung,
d. h. der Querschnitt steht per Definition nicht mehr senkrecht auf die Stabachse.

J. C. St. Venant (1797 - 1886) ergénzt die Balkentheorie um die freie unbehinderte Torsion.
R. Bredt (1842 - 1900) beschéftigt sich mit der Torsion von diinnwandigen geschlossenen
Profile.

H. Wagner beschiftigt sich mit der Einbettung der Wolbkrafttorsion fiir nicht wdlbfreie
Querschnittstypen, sieche Wagner (1929).

F.W. Bornscheuer beschreibt den Biege- und Verdrehvorgang und verwendet dabei eine
systematische Bezeichnung fiir alle Querschnittsintegrale, siehe Bornscheuer (1952). Diese Art
der Schreibweise und Darstellung liegt auch dieser Arbeit zugrunde.

G.R. Cowper befasst sich eingehend mit der Bestimmung der Schubkorrekturfaktoren fiir
rechteckige Querschnitte, siehe Cowper (1966).

R. Heilig beschéftigt sich mit dem Schubmittelpunkt sowie dem Abklingverhalten von
Randstorungen hinein in das Stabinnere, siehe Heilig (1961b).

C. Weber, A. Eggenschwyler und R. Mailllart beschreiben erstmals vollstdndig den
Zusammenhang vom Drillruhepunkt im Falle der Torsionsbeanspruchung und dem
Schubmittelpunkt bei der Schubbeanspruchung (Schardt, 1989, S. 2).



1.3 Stand der Technik und des Wissens

1.3.2 Orthogonalisierung der einzelnen Stabverformungszustinde

In der Vergangenheit wurden die einzelnen Verformungszustinde der Stabbeanspruchungen unter der
Voraussetzung der orthogonalen Eigenschaften grofiteils getrennt voneinander untersucht, wodurch eine
einheitlich geschlossene Darstellung des Verhaltens des Biegestabes in zufriedenstellender Weise fehlt.
Auf die Eigenschaft der Orthogonalitdt wird an spéterer Stelle noch detailliert eingegangen, hier sei
angemerkt, dass bei einer Stabbelastung in ausgewé#hlten Punkten des Stabquerschnitts (Normalkraft im
Schwerpunkt, Biegemomente beziiglich der zwei Biegehauptachsen, Querkréfte im Schubmittelpunkt
und das Torsionsmoment im Drillruhepunkt) ausschliefslich die zugehorigen Stab-Verformungsgrofen
auftreten. Um Einzelverformungszustinde des Stabes getrennt betrachten zu konnen, ist die vollige
entkoppelte Darstellung durch die Orthogonalisierung erforderlich.

1.3.3 Weiterentwicklung der klassischen Stabtheorie

Neben der klassischen Stabtheorie sind im letzten Jahrhundert zahlreiche ‘Berechnungstheorien fiir
prismatische Strukturen entstanden, Schardt (1989) gibt dazu den folgenden Uberblick:

Tragwerk Vorgang Beschreibung Verfahren
Stdbe Langung gew. DGL 2.0rd. alle Verfahren
Balken Biegung gew. DGL 4.0rd. der
Drillung Stabstatik
Scheiben — Airy z.B. Energie-,
Platten Biegung Kirchhoff Differenzen-
part. DGL 4.0rd. verfahren, FEM
prismatische | Membran- Systeme z.B. Energie-
Schalen Biegetheorie part. DGLn Differenzen-
verfahren, FEM
prismatische Wlassow lineare
Faltwerke Grundverwolbungen | Gleichungssysteme
Kantenschube

Abb.1.1:  Finteilung prismatischer Tragwerke nach Schardt (1989, S. 4)

Im Folgenden werden die Grundlagenarbeiten fiir diese Arbeit im Uberblick dargelegt.

1.3.4 Wichtige Verodffentlichungen in Zusammenhang mit dieser Arbeit

1.3.4.1 Arbeit von Bornscheuer (1952)

Bornscheuer (1952) beschreibt in ,Systematische Darstellung des Biege- und Verdrehvorganges®* eine
umfassende und einheitliche Darstellung des Biegestabverhaltens. Er verweist auf die Wichtigkeit der
einheitlichen Darstellung der Starrkorperanteile der Querschnittskinematik sowie der zusétzlichen
Relativverformungsfelder. Die einheitliche Darstellung zeigt er mit Fokus auf offene diinnwandige
Querschnittsgeometrien. Geschlossene diinnwandige Querschnitte lassen sich in einfacher Form nur
ndherungsweise abbilden, was wegen der untergeordneten Wichtigkeit der Wdolbkrafttorsion bei
geschlossenen Querschnitten grundséatzlich vertretbar ist.

Die Herleitung der Grundgleichungen fiir die reine Biegebeanspruchung unterliegt der Bernoulli
Hypothese. Das Ebenbleiben des Querschnitts gilt fiir die reine Torsionsverdrehung nicht. Hier tritt der
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Querschnitt flir nicht wolbfreie Querschnitte in axialer Richtung aus seiner Ebene heraus und bildet
dadurch die sogenannte ,,Wolbfunktion aus. Fiir den Verdrehvorgang wurden ausschlieflich primére
Schubspannungen beriicksichtigt. Die Membranschubverzerrungen des diinnwandigen offenen
Querschnitts sind identisch Null gesetzt.

Bornscheuer betrachtet ausschlieflich Verwo6lbungen zufolge der reinen Querschnittsverdrehung, seiner
Meinung nach seien die Verwolbungen zufolge Querkriften vernachldssigbar klein  (vgl.
Bornscheuer, 1952, S. 2).

Bornscheuer verwendet im Hinblick auf die Losung des Gleichungssystems in seinen Herleitungen bereits
den auch dieser Arbeit zugrunde liegenden Produktansatz des Verschiebungsansatzes (vgl.
Bornscheuer, 1952, S. 4).

Die systematische Bezeichnung der Querschnittskenngrofen — Flachenintegrale nullter bis zweiter
Ordnung — ist besonders hervorzuheben. Diese systematische Bezeichnung dient vielen nachfolgenden
Arbeiten als Grundlage und wird auch in dieser Arbeit verwendet.

Bornscheuer definiert den Vorgang des Orthogonalisierens wie folgt: ,,Unter Normieren der
Grundkoordinaten verstehen wir geeignetes Verschieben und Verdrehen der Horizonte des beliebig
angenommenen  Grundkoordinatensystems  zur  Erlangung  ausgezeichneter = Koordinaten®
(Bornscheuer, 1952, S. 4).

Die Normierung erfolgt dabei in zwei Schritten:
- Verwendung des Schwerpunkts und des Drillruhepunkts als Querschnitt-Bezugspunkte

- Verwendung der Biegehauptachsen als Bezugskoordinatensystem
Iw
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Bild 5. Darstellung der Flicdhienintegrale im Bild 10. Darstellung der Flidien-
Grund-Koordinatensystem, integrale im Haupt-Koordinatensysiem.

Abb.1.2:  Grafische Darstellung der Querschnittskennwerte im Koordinatensystem: (li) Darstellung mit
Bezug auf ein wahllos definiertes Grundsystem, (re) Darstellung mit Bezug auf das Biege-
hauptachsensystem, siehe Bornscheuer (1952).

Diese Art der schematischen Darstellung der Querschnittskennwerte wurde auch von
Pilkey & Wunderlich (1994) verwendet.

In Salzgeber (2000, S. 47) ist diese Art der systematischen Darstellung der Querschnittskennwerte um
die Querschnittsverwolbungen erweitert worden.
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1.3.4.2 Arbeiten von Gruttmann & Wagner (2001)

Gruttmann beschéftigt sich mit der Darstellung der St. Venant’schen Torsion fiir prismatische Stédbe
mit beliebigem Querschnitt ohne &uffere Wolbbehinderung. Dies gilt fiir kompakte wie auch fiir
diinnwandige offene und geschlossene Profile. Die Betrachtung eines elasto-plastischen Materials fiihrt
zur Bestimmung des vollplastischen Torsionsmoments.

In Gruttmann & Wagner (2001) beschéftigt sich Gruttmann detailliert mit der Bestimmung der
Querkraftschubspannungen fiir diinnwandige offene und geschlossene Querschnitte mit konstanten
Querkriften in Stabléngsrichtung. Er erweitert dabei die klassische Stabkinematik (Bernoulli-Hypothese
und Formtreue der Querschnittsgeometrie) um die axialen Querschnittsverwolbungsanteile und 16st das
Querschnittproblem mit Hilfe einer Querschnittsdiskretisierung mit linearen FElementen. Diese
Vorgangsweise fiihrt zu einer gewdhnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten fiir das Querschnittproblem.

Im Zusammenhang mit dieser Arbeit stehen die elastischen Berechnungen der Verwolbungsfunktionen
und die Bestimmung der Schubspannungszusténde fiir die konstante Verdrillung.

Die von Gruttmann erwdhnten Einheitszusténde fiir die konstanten Querkréfte und fiir das konstante
Torsionsmoment werden im Rahmen dieser Arbeit in Form der Freifeldlosungen in Erscheinung treten.

1.3.4.3 Arbeit von Weber (1926)

Weber (1926) beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Querkraftmittelpunkt und dem Drehpunkt.
Er erkennt, dass der Drehpunkt — in anderer Literatur auch als die natiirliche Drehachse bezeichnet —
und der Querkraftmittelpunkt bzw. der Schubmittelpunkt in ihrer Lage identisch sind. Er zeigt
argumentativ diesen Zusammenhang und verweist auf die Moglichkeit zur Herleitung dieses
Zusammenhangs aus den beschreibenden Gleichungen beider Probleme, der Querkraftschub- und der
Torsionsbeanspruchung.
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1.3.5 Grundlagen der verallgemeinerten Biegetheorie

Um die Unzulénglichkeiten in der Erfiillung der 3D-Gleichgewichtsgleichungen zu beheben, wurden in
der Vergangenheit Berechnungstheorien entwickelt, die nicht mehr den oben genannten restriktiven
Einschrénkungen (z. B. Ebenbleiben des Querschnitts, Unverformbarkeit des Stabquerschnitts)
unterliegen. Fiir den prismatischen Stab lassen sich sédmtliche bei der klassischen Biegetheorie
getroffenen Annahmen eliminieren und somit Balkengleichungen ohne Einschrankungen in der
Kinematik und der Kinetik herleiten (vgl. Schardt, 1989).

Dabei wurden Losungsmethoden fiir Stdbe mit diinnwandigen Querschnitten mit entkoppelten
Einheitsverformungszustdnden beschrieben. Bei der verallgemeinerten Stabtheorie werden beziiglich der
oben erwéhnten sechs Starrkorper-Verformungsfreiheitsgrade zusétzliche ,Relativverschiebungsmuster®
zur Beschreibung der exakten 3D-Kinematik des Stabquerschnitts definiert. Durch die Einfithrung dieser
relativen Verformungsfelder lassen sich die 3D-Gleichgewichtsgleichungen an jeder Stelle des
Querschnitts exakt erfiillen. Diese Relativverformungsfelder beschreiben sowohl die

- echten Querschnittsverformungen (Querkontraktionseffekte bei Normalspannungsbeanspru-
chung), sowie

- die axialen Querschnittsverwolbungen des Stabquerschnitts (diese fithren unter Beanspruchung
des Stabes zu einem nicht mehr ebenen Stabquerschnitt).

Die Verformungsfelder treten in Abhéngigkeit des zugrunde gelegten Materialverhaltens (linear
elastische Isotropie bzw. Orthotropie des 3D-Materials) in gekoppelter bzw. entkoppelter Form auf.

Altenbach hat fiir die verallgemeinerte Balkentheorie eine detaillierte Abhandlung {iber die
verschiedenen  Berechnungstheorien  verfasst.  Altenbach (1986) gibt die  verschiedenen
Berechnungstheorien ausgehend von der allgemeinen Darstellung der Gleichgewichtsgleichungen wieder.
Den Herleitungen der verschiedenen Stabmodelle liegt dabei die lineare Elastizitatstheorie mit isotropem
Materialverhalten zugrunde. Die Grundgleichungen werden dabei fiir den beliebigen diinnwandigen
Querschnitt mit prismatischer Stabachse hergeleitet, wobei die Schubverzerrungen in den jeweiligen
Einzelelementen beriicksichtigt werden.

1.3.6 Historische Entwicklung der verallgemeinerten Biegetheorie (VBT, GBT)

Es folgt ein Uberblick {iber die im letzten halben Jahrhundert entstandenen Arbeiten zum Thema der
verallgemeinerten Biegetheorie (VBT). Gleichbedeutend ist der englische Ausdruck ,Generalised Beam
Theory (GBT)* verwendbar. Als Begriinder dieser verallgemeinerten Biegetheorie ist Richard Schardt
zu nennen, er nennt diese jedoch ,Balkentheorie“. Die Grundlagenarbeit fiir die verallgemeinerte
Biegetheorie sowie die darauf aufbauenden und weiterfithrenden Arbeiten mit deren Annahmen und
Grundsétzen werden im Weiteren dargelegt.

1.3.6.1 Arbeiten von Schardt (1966, 1989)

Schardt zeigt durch die einheitliche Darstellung eine weitgehende Affinitdt in der Darstellung aller
Verformungszustéinde fiir den 3D-Balken mit diinnwandigem offenen Querschnitt und sieht somit von
einer getrennten entkoppelten Behandlung der Einzelverformungszustédnde konsequent ab. Dies betrifft
die Querkraftbiegung und die Torsionsbeanspruchung.
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Grundlagen fiir die verallgemeinerte Biegetheorie

Schardt (1989, S. 50 ff) verwendet folgende Grundlagen fiir seine verallgemeinerte Biegetheorie:

- Die diinnwandigen Querschnitte sind von einfacher zusammenhéngender offener Form. Ge-
schlossene und verzweigte Querschnittsformen waren in den historischen Anfingen der VBT
nicht Teil der Betrachtungen.

- Der Querschnitt besteht aus N Querschnittsteilen, die ihrerseits eine konstante Elementdicke t
aufweisen. Fiir die N Querschnittsteile ergeben sich N+1 Querschnittsknoten.

- Angrenzende Querschnittsteile sind in den Querschnittsknoten biegesteif gekoppelt.
- Die Herleitung beschriankt sich auf lineare Elastizitét, es gilt das erweiterte Hook’sche Gesetz.

- Den Einzelsegmenten des diinnwandigen Querschnitts liegt die Kinematik der Kirchhoff’schen
Platte zugrunde, d. h. es sind keine Schubverzerrungen in Segmentdickenrichtung moglich.

- Die Querschnittsverformungen (Querschnittskontur bleibt bei Beanspruchung nicht erhalten)
héngen  direkt —mit der axialen  Querschnittsverwolbung  zusammen (vel.
Bogensperger, 2000, S. 119).

- Die Umfangsdehnungen sind zugelassen, werden aber in der Verformungsberechnung nicht be-
riicksichtigt. Sie definieren sich ausschliefslich iiber den Querkontraktionseffekt aus den axialen
Normalspannungen.

- Es liegt ein einachsiger Spannungszustand fiir die Langsnormalspannungen vor.

- Die Membranschubverzerrungen sind identisch Null, die Querschnittsschubspannungen lassen
sich auf Grund der unterdriickten Membranschubverzerrungen somit nur aus dem lokalen axi-
alen Stablédngsgleichgewicht riickrechnen.

- Lasten werden iiber Querschnittsknoten im Querschnittsinneren in den Querschnitt eingeleitet.
Definition des Begriffes der ,,W6lbfunktion®

Der Begriff Wolbfunktion kann universell fiir alle Verformungsvorginge verwendet werden, dies gilt fiir
die Starrkorperanteile der Querschnittskinematik wie auch fiir die Relativverschiebungsanteile der
Querschnittskinematik (vgl. Schardt, 1989, S. 11).

Schardt bezeichnet die axialen Querschnittsverschiebungen als Verwdlbungen bzw. als
Einheitsverwolbung, dies betrifft nicht nur die Starrkorperanteile der QS-Kinematik sondern auch die
Relativverformungsfelder. Diese ergeben sich eindeutig in Abhéngigkeit der Querschnittsgeometrie unter
Berticksichtigung des materiellen Querschnittsaufbaus.

Die Wolbfunktion hat als axiales Querschnittsverformungsfeld stets die Dimension der Lange.

Die Anzahl der Wolbfunktionen héngt von der Anzahl der Stiitzstellen der Querschnittsdiskretisierung
und der Anzahl der Orthogonalisierungsbedingungen ab.

Schardt verwendet in seinen Abhandlungen bereits die fiir die anschauliche analytische Losung des
Differentialgleichungssystems erforderliche Produktdarstellung des Verschiebungsansatzes in Form von
f(X,, X3) - f(X;) (vgl. Schardt, 1989, S. 8). Auf Grund der Produktdarstellung und der Tatsache, dass
sich die Léngsspannungen aus der Ableitung nach der Stablédngskoordinate ergeben, liegt eine Affinitét
zwischen der Verwolbung und der Wolbnormalspannung vor.

In Schardt (1989) ist ein Rezept fiir die Bestimmung der Wolbfunktionen und der zugehorigen
Querschnittsverformungsfelder angegeben. Auf Grund der Orthogonalitéit der Einzelzustdnde lassen sich
die zusétzlichen Woélbfunktionen direkt aus den entkoppelten Differentialgleichungen bestimmen.
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WodlbschnittgroRen

Fiar die zusétzlich eingefiihrten  Einheitsverschiebungszustdnde ergeben sich aus den
Gleichgewichtsgleichungen die zugehdrigen Wolbschnittgréfen. Diese Wolbschnittgrofien stellen nach
Schardt die Arbeit der Léngsnormalspannungen an den Einheitsverwélbungen dar (vgl.
Schardt, 1989, S. 18).

Orthogonalisierung bzw. Normierung der Einheitsverschiebungszustande

Als Orthogonalisierung wird die vollstindige Entkoppelung der FEinheitszustinde verstanden. Die
orthogonalisierte Darstellung ermoglicht die getrennte Behandlung der Differentialgleichung fiir die
einzelnen Verformungszusténde (vgl. Schardt, 1989, S. 22).

Schardt beschreibt die Vorgangsweise der Orthogonalisierung wie folgt (vgl. Schardt, 1989, S. 22):

- Die erste Orthogonalisierung behandelt die Entkoppelung der Normalkraft von den zwei Biege-
momenten und fithrt zum Querschnitts-Schwerpunkt (Coulomb).

- Die zweite Orthogonalisierung behandelt die Entkoppelung der beiden Biegemomente und ist
somit mit dem Begriff der Biegehauptachsen verbunden, stellvertretend fiir v. a. sei Mohr er-
wahnt.

- Die dritte Orthogonalisierung betrifft den Schubmittelpunkt, dieser gilt als Querkraftmittel-
punkt fiir die reine Biegebeanspruchung sowie als Drillruhepunkt fiir die reine Torsion. Diese
Vorgehensweise ist auch in Bornscheuer (1952, S. 3) dargestellt.

Tabelle 1.2 Die vier Vorgénge der Technischen Biegetheorie und ihre historische Entwick-

lung.
Orthogona- |Steifig-|Schnitt- |Verschie- .
Yorgang- lisierung  |keit |grésse |bung Zeit
Langung EA N u
Schwer- Ende
punkt ] 18.Jhd. [
Biegung 1 ErI M v
gung Haupt- ! 1 Mitte
achsen [7] 1 19.Jhd. |
Biegung 2 EI M, w
gune Schubmit- 2 2 Anfang
telpunkt — | 20.Jhd. [
Torsion EC)s w J
7]
L
? ? ? ?

Abb.1.3:  Darstellung der Orthogonalisierung der Einheitszustinde mit den zugehdérigen Steifigkeits-
kennwerten und den Schnittgroffen, Auszug aus Schardt (1989, S. 4).

Die Orthogonalisierung lasst sich in allgemeiner Darstellung in Anlehnung an Schardt (1989, S. 22) wie
folgt darstellen.

[E-Q- Q- dA mit ik [1-1]
A
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Es ist erkennbar, dass es sich um keine reine geometrische Vorgangsweise, sondern um eine mechanische
Orthogonalitét im Sinne eines Arbeitsausdruckes handelt. Dies betrifft insbesondere Querschnitte mit
allgemeinem materiellem Querschnittsaufbau.

Die Orthogonalitdt der FEinheitszusténde fithrt zu einer vollstdndigen Entkopplung der einzelnen
Verformungszusténde (N, My, Mgund M;).  Eine  treffendere  mechanische = Deutung  der
Orthogonalisierung lasst sich wie folgt formulieren: Das Querschnittsintegral der Langsspannungen einer
Wolbfunktion multipliziert mit den Verschiebungen einer anderen Wolbfunktion liefert keine
mechanische Arbeit. Fiir Verbundquerschnitte ist eine Beriicksichtigung der materiellen Verhéltnisse der
einzelnen Querschnittsteile zwingend erforderlich.

Die Orthogonalisierung des Gleichungssystems fiihrt dazu, dass die Anteile des klassischen Biegebalkens
vom Gesamtverformungszustand abgespalten und so in klassischer bekannter Form dargestellt werden
konnen (vgl. Bogensperger, 2000, S. 122).

1.3.6.2 Arbeit von Strehl (2010)

Strehl gibt einen detaillierten Uberblick iiber die Entwicklungsgeschichte der verallgemeinerten
Biegetheorie. Die fiir diese Arbeit relevanten Eckdaten werden der Vollstandigkeit halber angefiihrt (vgl.
Strehl, 2010, S.107 ff).

- 1966: Erste Veroffentlichung der VBT durch Schardt (1966). Diese behandelt prismatische
Tragwerke mit offenen ,diinnwandigen” Querschnitten im Sinne der geometrischen Abmessun-
gen mit konstanter Dicke der Einzelsegmente. Die benachbarten Einzelsegmente weisen in der
Profillinie stets einen Knick auf, es treten keine Membranschubverzerrungen der Mittelebene
auf.

- 1972: Die berechenbaren Querschnittsformen und Stabformen werden auf gerade und gekriimm-
te Rohre erweitert.

- 1974: Die berechenbaren Querschnittsformen werden um die geschlossenen diinnwandigen Falt-
werke erweitert.

- 1976: Die berechenbaren Querschnittsformen werden um die einzelligen geschlossenen verzweig-
ten Profile erweitert.

Allein die Tatsache, dass sich im Rahmen der Weiterentwicklung der VBT ein Grofteil der Arbeiten mit
der Erweiterung um allgemeine Querschnittsformen beschéftigt, zeigt, dass eine allgemeine Darstellung
der Herleitung der Querschnittsberechnung mit einer einheitlichen Formulierung fiir alle
Einheitsverformungszustinde auf Basis von Querschnittsverwolbungen unumgénglich ist.

1.3.6.3 Arbeit von Hofmann (1992)

Hofmann gibt zur Erlduterung mit dem mittig belasteten symmetrischen Einfeldtréger ein anschauliches
Beispiel zur Problematik der Querschnittsverwolbungen an (vgl. Hofmann, 1992, S. 12-15). Er stellt
fest, dass aus Griinden der Symmetrie im Bereich der Lasteinleitung in Stabmitte
Verformungsinkompatibilitdten auftreten. Die auf Grund der konstanten Querkraftverldufe beidseitig
der Lasteinleitung konstant angenommenen Querschnittsverwdlbungen widersprechen den Ergebnissen
der 3D-Festkérpermechanik, da ein Aufklaffen und Durchdringen benachbarter Stabquerschnitte den
Annahmen dieser widersprechen.

Hofmann leitet in seiner Arbeit eine verfeinerte Balkentheorie fiir die Berechnung des schubnachgiebigen
Torsionsstabes mit allgemeinem Querschnitt her, wobei die Querschnittsform erhalten bleibt. Fiir den
ebenen Stab wird die Bestimmung der kubischen Wdlbfunktion durch Integration der quadratischen
Schubverzerrungen iiber den Querschnitt gezeigt.
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1.3.6.4 Arbeit von Fliigge & Marquerre (1950)

Fliigge und Marquerre befassen sich mit den Wolbkréaften in diinnwandigen Querschnitten, wobei ein
undeformierbarer Stabquerschnitt zugrunde liegt. Die Querschnittsform ist nicht nur auf offene
Querschnitte beschrankt, sondern kann auch von zellenartiger und verzweigter Profilform sein.

Fliigge & Marquerre (1950) befassen sich mit Querschnittsverwolbungen an den Stabenden, die bei
Behinderung zu Stérungen im Stabinneren fiihren. Fliigge & Marquerre formulieren:

,Wenn sich in einem zylindrischen Stab die zu den St. Venant’schen Torsionsspannungen gehorige
Verwolbung der Querschnitte infolge einer Endeinspannung oder einer Verdnderlichkeit des
Torsionsmoments M+ lédngs der Stabachse x nicht frei ausbilden kann, so entsteht eine Stérung
des Torsionsspannungszustands. Sie ist gekennzeichnet durch das Auftreten einer
Wolbkraftgruppe, d. h. eines Systems von Léngsspannungen ohne Resultierende und ohne
resultierendes Moment, die, im Stabquerschnitt angreifend, Verwolbungen hervorrufen oder schon
vorhandene Verwélbungen verdndern (z.B.: an einer Einspannstelle zu Null machen).”
(Fliigge & Marquerre, 1950, S. 23).

Sie schreiben von Wolbfunktionen konstanter Form mit abklingendem Verhalten in Stablangsrichtung.
Sie verfolgen bereits die Losung der Differentialgleichungen basierend auf einem Produktansatz und dem
daraus resultierenden Eigenwertproblem (vgl. Fliigge & Marquerre, 1950, S. 23).

FEine analytische Losung des EW-Problems ist nur fiir diinnwandige Querschnitte méglich und wird im
Detail gezeigt (vgl. Fligge & Marquerre, 1950, S. 24).

- Fiir offene Querschnitte ist eine Losung in geschlossener analytischer Form moglich,
- Fiir geschlossene Querschnitte sind bereits umfangreiche ,,miithsame* Berechnungen erforderlich.

Durch die analytische Losung des Differentialgleichungssystems haben Fliigge & Marquerre das typische
Verhalten der Verwolbungen erkannt: Es gelten unendliche viele Wdélbfunktionen mit periodischem
Verhalten, die mit steigender Abklingzahl rascher abklingen.

Sie zeigen die représentativen Eigenverwdlbungen eines Rechteckquerschnitts und zusétzlich das
Abklingverhalten dieser in perspektivischer Darstellung entlang der Stablangsrichtung (vgl.
Fliigge & Marquerre, 1950, S. 34).

1.3.6.5 Arbeiten von Wlassow (1964, 1965)
Wlassow spricht im Rahmen der modernen Baumechanik von vier verschiedenen Klassen von
Querschnittstypen (vgl. Wlassow, 1964, S. 15 ff):

- Klasse 1: Kontinuierliche Korper

- Klasse 2: Platten und Schalen

- Klasse 3: Stdbe mit Vollquerschnitt

- Klasse 4: diinnwandige Stabe

Elemente der Klasse 1 unterliegen im Rahmen der Berechnung von Spannungen und Verformungen in
der Regel der mathematischen mechanischen Elastizitdtstheorie.
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Elemente der Klasse 3 stellen die in der klassischen technischen Stabstatik verwendeten
Strukturelemente dar. Sie sind bis dato gepréigt von einer Reihe an geometrischen und mechanischen
Hypothesen.

- Bernoulli-Hypothese: Ebenbleiben der Querschnitte bei reiner Biegebeanspruchung
- Es treten ausschlieflich Normalspannungen in Richtung der Stabachse auf.

- Der Verdrehvorgang unterliegt der reinen Torsion, d. h. Dehnungen und Schubverzerrungen in
der Querschnittsebene sind per Definition unterdriickt. Diese entspricht der St. Venant’schen
Torsionstheorie.

Elemente der Klasse 4 entziehen sich der Hypothese des ebenen Querschnitts. Wlassow spricht in diesem
Zusammenhang von relativen Querschnittsverwélbungen, die im Zusammenhang mit axialen Dehnungen
und axialen Normalspannungen stehen. Diese konnen bei diinnwandigen offenen und geschlossenen
Querschnitten betrachtliche Werte annehmen.

Die Bezeichnung ,relative Querschnittsverwolbung® wird in dieser Arbeit in &hnlicher Weise verwendet.

Wlassow beschreibt das axiale Verhalten der zusétzlich auftretenden axialen Querschnittsverwo6lbungen
mit den zugehorigen Wolbnormspannungen wie folgt (vgl. Wlassow, 1964, S. 17):

- Fiir diinnwandige geschlossene Querschnitte klingen die Wélbnormalspannungen rasch ab.

- Fiir diinnwandige offene Querschnitte sind die auftretenden Wolbnormalspannungen von vor-
rangiger Bedeutung.

Wlassows Theorie der diinnwandigen Stdbe liegen folgenden Hypothesen zugrunde (vgl.
Wlassow, 1964, S. 19 ff):

- Der diinnwandige offene Querschnitt wird als Schale mit starrer (undeformierbarer) Quer-
schnittskontur betrachtet.

- Die Schubverzerrungen in der Mittelflache (Membranschubverzerrungen) sind identisch Null.

Wlassow (1964, S. 22) definiert den Begriff der Verw6lbung wie folgt: ,Die Verformung eines ebenen
Querschnitts, die in Langsverschiebungen der Querschnittspunkte aus der Querschnittsebene heraus (in
Richtung der Stabachse) besteht, bezeichnen wir als Verwolbung des Querschnitts.“

Auch Wlassow beriicksichtigt nur die Verwdlbungen zufolge der Verdrehung des Querschnitts.

1.3.6.6  Arbeit von Altenbach (1986)

In Altenbach (1986, S. 54) wird fiir die Herleitungen der Grundgleichungen der Produktansatz mit der
Aufspaltung des gesamten Verschiebungsfeldes in die verallgemeinerten Koordinaten (3D-
Einzelverschiebungsfelder)* und in den Léngsverlauf verwendet, um das Gesamtproblem auf ein
eindimensionales Modell zu reduzieren.

Die ,yverallgemeinerten Koordinaten“ — in dieser Arbeit als ,,3D-Einzelverschiebungsfelder” bezeichnet —
stellen dabei einzelne Verformungsfelder des Querschnitts dar. Diese lassen sich in endlicher Anzahl
linear unabhéngig zum 3D-Gesamtverschiebungszustand kombinieren.

In  Altenbach (1986, S. 56 ff) ist eine detaillierte Darstellung verschiedener vereinfachter
Berechnungsmodelle fiir diinnwandige Querschnitte angefiihrt, wobei diese ausgehend von der
vollstdndigen Formulierung der 3D-Gleichgewichtsgleichungen durch sukzessive Einfiihrung von
Verformungsrestriktionen dargestellt werden. Diese einzelnen Berechnungstheorien mit deren
Eigenschaften und Einschréankungen wurden von Altenbach (1986, S. 56) unter dem Titel ,Vom
Schalen- zum Stabmodell“ dargestellt. Die folgende Aufzéhlung ist kumulierend zu deuten, bereits
angefiihrte Restriktionen gelten auch fiir die Nachfolgenden:
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- Querdehnungen der Schalenmittelflache: Diese zeigen einen geringen Einfluss auf die Ergebnisse
und treten vor allem bei geschlossenen Querschnitten mit konstruktiven Behinderungen auf.
Diese  Einschrankungen  werden  auch  von  Moller (1982)  verwendet.  (vgl
Altenbach, 1986, S. 56)

- Schubverzerrungen der Schalenmittelfliche: Die Vernachlassigung der Schubverzerrungen in
der Elementebene fiihrt fiir viele Profile, vor allem geschlossene torsionsbeanspruchte Profile,
zu abweichenden Ergebnissen. Gerade fiir kurze Schalen(Stab)elemente sollten diese Schubver-
zerrungen nicht vernachléssigt werden. (vgl. Altenbach, 1986, S. 57)

- Léangskrimmung der Scheibenmittelfliche: Diese Modellstufe liegt den Arbeiten von
Schardt (1989) und Sedlacek (1971) zugrunde. (vgl. Altenbach, 1986, S. 58)

- Verdrillung der Schalenstreifen
- Gelenkfaltwerk

- Starre Querschnittskontur: Die Querschnittsgeometrie wird vollstandig unterbunden, dies fiihrt
zum sogenannten unverformbaren Stabquerschnitt. Diese Modellstufe liegt der Arbeit von
Heilig (1961a, b) zugrunde. (vgl. Altenbach, 1986, S. 60)

- Starrer Querschnitt: Wenn alle relativen 3D-Verschiebungsfelder ausgeschlossene sind, dann re-
sultiert daraus der schubnachgiebige Stab in Form des Timoshenko-Stabes. (vgl.
Altenbach, 1986, S. 61)

1.3.6.7 Arbeiten von Silvestre & Camotim (2002a bis 2005) und Dinis et al. (2005)
Camotim, Silvestre und Dinis beschéftigen sich bis dato in ihren Arbeiten unter anderem hauptséchlich
mit der Erweiterung der VBT um die Theorie 2-ter Ordnung zur Beschreibung der folgenden Effekte:
- Elastisches Knickverhalten von Stdben mit orthotropem Materialverhalten
- Einfluss der Schubverformungen auf das Gesamtverhalten der Stabelemente
- Schwingungsverhalten von elastischen orthotropen Elementen
- Uberkritisches Tragverhalten im Stabilititsfall
- Analytische Betrachtungen des Beulverhaltens fiir verschiedenen Querschnittstypen

Sie verfassten Arbeiten zum Thema von diinnwandigen Querschnitten mit Einzelquerschnittsteilen in
Form von geschichteten laminatartigen orthotropen Strukturen. Neben den Untersuchungen im linearen
Fall beschreiben sie eine Biegetheorie 2. Ordnung fiir orthotropes Materialverhalten.

1.3.6.8 Arbeiten von Davies & Leach (1994)

Davies & Leach (1994) ist es zu verdanken, dass die Theorie der verallgemeinerten Biegetheorie nach
Schardt den englischsprachigen Wissenschaftlern zugénglich gemacht wurde. Neben der Aufbereitung
der Arbeit von Schardt (1989) wird fiir die Losung des Differentialgleichungssystems erstmals die Finite-
Elemente-Methode (FEM) genannt. Diese wird im Rahmen dieser Arbeit zur Losung des
Querschnittproblems verwendet. In Davies et al. (1994) zeigen sie die Erweiterung der VBT erster
Ordnung um die Effekte zweiter Ordnung zur Beschreibung geometrischer Nichtlinearitdt. Sie zeigen fiir
verschiedene Profilformen die Uberlagerungen von lokalem und globalem Stabilitéitsversagen und
befassen sich mit dem Verzweigungsproblem.
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1.3.6.9 Arbeit von Hanf (2010)

Hanf (2010)  erweitert  die  verallgemeinerte = Biegetheorie ~ um  die  Erfassung  der
Membranschubverzerrungen der einzelnen Querschnittselemente von diinnwandigen offenen,
geschlossenen sowie verzweigten Querschnittsprofilen.

1.3.6.10 Arbeiten von Roik & Sedlacek (1966 bis 1971)

In Roik & Sedlacek (1966) ist die Analogie des verdrehbeanspruchten Stabes und dem quer belasteten
Zugstab im Detail gezeigt. Dabei entspricht die iiber die Stabldnge konstante Zugkraft dem Anteil aus
der St. Venant’schen Torsion und die Biegesteifigkeit entspricht der Wolbsteifigkeit. Roik und Sedlacek
arbeiten im Detail den Einfluss der Schubverformungen zufolge der Querkraftbiegung sowie den Einfluss
der sekundaren Wo&lb-Schubspannungen in die beschreibenden Differentialgleichungen ein und zeigen die
Giiltigkeit der oben genannten Analogie. Sie zeigen die Abhéngigkeit der Schubverformungseinfliisse von
der Stablénge sowohl fiir die Querkraftbiegung als auch fiir die Verdrehung.

Sedlacek présentiert in zahlreichen Publikationen eine Stabtheorie mit zusédtzlichen Verwolbungen und
Querschnittsdeformationen. Es treten grofle Gemeinsamkeiten mit der klassischen Stabtheorie mit
axialen Zusatzverwolbungen und mit der klassischen Faltwerkstheorie von Wlassow auf. Die
Schubverformungen zufolge der sekundédren Schubspannungen werden dabei néhrungsweise
berticksichtig.

In Sedlacek (1966) erfolgt die Erweiterung der Darstellung des Torsionsstabes von Bornscheuer fiir
diinnwandige Querschnitte um die Profilverformungen.

Sedlacek beschéftigt sich mit der Berechnung von prismatischen diinnwandigen Faltwerken basierend
auf der verallgemeinerten Biegetheorie. Die Berechnung von prismatischen Faltwerken in Anlehnung an
die technische Biegetheorie ist seiner Ansicht nach durch die Vertrautheit der Ingenieure mit der
Stabstatik zu begriinden. Dafiir ist allerdings eine Erweiterung der verallgemeinerten Balkentheorie um
die Querschnittsdeformationen notwendig. Er zerlegt dafiir den Gesamtverformungszustand in die
Anteile der auf die Hauptachsen des Querschnitts bezogenen Balkenverschiebungen und Verdrehungen
sowie in die zusétzlich auftretenden Konturverformungen (vgl. Sedlacek, 1971, S. 405).

Folgenden Grundlagen werden dafiir definiert (vgl. Sedlacek, 1971, S. 405 ff):

- Es liegt ein ebener Spannungsverlauf iiber eine Einzelscheibe vor (Wagner’sche Hypothese fiir
das Erhaltenbleiben des Querschnitts), die Schubverformungen werden vernachléssigt.

- Plattenbiegemomente in den Einzelscheiben werden in Stablingsrichtung vernachléssigt, in
Querrichtung treten innerhalb der Einzelscheiben konstante Querbiegemomente auf.

- Die Drillmomente finden nur nédherungsweise im energetischen Mittel Beriicksichtigung.
- Es gilt das Hook’sche Gesetz in Zusammenhang mit kleinen Verformungen.

Er hélt fest, dass die Konturverformungen bei der Berechnung schlanker Stéabe als lokale Storungen bei
Lasteinleitungen oder Verformungsbehinderungen in Erscheinung treten (vgl. Sedlacek, 1971, S. 408).

Die vollstdndige Diagonalisierung der Steifigkeitsmatrizen kann durch die Losung des entstehenden
Eigenwertproblems vollzogen werden (vgl. Sedlacek, 1971, S. 407). Durch diese Orthogonalisierung
lassen sich die Differentialgleichungen fiir die Schnittgréfien entkoppeln.

Roik & Sedlacek geben Hinweise zur Implementierung der St. Venant’schen Torsion in die klassische
Berechnung von diinnwandigen Querschnitten. Der Steifigkeitsanteil der St. Venant’schen Torsion wird
nachtriaglich an den entspechenden Hauptdiagonalstellen der Steifigkeitsmatrix eingefiigt (vgl.
Roik & Sedlacek, 1970, S. 23). Diese Vorgehensweise entspricht der unter Punkt 5.2.3 erwdhnten
erweiterten 1D "-Kinematik.
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1.3.6.11 Arbeit von Mdller (1982)

Basierend auf der Faltwerkstheorie von Wlassow (1964) entwickelt Moller eine um die
Plattenlangsbiege- und Plattendrillmomente erweiterte Faltwerkstheorie. Diese Erweiterung ermdglicht
die Berechnung von prismatischen Stdben mit beliebigen, nicht formtreuen offenen und geschlossenen
sowie verzweigten diinnwandigen Stabquerschnitten. Neben der Theorie 1. Ordnung befasst sich Méller
in seiner Arbeit auch mit der Berechnung von diinnwandigen Querschnitten nach der Theorie
2. Ordnung sowie mit der Untersuchung des Schwingungsproblem.

Moller geht im Detail auf die Orthogonalisierung des Differentialgleichungssystems ein (vgl.
Mbller, 1982, S. 27 ff) und spaltet dabei von den untereinander orthogonalen
Einheitsverformungszustédnden die sogenannten ,,|...| Einheitsverschiebungszustiande mit dem Charakter
von Starrkorperverschiebungen |...]* (Moller, 1982, S. 29) ab.

Auf eine genauere Definition und eine mechanische Erklirung der Notwendigkeit der
Orthogonalisierungsprozedur geht Moller nicht im Detail ein, sondern erlautert in diesem
Zusammenhang bekannte Definitionen der klassischen technischen Biegelehre wie Schwerpunkt,
Drehachse, Schubmittelpunkt, Biegehauptachsen sowie Schubhauptachsen.

1.3.6.12 Arbeit von Bogensperger (2000)

Bogensperger befasst sich unter anderem mit der konsistenten Herleitung der Grundgleichungen fiir den
prismatischen Stab unter Beriicksichtigung zusétzlicher Querschnittsverwolbungen. Die Matrix der
Schubkorrekturfaktoren wird fiir die zwei Einheitszustinde der Querkraft sowie fiir den Torsionszustand
beschrieben (vgl. Bogensperger, 2000).

Bogensperger bietet einen detaillierten Vergleich der erweiterten Stabtheorie nach Schardt und der
Stabtheorie mit Zusatzverwolbungen nach Roik & Sedlacek (vgl. Bogensperger, 2000, S. 123 ff).

Bogensperger definiert die Schubkorrekturfaktoren entgegen der historischen Schreibweise auf Grund der
klareren Schreibweise durch deren Kehrwert.

1.3.6.13 Arbeit von Heilig (1961)

Heilig beschéftigt sich mit der Bestimmung der Schubkorrekturfaktoren fiir die Wélbkrafttorsion und
fiir die Querschubbeanspruchung in den beiden Querschnittskoordinatenrichtungen. In Heilig (1961a) ist
der Finfluss der Wolbrandbehinderungen bei offenen und geschlossenen diinnwandigen
Querschnittsprofilen im Detail beschrieben.

»In Stdben mit offenem, diinnwandigem Profil sind die Schubspannungen bei Torsion linear iiber
die Profildicke verteilt und ihre Hebelarme sind von der Grofenordnung der Wanddicke. Aus
diesem Grund ist der Torsionswiderstand offener Profile klein und die Querschnittsverwélbungen
sind groft. Das hat zur Folge, dass die Wolbeinfliisse, die aus einer Behinderung der natiirlichen
Verwo6lbung resultieren, bei offenen Profilen besonders spiirbar sind. Verglichen mit der priméren
Schubspannung (St. Venant’schen Schubspannung t;) sind die durch die Wolbbehinderung
entstehenden sekundéren Schubspannungen (Wdlbschubspannungen t,) klein, so daff ihr
Verformungseinfluss vernachlassigt werden kann; nicht vernachléssigbar ist hingegen ihr Einfluss
auf das Drehgleichgewicht wegen der grofen Hebelarme an denen sie wirken (von der
Grofenordnung der Querschnittsabmessungen).” Heilig (1961a, S. 333).

,Ganz andersgeartet ist das Torsionsverhalten von Stédben mit geschlossenem Profil (Kasten). Bei
geschlossenen, dinnwandingen Querschnitten ist der Beitrag der linear iiber die Wanddicke
verteilten Schubspannungen zum inneren Torsionsmoment vernachlédssigbar klein. Der zur
konstanten Verteilung gehorige Torsionswiderstand (beim einzelligen Kasten heifst er der
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Bredt’sche Torsionswiderstand) ist ungleich grofer als der St. Venant’sche der offenen Profile,
zugleich sind die natiirlichen Verwolbungen und die priméren Torsionsschubspannungen viel
kleiner.“ Heilig (1961a, S. 333).

,Daraus erklart sich, dass die Wodlbeinfliisse in Kastenprofilen viel geringer sind als in offenen
Profilen und dass trotzdem die sekundéren Schubspannungen (wie die priméren nur konstant iiber
die Dicke verteilt) durchaus die Grofenordnung der priméren Torsionsspannungen haben kénnen.*
Heilig (1961a, S. 333).

,Der klassischen Theorie der Wolbkrafttorsion offener Profile, so wie sie von H. Wagner und R.
Kappus begriindet wurde, liegen zwei wesentliche Voraussetzungen zugrunde: a) Die
Wélblangsspannungen sind proportional den Querschnittsverwélbungen bei reiner Torsion; b) Der
Verformungseinfluss der Wlbschubspannungen kann vernachlassigt werden.”,
Heilig (1961b, S. 97).

Die erste der beiden Bedingungen ist auch als Wagner-Hypothese bekannt. Heilig erkennt, dass gerade
fir kurze Stadbe oder fiir Stdbe mit Randbedingungen an den Stabendquerschnitten in Form von
unterdriickten axialen Verschiebungen Unstimmigkeiten auftreten. Anders formuliert, die
Verformungseffekte aus den priméren und den sekundéren Schubspannungen nehmen die gleiche
Grofenordnung an.

Heilig beschreibt das Abklingverhalten solcher Randeffekte ,als relativ rasch® abklingend, wobei diese
Unstimmigkeiten nur fiir wenige geringe Stabbereiche von Relevanz sind (vgl. Heilig, 1961b, S. 97).

Heilig gibt den formalen Zusammenhang der Anteile der Schubverformung sowohl fiir Querkraftbiegung
als auch fiir die Wolbkrafttorsion an. Gerade fiir geschlossene Profile stellen die Anteile aus den
Schubverformungen einen nicht zu vernachléssigenden Anteil dar. Fiir offene Profile gibt Heilig (1961b)
den Schubverformungsanteil mit kaum mehr als 10 % an (vgl. Heilig, 1961b, S. 103).

Neben den Schubkorrekturfaktoren beschéftigt sich Heilig auch mit der Bestimmung des
Schubmittelpunkts von Stdben mit offenen Querschnittsprofilen.

1.3.6.14 Arbeit von Cowper (1966)

Cowper  beschéftigt sich  mit der Bestimmung der Schubkorrekturfaktoren fiir die
Querschubbeanspruchungen (vgl. Cowper, 1966, S. 339).

Der Schubkorrekturfaktor ist eine dimensionslose Grofe, die von der Querschnittsform abhéngt. Diese
Grofe korrigiert die modellbedingten Annahmen der konstanten Schubspannungsverteilung iiber den
Querschnitt (vgl. Cowper, 1966, S. 335).

Der Schubkorrekturfaktor spiegelt das Verhéltnis der mittleren Schubverzerrungen in einem Querschnitt
zur Schubverzerrung im Schwerpunkt wider (vgl. Cowper, 1966, S. 335).

Cowper gibt fiir eine Vielzahl von Querschnitten Schubkorrekturfaktoren in Abhéngigkeit der
Querkontraktion an. Fiir den Rechteckquerschnitt gibt er Werte zwischen 0,83 und 0,85 in Abh&ngigkeit
der Querkontraktionsziffer an. Dem entgegen gibt Timoshenko einen Wert von 0,63 an (vgl
Cowper, 1966, S. 338).

1.3.6.15 Arbeit von Kraus (2005)

In Kraus (2005) sind die Vorginge der Normierung bzw. der Orthogonalisierung der einzelnen
Einheitsverformungszustinde im Detail definiert. Dabei wird ein zweistufiges Normierungsverfahren
verwendet, wobei in einem ersten Schritt die bekannte orthogonalisierte Darstellung der
Starrkorperverformungszustinde ermittelt wird. Diese wird durch die Ermittlung des elastischen
Kraftemittelpunkts sowie mit der Bestimmung der Biegehauptachsenrichtungen bestimmt. In einem
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zweiten Schritt wird dann die ,normierte Wolbordinate bestimmt. Ein durchgéngiges Verfahren zur
Durchfithrung der Normierung wird in Kraus (2005, S. 1) angegeben.

Grundsétzlich ist die Orthogonalisierung bzw. die Normierung kein rein geometrisches Problem wie in
Kraus (2005, S. 38) beschrieben. Fiir inhomogene Querschnitte reicht eine rein geometrische
Orthogonalisierung der einzelnen Einheitsverformungszustinde nicht aus. Eine auf mechanischen
Grundlagen basierende Orthogonalisierung ist fiir inhomogene Querschnittsaufbauten unumgéanglich.

Grundsétzlich kann eine verschiedenartig durchzufiihrende Orthogonalisierung in Abhéngigkeit der
Querschnittsgeometrie, wie in Kraus (2005, S. 2) angefiihrt, nicht nachvollzogen werden.

1.3.6.16 Arbeiten von Guggenberger & Moosbrugger (2006)

In  Guggenberger & Moosbrugger (2006) wird fiir  beliebig  geschichtete monosymmetrische
Rechteckquerschnitte die Herleitung der Steifigkeitsmatrix gezeigt. Grundlage fiir die Herleitung stellt
dabei die transversal schubnachgiebige Einzellage dar. Fiir den dreischichten Stab wird die Herleitung
der Grundgleichungen sowie die analytische Losung des DGL-Systems gezeigt. Fiir die
Querschnittsdiskretisierung werden verschiedene Varianten von Diskretisierungsmethoden, basierend
auf unterschiedlichen globalen und relativen Systemfreiheitsgraden, gezeigt.

In  Moosbrugger & Guggenberger (2008) wird das  Konzept zur  Bestimmung  der
Ganzhohenquerschnittsverwolbungen aus den lokal definierten Ansatzfunktionen gezeigt.
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2.1 Problemstellung

2.1.1 Grundlagen des prismatischen Stabes

Der prismatische Stab stellt ein im konstruktiven Ingenieurbau wesentliches Element in der
Modellbildung fiir stabartige Tragwerke dar, um 1D-ausgeprigte reale Bauteile in Rechenmodellen
abbilden zu koénnen. Neben Stdben mit geraden Stabachsen und konstanten Querschnitten treten
vermehrt Stdbe mit gekriimmten Stabachsen bzw. mit verdnderlichen Querschnittsformen in
Stablangsrichtungen auf. Diese geometrischen Stabformen sind nicht Teil dieser Arbeit. Im Rahmen
diese