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Kurzfassung

Fahrzeugkomponentenmodelle für verschiedene Domänen der dynamischen Simulation wer-
den häufig in unterschiedlichen Modellierungswerkzeugen entwickelt. Für Verbundanwendun-
gen wie Integrations-HiLs müssen die Teilmodelle untereinander und mit Reglerfunktionsmo-
dellen bzw. dem realen Steuergerät verbunden werden. Dafür werden geeignete Kopplungs-
verfahren benötigt.

Die vorliegende Arbeit stellt verschiedene Ansätze zur Einbindung von mechanischen Kompo-
nentenmodellen aus multiphysikalischen und Mehrkörpersystem-Werkzeugen in einer signal-
basierten Entwicklungsumgebung vor. Unter Verwendung zentraler Schnittstellen in Form
von starren Gelenken werden echtzeitfähige semi-implizite Einschrittverfahren zur dezen-
tralen numerischen Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen und differential-
algebraischen Gleichungen eingesetzt. Der Fokus liegt dabei auf der möglichst genauen und
stabilen, aber zugleich performanten Kopplung von Simulationsmodellen unter Beibehaltung
der modularen Modellstruktur.

Numerische Simulationsergebnisse zeigen die Realisierbarkeit der vorgestellten Ansätze und
Methoden für die Einbindung einer Radaufhängung und eines Lenksystem, modelliert in
einem multiphysikalischen Werkzeug, in einem echtzeitfähigem Gesamtfahrzeugmodell basie-
rend auf MATLAB/Simulink.

Abstract

Vehicle component models for several domains of the dynamic simulation are frequently
developed within different modelling tools. For composite applications as Integration HiLs
the submodels have to be combined among each other, with controller models and the real
control unit respectively. Therefore suitable coupling techniques are required.

This thesis depicts different approaches for the embedding of mechanical component models
from multiphysical and multibody system tools in a signal based development environment.
Using rigid joints as central interfaces, real-time capable semi-implicit one-step methods
for the peripheral numerical integration of ordinary differential and differential-algebraic
equations are employed. The focus is on the coupling of models as acccurate and stable as
possible, but also with good performance, maintaining the modular model structure.

Numerical simulation results show the feasibility of the presented approaches and methods
for the embedding of a suspension and a steering system, modelled in a multiphysical tool,
in a real-time capable full vehicle model based on MATLAB/Simulink.
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Formelzeichen und Indizes

Lateinische Formelzeichen

a Vektor der Hilfsbeschleunigungen
â Vektor der erweiterten Hilfsbeschleunigungen abhängig von λ
ã Vektor von Zustandsgrößen auf Beschleunigungsniveau
bP Vektor der in die Kopplungssysteme in den Schnittstellen projizierten

zwangsfreien (verallgemeinerten) Beschleunigungen
c Skalare Federkonstante
cl Skalare Lenksäulensteifigkeit
d Skalarer Dämpfungskoeffizient
dl Skalare Lenksäulendämpfung
f Vektorielle rechte Seite einer ODE

f̃ Vektorielle stabilisierte rechte Seite einer ODE
g Vektor der Zwangsbedingungen
gi Vektor der modellinternen Zwangsbedingungen
h Konstante Integrationsschrittweite
l Anzahl der Körper eines Mehrkörpersystems
m Skalare Masse
nc Anzahl der kinematischen Bindungen in einer Komponente
ng Anzahl der Nebenbedingungen für die Kopplung von Komponenten
ny Anzahl der Systemzustände
p Vektor der Positionen und Rotationen
r Vektor der Positionen
t Zeit
uz Zahnstangenverschiebung
v Vektor der translatorischen Geschwindigkeiten
δv Vektor der virtuellen translatorischen Geschwindigkeiten
v̇R Vektor der translatorischen Restbeschleunigungen
x Vektor der Systemzustände
y Vektor der (verallgemeinerten) Koordinaten
yP Vektor der in die Kopplungssysteme in den Schnittstellen

projizierten (verallgemeinerten) Koordinaten
δy Vektor der virtuellen (verallgemeinerten) Koordinaten
ỹ Numerische Lösung eines MKS in der Drift Off Theorie
z Vektor der (verallgemeinerten) Geschwindigkeiten
zP Vektor der in die Kopplungssysteme in den Schnittstellen

projizierten (verallgemeinerten) Geschwindigkeiten
δz Vektor der virtuellen (verallgemeinerten) Geschwindigkeiten
∆z Radhub
A Rotationsmatrix
C Matrix der translatorischen und rotatorischen Federkonstanten
D Matrix der translatorischen und rotatorischen Dämpfungskonstanten
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E Um Nulleinträge erweiterte Einheitsmatrix
D Matrix rotatorischer Richtungsvektoren
F Implizite Funktion zur Darstellung einer DAE
F e Vektor der eingeprägten Kräfte
F z Vektor der Zwangskräfte
Fe Vektor der projizierten eingeprägten Kräfte
G Jacobi-Matrix der Zwangsbedingungen
Gi Jacobi-Matrix der modellinternen Zwangsbedingungen
GP Teilmatrix der Jacobi-Matrix der Zwangsbedingungen
I Einheitsmatrix
J Jacobi-Matrix der verallgemeinerten Kräfte und Momente
K Kinematikmatrix
M Massenmatrix
MJ Stabilisierungsterme der Massenmatrix M

M̃ Um Stabilsierungsterme MJ erweiterte Massenmatrix M

M̃ Um Stabilsierungsterme Λ aus Zwangsbedingungen erweiterte

Massenmatrix M̃
M Von den Lagenebenbedingungen g aufgespannte Mannigfaltigkeit
M e Vektor der eingeprägten Momente
M z Vektor der Zwangsmomente
P Projektionsmatrix
Q Vektor der verallgemeinerten Kräfte und Momente
Qe Vektor der eingeprägten Anteile der verallgemeinerten Kräfte und

Momente
Qm Vektor der verallgemeinerten Massenkräfte und -momente
Qv Vektor der verallgemeinerten Kräfte und Momente ohne Berücksichtigung

interner Zwangskräfte und -momente
∆Q Prädiktoranteil des Vektors der verallgemeinerten Kräfte und

Momente
R Vektor der Reaktionskräfte und -momente
S Vektor der Feder- und Dämpferkräfte und -momente
T Funktion der kinetischen Energie
T Matrix translatorischer Richtungsvektoren
U Funktion der potentiellen Energie
V Kinematikmatrix
WP Mit Projektionsmatrix P transformierte Inverse der Massenmatrix M

W̃P Mit Projektionsmatrix P transformierte Inverse der um
Stabilsierungsterme MJ erweiterten Massenmatrix M

WV Mit inverser Kinematikmatrix V transformierte Inverse der
Massenmatrix M

Griechische Formelzeichen

α Kardanwinkel für Drehung um die x-Achse
αbg Baumgarte-Parameter für die Anbindung der

Geschwindigkeitsnebenbedingungen



vii

αm Verfahrensparameter des Generalized-α-Verfahrens
αf Verfahrensparameter des Generalized-α-Verfahrens
αs Sturzwinkel des Rades
β Kardanwinkel für Drehung um die y-Achse
βbg Baumgarte-Parameter für die Anbindung der Lagenebenbedingungen
βgα Verfahrensparameter des Generalized-α-Verfahrens
βs Schwimmwinkel des Fahrzeugs

β̃gα Zusammengefasste Verfahrensparameter des Generalized-α-Verfahrens
γ Kardanwinkel für Drehung um die z-Achse
γgα Verfahrensparameter des Generalized-α-Verfahrens
γ̃gα Zusammengefasste Verfahrensparameter des Generalized-α-Verfahrens
γv Vorspurwinkel des Rades
ε1 Konstante Störung
ε2, ε3 Integrationskonstanten
λ Vektor der Lagrange-Multiplikatoren
λi Vektor der modellinternen Lagrange-Multiplikatoren
λP Vektor der in die Kopplungssysteme in den Schnittstellen

projizierten Lagrange-Multiplikatoren
δλ Vektor der virtuellen Lagrange-Multiplikatoren
µP Vektor der in die Kopplungssysteme in den Schnittstellen projizierten

(verallgemeinerten) Beschleunigungen, resultierend aus
Stabilisierungstermen

ξ Skalar
ϕ Skalarer relativer Drehwinkel
ω Vektor der rotatorischen Geschwindigkeiten
ω̃ Schiefsymmetrischer Tensor der rotatorischen Geschwindigkeiten
δω Vektor der virtuellen rotatorischen Geschwindigkeiten
ω̇R Vektor der rotatorischen Restbeschleunigungen
Θ Trägheitstensor
Λ Stabilisierungsterme der Massenmatrix M
Ψ Vektorwertiges Funktional

Indizes

i Zähler für die Körper eines Mehrkörpersystem
j Zähler für die Komponenten des Basisfahrzeugs
k Zähler für die Iterationsschritte
n Zähler für die Simulationsschritte
0 Inertialsystem
B Fahrzeugkörperfestes Koordinatensystem
F Fahrzeugkörper
H Hinterachse
K Körperfestes Koordinatensystem
KG Kugelgelenk
L Lenksystem
LS Linke Seite
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P Beliebiger Punkt
R Radkörper
RS Rechte Seite
S Schnittstelle des modularisierten Basisfahrzeugs
SG Scharniergelenk
StG Starres Gelenk
V Vorderachse

Erläuterungen zu Indizes

Die Orientierung von Körpern eines Mehrkörpersystems wird wie folgt angegeben: A0i be-
schreibt die Orientierung des i-ten Körpers gegenüber dem Inertialsystem 0.

Absolute Zuständsgrößen von Körpern eines Mehrkörpersystems werden folgendermaßen an-
gegeben: v0i,K beschreibt die translatorische Geschwindigkeit des i-ten Körpers bezüglich des
Inertialsystems 0, angegeben in Koordinaten des körperfesten Bezugssystems K.

Die Matrix von Richtungsvektoren, als partielle Ableitung von absoluten Geschwindigkeiten
von Körpern eines Mehrkörpersystems nach den verallgemeinerten Geschwindigkeiten, wird
wie folgt angegeben: Tizj ,B beschreibt die Matrix der translatorischen Richtungsvektoren des
i-ten Körpers bezüglich der verallgemeinerten Geschwindigkeiten zj der j-ten Komponente,
angegeben in Koordinaten des fahrzeugfesten Bezugssystems B.
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1. Einführung

Eine wichtige Disziplin bei der Entwicklung von Kraftfahrzeugen ist die Fahrzeugdynamik,
die sich mit der Untersuchung der Interaktionen zwischen Kräften, Momenten und Bewe-
gungen befasst. Dieses Gebiet beinhaltet die Entwicklung grundlegender Komponenten wie
Reifen, Bremssystem und Basisfahrzeug mit Fahrzeugkörper, Radaufhängungen und Lenk-
system. Bei der Modellierung ist die gleichzeitige Berücksichtigung unterschiedlicher physi-
kalischer Domänen wie Mechanik, Hydraulik und Elektronik hierbei oftmals unumgänglich.
Zudem halten Regelsysteme Einzug ins Fahrzeug, welche zur Stabilisierung des Fahrzeugver-
haltens in fahrdynamischen Grenzbereichen beitragen, Verbrauch und Leistung optimieren
sowie den Fahrkomfort erhöhen.

Mit der zunehmenden Verkürzung von Entwicklungszyklen und dem Verlangen nach effizien-
ten und kostengünstigen Methoden zur Entwicklung von fahrzeugdynamisch relevanten Kom-
ponenten ist die virtuelle Unterstützung am Rechner mittlerweile unerlässlich geworden. Der
Entwicklungsprozess kann mithilfe dynamischer Simulationsmodelle von der Konzeptphase
bis hin zum Test von fertigen Prototypen und der Validierung am Prüfstand oder in Fahr-
versuchen durchgängig begleitet werden. Hierzu werden mathematische Modelle mit einer
Diskretisierung im Zeitbereich und geeigneten numerischen Methoden zur Berechnung der
Modellzustände verwendet [67, 1]. Die Steuergeräteentwicklung mit abschließenden Tests am
Hardware in the Loop Prüfstand (HiL) erfordert eine signalbasierte Entwicklungsumgebung
und zweckmäßige echtzeitfähige Verfahren zur Simulation des Streckenmodells. Dabei wird
die Modellierung der mechanischen Fahrzeugkomponenten mittels Software zur Beschreibung
der Mehrkörperdynamik oder allgemein zur interdisziplinären multiphysikalischen Simulati-
on durchgeführt.

Gemäß der dezentralen Entwicklung von Komponentenmodellen arbeiten einzelne Entwick-
lungsteams oftmals mit unterschiedlichen Werkzeugen. Wie im realen Fahrzeug ist auch für
die virtuelle Entwicklung eine ganzheitliche Betrachtung und Vernetzung der einzelnen Teilge-
biete und -komponenten erforderlich. Für eine team- und somit oftmals softwareübergreifend
durchgängige Simulation wird ein modularer Modellansatz für das Gesamtfahrzeug benötigt,
der einen unkomplizierten Austausch und eine generische Einbindung von Komponentenmo-
dellen aus verschiedenen Tools in ein Gesamtmodell ermöglicht.

Mit dem Functional Mock-Up Interface (FMI) steht ein Konzept für den Austausch und die
parallele Simulation von Modellen aus unterschiedlichen Entwicklungsumgebungen bereit.
Dabei wird unterschieden zwischen der klassischen Kosimulation mit Modellen in verschiede-
nen Simulationsumgebungen [54] und der Kosimulation von Modellen in einer gemeinsamen
Umgebung [55]. Die Kombination von stark miteinander kinematisch verkoppelten Modellen
wie mechanischen Komponenten für Radaufhängungen und Lenksystem erfordert jedoch zu-
sätzlich eine geeignete Abbildung der kinematischen Bindungen zwischen den Teilmodellen
und empfiehlt eine problemangepasste dezentrale numerische Integration der dynamischen
Gleichungen. Hierzu sind in den kommerziellen Werkzeugen bislang keine allgemein und
befriedigend anwendbaren Ansätze vorhanden. Erschwerend stehen diese Komponentenmo-
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delle aus Gründen des Codeschutzes oftmals nur als Black Box Modelle oder in Form von
schwer analysierbarem Programmcode zur Verfügung, ohne dabei entsprechende generische
Schnittstellen für eine echtzeitfähige und modulare Kopplung bereitzustellen.

In dieser Arbeit werden verschiedene Techniken zur Einbindung von unabhängig voneinan-
der modellierten, aber stark miteinander verkoppelten mechanischen Komponentenmodellen
in ein Gesamtfahrzeugmodell entwickelt und präsentiert. Je nach Ansatz bzw. Topologie re-
sultieren daraus gewöhnliche Differentialgleichungen (ODEs) oder differential-algebraische
Gleichungen (DAEs) für die Beschreibung des Systemverhaltens, welche geeignet behandelt
werden.

Die Arbeit untergliedert sich im Weiteren wie folgt:

Kapitel 2 beschreibt anhand von Anwendungsszenarien und gängigen Anforderungen den
aktuellen Stand im Bereich der Fahrzeugdynamiksimulation. Darauf aufbauend werden die
Ziele dieser Arbeit formuliert.

Die Grundlagen der Mehrkörperdynamik für starre Körper als Voraussetzung für ein virtu-
elles mechanisches Gesamtfahrzeugmodell werden in Kapitel 3 behandelt. Neben dem Auf-
stellen der Bewegungsgleichungen für Mehrkörpersysteme (MKS) zur Beschreibung des Fahr-
zeugverhaltens wird dabei auf die allgemeine Behandlung von DAEs eingegangen.

Kapitel 4 skizziert den grundlegenden Aufbau des Basisfahrzeugmodells im Simulationsfra-
mework DYNA4 [85]. Neben einer an die Bewegungsgleichungsstruktur des Basisfahrzeugs
angepassten Technik zur Einbindung von Komponentenmodellen werden generische Ansätze
zur kinematischen Kopplung über starre Gelenke präsentiert. Dies ermöglicht die Einbindung
von Komponentenmodellen aus Multiphysik- und MKS-Modellierungsumgebungen über zen-
trale Schnittstellen unter Beibehaltung der modularen Modellstruktur. Ein Hauptaugenmerk
liegt hierbei auf der Verwendung von algebraischen Nebenbedingungen.

In Kapitel 5 werden geeignete Anpassungen und Erweiterungen von grundlegenden semi-
impliziten Verfahren zur numerischen Simulation von gekoppelten Komponentenmodellen
erarbeitet. Neben der Behandlung von gewöhnlichen Differentialgleichungen werden verschie-
dene Ansätze für differential-algebraische Gleichungen präsentiert. In diesem Kontext werden
Simulationsstrategien für eine dezentrale Integration sowie eine echtzeitfähige Behandlung
von Zeitverzügen im modularen Gesamtmodell vorgestellt.

Numerische Simulationen in Kapitel 6 belegen am virtuellen Achsprüfsstand sowie für das Ge-
samtfahrzeug unter Einbindung von Komponentenmodellen aus MapleSim [51] in DYNA4 die
Anwendbarkeit der vorgestellten Ansätze und geben Aufschluss über die Genauigkeit und
Performanz im Vergleich zu einer monolithischen Modellierung des Fahrzeugs.
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2. Fahrzeugdynamiksimulation

Die Fahrzeugdynamik beschreibt die zeitliche Interaktion zwischen den Kräften, Momenten
und Bewegungen des Fahrzeugs und ermöglicht somit Aussagen über Handlingeigenschaften,
die Fahrsicherheit und den Fahrkomfort. Darüber hinaus können die am Fahrzeug wirken-
den dynamischen Kräfte und Momente für Festigkeitsanalysen dienen. Mittels der virtuellen
Abbildung und Simulation eines Fahrzeugs am Computer ist es möglich, ohne aufwändige
Erstellung realer Prototypen sowohl Voraussagen über das dynamische Verhalten zu treffen
als auch verschiedenste Modellvarianten zu analysieren.

Im Folgenden wird auf grundlegende Anwendungen und Modellierungsmöglichkeiten mit
verschiedenen problemangepassten Simulationswerkzeugen in der Fahrdynamik eingegangen.
Daraus werden aktuelle Anforderungen an eine interdisziplinäre und softwareübergreifende
Modellentwicklung abgeleitet. Ein modularer Modellaufbau für das Basisfahrzeug sowie eine
geeignete numerische Behandlung von starken mechanischen Kopplungen stehen dabei im
Vordergrund. Die Einbindung von mechanischen Komponenten für die Radaufhängungen
und das Lenksystem, modelliert in multiphysikalischen oder MKS-Simulationswerkzeugen, in
bereits existierende, auf Echtzeitfähigkeit hin zugeschnittene, signalbasierte Fahrzeugmodelle,
bildet die wesentliche Aufgabenstellung dieser Arbeit.

2.1. Grundlagen

Die durchgängige Entwicklung eines Teil- oder Gesamtsystems des Fahrzeugs mit Hilfe von
Simulationssoftware ist in der Fahrzeugentwicklung mittlerweile fest etabliert. Je nach Aufga-
benstellung stehen hierfür unterschiedliche Modellierungsansätze und Simulationswerkzeuge
zur Verfügung, auf die im Folgenden eingegangen wird.

2.1.1. Anwendungsbereiche

Einen klassischen Anwendungsbereich in der Fahrzeugdynamiksimulation stellt die Entwick-
lung von Steuergeräten z. B. zur Regelung der Stabilität und des Komforts des Gesamtfahr-
zeugs dar. Abbildung 2.1 zeigt in Form eines sogenannten V-Zyklus die dabei zu durchlaufen-
den Entwicklungsschritte, vom softwarebasierten Systementwurf (Model-based Design) über
Software-in-the-Loop (SiL) bis hin zur Verifikation von Prototypen am HiL-Prüfstand oder
im Fahrversuch. Über alle Entwicklungsstufen hinweg werden Modelle adäquater Detailtiefe
benötigt. Die grundlegenden Anforderungen und die zugehörige Modellbildung werden z. B.
in [48] behandelt. Für die durchgängige Entwicklung eines Regelsystems wird zudem die vir-
tuelle Abbildung der Umgebung einschließlich Gesamtfahrzeug, Fahrer [27], Straße [13] und
Verkehr [20] im Sinne eines dynamischen Gesamtsystems benötigt.

Des Weiteren stellt die Entwicklung mechanischer und multiphysikalischer Fahrzeugkompo-
nenten wie Fahrzeugkörper, Radaufhängungen und Lenksystem einen wichtigen Anwendungs-
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Abbildung 2.1.: V-Zyklus [30].

bereich dar. Hierbei reicht die Modellierungstiefe von einfachen kennfeldbasierten Modellen,
welche in echtzeitkritischen Anwendungen zum Einsatz kommen, bis hin zu komplexen mehr-
dimensionalen Modellen für die detaillierte Auslegung des jeweiligen System- und des Ge-
samtfahrzeugverhaltens.

Je nach Anwendungsgebiet stehen zum einen die Performanz des Modells und zum anderen
die Abbildungsgüte im Vordergrund. Für Offline-Analysen wie detaillierte Konzeptstudien
und zur Validierung von Messdaten ist die echtzeitfähige Durchführbarkeit von Simulationen
zweitrangig, entscheidend ist die angemessene Modelltiefe. Hingegen ist für den Test von
realen Bauteilen für die Fahrdynamikregelung wie Systemen zur elektronischen Bremskraft-
verteilung und Antriebsschlupfregelung oder Antiblockiersystemen in einer virtuellen Umge-
bung die Einhaltung der Echtzeit eine grundlegende Voraussetzung. Oftmals gilt es einen
Kompromiss zwischen der ausreichend realistischen Abbildung einer Komponente sowie ei-
ner Modellierung mit möglichst geringem Rechenzeitaufwand zu finden. Bei der Komponente
Reifen bewähren sich beispielsweise im Rahmen der echtzeitfähigen Fahrzeugdynamiksimu-
lation sehr häufig sogenannte semi-physikalischen Modelle, welche auf der Grundlage von
Kennfeldern sowie einfachen analytischen Ansätzen das Verhalten der Kontaktkräfte und
-momente eines Reifens beschreiben [58, 36].

2.1.2. Simulationswerkzeuge

Haben sich für Auslegung, Kalibrierung und Test von Fahrzeugregelsystemen signalbasierte
Modellierungs- und Simulationswerkzeuge, z. B. basierend auf MATLAB/Simulink [96], als
Standard etabliert, so sind im Bereich der komplexen mehrdimensionalen Modellierung von
mechanischen und multiphysikalischen Fahrzeugkomponenten komponentenbasierte MKS-
Werkzeuge sowie multiphysikalische Modellierungsplattformen vorherrschend (z. B. [61]).

Modellierungsansätze

In der Fahrdynamiksimulation existieren je nach Anwendung verschiedene Modellierungsan-
sätze. Grundsätzlich kann zwischen einer kausalen, einer nicht kausalen sowie einer akausalen
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Modellbildung unterschieden werden.

In der kausalen Modellierung dienen oftmals typische Steuergrößen für die Vorgabe von Fah-
rerwünschen wie Gas- und Bremspedalstellung oder Lenkradwinkel aber auch Störungen als
Eingang in die Modelle. Daraus bestimmte Kräfte und Momente werden gemäß dem physika-
lischen Wirkungsprinzip als Ursache für die Dynamik des Modells benutzt, um Systemgrößen
wie die Fahrzeuggeschwindigkeit oder die Fahrzeugquerbewegung als Ausgabe zu berechnen.
Die Simulation kausaler Modelle, auch Vorwärtssimulation genannt, erlaubt eine dynamische
Simulation der Fahrzeugkomponenten, die durch Bewegungsgleichungen in Form von ODEs
oder im allgemeineren Fall von DAEs beschrieben werden.

Dem steht die nicht kausale Modellierung gegenüber, die nicht von einer geschlossenen Wir-
kungskette ausgeht. Die einzelnen Module besitzen keine fest definierten Ein- und Ausgänge.
Als Schnittstellen zwischen den Komponenten dienen Fluss- und Potentialgrößen. Erst nach
Erzeugung der Modellstruktur kann zur Bestimmung der Systemgleichungen in Form von
ODEs oder DAEs die Kausalität festgelegt werden. Diese bidirektionale Art der Modellie-
rung kommt bei multiphysikalischen Entwicklungswerkzeugen zum Einsatz.

Die akausale Modellierung betrachtet die Wirkungskette in umgekehrter kausaler Reihenfol-
ge. In der Simulation werden physikalische Ergebnisgrößen wie die Fahrzeuggeschwindigkeit
oder -beschleunigung als Eingang in das Modell und Größen wie Leistungen als Ausgang ver-
wendet. Man spricht hierbei auch von einer Rückwärtssimulation. Diese Art der Simulation
wird häufig für die Auslegung von Antriebsstrangkomponenten im Bereich der Fahrleistungs-
und Verbrauchsberechnung verwendet (z. B. [46]). Da es sich jedoch nicht um eine dynami-
sche Simulation im klassischen Sinn auf der Basis von Bewegungsgleichungen handelt, wird
dieser Ansatz im Folgenden nicht mehr weiterverfolgt.

Echtzeitfähige Fahrdynamiksoftware

Echtzeitfähige Fahrdynamikprogramme beruhen für gewöhnlich auf signalbasierten Model-
lierungsumgebungen mit einem kausalen Modellierungsansatz. Ein Hauptanwendungsgebiet
dieser Werkzeuge liegt in der Entwicklung von Steuergeräten vom Entwurf bis hin zum Test
von realen Prototypen am HiL-Prüfstand. Zur Abbildung der virtuellen Umgebung werden
echtzeitfähige Fahrzeugsimulationsmodelle benötigt.

Echtzeitanforderungen. Für die Echtzeitsimulation muss der zeitliche Aufwand für die Be-
rechnung der Systemzustände in einem Simulationsschritt kleiner sein als die aktuelle Schritt-
weite des zur Berechnung von Systemzuständen verwendeten Integrationsverfahrens. Ent-
sprechend werden echtzeitfähige Fahrzeugsimulationsmodelle für gewöhnlich mithilfe maßge-
schneiderter Bewegungsgleichungen in Form von gewöhnlichen Differentialgleichungen ma-
thematisch beschrieben. Numerische Lösungsverfahren mit variabler Schrittweitensteuerung
oder einer fehlerabhängigen Anzahl von Iterationen kommen hierfür offensichtlich nicht in
Betracht.

Explizite Verfahren mit einer Auswertung der Bewegungsgleichungen zum alten Simulations-
schritt benötigen keine Iteration. Aufgrund unterschiedlichen dynamischen Verhaltens der
verschiedenen Teilkomponenten eines Fahrzeugmodells ergeben sich häufig steife und somit
schwierig integrierbare Systeme. Hierfür sind in der Regel implizite Methoden erforderlich.
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Einen Kompromiss stellen linear-implizite Euler-Verfahren zur Beherrschung steifer Syste-
me dar [4]. Im Kontext eines echtzeitfähigen Fahrdynamiksimulationsprogramms liegt der
Fokus in dieser Arbeit auf dem semi-impliziten Euler-Verfahren für ODEs [67] und einer
Erweiterung für DAEs [70].

Software. Im Bereich der Fahrdynamiksimulation gibt es verschiedene kommerzielle Anbie-
ter, die echtzeitfähige Simulationssoftware mit Modellen unterschiedlicher Detaillierungstiefe
bereitstellen. Mit CarMaker [39], CarSim [52] und veDYNA [88] seien hier exemplarisch drei
solche Programmpakete genannt. Neben Modellen zur Steuergeräteentwicklung für das Ge-
samtfahrzeug sowie für Motor- und Antriebsstrangkomponenten und Fahrerassistenzsysteme
stehen oftmals Modellpakete für die Auslegung von modernen Antriebsstrangkonzepten oder
die Validierung von Radaufhängungen anhand von virtuellen Prüfstandssimulationen zur
Verfügung. Darüber hinaus stellen diese Softwarepakete in der Regel zur Gesamtfahrzeugsi-
mulation zusätzliche Modelle für Fahrer, Straße und Verkehrsumgebung bereit.

Daneben gewinnt in modernen Programmpaketen wie DYNA4 die durchgängige Prozessun-
terstützung zur Bedatung, Simulation und Analyse von Fahrzeugmodellen über den komplet-
ten Entwicklungszyklus immer mehr an Bedeutung. Eine plattformunabhängige Bedienung
von Simulationsmodellen ermöglicht die Steuerung, Bedatung und Erzeugung eines ausführ-
baren Programmcodes unabhängig von der für das Modell verwendeten Simulationsplatt-
form; Offboard in einer signalbasierten Umgebung oder Onboard auf Echtzeitrechnern. Eine
offene Systemarchitektur ermöglicht zudem die Anbindung an benutzerspezifische Entwick-
lungstools wie z. B. zur Testautomatisierung oder Messdatenaufbereitung. Von zunehmen-
dem Interesse ist die Bereitstellung und Erweiterung automatisierter Simulations- und Beda-
tungsabläufe. Somit können komplette Modellkomponenten wie Motor, Antriebsstrang oder
Radaufhängungen mittels Messdaten in einem Preprocessing-Schritt bedatet, automatisierte
Testmanöver mit Parametervariationen durchgeführt und daraus resultierende Simulations-
ergebnisse in einem Postprocessing-Schritt automatisch aufbereitet werden [60].

Steht des Weiteren ein an die Fahrzeugstruktur angepasster modularer Modellaufbau zur
Verfügung, so ist ein schneller und reproduzierbarer Austausch von Komponentenmodellen
möglich. Dies schafft die Voraussetzung für eine prozesssichere Simulation einer großen Va-
riantenvielfalt komplexer Steuergerätefunktionen [9] und ermöglicht die Erstellung von Ge-
samtfahrzeugkonfigurationen unterschiedlicher Detaillierungsstufen. Es kann je nach Anforde-
rung z. B. ein reines Längsdynamikmodell für Fahrleistungs- und Verbrauchsberechnungen
oder ein dreidimensionales MKS-Modell für Untersuchungen zur Quer- und Vertikaldyna-
mik des Fahrzeugs zusammengestellt werden. Sofern der Code-Export für eine signalbasierte
Entwicklungsumgebung wie Simulink unterstützt wird, ist es z. B. möglich, ein mit einem
MKS-Werkzeug erstelltes Gesamtfahrzeugmodell einzubinden [86]. Zudem können z. B. auch
Komponentenmodelle für das Energie- und Wärmemanagement des Fahrzeugs in Form ei-
ner Kosimulation über Simulink-Schnittstellen mit dem Fahrzeugmodell parallel mitsimuliert
werden [87].

Die Umsetzung einer modularen Gesamtfahrzeugstruktur für schwach miteinander gekoppel-
te Komponentenmodelle wie Motor, Antriebsstrang, Reifen und Basisfahrzeug über einge-
prägte äußere oder innere Kräfte und Momente ist aus numerischer Sicht unkritisch. Eine
Einschränkung besteht hingegen für die stark miteinander kinematisch gekoppelten Kompo-
nenten wie den Fahrzeugkörper, die Radaufhängungen und das Lenksystem. Diese werden in
der Regel als Basisfahrzeugmodell in einem gemeinsamen Mehrkörpersystem mit Bewegungs-
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gleichungen in Form von gewöhnlichen Differentialgleichungen mathematisch beschrieben.
Daraus ergibt sich eine nicht-generische hierarchische Modellstruktur, die eine Unterteilung
in einzelne Komponentenmodelle erschwert.

Abhilfe schafft oftmals ein breites Spektrum an vorkonfigurierten Radaufhängungen und
Lenksystemen. Achsmodelle aus MKS-Werkzeugen können somit nicht direkt in ein exter-
nes Modell importiert werden, sondern deren Bedatung kann mithilfe von Importroutinen
für bereits bestehende Achstypen übernommen werden. Darüber hinaus besteht die Mög-
lichkeit vorgefertigte Schnittstellen zur Einbindung von benutzerdefinierten Kraftelementen
für Radaufhängungen, zur Aufbringung eines Lenkmoments oder von Lenkbewegungen zu
verwenden. Zusätzlich kann eine Vielzahl von Achskonfigurationen in Form von Kennfeldern
für die Radkörperkinematik, abhängig von Radhub und Lenkbewegung, eingebunden werden.
Daneben können auch überlagerte elastokinematische Effekte kennfeldbasiert abgedeckt wer-
den.

Multiphysikalische und MKS-Simulationssoftware

Es existieren eine Vielzahl von Simulationswerkzeugen wie ADAMS [56] und SIMPACK [83],
die auf die Modellierung von Mehrkörpersystemen spezialisiert sind. Diese Werkzeuge bieten
neben der Modellierung und Simulation von Modellen wie beispielsweise für Schienenfahr-
zeuge, für die Luft- und Raumfahrt sowie für die Antriebs- und Produktionstechnik, im
Speziellen auch Modelle für das Gesamtfahrzeug sowie einzelne Fahrzeugkomponenten wie
Motor, Antriebsstrang und Radaufhängungen an. Simulationswerkzeuge wie DYMOLA [15],
MapleSim [51], SimScape [95] oder SimulationX [40] unterstützen mit vorgefertigten Biblio-
theken zudem die Erstellung, Simulation und Analyse von multiphysikalischen Modellen. Vor
allem dieser Ansatz ist von großem künftigen Interesse, da er eine Vernetzung verschiedener
physikalischer Bereiche wie der Hydraulik, Pneumatik, Elektrik, Mechanik, Mehrkörperdy-
namik und Thermodynamik ermöglicht [5].

Für multiphysikalische Simulationswerkzeuge sind die Systemgleichungen zur Beschreibung
der Dynamik in den einzelnen vorgefertigten physikalischen Modulen integriert. Die Modellie-
rung erfolgt akausal mittels Verbinden der einzelner Module über Fluss- und Potentialgrößen.
Folglich müssen die Gleichungen nicht wie bei signalbasierten Entwicklungswerkzeugen hän-
disch aufgestellt und implementiert werden. Der Benutzer verbindet vielmehr in einer grafi-
schen Oberfläche die jeweiligen Module miteinander zu einem Gesamtsystem. Häufig besteht
zusätzlich auch die Möglichkeit, signalbasiert zu modellieren oder auf Programmcodeebene
neue Module zu erstellen oder bereits bestehende zu erweitern.

Diese Simulationsumgebungen erzeugen im Allgemeinen differential-algebraische Gleichun-
gen und stellen zur Lösung geeignete numerische Integrationsverfahren bereit. Angesichts
des generischen Modellierungsansatzes sind die Rechenzeiten für solche Modelle in der Regel
höher als für speziell auf die Fahrzeugstruktur zugeschnittene Modelle aus echtzeitfähigen Si-
mulationsprogrammen. Durch Reduzierung der Komplexität und vereinfachende Annahmen
in der Modellierung lassen sich jedoch häufig echtzeitfähige Modelle erzeugen. In [72, 98] wer-
den für Radaufhängungen im Speziellen und in [41] für Mehrkörpersysteme im Allgemeinen
entsprechende Techniken vorgestellt.

Für die multiphysikalischen Werkzeuge gibt es mit der Programmiersprache Modelica [53]
darüber hinaus einen einheitlichen Sprachstandard für die objektorientierte bidirektionale
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Modellierung. Dies ermöglicht den einfachen Austausch von Modellen zwischen den Simula-
tionswerkzeugen.

2.2. Interdisziplinäre echtzeitfähige Simulation

Mit steigenden Anforderungen an die Fahrsicherheit und den Fahrkomfort nimmt auch die
Komplexität von Fahrzeugkomponenten weiter zu. Dadurch gewinnt die interdisziplinäre
Entwicklung von multiphysikalischen und MKS-Modellen in Verbindung mit Regelsystemen
immer mehr an Bedeutung.

Im Folgenden werden anhand eines Anwendungsbeispiels die Vorzüge einer interdisziplinären
und softwareübergreifenden Entwicklung aufgezeigt und auf den Begriff der Kosimulation von
Modellen eingegangen. Abschließend werden die daraus erwachsenden Herausforderungen
skizziert und konkrete Ziele für diese Arbeit formuliert.

2.2.1. Anwendungen

Für Anwendungen wie die Entwicklung einer Radaufhängung mit aktiver Lenkerkinematik
[102] werden neben der eigentlichen Mechanik weitere hydraulische oder elektrische Kompo-
nenten zum aktiven Verstellen der Lenker benötigt. Dazu bietet sich die Modellierung in einer
multiphysikalischen Entwicklungsumgebung an. Überdies ist für die Steuerung der aktiven
Kinematik ein geeignetes Regelsystem erforderlich. Dessen Implementierung erfolgt häufig
in Simulink.

Diese beiden Modelle können zunächst getrennt voneinander in unterschiedlichen Umgebun-
gen modelliert werden. Für eine durchgängige Entwicklung auf dem Weg zum Gesamtfahr-
zeug ist jedoch deren Kombination in späteren Entwicklungsphasen notwendig. Durch die
Einbindung des multiphysikalischen Komponentenmodells für die Radaufhängung in einem
echtzeitfähigen Fahrdynamikprogramm zur Entwicklung des Steuergeräts lassen sich die Stär-
ken beider Simulationswerkzeuge optimal kombinieren.

Dies erlaubt eine angemessene Modellierung des multiphysikalischen Modells zusammen mit
einer Benutzung von Funktionalitäten für den Verbund aus Achs- und Reglermodell, die auf
die Entwicklungsprozesse in der Fahrdynamiksimulation hin ausgelegt sind. Somit steht auch
für interdisziplinäre Modelle eine durchgängige Prozessunterstützung von der Konzeptphase
bis zum fertigen Prototypen zur Verfügung. Weitere Beispiele für solche interdisziplinäre Ent-
wicklungsanforderungen sind z. B. semi-aktive Radaufhängungen [19] oder moderne Lenksys-
teme [10] mit elektromechanischer [101] oder elektrohydraulischer Lenkunterstützung [100].

2.2.2. Kosimulation von Modellen

Für die kombinierte Simulation von Modellen aus unterschiedlichen Simulationswerkzeugen
gibt es grundsätzlich zwei Ansätze: Die Kosimulation auf Simulatorebene und die Kosimula-
tion auf Modellebene.
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Software und Standards

Für die parallele Ausführung von Modellen in unterschiedlichen Simulatoren werden spezi-
elle Werkzeuge zur Synchronisation und Steuerung der Prozesse benötigt. Hierzu existieren
entsprechende Schnittstellenstandards [54, 2] und kommerzielle Tools wie ICOS [62, 47] und
TISC Suite [97].

In dieser Arbeit liegt der Fokus auf der Einbindung von Modellen aus multiphysikalischen und
MKS-Werkzeugen in eine signalbasierte Entwicklungsumgebung und auf der verkoppelten Si-
mulation als Gesamtmodell. Die Basis hierfür stellt der Export von generierten Bewegungs-
gleichungen in Form von C-Code dar. Das Functional Mockup Interface for Model Exchange
[55] definiert hierzu allgemeine Schnittstellen für den einheitlichen Modellaustausch zwischen
verschiedenen Entwicklungsplattformen und ermöglicht die gemeinsame numerische Integra-
tion von Modellen in einer Simulationsengine. Viele multiphysikalische und MKS-Tools unter-
stützen außerdem den Export von eigenen Routinen zusammen mit dem erzeugten C-Code.
Somit ist eine problemangepasste Auswahl von numerischen Integrationsverfahren möglich
und es muss nicht auf die von Simulink bereitgestellten Lösungsverfahren zurückgegriffen
werden.

Signalbasierte Kopplung

Für die Kopplung unterschiedlicher Modellkomponenten kann generell zwischen drei verschie-
denen Ebenen für die Modellbeschreibung unterschieden werden. Abbildung 2.2 zeigt diese
exemplarisch für die modulare Simulation von MKS-Modellen, wie sie in dieser Arbeit unter-
sucht wird. Diese Darstellung basiert auf den in [43] vorgestellten Beschreibungsebenen für
mechatronische Systeme.
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Abbildung 2.2.: Modellbeschreibungsebenen für die modulare Simulation von MKS-Modellen.

Sofern die Modellierung von Fahrzeugkomponenten in einer multiphysikalischen Umgebung
durchgeführt wird, spricht man von einer Beschreibung der Modelle auf physikalischer Ebene
(vgl. Abbildung 2.2(a)). Die Kopplung von Modellen erfolgt über physikalische Schnittstel-
len mittels Fluss- und Potentialgrößen. Die daraus abgeleitete mathematische Beschreibung
führt im Falle mechanischer Modelle auf Bewegungsgleichungen, die das zeitliche Verhalten
beschreiben (vgl. Abbildung 2.2(b)).

Die Bewegungsgleichungen für ein echtzeitfähiges Komponentenmodell werden hingegen di-
rekt auf mathematischer Beschreibungsebene erzeugt. Die Simulation und der Signalaus-
tausch mit weiteren Fahrzeugkomponenten erfolgt auf signalbasierter Ebene (vgl. Abbildung



2. Fahrzeugdynamiksimulation 10

2.2(c)). Infolge gegenseitiger Abhängigkeiten der einzelnen Modelle bedingt durch mechani-
schen Verkopplungen entstehen algebraische Schließbedingungen im System. Für eine schwa-
che Kopplung können diese mithilfe erzwungener Zeitverzüge im System aufgelöst werden, oh-
ne die Stabilität des Gesamtsystems entscheidend zu beeinflussen. Da Komponenten wie der
Fahrzeugkörper, die Radaufhängungen und das Lenksystem in Anbetracht der kinematischen
Bindungen (vgl. Abbildung 2.3) für gewöhnlich stark miteinander verkoppelt sind, kann die
Verwendung problemspezifischer Filtermethoden (z. B. [44]) zur Auflösung der algebraischen
Schließbedingungen jedoch die Dynamik des Systems stark verändern und zu zusätzlichen
Instabilitäten des Systems führen [18]. Alternativ können iterative Methoden zur Berech-

Abbildung 2.3.: Doppelquerlenkerradaufhängung [90].

nung konsistenter Signale in algebraischen Schleifen verwendet werden [43]. Aufgrund der
Echtzeitanforderungen wird diese rechenaufwändige Vorgehensweise in dieser Arbeit nicht in
Betracht gezogen.

2.2.3. Herausforderungen

Der Export von multiphysikalischen Modellen als C-Code eröffnet die Möglichkeit zur kom-
binierten Simulation von Fahrzeugkomponenten aus unterschiedlichen Entwicklungswerkzeu-
gen in einer gemeinsamen Umgebung.

Modellstruktur

Das interaktive Arbeiten erfordert eine modulare Modellstruktur, die über die klassische Auf-
teilung eines Gesamtfahrzeugmodells in schwach gekoppelte Modellkomponenten wie Motor,
Antriebsstrang, Reifen und Basisfahrzeug hinausgeht.

In dieser Arbeit wird das in einer signalbasierten Umgebung erstellte Modell für ein Basis-
fahrzeug aus softwaretechnischer Sicht in seine stark mechanisch miteinander verkoppelten
Teilkomponenten für Fahrzeugkörper, Radaufhängungen und Lenksystem weiter unterglie-
dert. Dies stellt die Grundlage für den gezielten Austausch einzelner Teilkomponenten dar.
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Kopplungstechniken und zentrale Schnittstellen

Für eine adäquate Abbildung der Kopplungen der modularen Modelle werden problemange-
passte Techniken und zusätzliche Schnittstellen zwischen den einzelnen Komponenten benö-
tigt, die als Kopplungssysteme dienen.

Verschiedene, teils automatisierbare Ansätze zur Einbindung von Komponentenmodellen wer-
den im Rahmen dieser Arbeit aufgezeigt, die abhängig von den eingesetzten Modellierungs-
werkzeugen und darin bereitgestellten Informationen angewendet werden können. Daneben
werden zentrale mechanische Schnittstellen in Form von zusätzlichen starren Gelenken vor-
teilhaft eingeführt.

Schnittstelleninformationen

Standards zur Kosimulation von Modellen aus unterschiedlichen Werkzeugen liefern einheit-
liche Schnittstellen für den Informationsaustausch und die numerische Integration von unab-
hängigen Systemen in einer gemeinsamen Simulationsengine. Generische Kopplungstechniken
benötigen oftmals zusätzliche Informationen über die Bewegungsgleichungen der unabhängi-
gen Modelle. Aus multiphysikalischen oder numerischen MKS-Werkzeugen exportierte Mo-
delle stellen die Massenmatrix und die rechte Seite der Bewegungsgleichungen jedoch für
gewöhnlich nicht explizit bereit.

Durch Analyse des exportierten C-Codes von Komponentenmodellen für unterschiedliche
Kopplungstechniken werden in dieser Arbeit geeignete Informationen erarbeitet und als Mo-
dellausgänge bezogen auf die zentralen Schnittstellen bereitgestellt.

Dezentrale und echtzeitfähige numerische Integration

Im Rahmen einer durchgängigen interdisziplinären Entwicklung von komplexen geregelten
Fahrzeugkomponenten unter Erhalt des modularen Modellansatzes liegt ein besonderes Au-
genmerk auf einer stabilen echtzeitfähigen numerischen Integration.

In dieser Arbeit werden abhängig von der gewählten Kopplungstechnik und basierend auf
semi-impliziten Einschrittverfahren konstanter Schrittweite verschiedene zentrale und dezen-
trale Ansätze für die echtzeitfähige Integration von ODEs und DAEs präsentiert. Der dabei
auftretende Verlust von Kopplungsinformationen und Zeitverzügen, bedingt durch den mo-
dularen Modellansatz, wird in geeigneter Form behandelt.
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3. Grundlagen der Mehrkörperdynamik

Mehrkörpersysteme dienen der virtuellen Nachbildung und Analyse komplexer physikalischer
Systeme am Computer. Anwendungsgebiete sind neben der klassischen Mechanik Ingenieurs-
anwendungen wie die Robotik, die Luft- und Raumfahrttechnik, die Verfahrens- und Pro-
duktionstechnik sowie die Biomechanik. Die Fahrzeugtechnik stellt mit der Modellierung von
Fahrzeugkörper, Radaufhängungen und Lenksystem sowie Antriebsstrang oder Motor einen
der Hauptanwendungsbereiche dar. Die Mehrkörperdynamik beschreibt das zeitliche Verhal-
ten von Mehrkörpersystemen. Die mathematische Beschreibung solcher Systeme basiert auf
physikalischen Prinzipien. Mittels der Mehrkörpersimulation können komplexe reale Bewe-
gungsabläufe sowie auch Systemparameter am virtuellen Modell optimiert und Vorhersagen
über das Systemverhalten getroffen werden.

Dieses Kapitel gibt zunächst einen Überblick über die Definition von Mehrkörpersystemen
und eine geeignete Koordinatenwahl. Daneben werden verschiedene physikalische Prinzipi-
en zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen vorgestellt und die automatisierte Erstellung
von Mehrkörpersystemen skizziert. Zum Abschluss wird die Behandlung von differential-
algebraischen Gleichungen diskutiert. Einen umfassenden Überblick über die Grundlagen
der Mehrkörperdynamik geben z. B. [34, 74, 79] sowie [41, 71]. Zudem gibt [73] einen Ein-
blick in die geschichtliche Entwicklung der Mehrkörperdynamik und in [75] werden aktuelle
Forschungstrends behandelt.

3.1. Definition von Mehrkörpersystemen

Mehrkörpersysteme bestehen aus einzelnen voneinander unabhängigen massebehafteten Kör-
pern, welche über masselose Elemente wie Gelenken, Lagern, Federn, Dämpfern oder Aktua-
toren miteinander oder mit der Umgebung verbunden sind. Dazwischen können auch spezielle
Kraftgesetze wie z. B. Reifenkräfte wirken. Die massebehafteten Körper können sowohl starr
als auch deformierbar sein. In dieser Arbeit liegt der Fokus rein auf starren Körpern ohne
Kontaktmechanik. Die Behandlung elastischer Körper wird z. B. in [80] beschrieben. Federn
und Dämpfer können als nachgiebige Verbindungen verstanden werden und von linearer oder
nichtlinearer Natur sein. Verbindungselemente wie Gelenke und Lager hingegen schränken die
relativen Bewegungsmöglichkeiten zwischen den starren Körpern ein. Abbildung 3.1 zeigt ein
solches MKS, bestehend aus vier Teilkörpern: Der Körper 1 ist über ein rotatorisches Gelenk
an der Basis befestigt. Die Verbindung zwischen Körper 1 und 2 ist über ein translatorisches
Gelenk und die Verbindung zwischen Körper 2 und 3 über ein Feder-Dämpfer-Element dar-
gestellt. Der Körper 4 ist über eine Feder mit Körper 2 und ein rotatorisches Gelenk mit
Körper 3 verbunden. Außerdem wirkt auf den Körper 4 eine Aktuatorkraft.

Die Einflüsse von Feder-Dämpfer-Elementen und Aktuatoren auf die einzelnen Körper kön-
nen über Kraftgesetze beschrieben werden. Die Einschränkung der relativen Bewegung von
Körpern über Gelenke und Lager wird mathematisch mittels algebraischer Nebenbedingun-
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Abbildung 3.1.: Skizze eines Mehrkörpersystems mit starren Körpern und Verbindungselementen.

gen formuliert. Sofern die Zeit explizit in diese kinematischen Bindungen eingeht, spricht man
von rheonomen, andernfalls von skleronomen algebraischen Nebenbedingungen. Des Weiteren
unterscheidet man zwischen holonomen Nebenbedingungen, die rein von zeitabhängigen La-
gekoordinaten y(t) ∈ Rny der Körper abhängen, und nicht holonomen Nebenbedingungen,
in die zusätzlich Geschwindigkeiten eingehen. In dieser Arbeit kommen in Hinblick auf die
mechanische Kopplung von Basisfahrzeugkomponenten rein skleronome holonome Nebenbe-
dingungen der Form

0 = g(y) ∈ Rng (3.1)

zum Einsatz. Man spricht hierbei auch von ng algebraischen Nebenbedingungen auf Lageni-
veau.

In Hinblick auf kinematische Bindungen unterscheidet man bei Mehrkörpersystemen grund-
legend zwischen drei verschiedenen Strukturen: einer Kettenstruktur (vgl. Abbildung 3.2(a)),
einer Baumstruktur (vgl. Abbildung 3.2(b)) sowie einer kinematischen Schleife (vgl. Abbil-
dung 3.2(c)). Gesamtfahrzeugmodelle besitzen für gewöhnlich eine Kombination aus Baum-
strukturen mit kinematischen Schleifen wie z. B. bei Radaufhängungen. Für eine Kettenstruk-
tur oder eine Baumstruktur ist es für gewöhnlich möglich, für die Bewegungsgleichungen ei-
ne zustandsreduzierte Formulierung in Form gewöhnlicher Differentialgleichungen abzuleiten.
Für kinematische Schleifen hingegen ist dies allgemein nicht möglich. Als Alternative können
kinematische Schleifen in Teilketten oder -bäume aufgetrennt werden (vgl. Abbildung 3.2(d)).
Für die aufgelösten Bindungen werden im Allgemeinen geeignete algebraische Zwangsbedin-
gungen benötigt, die auf ein differential-algebraisches System führen. In der Fahrzeugtechnik
hingegen ist es bei der Modellierung von Radaufhängungen oftmals zweckmäßig, kinema-
tische Schleifen durch die Nachbildung elastischer Lenkerlager aufzulösen. Somit können
differential-algebraische Gleichungen häufig umgangen werden.
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(a) Kette. (b) Baum.
(c) Kinematische

Schleife.
(d) Aufgetrennte kinema-

tische Schleife.

Abbildung 3.2.: Strukturen von Mehrkörpersystemen [76, 45].

3.2. Koordinatenwahl

Zur Beschreibung der Kinematik der einzelnen Körper eines Systems stehen in der Mehr-
körperdynamik vorwiegend Absolut-, Relativ- oder natürliche Koordinaten zur Verfügung.
Detaillierte Beschreibungen hierzu finden sich z. B. in [78, 41]. Im Folgenden werden mit den
Absolut- und Relativkoordinaten die beiden gängigsten Formate vorgestellt.

3.2.1. Absolutkoordinaten

Bei der Verwendung von Absolutkoordinaten wird für jeden Körper in einem Referenzpunkt
ein eigenes Koordinatensystem Ki betrachtet, dessen Lage bezüglich eines Inertialsystems 0
angegeben wird. Abbildung 3.3 zeigt exemplarisch das Inertialsystem 0 und die mitbewegten
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x
1

y
1 z
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Abbildung 3.3.: Absolutkoordinaten.
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Referenzsyteme K1 und K2 für zwei Körper, deren Lage bezüglich des Inertialsystems über
den Ortsvektor

r0i,0 =

r0i,0x
r0i,0y

r0i,0z


in Inertialkoordinaten beschrieben wird. Neben der Lage wird zusätzlich die Orientierung
der Referenzsysteme gegenüber dem Inertialsystem angegeben. Hierfür können z. B. Kardan-
winkel mit der Teildrehungsabfolge γi, βi und αi mit der zugehörigen Rotationsmatrix

A0i =

cos γi − sin γi 0
sin γi cos γi 0

0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Aγi

 cosβi 0 sinβi
0 1 0

− sinβi 0 cosβi


︸ ︷︷ ︸

Aβi

1 0 0
0 cosαi − sinαi
0 sinαi cosαi


︸ ︷︷ ︸

Aαi

(3.2)

verwendet werden. Der Gesamtvektor der absoluten Koordinaten eines Mehrkörpersystems
mit l Körpern ergibt sich sodann zu

y =


y1

y2
...

yl−1

yl

 mit yi =



r0i,0x
r0i,0y

r0i,0z
αi
βi
γi

 i = 1, . . . , l .

Für die Darstellung mittels Absolutkoordinaten erhält man dünn besetzte Systemmatrizen
mit Blockdiagonalstruktur.

3.2.2. Relativkoordinaten

Bei der Darstellung von Körpern über Relativkoordinaten wird die Lage eines Körpers relativ
zu der eines benachbarten Körpers angegeben. Als Relativkoordinaten werden für gewöhn-
lich die Freiheitsgrade gewählt, welche das jeweilige Verbindungselement zwischen beiden
Körpern zulässt. Für diese Wahl der Koordinaten sind Zwangsbedingungen per Definition
bereits erfüllt. Man spricht hierbei auch von verallgemeinerten Koordinaten bzw. Geschwin-
digkeiten. Ein Beispiel mit zwei Körpern, die kinematisch miteinander verbunden sind, wird
in Abbildung 3.4 gezeigt. Körper 1 ist frei beweglich und wird weiterhin in Absolutkoordina-
ten

y1 =



r01,0x
r01,0y

r01,0z
α1

β1

γ1


beschrieben. Das Drehgelenk zwischen Körper 1 und 2 hingegen lässt nur einen rotatorischen
Freiheitsgrad ϕ12 offen. Mit der Relativkoordinate

y2 = ϕ12
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Abbildung 3.4.: Relativkoordinaten.

erhält man gegenüber Absolutkoordinaten eine deutlich reduzierte Darstellung. Diese Wahl
von Relativkoordinaten ist besonders für Ketten- und Baumstrukturen geeignet. Da die ki-
nematischen Bindungen direkt in die Koordinatenwahl einfließen, entfallen zusätzliche alge-
braische Nebenbedingungen. Daraus resultiert in der Regel ein gewöhnliches Differentialglei-
chungssystem mit dicht besetzten Systemmmatrizen.

3.3. Aufstellen der Bewegungsgleichungen

Zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen gibt es unterschiedliche physikalische Prinzipien.
Die Struktur der Gleichungen hängt maßgeblich von der Wahl der zugrunde liegenden Koordi-
naten ab. Generell wird das Ziel verfolgt, das Aufstellen der Bewegungsgleichungen möglichst
effizient automatisieren zu können und zugleich eine Struktur für die Bewegungsgleichungen
zu erhalten, welche sich mit möglichst geringem Aufwand lösen lässt.

Im Folgenden werden mit dem deduktiven Prinzip von Hamilton und den induktiven Prinzi-
pien von Jourdain und D’Alembert die gängigsten Techniken vorgestellt und kurz auf eine
automatisierte Erstellung der Bewegungsgleichungen eingegangen.

3.3.1. Prinzip von Hamilton

Im Prinzip von Hamilton werden die Euler-Lagrange-Gleichungen mithilfe des Variations-
prinzips nach Lagrange aus dem Energieerhaltungssatz für konservative Systeme deduktiv
hergeleitet. Demzufolge werden zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen lediglich Informa-
tionen über die im System vorliegende Energie und die kinematischen Bindungen benötigt.
Es wird das grobe Vorgehen zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen gezeigt. Für eine
detailliertere Darstellung wird auf [80] verwiesen.

Für ein Mehrkörpersystem mit l Körpern nimmt nach dem Prinzip der kleinsten Wirkung
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das Funktional
t1∫
t0

(T (y, ẏ)− U(y)− g(y)Tλ)dt (3.3)

für die kinetische Energie T (y, ẏ) und die potentiellen Energie U(y) mit Startzeitpunkt t0 und
Endzeitpunkt t1 einen stationären Wert an. Hinsichtlich der Wahl von Absolutkoordinaten y
erfüllen diese im Allgemeinen nicht automatisch die im System wirkenden kinematischen Bin-
dungen. Entsprechend sind unter Verwendung des Vektors λ der Lagrange-Multiplikatoren
zusätzlich skleronome holonome Nebenbedingungen (3.1) berücksichtigt. Mit virtuellen Be-
wegungen δy ∈ Rny sowie virtuellen Langrange-Multiplikatoren δλ ∈ Rng erhält man aus
dem Variationsprinzip nach Lagrange mit dem Skalar ξ ∈ R das Funktional

Ψ(ξ) =

t1∫
t0

(T (y + ξ δy, ẏ + ξ δẏ)− U(y + ξ δy)− g(y + ξ δy)T (λ+ ξµ))dt . (3.4)

Es gilt δy(t0) = δy(t1) = 0 und δλ(t0) = δλ(t1) = 0.

Unter der Annahme, dass y eine Lösung von (3.3) ist, nimmt das Funktional folglich für
ξ = 0 einen stationären Wert an, d.h.

d

dξ
Ψ(ξ)

∣∣
ξ=0

= 0 .

Demnach ergibt sich für (3.4) die Bedingung

0 =

t1∫
t0

(
∂T

∂y
− d

dt

(
∂T

∂ẏ

)
− ∂U

∂y
− λT ∂g

∂y

)
δy dt−

t1∫
t0

g(y)δλ dt . (3.5)

Die Ausdrücke
(
∂T/∂y − d/dt (∂T/∂ẏ)− ∂U/∂y − λT∂g/∂y

)
und g(y) müssen gemäß dem

Fundamentallemma der Variationsrechnung zu jedem Zeitpunkt gleich Null sein, damit (3.5)
für alle zulässigen Testelemente δy bzw. δλ erfüllt ist. Daraus ergeben sich die Lagrange-
Gleichungen erster Art

d

dt

(
∂T

∂ẏ

)
− ∂T

∂y
= −∂U

∂y
− λT ∂g

∂y
(3.6a)

0 = gT (y) . (3.6b)

Durch Verwendung von

d

dt

(
∂T

∂ẏ

)T
=
∂2T

∂ẏ2
ÿ +

∂2T

∂ẏ∂y
ẏ

erhält man für (3.6) die Darstellung

∂2T

∂ẏ2
ÿ = −

(
∂U

∂y

)T
+

(
∂T

∂y

)T
− ∂2T

∂ẏ∂y
ẏ −

(
∂g

∂y

)T
λ (3.7a)

0 = g . (3.7b)

Aus Gründen der Übersichtlichkeit werden die Argumente der verschiedenen Funktionen hier
nicht explizit aufgeführt.



3. Grundlagen der Mehrkörperdynamik 18

Mittels Einführung der Massenmatrix

M :=
∂2T

∂ẏ2
∈ Rny×ny ,

des Vektors der Kräfte und Momente

Q(y, ẏ) := −
(
∂U

∂y

)T
+

(
∂T

∂y

)T
− ∂2T

∂ẏ∂y
ẏ ∈ Rny

und der Jacobi-Matrix der Zwangsbedingungen

G(y) :=
∂g

∂y
∈ Rng×ny (3.8)

lässt sich (3.7) kompakt in der Form

M(y) ÿ = Q(y, ẏ)−G(y)Tλ (3.9a)

0 = g(y) (3.9b)

darstellen. Die Massenmatrix M beinhaltet die Massen und Trägheiten des Mehrkörpersys-
tems und der Kraft- und Momentenvektor Q die Potential-, Kreisel- und Coriolisanteile. Die
Jacobi-Matrix G der Nebenbedingungen beschreibt die Richtung, in der die durch die ki-
nematischen Bindungen hervorgerufenen Zwangskräfte und -momente λ wirken. Verwendet
man anstatt der absoluten Koordinaten verallgemeinerte Koordinaten, welche die im Sys-
tem vorliegenden kinematischen Bindungen per Definition erfüllen, so kann man analog die
Lagrange-Gleichungen zweiter Art ohne algebraischen Nebenbedingungen herleiten.

Da die Energieausdrücke im Allgemeinen nicht körperweise, sondern nur im Gesamtsystem
aufgestellt werden können, erweist sich das Verfahren als wenig rechnergerecht. Aufgrund
des Energieerhaltungssatzes können mit dem Prinzip von Hamilton zudem lediglich konser-
vative Systeme beschrieben werden. Um aber die Modellbildung nicht darauf beschränken zu
müssen, erweitert man den obigen Ansatz, indem man die Prinzipien der virtuellen Leistung
und der virtuellen Arbeit einführt. Damit können auch dissipative Elemente wie Dämpfer
oder Aktuatoren berücksichtigt werden.

3.3.2. Prinzipien von Jourdain und D’Alembert

Die Prinzipien von Jourdain und D’Alembert, auch bekannt als Prinzipien der virtuelle Leis-
tung und der virtuellen Arbeit, stellen einen allgemeineren induktiven Zugang zu den Bewe-
gungsgleichungen eines Mehrkörpersystems dar. Für diese Prinzipien können im Vergleich
mit dem Prinzip von Hamilton aus Abschnitt 3.3.1 auch nicht konservative Kräfte und Mo-
mente berücksichtigt werden. Das konkrete Vorgehen wird anhand des Prinzips von Jourdain
gezeigt. Weitere Hintergründe hierzu werden in [42] dargelegt.

Ausgehend von einer Beschreibung in Absolutkoordinaten wird die Dynamik der einzelnen
Körper über den Impuls- und Drallsatz

miv̇0i,0 = F ei,0 + F zi,0 (3.10)

Θiω̇0i,K + ω0i,K ×Θiω0i,K = M e
i,K +M z

i,K (3.11)
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beschrieben (z. B. [71]). Es bezeichnen mi und Θi die Masse und den Trägheitstensor des
i-ten Teilkörpers und F ei,0 und M e

i,K die eingeprägten Kräfte und Momente. In F zi,0 und M z
i,K

sind die Zwangskräfte bzw. -momente enthalten, die infolge von kinematischen Bindungen
zwischen den einzelnen Körpern wirken. Der Impulssatz (3.10) wird jeweils in Koordinaten
des Inertialsystems 0 und der Drallsatz (3.11) bevorzugt im jeweiligen körperfesten Koor-
dinatensystem K angegeben. Die Geschwindigkeitsvektoren v0i,0 und ω0i,K stellen, unter
Berücksichtigung von Koordinatentransformationen für die Rotationen, die zeitlichen Ablei-
tungen der Lagevektoren aus Abschnitt 3.2.1 dar.

Das Prinzip von Jourdain besagt, dass die Summe der durch die Zwangskräfte F zi,0 und
Zwangsmomente M z

i,K hervorgerufenen virtuellen Leistungen für alle l Körper im System
verschwindet. Dazu muss das Gleichungssystem

l∑
i=1

(
δvT0i,0F

z
i,0 + δωT0i,KM

z
i,K

)
= 0 (3.12)

für beliebige virtuelle Geschwindigkeiten δvT0i,0 und δωT0i,K erfüllt sein. Angesichts der kine-
matischen Bindungen zwischen den Körpern liegen zusätzliche Bewegungseinschränkungen
vor, so dass diese virtuellen Geschwindigkeiten nicht mehr beliebig gewählt werden können.
Diese Problematik kann durch die Einführung verallgemeinerter Geschwindigkeiten z, wel-
che die kinematischen Bindungen automatisch erfüllen, umgangen werden. Die virtuellen
translatorischen und rotatorischen Geschwindigkeiten der einzelnen Körper können damit in
Abhängigkeit von virtuellen verallgemeinerten Geschwindigkeiten δz mittels

δv0i,0 =
∂v0i,0(y,z)

∂z δz (3.13)

δω0i,K =
∂ω0i,K(y,z)

∂z δz (3.14)

beschrieben werden. Diese halten per Definition die kinematischen Bindungen ein und können
somit beliebig gewählt werden. Entsprechend erhält man unter Berücksichtigung der nach
den Zwangskräften F zi,0 und Zwangsmomenten M z

i,K aufgelösten Newton-Euler-Gleichungen
(3.10), (3.11) für (3.12) die Gleichung

0 =
l∑

i=1

[
∂vT0i,0
∂z

(
mi
∂v0i,0

∂z
ż +miv̇

R
0i,0 − F ei,0

)
(3.15)

+
∂ωT0i,K
∂z

(
Θi
∂ω0i,K

∂z
ż + Θiω̇

R
0i,K + ω0i,K ×Θiω0i,K −M e

i,K

)]
δz .

Aus der Forderung δz 6= 0 für beliebige virtuelle verallgemeinerte Geschwindigkeiten erhält
man aus (3.15) für das Mehrkörpersystem die Bewegungsgleichungen

M(y) ż = Q(y, z) (3.16)

in kompakter Form der Minimaldimension ny. Dabei beschreiben

M :=

l∑
i=1

(
∂vT0i,0
∂z

mi
∂v0i,0

∂z
+
∂ωT0i,K
∂z

Θi
∂ω0i,K

∂z

)
(3.17)

die symmetrisch positiv definite Massenmatrix und

Q :=

l∑
i=1

[
∂vT0i,0
∂z

(
F ei,0 −miv̇

R
0i,0

)
+
∂ωT0i,K
∂z

(
M e
i,K −Θiω̇

R
0i,K − ω0i,K ×Θiω0i,K

)]
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den Vektor der verallgemeinerten Kräfte und Momente.

In die Bewegungsgleichungen gehen die zeitlichen Ableitungen

v̇0i,0(y, z) =
∂v0i,0(y, z)

∂z
ż +

∂v0i,0(y, z)

∂y
V (y)z︸ ︷︷ ︸

v̇R0i,0(y,z)

(3.18)

ω̇0i,K(y, z) =
∂ω0i,K(y, z)

∂z
ż +

∂ω0i,K(y, z)

∂y
V (y)z︸ ︷︷ ︸

ω̇R0i,K(y,z)

(3.19)

der translatorischen und rotatorischen Geschwindigkeiten mit ein. In den Vektoren v̇R0i,B und

ω̇R0i,B sind die Restbeschleunigungen zusammengefasst. Die Gleichungen (3.18) und (3.19) ent-
halten die von den verallgemeinerten Koordinaten y abhängige Kinematikmatrix V , welche
die Beziehung

ẏ = V (y)z (3.20)

zwischen der zeitlichen Ableitung der verallgemeinerten Koordinaten y und den verallgemei-
nerten Geschwindigkeiten z darstellt. Je nach Problemstellung können diese Abhängigkeiten
geeignet gewählt werden, um einfacher strukturierte Bewegungsgleichungen zu erhalten und
ggf. kinematische Bindungen zu eliminieren. Die Beziehung (3.20) liefert die Lagegrößen in
den für Fahrzeugdynamikanwendungen interessanten Ortskoordinaten. Die Funktionalmatri-
zen ∂v0i,0/∂z und ∂ω0i,K/∂z in (3.13) und (3.14) stellen den Zusammenhang zwischen den
kartesischen und den verallgemeinerten Geschwindigkeiten her und werden als Richtungsvek-
toren des Systems bezeichnet. Sie enthalten Informationen über die kinematischen Bindungen
im System und beschreiben die Projektionsterme für Massen-, Kraft- und Momenteneinflüsse
in Richtung der gewählten Freiheitsgrade. Hierbei sind die verallgemeinerten Geschwindig-
keiten so zu wählen, dass die Richtungsvektoren möglichst einfach auf analytische Art und
Weise berechnet werden können.

Wählt man als verallgemeinerte Geschwindigkeiten die kartesischen Absolutgeschwindigkei-
ten des Systems, so können analog zu (3.9) die Zwangskräfte und -momente nicht eliminiert
werden. Für die triviale Wahl ẏ = z lässt sich das Prinzip von Jourdain auf das Prinzip von
D’Alembert überführen. Das entsprechende Vorgehen für die Aufstellung der Bewegungsglei-
chungen wird z. B. in [82] gezeigt.

3.3.3. Automatisiertes Vorgehen

Viele moderne MKS-Werkzeuge wie RecurDyn [28], SimMechanics [94] oder SIMPACK ver-
wenden zum Aufstellen der Bewegungsgleichungen rekursive, auf offenen Kettenstrukturen
basierende Algorithmen. Im Falle kinematischer Schleifen werden diese aufgeschnitten und
die einzelnen offenen Teilstrukturen rekursiv über die einzelnen Teilkörper behandelt. Die
hier vorgestellte Vorgehensweise beruht auf den Darstellungen in [71] und unterteilt sich in
die folgenden drei wesentlichen Schritte:

1. Mithilfe einer Vorwärtsrekursion werden die Vektoren der Lage, Geschwindigkeit und
Beschleunigung sowie der eingeprägten Kräfte und Momente der einzelnen Körper be-
rechnet.
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2. Durch Rückwärtsrekursion werden die verallgemeinerten Massenmatrizen und die Vek-
toren der verallgemeinerten Kräfte und Momente berechnet.

3. Mithilfe einer weiteren Vorwärtsrekursion werden die Vektoren der verallgemeinerten
Beschleunigungen der einzelnen Körper berechnet.

Durch die Wahl geeigneter verallgemeinerter Koordinaten oder Geschwindigkeiten können
über die Prinzipien von D’Alembert oder Jourdain die Zwangskräfte und -momente elimi-
niert werden. Man erhält dann rekursive Bewegungsgleichungen in Form von gewöhnlichen
Differentialgleichungen.

Abschließend werden zu dem mittels Rekursion erstellten reduzierten System noch zusätz-
liche algebraische Nebenbedingungen für die zuvor aufgeschnittenen kinematischen Schlei-
fen hinzugefügt. Somit ergibt sich ein kompaktes differential-algebraisches Gleichungssystem.
Dies stellt einen Kompromiss zwischen einer effizienten Herleitung und einer kostengünstigen
Auswertung der Bewegungsgleichungen dar. Der Berechnungsaufwand für rekursive Verfah-
ren steigt im Verhältnis zu der Anzahl l der Körper für solche Teilstrukturen mit Ordnung
O(l). Für herkömmliche Verfahren beträgt der Aufwand O(l3), so dass rekursive Verfahren in
Anbetracht zusätzlicher Berechnungsschritte für die Rekursionen vor allem bei einer größeren
Anzahl von Körpern von Vorteil sind. Eine Übersicht zu den Aufwänden für das Aufstellen
und Lösen der Bewegunsgleichungen für die verschiedenen Ansätze liefert [71].

3.4. Differential-algebraische Gleichungen

Die Herleitung von Bewegungsgleichungen von Mehrkörpersystemen führt unter der Berück-
sichtigung kinematischer Schleifen im Allgemeinen zu einem differential-algebraischen Sys-
tem. Auf die gängige Darstellungsform sowie die im Rahmen der numerischen Integration
benötigte Begrifflichkeiten wird im Folgenden eingegangen.

3.4.1. Deskriptorform

Im Rahmen dieser Arbeit werden kompakte Bewegungsgleichungsysteme in der Form (3.16)
über zusätzliche algebraische Nebenbedingungen miteinander gekoppelt. Unter Berücksichti-
gung von (3.20) ergibt sich somit das System

ẏ = V (y)z (3.21a)

M(y) ż = Q(y, z)−G(y)Tλ (3.21b)

0 = g(y) (3.21c)

erster Ordnung in Deskriptorform. Diese Form bietet eine transparente und modulare Dar-
stellung der Bewegungsgleichungen. Demzufolge kann das MKS ohne großen Zusatzaufwand
um zusätzliche Körper und Verbindungselemente erweitert werden, ohne die Struktur zu mo-
difizieren. Dies ermöglicht eine einheitliche Darstellung für die Verkopplung unabhängiger
ODE-Systeme mit verallgemeinerten Geschwindigkeiten über algebraische Nebenbedingun-
gen sowie für Mehrkörpersysteme mit kinematischen Schleifen.

Für diesen allgemeinen Fall erweitert sich auch die Jacobi-Matrix G der Nebenbedingungen
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(3.8) um die kinematischen Abhängigkeiten zu

G(y) :=
∂g(y)

∂y
V (y) . (3.22)

Für die triviale Wahl der verallgemeinerten Geschwindigkeiten als zeitliche Ableitungen der
verallgemeinerten Koordinaten entspricht die Kinematikmatrix V einer Einheitsmatrix pas-
sender Dimension.

Sofern sich die Bewegungsgleichungen aufgrund der geschickten Wahl verallgemeinerter Koor-
dinaten oder Geschwindigkeiten ohne algebraische Nebenbedingungen darstellen lassen, was
anzustreben ist, können numerische Standardverfahren zur Lösung gewöhnlicher Differenti-
algleichungen verwendet werden [32, 33].

Für den allgemeinen Fall von differential-algebraischen Gleichungen müssen bei der numeri-
schen Integration die algebraischen Nebenbedingungen zusätzlich mit berücksichtigt werden.
Hierbei spielt der Begriff des Index eine zentrale Rolle, der im Folgenden behandelt wird.

3.4.2. Indexdefinition

Der Index ist in gewisser Weise ein Maß dafür, inwieweit sich eine DAE von einer gewöhnli-
chen Differentialgleichung unterscheidet. Je höher der Index desto stärker ist der algebraische
Anteil ausgeprägt. Abhängig von der Art der vorliegenden DAE gibt es verschiedene Index-
definitionen, auf die z. B. in [33, 80] im Detail eingegangen wird. Im Falle linearer differential-
algebraischer Gleichungen kann mit der Definition des Nilpotenzindex die Singularität eines
differential-algebraischen Systems dargestellt werden. Allgemein anwendbar ist außerdem der
Begriff des Störungsindex, der angibt, wie stark die Lösung von einer numerischen Störung
beeinflusst wird. Gründe für die Störung eines differential-algebraischen Systems können z. B.
Rundungsfehler, verursacht durch die eingeschränkte Darstellungsgenauigkeit des Computers
oder die approximative numerische Lösung solcher Systeme mittels Diskretisierungsverfahren
sein. Eine weitere Möglichkeit den Index einer DAE zu spezifizieren stellt der geometrische
Index dar. Hierbei werden DAEs in Form von ODEs auf Mannigfaltigkeiten dargestellt [64,
63].

Die gängigste Definition stellt hingegen der Differentiationsindex dar. Ausgehend von der
impliziten Darstellung

F(ẏ, y, t) = 0 , y ∈ Rny , F : Rny × Rny × R 7→ Rny (3.23)

für ein differential-algebraisches System wird die Anzahl der Differentiationsschritte betrach-
tet, die nötig ist, um das System in eine gewöhnliche Differentialgleichung zu überführen.
Falls ∂F/∂ẏ regulär ist, so liegt ein gewöhnliches Differentialgleichungssystem mit Index 0
vor. Für den Fall dass ∂F/∂ẏ singulär ist, beschreibt (3.23) ein differential-algebraisches
System mit einem Index größer 0. Detailliertere Informationen zur Bestimmung des differen-
tiellen Index liefert [29]. Differential-algebraische Systeme können je nach Aufgabenstellung
und Anwendungsgebiet einen unterschiedlichen Index aufweisen. Für Mehrkörpersysteme be-
sitzen diese im Allgemeinen Index 3.
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3.4.3. Systeme mit reduziertem Index

Für die Lösung eines differential-algebraischen Systems der Form (3.21) können wegen der
zusätzlichen algebraischen Nebenbedingungen auf Lageniveau für gewöhnlich keine nume-
rischen Integrationsverfahren für gewöhnliche Differentialgleichungen angewendet werden.
Unter Zuhilfenahme der Indexreduktion ist es jedoch möglich, ein differential-algebraisches
System in soweit zu modifizieren, dass es mit numerischen Integrationsverfahren für gewöhn-
liche Differentialgleichungen behandelt werden kann. Im Rahmen dieser Arbeit steht neben
dem Index 3 Formalismus der Index 1 Formalismus im Fokus, weshalb im Folgenden die For-
mulierung für Index 2 nur kurz skizziert wird. Hierfür sowie für eine umfassende Betrachtung
der numerischen Lösung indexreduzierter Systeme wird auf [11, 33] verwiesen. Ein speziell
auf DAEs vom Index 1 zugeschnittenes Integrationsverfahren ist z. B. der Integrator DASSL
[59].

Indexreduktion

Mittels Indexreduktion eines differential-algebraischen Systems lassen sich die Auswirkungen
von Diskretisierungs- und Rundungsfehlern auf die Lösung des Systems verringern. Ausge-
hend von einem System der Form (3.21) vom Index 3 kann durch sukzessive Differentiation
der Nebenbedingungen auf Geschwindigkeits- oder Beschleunigungsniveau der Index einer
DAE reduziert werden.

Differenziert man (3.21c) einmal nach der Zeit, so erhält man die Nebenbedingungen

0 = G(y)z

auf Geschwindigkeitsniveau. Daraus resultiert die Index 2 Formulierung

ẏ = V (y)z (3.24a)

M(y) ż = Q(y, z)−G(y)Tλ (3.24b)

0 = G(y)z . (3.24c)

Entsprechend der Definition des Störungsindex ist die Lösung von (3.24) von der ersten
Ableitung einer Störung beeinflusst. Im Vergleich zur Index 3 Formulierung (3.21) ist diese
Darstellung somit zur numerischen Behandlung der Gleichungen des Mehrkörpersystems
besser geeignet. Durch weitere Differentiation von (3.24c) erhält man das System

ẏ = V (y)z (3.25a)

M(y) ż = Q(y, z)−G(y)Tλ (3.25b)

0 = Ġ(y, z)z +G(y)ż (3.25c)

vom Index 1 mit Nebenbedingungen auf Beschleunigungsniveau. Aufgrund des expliziten
Auftretens von ż in (3.25c) kann diese Formulierung in ein gewöhnliches Differentialglei-
chungssystem umgewandelt und ein Standardintegrationsverfahren angewendet werden.

Drift Off

Ausgehend von den analytisch hergeleiteten Beschleunigungsnebenbedingungen (3.25c) han-
delt man sich infolge der numerischen Integration mit einer begrenzten Genauigkeit der Rech-
nerarithmetik numerische Fehler ein. Die Nebenbedingungen werden demnach nur mehr in
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differenzierter Form exakt eingehalten. Man erhält einen quadratischen Drift Off der nu-
merischen Lösung ỹ des Systems von der durch die Lagenebenbedingungen aufgespannten
Mannigfaltigkeit M = {y |g(y) = 0} [81] (vgl. Abbildung 3.5). Analytisch lässt sich dieser

Abbildung 3.5.: Drift Off der numerischen Lösung ỹ von der exakten Lösung y in der Mannigfaltigkeit
M.

Effekt für den Index 1 Formalismus über die Betrachtung der Beschleunigungsnebenbedin-
gungen (3.25c) als Differentialgleichung

g̈(ỹ(t)) = 0 (3.26)

zweiter Ordnung plausibilisieren. Verursacht durch numerische Ungenauigkeiten erhält man
im Gegensatz zu (3.26) eine von einer konstant angenommenen Störung ε1 beeinflusste Dif-
ferentialgleichung

g̈(ỹ(t)) = ε1

zweiter Ordnung. Durch zweifache Integration und Einsetzen der konstanten Anfangswerte
ε2 und ε3 ergibt sich

ġ(ỹ(t)) = ε1 (t− t0) + ε2 (3.27)

g(ỹ(t)) =
1

2
ε1 (t− t0)2 + ε2 (t− t0) + ε3 . (3.28)

Für die Geschwindigkeitsnebenbedingungen (3.27) verhält sich dieser Drift Off linear und für
die Lagenebenbedingungen (3.28) quadratisch in der Zeit. Dementsprechend erhält man für
Simulationen über eine längere Zeitdauer eine zunehmend verfälschte Lösung.

Stabilisierung

Um trotz des Drift Offs auch für indexreduzierte Systeme sinnvolle numerische Lösungen
mithilfe von Integrationsverfahren für gewöhnliche Differentialgleichungen berechnen zu kön-
nen, wurden verschiedene Stabilisierungsmethoden entwickelt. Eine detaillierte Beschreibung
findet sich z. B. in [33]. Für Index 1 Systeme existieren verschiedene iterative Projektions-
verfahren auf Lage- und Geschwindigkeitsniveau, wobei hier vor allem die sequentielle Lage-
und Geschwindigkeitsprojektion zum Einsatz kommt. Im Kontext der echtzeitfähigen Simu-
lation werden diese Verfahren z. B. in [12] vorgestellt und bezüglich ihres Aufwands und
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ihrer Genauigkeit analysiert. Im Rahmen dieser Arbeit ist neben der Echtzeitfähigkeit der
Verfahren auch ihre Einsetzbarkeit für gekoppelte Teilsysteme eines Fahrdynamikmodells
von Bedeutung. Daher werden iterative Verfahren nicht in Betracht gezogen.

Die Stabilisierung nach Baumgarte [8] für Systeme vom Index 1 kommt mit geringem Zu-
satzaufwand und ohne Iterationen über die zu koppelnden Teilsysteme aus. Die zweimal
differenzierten Nebenbedingungen

0 = g̈(y)

auf Beschleunigungsniveau werden um die Lagenebenbedingungen (3.21c) und die Geschwin-
digkeitsbedingungen (3.24c) ergänzt und über skalare Parameter αbg, βbg > 0 angebunden.
Damit erhält man für die Index 1 Formulierung die erweiterten Nebenbedingungen

0 = g̈(y) + 2αbg ġ(y) + βbgg(y)

= Ġ(y)z +G(y)ż + 2αbgG(y)z + βbgg(y) . (3.29)

Neben den Beschleunigungsbedingungen haben somit auch die Nebenbedingungen auf Lage-
und Geschwindigkeitsniveau Einfluss auf die numerische Lösung. Dabei ist zu beachten, dass
zu klein gewählte Baumgarte-Parameter keine ausreichend stabilisierende Wirkung erzielen.
Zu groß gewählte Parameter αbg und βbg führen hingegen zu einer zunehmenden Steifheit des
Problems und wirken sich negativ auf die numerische Behandlung aus. Auf die nicht-triviale
Wahl der Parameter αbg und βbg für verschiedene Fallbeispiele sowie in der Praxis wird z. B.
in [6] und [22] eingegangen. Für eine theoretisch optimale Wahl der Baumgarte-Parameter
mit einer Ankopplung an die Simulationsschrittweite h mit αbg = 1/h und βbg = 1/h2 wird
auf [11] verwiesen. Einen heuristischen Ansatz für die Wahl von αbg und βbg präsentieren [71]
mit der Betrachtung des Einschwingverhaltens der Bindungsgleichungen (3.29) als einer Art
Ein-Massen-Schwinger im Abgleich mit der Dynamik des modellierten Mehrkörpersystems.

Die Baumgarte-Stabilisierung kann durch einfache Erweiterung der Nebenbedingungen (3.29)
ohne großen Zusatzaufwand implementiert werden. Somit ist keine Abänderung des eigent-
lichen Integrationsverfahrens notwendig. Für die Stabilisierung in jedem Integrationsschritt
beläuft sich der Aufwand auf die Auswertung von g(y) und ġ(y) sowie zwei zusätzliche Skalar-
Vektor-Multiplikationen. Die Baumgarte-Stabilisierung verändert zwar die Dynamik des zu-
grunde liegenden Systems, liefert aber trotzdem in vielen Anwendungsfällen ausreichend
genaue Ergebnisse [73]. Neben der klassischen Baumgarte-Stabilisierung existiert auch noch
eine ähnlich performante erweiterte Baumgarte-Stabilisierung [7] in Kombination mit der
Verwendung von Invarianten. Diese Methode wird auch als Koordinaten-Projektionsmethode
bezeichnet.

3.4.4. Systeme mit Index 3

Neben der Integration von indexreduzierten Systemen mit Standardverfahren gibt es die
Möglichkeit, differential-algebraische Systeme vom Index 3 direkt zu behandeln. Dies hat
den Vorteil, dass keine Indexreduktion durchgeführt werden muss und demzufolge auch kei-
ne zusätzliche Stabilisierung zur Vermeidung des Drift Off benötigt wird. Allerdings erfordert
die direkte Behandlung solcher Systeme numerische Integrationsverfahren, welche die zusätz-
lichen algebraischen Nebenbedingungen auf Lageniveau im Integrationsalgorithmus mitbe-
rücksichtigen. Diese arbeiten in der Regel iterativ, um geeignete Lagrange-Multiplikatoren λ
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zu berechnen. Beispiele sind implizite Runge-Kutta-Verfahren wie RADAU5 mit Verfahrens-
ordnung 5 und Mehrschrittverfahren für Backward Differential Formulas (BDF) mit variabler
Ordnung [33].

Jüngere Entwicklungen auf der Basis des generalized-α Verfahrens mit variabler numeri-
scher Dämpfung [14] ermöglichen zudem eine direkte Behandlung von Index 3 Systemen mit
Verfahrensordnung 2 [3] und einer iterativen Berechnung der Systemzustände und Lagrange-
Multiplikatoren λ.

Des Weiteren kann auch das semi-implizite Euler-Verfahren [67] mit Ordnung 1 für eine
direkte Behandlung von Index 3 Systemen verwendet werden [70]. Dazu wird das teil-implizite
Diskretisierungsschema zur Berechnung der neuen Positionen des Systems ausgenutzt, um
eine Berechnungsvorschrift für die Lagrange-Multiplikatoren λ abzuleiten. Diese kann für
nichtlineare Nebenbedingungen iterativ gelöst werden. Im Rahmen der echtzeitfähigen und
modularen Einbindung von Basisfahrzeugkomponenten in ein Gesamtfahrzeugmodell wird
darauf in Abschnitt 5.2.2 im Detail eingegangen.

3.4.5. Existenz und Eindeutigkeit

Für die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung des differential-algebraischen Systems (3.21)
sowie für die indexreduzierten Systeme müssen verschiedene Kriterien erfüllt sein [82, 33].

Um redundante Nebenbedingungen zu vermeiden, muss die Jacobi-Matrix G (3.22) der al-
gebraischen Nebenbedingungen auf Lageniveau vollen Rang besitzen. Darüber hinaus muss
die Systemmatrix (

M(y) G(y)T

G(y) 0

)
invertierbar sein. Für eine in der Regel symmetrisch positiv definite Massenmatrix M und
eine Jacobi-Matrix G der Zwangsbedingungen mit vollem Rang ist diese Bedingung erfüllt.

Die Lösung des differential-algebraischen Systems (3.21) hält neben den explizit vorliegenden
Lagenebenbedingungen (3.21c) auch die versteckten Nebenbedingungen (3.24c) sowie (3.25c)
auf Geschwindigkeits- und Beschleunigungsniveau ein. Die entsprechenden Forderungen

g(y0) = 0

G(y0)z0 = 0(
M(y0) G(y0)T

G(y0) 0

)(
ż0

λ0

)
=

(
Q(y0,z0)

−Ġ(y0)z0

)
,

garantierten konsistente Anfangswerte y0, z0 und λ0. Die Nebenbedingungen g(y) müssen
mindestens zweimal stetig differenzierbar sein, so dass das System auf Index 1 reduziert
werden kann. Dazu wird eine hinreichende Glattheit der Vektoren y, z, ż, λ vorausgesetzt.
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4. Einbindung von
Basisfahrzeugkomponenten

In signalbasierten Fahrdynamikprogrammen für Echtzeitanwendungen wird die Beschreibung
der Bewegungsgleichungen mittels gewöhnlicher Differentialgleichungen angestrebt. Dies ga-
rantiert eine performante Ausführung, führt jedoch zu einer nicht-generischen Modellstruk-
tur, welche die Modularisierung des Systems und die Einbindung von Komponentenmodellen
erschwert.

In diesem Kapitel wird die mathematische Beschreibung des Basisfahrzeugmodells anhand
einer Software für echtzeitfähige Fahrdynamikanwendungen vorgestellt. Die Struktur des
Modells wird analysiert und zentrale Schnittstellen für die Einbindung von Komponenten-
modellen für Radaufhängungen und ein Lenksystem werden erarbeitet. Neben einer nicht-
generischen Kopplungstechnik, vorgegeben durch die Bewegungsgleichungsstruktur des Ba-
sisfahrzeugmodells, werden in der Folge generische Ansätze präsentiert, die eine automati-
sierbare Einbindung von mechanischen Komponentenmodellen aus Multiphysik- und MKS-
Werkzeugen in einer signalbasierten Umgebung ermöglichen.

4.1. Basisfahrzeugmodell

Das Basisfahrzeugmodell stellt den Kern des Gesamtfahrzeugmodells dar. Seine hierarchi-
sche und maßgeschneiderte MKS-Struktur erlaubt eine äußerst kompakte und performante
Darstellung.

Im Folgenden werden am Beispiel der Fahrdynamiksoftware DYNA4 der Aufbau des Basis-
fahrzeugs sowie die mathematische Beschreibung über gewöhnliche Differentialgleichungen
vorgestellt. Dies dient im weiteren Verlauf der Arbeit als Grundlage zur Einbindung von
mechanischen Komponenten für Radaufhängungen und Lenksystem.

4.1.1. Aufbau

Das Basisfahrzeugmodell in DYNA4 ist als dreidimensionales Mehrkörpersystem mit Teil-
komponenten für den Fahrzeugkörper, die Radaufhängungen und das Lenksystem (vgl. Ab-
bildung 4.1) modelliert. Die Radaufhängungen mit bis zu jeweils 30 Freiheitsgraden sind
relativ zum Fahrzeugkörper beschrieben und beinhalten neben Lenkern, Achsträgern und
Kraftelementen auch die jeweiligen Radkörper, wobei die Radeigendrehung inklusive der zu-
gehörigen Rotationsträgheit vorteilhaft davon entkoppelt betrachtet wird. Der Fahrzeugkör-
per mit sechs Freiheitsgraden ist zudem um weitere Körper für Motor und Hinterwagen sowie
zusätzliche Beladungen erweiterbar. Diese zusätzlichen Körper bleiben der Übersichtlichkeit
halber im Weiteren unberücksichtigt, können jedoch entsprechend der in den Abschnitten 4.3
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Hinterachsträger
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Abbildung 4.1.: Mehrkörpersystem für das Basisfahrzeug sowie geometrische Radaufhängungen in
DYNA4 [67, 66].

und 4.4 vorgestellten Techniken jederzeit zusätzlich eingebunden werden. Die Räder und Rei-
fen sowie der Antriebsstrang sind im topologischen Sinne nur schwach mit dem Basisfahrzeug
gekoppelt, so dass diese unabhängig davon abgebildet werden können.

4.1.2. Kinematik- und Bewegungsgleichungen

Die räumliche Bewegung des Basisfahrzeugs wird mittels verallgemeinerter Koordinaten y
und verallgemeinerter Geschwindigkeiten z beschrieben. Die verallgemeinerten Koordinaten
yF für den Fahrzeugkörper werden gemäß des fahrzeugtechnischen Interesses bezüglich des
Inertialsystems angegeben, wobei für die Beschreibung der Rotationen auf die Darstellung
über Kardanwinkel zurückgegriffen wird (vgl. Abschnitt 3.4.1). Die verallgemeinerten Ge-
schwindigkeiten zF des Fahrzeugkörpers werden vorteilhaft in Bezug zum fahrzeugkörper-
festen Koordinatensystem B beschrieben, so dass sich gemäß (3.20) zwischen der zeitlichen
Ableitung der verallgemeinerten Koordinaten und den verallgemeinerten Geschwindigkeiten
des Fahrzeugkörpers die kinematische Abhängigkeit

VFF :=

(
A0B 0

0 K−1
B

)
∈ R6×6

ergibt. Das Koordinatensystem B wird abhängig vom statischen Reifenradius an der Vorder-
achse relativ zum Inertialsystem initialisiert. Die Matrix A0B gemäß (3.2) beschreibt die Ori-
entierung des fahrzeugkörperfesten Koordinatensystems gegenüber dem Inertialsystem und
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dient der Transformation der translatorischen Anteile der verallgemeinerten Geschwindigkei-
ten zF des Fahrzeugkörpers vom fahrzeugfesten Koordinatensystem in das Inertialsystem.
Die Matrix KB bildet die kinematische Beziehung zwischen den verallgemeinerten Rotations-
geschwindigkeiten bezüglich des fahrzeugkörperfesten Koordinatensystems und der zeitlichen
Ableitung der verallgemeinerten Rotationen ab, beschrieben über Kardanwinkel. Eine detail-
lierte Herleitung hierzu findet sich in [67]. Für die Radaufhängungen vorne und hinten und
das Lenksystem werden die verallgemeinerten Geschwindigkeiten zV , zH und zL trivial als
zeitliche Ableitungen der verallgemeinerten Koordinaten yV , yH und yL gewählt, so dass sich
für das Basisfahrzeugmodell die Kinematikgleichungen

ẏF
ẏV
ẏH
ẏL


︸ ︷︷ ︸

ẏ

=


VFF 0 0 0

0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I


︸ ︷︷ ︸

V


zF
zV
zH
zL


︸ ︷︷ ︸

z

(4.1)

ergeben.

Die Bewegungsgleichungen
MFF MT

FV MT
FH MT

FL

MFV MV V 0 MT
V L

MFH 0 MHH 0
MFL MV L 0 MLL


︸ ︷︷ ︸

M


żF
żV
żH
żL


︸ ︷︷ ︸

ż

=


QF
QV
QH
QL


︸ ︷︷ ︸

Q

(4.2)

für das Basisfahrzeugmodell resultieren aus dem Prinzip von Jourdain, unter Verwendung
geeigneter verallgemeinerter Geschwindigkeiten (vgl. Abschnitt 3.3.2). Die Nulleinträge in
der Massenmatrix spiegeln voneinander entkoppelte Subkomponenten wie die Vorder- und
Hinterachse des Fahrzeugs wieder. Der Vektor Q beinhaltet die verallgemeinerten Kräfte und
Momente des Systems. Der Einfachheit halber werden die Argumente der jeweiligen Größen
hier vernachlässigt.

Für die Kinematikgleichungen (4.1) ergibt sich zusammen mit den Bewegungsgleichungen
(4.2) ein gewöhnliches Differentialgleichungssystem der Form

ẏ = V (y)z (4.3a)

M(y)ż = Q(y, z) . (4.3b)

Unter Vermeidung kinematischer Schleifen entspricht dies der allgemeinen Form (3.21) für
differential-algebraische Systeme mit dem Unterschied, dass durch geschickte Wahl verallge-
meinerter Geschwindigkeiten z die Zwangskräfte und -momente eliminiert werden können.
Demzufolge entfallen die algebraischen Nebenbedingungen (3.21c). Neben der zuvor erwähn-
ten Wahl der verallgemeinerten Geschwindigkeiten zF für den Fahrzeugkörper sind die ver-
allgemeinerten Geschwindigkeiten für die weiteren Fahrzeugkomponenten allgemein so zu
wählen, dass hiermit die Hauptbewegungsrichtungen des Systems abgedeckt werden und ei-
ne möglichst eindeutige Beschreibung erreicht wird. Für Radaufhängungen z. B. handelt es
sich hierbei um den Ein- und Ausfedervorgang der Radkörper [67].
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4.2. Modularisierung und Schnittstellen

Für eine modularisierte Darstellung zur Einbindung von Komponentenmodellen bietet sich
eine Betrachtung der natürlichen mechanischen Verbindungen des Basisfahrzeugmodells an.
Darauf aufbauend werden zentrale Schnittstellen zwischen dem Fahrzeugkörper, den Rad-
aufhängungen und dem Lenksystem definiert und die Verkopplung über zusätzliche starre
Gelenke vorgestellt.

4.2.1. Natürliche Schnittstellen

Die Verbindungen zwischen mechanischen Teilmodellen werden im Allgemeinen durch Ge-
lenke, Aktuatoren oder Kraftelemente beschrieben. Für ein Basisfahrzeugmodell stellen die-
se Elemente die natürlichen Schnittstellen zwischen den einzelnen Komponentenmodellen
dar. Entsprechend lässt sich das Basisfahrzeugmodell abstrahiert in die Komponenten für
Fahrzeugkörper, Radaufhängungen und Lenksystem unterteilen (vgl. Abbildung 4.2). Aus

Lenksystem

Fahrzeugkörper

Radauf-
hängung

links

Radauf-
hängung

rechts

SGLO

S
B

SGRFSGRO

SGRU

SGRS

SGLOSGLF

SGLU

SGLS

Abbildung 4.2.: Natürliche Schnittstellen des modularisierten Basisfahrzeugs für Doppelquerlenker-
radaufhängung und Zahnstangenlenkung an der Vorderachse.

Gründen der Übersichtlichkeit ist hier nur die vordere Radaufhängung abgebildet. Deren
beide Hälften können als eine Komponente mit gemeinsamen symmetrischen Freiheitsgra-
den betrachtet werden, die veranlasst durch die beiden Schnittstellen zum Lenksystem auf
der linken und rechten Seite separat abgebildet sind. Die Hinterachse sowie weitere Radauf-
hängungen sind hier der Übersichtlichkeit halber schematisch nicht abgebildet, können aber
analog eingebunden werden.

Beispielhaft sind in Abbildung 4.2 zudem die Schnittstellen zwischen den einzelnen Kompo-
nenten für eine Doppelquerlenkerradaufhängung (vgl. Abbildung 4.3(a)) zum Fahrzeugkörper
und zum Lenksystem dargestellt. Der obere und untere Dreieckslenker der linken Seite der
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(a) Skizziert [90].

G

G

LF

LS

GLO

GLU

(b) Schematisch.

Abbildung 4.3.: Doppelquerlenkerradaufhängung.

Doppelquerlenkerradaufhängung mit jeweils zwei fahrzeugkörperseitigen Kugelgelenken las-
sen sich schematisch als einzelne Lenker mit je einem Scharniergelenk in den Punkten GLO
und GLU als Verbindung zum Fahrzeugkörper abbilden (vgl. Abbildung 4.3(b)). Die Haupt-
feder, vereinfachend mit dem Dämpferelement zusammengefasst, ist über ein Kugelgelenk im
Punkt GLF mit dem Fahrzeugkörper verbunden. Die Spurstange (Tie rod) der Radaufhän-
gung ist über ein Kugel- oder Scharniergelenk GLS mit der Zahnstange (Steering rack) des
Lenksystems verbunden (vgl. Abbildung 4.4).

Abbildung 4.4.: Zahnstangenlenkung inklusive Anbindung an eine Radaufhängung [89].

Erweitert man dies analog auf die rechte Seite, dann ergeben sich für die abstrakte Dar-
stellung des modularisierten Basisfahrzeugs mit einzelnen Komponenten für Fahrzeugkörper,
Radaufhängungen und Lenksystem eine Vielzahl von Schnittstellen (vgl. Abbildung 4.2).
Unabhängig von der Frage, ob die Gelenke direkt in den einzelnen Komponentenmodellen
oder als zusätzliche explizite Kopplungselemente abgebildet werden, hat dies Folgen für die
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Autauschbarkeit von Komponentenmodellen: Für eine modularisierte Abbildung der Kom-
ponenten des Basisfahrzeugs in unabhhängigen Modellen muss, abhängig von der Art der
verwendeten Radaufhängung, somit jeweils eine unterschiedliche Anzahl von Schnittstellen
für die Verkopplung mit dem Fahrzeugkörper und dem Lenksystem bereitgestellt werden. In-
folgedessen können für einen modularen Aufbau des Basisfahrzeugs nicht schnell und einfach
unterschiedlichen Typen für Radaufhängungen und Lenksysteme ausgetauscht und eingebun-
den werden, ohne größere Anpassungen an den Schnittstellen vornehmen zu müssen. Darüber
hinaus werden für die Gelenke in den Schnittstellen je nach Typ der Radaufhängung unter-
schiedliche Arten von Gelenken verwendet, so dass neben der Anzahl zudem die Art der
Schnittstellen angepasst werden muss.

4.2.2. Zentrale Schnittstellen

Für eine generische Modellierung von Teilkomponenten bietet die Verwendung zentraler
Schnittstellen erhebliche Vorteile [26]. Abbildung 4.5 zeigt exemplarisch das Vorgehen für
das Modell der linken Hälfte einer Doppelquerlenkerachse. Hierbei werden mehrere Gelen-

Abbildung 4.5.: Erweitertes MapleSim Modell der linken Hälfte einer Doppelquerlenkerrad-
aufhängung mit Schnittstellen SB zum Fahrzeugkörper und SLS zum Lenksystem.

ke, die eine Verbindung zu ein und derselben Komponente darstellen, über eine abstrakte
zentrale Schnittstelle angebunden.

Für die Verbindung zum Fahrzeugkörper bietet sich das fahrzeugkörperfeste Bezugssystem
als zentrale Schnittstelle an. Die einzelnen Verbindungen einer Radaufhängung mit dem
Fahrzeugkörper werden an die zentrale Schnittstelle SB angebunden. Gleichermaßen kann
man bei der Verbindung zum Lenksystem vorgehen. Die ursprüngliche Modellierung der
Radaufhängung relativ zu einem weltfesten Bezugsystem als Basis wird daher lediglich durch
die signalbasierten Schnittstellen SB zum Fahrzeugkörper und SLS zum Lenksystem ersetzt
(vgl. Abbildung 4.5 links).

Abstrakt betrachtet vereinfacht sich die Vielzahl der Schnittstellen aus Abbildung 4.2 folglich
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zu wenigen zentralen und generischen Schnittstellen gemäß Abbildung 4.6. Der Signalfluss

Lenksystem

Fahrzeugkörper

Radauf-
hängung

links

Radauf-
hängung

rechtsSB

RSSSLS

Abbildung 4.6.: Zentrale Schnittstellen des modularisierten Basisfahrzeugs.

zwischen den Komponenten wird reduziert und die Modellierung der Komponente so wenig
wie möglich beeinflusst, da die Komponentenschnittstellen unabhängig von der Modellierung
gültig sind. Eventuelle Nichtlinearitäten in den Gelenken verbleiben daher in den Kompo-
nentenmodellen und müssen nicht zusätzlich nachgebildet werden. Des Weiteren können die
einzelnen Komponenten unabhängig von ihrem konkreten Aufbau in das Basisfahrzeug einge-
bunden werden. Dementsprechend kann z. B. die in Abbildung 4.5 gezeigte Doppelquerlenker-
radaufhängung an der Vorderachse einfach und schnell durch eine Mehrlenkerradaufhängung
ersetzt werden.

4.3. Strukturangepasste Kopplungstechnik

Die vorgestellte strukturangepasste Kopplung stellt eine Möglichkeit dar, auf der Grundlagen
einer nicht-generischen Bewegungsgleichungsstruktur Komponentenmodelle für Radaufhän-
gung und Lenksystem in das Basisfahrzeug einzubinden. Dieser Ansatz benötigt detaillierte
Kenntnis über die einzubindenden Komponentenmodelle und ist im Allgemeinen nicht auto-
matisierbar. Da die Struktur der Bewegungsgleichungen jedoch unverändert bleibt und keine
zusätzlichen Kopplungselemente benötigt werden, ist diese Vorgehensweise äußerst perfor-
mant.

Im Folgenden werden die im Rahmen dieser Technik benötigten Schnittstelleninformationen
bezüglich der durch das zu Grunde liegende physikalische Prinzip vorgegebenen impliziten
kinematischen Bindungen skizziert. Als Grundlage für die folgenden Darstellungen dient
dabei das Basisfahrzeugmodell aus DYNA4 basierend auf dem Prinzip von Jourdain (vgl.
Abschnitt 4.1).
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4.3.1. Richtungsvektoren

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen über das Prinzip von Jourdain können durch
die Wahl geeigneter verallgemeinerter Geschwindigkeiten die im System wirkenden Zwangs-
kräfte und -momente eliminiert werden. Somit sind jedoch die kinematischen Bindungen
zwischen den Teilkörpern nicht mehr explizit verfügbar und modifizierbar.

Die Information über die Bindungen ist in den partiellen Ableitungen

Tizj ,B =
∂v0i,B

∂zj
∈ R3×nzj (4.4)

und

Dizj ,B =
∂ω0i,B

∂zj
∈ R3×nzj (4.5)

aus den Beziehungen (3.13) und (3.14) zwischen den absoluten translatorischen und rotato-
rischen Geschwindigkeiten v0i,B und ω0i,B für einen Teilkörper i und den verallgemeinerten
Geschwindigkeiten zj einer Komponente j enthalten. Sofern die verallgemeinerten Geschwin-
digkeiten zj skalar sind, spricht man von den Richtungsvektoren Tizj ,B der Translation und
Dizj ,B der Rotation. Ist zj ein Vektor, so wird für Tizj ,B und Dizj ,B im Weiteren von Matrizen
von Richtungsvektoren gesprochen.

Hinsichtlich der Unterteilung des Basisfahrzeugs in einzelne, getrennt voneinander modellier-
bare Komponenten, müssen auch die Richtungsvektoren entsprechend der Wahl der Kopp-
lungssysteme in den Schnittstellen SB, SLS und SRS des Gesamtsystems unterteilt werden
(vgl. Abbildung 4.6). Für die strukturangepasste Technik fallen die Kopplungssysteme per
Definition zusammen und dienen lediglich dem Austausch von Kopplungsinformationen. Die
eigentliche Kopplung ist hingegen über die geschickte Wahl verallgemeinerter Koordinaten
bereits implizit in den Bewegungsgleichungen abgelegt.

Die absoluten Koordinaten des Kopplungssystems in der Schnittstelle SB zwischen Radauf-
hängung oder Lenksystem und Fahrzeugkörper sind im fahrzeugkörperfesten Bezugssystem
definiert und entsprechen damit unter der Voraussetzung starrer und ungesteuerter Anlenk-
punkte den verallgemeinerten Koordinaten yF des Fahrzeugkörpers. Demzufolge vereinfachen
sich die Matrizen von Richtungsvektoren im Fahrzeugkörper zu Einheitsmatrizen passender
Dimension.

Für die Verbindung von Lenksystem und Radaufhängung ist die Positionierung der Schnitt-
stellen hingegen von der jeweiligen Konfiguration abhängig. Dies bedeutet im Allgemeinen,
dass die Matrizen von Richtungsvektoren (4.4) und (4.5) aufgeteilt und in den beiden Kom-
ponenten jeweils relativ zum Kopplungssystem angegeben werden müssen. Exemplarisch sei
dies für die Matrix des translatorischen Richtungsvektors

TRLSzL,B =
∂v0RLS ,B

∂zL
∈ R3×nzL (4.6)

des linken Radkörpers RLS an der Vorderachse in Bezug auf den Lenkfreiheitsgrad erläutert.
In Entsprechung zu (3.13) ergibt sich (4.6) aus der partiellen Ableitung des translatorischen
Geschwindigkeitsvektors v0RLS ,B der Radkörpermitte nach der verallgemeinerten Geschwin-
digkeit zL des Lenksystems.
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Für eine Trennung von Lenksystem und Radaufhängung mithilfe des Kopplungssystems in
der Schnittstelle SLS zwischen der lenkungsseitigen Zahnstange und der achsseitigen Spur-
stange ergibt sich eine Unterteilung in die Matrix

TRLSSLS ,B =
∂v0RLS ,B

∂

(
v0SLS ,B

ω0SLS ,B

) ∈ R3×6 (4.7)

für die linke vordere Radaufhängung und in die Matrix

TSLSzL,B =

∂

(
v0SLS ,B

ω0SLS ,B

)
∂zL

∈ R6×nzL (4.8)

für das Lenksystem. Hierbei sind die Richtungsvektoren der einzelnen Geschwindigkeiten
jeweils in einer Matrix zusammengefasst. Der Vektor v0SLS ,B beschreibt die absolute trans-
latorische Geschwindigkeit des Kopplungssystems in der Schnittstelle SLS in Koordinaten
des fahrzeugkörperfesten Bezugssystems B und ω0SLS ,B die entsprechende rotatorische Ge-
schwindigkeit. Die zusammengesetzte Matrix (4.6)

TRLSzL,B = TRLSSLS ,B TSLSzL,B (4.9)

unterteilt sich demgemäß in das Produkt der beiden partiellen Matrizen von Richtungsvekto-
ren (4.7) und (4.8). Analog kann auch für die Matrix DRLSzL,B der rotatorischen Richtungs-
vektoren im Kopplungssystem in der Schnittstelle SLS sowie die Richtungsvektoren in den
weiteren Kopplungssystemen vorgegangen werden.

Für die Berechnung der Richungsvektoren gibt es abhängig von der Komplexität der zu model-
lierenden Radaufhängung verschiedene Möglichkeiten [67]. Im einfachsten Fall können diese
analytisch hergeleitet werden. Für kinematische Schleifen ist eine exakte Berechnung jedoch
für gewöhnlich nicht möglich (vgl. Abbildung 3.2). Alternativ können die Bindungsgleichun-
gen auch numerisch gelöst werden. Dies setzt voraus, dass die Hauptbewegungsrichtungen
wie für die Radaufhängung der Radhub des Radkörpers als verallgemeinerte Koordinaten
bzw. Geschwindigkeiten gewählt werden. Dies liefert weniger genaue Ergebnisse, kann aber
dafür auch auf komplexere Radaufhängungen angewendet werden.

4.3.2. Projektionen

Neben den Richtungsvektoren werden Informationen über die in der jeweiligen Komponen-
te enthaltenen massebehafteten Teilkörper, die darauf wirkenden eingeprägten Kräfte und
Momente sowie deren Kinematik benötigt. Die Richtungsvektoren dienen hierbei als Projek-
tionsterme in Richtung der in den Komponenten verbleibenden Freiheitsgrade.

Kräfte und Momente

Angesichts des hierarchischen Aufbaus des Basisfahrzeugmodells sind die Teilkörper für die
Radaufhängungen und das Lenksystem mit ihren Massenanteilen in der Dynamik des Fahr-
zeugkörpers enthalten. Durch die Wahl von Relativkoordinaten für Radaufhängung und Lenk-
system leisten bis auf die Massenkräfte und -momente, infolge der Restbeschleunigungen der
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einzelnen Teilkörper, die inneren Kräfte und Momente aus den Radaufhängungen wie etwa
aus Hauptfeder oder Dämpfer und dem Lenksystem auf den Fahrzeugkörper keinen Beitrag
zur Dynamik des Systems. Die an den Radkörpern eingeprägten Kräfte und Momente z. B.
aus den Reifen und dem Antriebsstrang, wirken somit auf die beiden Hälften der Radaufhän-
gungen sowie auf den Fahrzeugkörper.

Abbildung 4.7 gibt einen Überblick über die an den Schnittstellen der modularisierten Kom-
ponenten des Basisfahrzeugmodells benötigten Informationen. Aufgrund der kinematischen
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Abbildung 4.7.: Schnittstelleninformationen für strukturangepasste Kopplung bei modularisiertem
Basisfahrzeug.

Bindungen zwischen den einzelnen Komponenten des Basisfahrzeugs hat beispielsweise ei-
ne Krafteinwirkung F eRLS ,B auf den linken Radkörper RLS einen direkten Einfluss auf die
verallgemeinerten Koordinaten yL und Geschwindigkeiten zL des Lenksystems. Dazu muss
der entsprechende Vektor der projizierten Kräfte und Momente im Kopplungssystem in der
Schnittstelle SLS unter Berücksichtigung von (4.7) in der Form(

FeRLS ,B
)
SLS

= T TRLSSLS ,BF
e
RLS ,B

∈ R6×1 (4.10)

bereitgestellt werden. Im Gegenzug wird die zugehörige Matrix von Richtungsvektoren (4.8)
bezüglich der Schnittstelle SLS benötigt, so dass (4.10) gemäß

QLRLS = T TSLSzL,B
(
FeRLS ,B

)
SLS

∈ RnzL×1 (4.11)

auf die Freiheitsgrade des Lenksystems projiziert werden kann. Der Vektor QLRLS stellt somit
den Anteil im Lenksystem dar, welcher aus den am linken Radkörper eingeprägten Kräften
und Momenten folgt.

Dieses Vorgehen muss auf alle in den Teilkörpern der einzelnen Komponenten vorhande-
nen eingeprägten Kräfte und Momente sowie dort wirkende Massenkräfte und -momente
angewandt werden. Dies betrifft z. B. die Radkörper und massebehafteten Lenker einer Rad-
aufhängung bzw. die massebehaftete Zahnstange im Lenksystem, die jeweils Auswirkungen
auf kinematisch angekoppelte Komponenten haben. Die komponentenübergreifenden Berech-
nungen aus (4.11) werden vorteilhaft in einer zentralen Routine durchgeführt (vgl. Abschnitt
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5.3.1). Die einzelnen Komponenten stellen hierfür lediglich die Informationen bezüglich der
Schnittstellen zur Verfügung.

Massen

Gleichermaßen müssen auch Informationen über die bezüglich der Systemfreiheitsgrade be-
schriebenen Massenwirkungen bereitgestellt werden. Zur Bestimmung der Massenanteile auf
der Hauptdiagonalen der Massenmatrix M in (4.2) kann analog wie für die Kräfte und
Momente vorgegangen werden. Zusätzlich müssen Massenkopplungen zwischen den Kompo-
nenten berücksichtigt werden. Es handelt sich dabei um Massen im System, die gleichzeitig
Einfluss auf die Freiheitsgrade mehrerer Komponenten haben und als Nebendiagonaleinträge
in der symmetrischen Massenmatrix M aus (4.2) auftreten.

Exemplarisch sei dies für die Massenkopplung von vorderer Radaufhängung V und Lenk-
system L mit der Matrix MV L gezeigt. Es wird angenommen, dass das Lenksystem eine
massebehaftete Zahnstange mit Masse mZ und Trägheitstensor ΘZ und die vordere Rad-
aufhängung massebehaftete Radkörper mit Massen mRLS und mRRS und Trägheitstensoren
ΘRLS und ΘRRS beinhaltet. Aufgrund der kinematischen Verkopplung der lenkungsseitigen
Zahnstange mit den achsseitigen Spurstangen haben diese Massen und Trägheiten sowohl
Einfluss auf die Freiheitsgrade des Lenksystems als auch auf die Freiheitsgrade der Radauf-
hängung an der Vorderachse. Gemäß (3.17) ergibt sich

MV L = T TZzL,B mZ TZzV ,B +DTZzL,BΘZ DZzV ,B
+ T TRLSzL,B mRLS TRLSzV ,B︸ ︷︷ ︸

(mRLS )
V L

+DTRLSzL,BΘRLS DRLSzV ,B

+ T TRRSzL,B mRRS TRRSzV ,B +DTRRSzL,BΘRRS DRRSzV ,B ∈ RnzL×nzV .(4.12)

Hier gehen die Richtungsvektoren der massebehafteten Teilkörper bezüglich der Freiheits-
grade der beteiligten Komponenten mit ein. Der Vektor TRLSzV ,B beschreibt beispielsweise
die Abhängigkeit der translatorischen Geschwindigkeit v0RLS ,B der linken Radkörpermasse
RLS von den verallgemeinerten Geschwindigkeiten zV der vorderen Radaufhängung. Analog
beschreibt Vektor TRLSzL,B die Abhängigkeit von den verallgemeinerten Geschwindigkeiten
zL des Lenksystems.

Angesichts der Unterteilung des Basisfahrzeugs in einzelne Komponenten betrifft die Matrix
von translatorischen Richtungsvektoren TRLSzL,B die vordere Radaufhängung sowie das Lenk-
system und wird wie in (4.9) aufgeteilt. Dementsprechend lässt sich der Ausdruck (mRLS )V L
aus (4.12) durch Einsetzen von (4.9) darstellen als

(mRLS )V L = T TSLSzL,B T
T
RLSSLS ,B

mRLSTRLSzV ,B︸ ︷︷ ︸
(mRLS )

V

, (4.13)

aufgeteilt in einen lenkungsseitigen Anteil T TSLSzL,B und einen Anteil für die vordere Radauf-

hängung (mRLS )V . Aus diesem Grund ist der Anteil T TSLSzL,B aus (4.13) in den Richtungs-
vektoren bezüglich der Schnittstelle SLS enthalten, die vom Lenksystem an die erwähnte
zentrale Routine zum Aufstellen der Struktur der Bewegungsgleichungen übergeben werden.
Der Anteil (mRLS )V aus (4.13) ist in den projizierten Massen bezüglich der Schnittstelle SLS
berücksichtigt, die von der vorderen Radaufhängung an die zentrale Routine weitergegeben
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werden. Analog kann für die restlichen translatorischen und rotatorischen Terme in (4.12)
vorgegangen werden. Für weitere Massen wie massebehaftete Lenker in der Radaufhängung
müssen diese Berechnungen zu deren Relativbewegungen passend erweitert werden.

Kinematik

In gleicher Weise wie für die Massen, Kräfte und Momente wird auch die Kinematik über
die Richtungsvektoren den kinematisch verbundenen Teilkörpern aufgeprägt.

Die Übertragung der Kinematik des Lenkfreiheitsgrades vom Lenksystem an die beiden Hälf-
ten der Radaufhängung ist z. B. für eine Zahnstangenlenkung und eine kinematisch verbun-
dene Radaufhängung ohne eigenen Lenkfreiheitsgrad erforderlich. Die Kinematik des Lenk-
freiheitsgrades vom Lenksystem wird in die Schnittstellen SLS und SRS projiziert und an die
beiden Seiten der vorderen Radaufhängung übergeben (vgl. Abbildung 4.7). Die Kinematik
des Lenksystems wird dabei durch die verallgemeinerten Koordinaten yL und die verallgemei-
nerten Geschwindigkeiten zL beschrieben. Die lenkungsseitige Projektion der kinematischen
Größen in die Kopplungssysteme erfolgt mittels Multiplikation mit den entsprechenden Ma-
trizen von Richtungsvektoren TSLSzL,B und TSRSzL,B gemäß (4.8). In der vorderen Radaufhän-
gung gehen diese Informationen durch Projektion mit den Matrizen von Richtungsvektoren
TRLSSLS ,B und TRRSSRS ,B in Entsprechung zu (4.7) in die Bewegungsrichtung des Radkör-
pers ein. Je nach Aufbau der Radaufhängung wirken sich die Lenkfreiheitsgrade auf weitere
kinematisch mit dem Lenksystem in Verbindung stehende Teilkörper aus.

Ebenso gilt dies für die Freiheitsgrade des Fahrzeugkörpers. Aufgrund der relativen Dar-
stellung der Komponenten für die Radaufhängungen und das Lenksystem gegenüber dem
Fahrzeugkörper, werden die zugehörigen Kinematikinformationen zur Berechnung der Mas-
senkräfte und -momente der in diesen Komponenten enthaltenen Teilkörper benötigt.

Anders als die Massen, Massenkräfte und -momente und eingeprägten Kräfte und Momen-
te, die wegen der kinematischen Bindungen komponentenübergreifend wirken, werden die
soeben beschriebenen kinematischen Informationen direkt von Komponente zu Komponente
übergeben und nicht in einer zentralen Routine gesammelt. Damit wird ein Signalfluss ohne
zusätzliche Zeitverzüge im modularisierten Basisfahrzeugmodell sichergestellt (vgl. Abschnitt
5.3.1).

4.3.3. Einsetzbarkeit

Die im Rahmen der strukturangepassten Kopplung benötigten Schnittstelleninformationen
können von generischen Multiphysik- oder MKS-Werkzeugen in der Regel nicht automatisiert
bereitgestellt werden. Symbolische Werkzeuge zur Erzeugung von Bewegungsgleichungen von
Mehrkörpersystemen wie NEWEUL-M2 [49, 37] hingegen können diese Informationen mittels
Nachbearbeitung durch symbolische Manipulatoren wie MuPAD [92] liefern. Dazu benötigt
der Benutzer jedoch Expertenwissen über das Modell, um die benötigten Richtungsvektoren,
Massen, Massenkräfte und -momente und auf die jeweilige Komponente eingeprägten Kräfte
und Momente bereitstellen zu können.

Gegenüber dem ursprünglichen monolithischen Modell aus Abschnitt 4.1 entsteht bei der
strukturangepassten Kopplung lediglich durch die Aufteilung der Richtungsvektoren in den
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Kopplungssystemen ein zusätzlicher Berechnungsaufwand in Form von Matrixmultiplikatio-
nen.

4.4. Generische Kopplungstechniken

Die Randbedingungen für die strukturangepasste Einbindung von Komponentenmodellen
stellen für die automatisierbare Einbindung mittels multiphysikalischer oder MKS-Werkzeu-
gen generierter Modelle im Allgemeinen zu große Einschränkungen dar. Für diese Anwen-
dung bedarf es generischer Schnittstellen und entsprechender Kopplungstechniken, für wel-
che die kinematischen Bindungen zwischen den einzelnen Komponenten explizit in geeigneten
Schnittstellen modelliert werden können.

Die einzelnen Komponenten werden im folgenden Ansatz komplett unabhängig voneinander
betrachtet. Gegenüber der strukturangepassten Technik unter Verwendung von Relativkoor-
dinaten wird die Dynamik der Radaufhängungen und des Lenksystems nicht mehr im Fahr-
zeugkörper berücksichtigt und die Bewegungen der Komponenten im Raum werden getrennt
voneinander dargestellt, um schließlich zu einem Ganzen zusammengefügt zu werden.

Im Folgenden wird auf die Einführung zusätzlicher starrer Verbindungen in den zentralen
Schnittstellen zwischen den Komponentenmodellen eingegangen. Darauf aufbauend werden
drei verschiedene Techniken für eine starre Verkopplung präsentiert:

• das Aufprägen von Bewegungen bei gleichzeitiger Berechnung von Reaktionskräften,

• die Kopplung über Feder-/Dämpferelemente,

• die Kopplung über zusätzliche algebraische Nebenbedingungen zwischen den einzelnen
Komponenten.

Diese ermöglichen eine generische Einbindung von mechanischen Komponentenmodellen aus
multiphysikalischen oder MKS-Werkzeugen in Simulationsmodelle, modelliert in einer signal-
basierten Umgebung. Zur Verdeutlichung werden die daraus resultierenden Bewegungsglei-
chungen jeweils für ein vollständig modulares Fahrzeugmodell, das sich aus Komponenten
für den Fahrzeugkörper, Radaufhängungen sowie Lenksystem zusammmensetzt, dargestellt.
Dabei ist auch die Verwendung verschiedener Kopplungstechniken innerhalb eines Gesamt-
modells möglich.

4.4.1. Starre Verbindungen

Die Kopplung in den zentralen Schnittstellen wird in Form von starren Verbindungen model-
liert. Dazu wird die relative Bewegung der Kopplungssysteme der jeweiligen Komponenten
zueinander gesperrt. Abhängig von der verwendeten Kopplungstechnik können die Kopp-
lungssysteme massebehaftet sein. Im Falle von explizit benötigten Massen kann auch von
Kopplungskörpern gesprochen werden. Dieses Vorgehen ist vergleichbar mit der Duplikation
von Körpern bei geschlossenen kinematischen Schleifen bei [103].

Für die Verkopplung von zwei Komponenten in den Systemen 1 und 2 in einer gemeinsamen
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Schnittstelle ergibt sich formal die Forderungr01,0x
r01,0y

r01,0z

−
r02,0x
r02,0y

r02,0z

 = 0

mit absoluten Positionsvektoren r01,0 und r02,0 für die Kopplungssysteme. Analog gilt dies
auch für die Rotationen mit der Differenz der Kardanwinkelα1

β1

γ1

−
α2

β2

γ2

 = 0.

Exemplarisch werden die Translationen und Rotationen für das System 1 im Vektor

p01,0 =



r01,0x
r01,0y

r01,0z
α1

β1

γ1

 (4.14)

zusammengefasst.

Oftmals ist die Information über die Kardanwinkel von Systemen in multiphysikalischen
oder MKS-Werkzeugen nicht direkt verfügbar, sondern nur die zugehörige Rotationsmatrix.
Je nach Art der gewählten Verkopplung können daraus unter Berücksichtigung möglicher
singulärer Lagen entweder Kardanwinkel berechnet oder wie im Falle von zusätzlichen al-
gebraischen Nebenbedingungen direkt die Spalten der Rotationsmatrizen verwendet werden.
Neben der Verwendung von Kardanwinkeln kommen prinzipiell auch andere Winkeldefinitio-
nen wie Eulerwinkel in Betracht.

Sofern zwischen zwei Komponentenmodellen wie zwischen dem Lenksystem für eine Zahn-
stangenlenkung und einer Hälfte der Radaufhängung einer Doppelquerlenkerachse nur ein
Schnittstellengelenk existiert, kann dieses prinzipiell auch direkt in Form eines Kugelgelenks
modelliert werden. Gleichermaßen gilt dies für eine elastische Verbindung von Spur- und
Zahnstange, die als Feder-/Dämpferelement abgebildet werden kann.

4.4.2. Aufprägen von Bewegungen

Eine starre Verbindung in einer zentralen Schnittstelle kann durch Aufprägen von Bewe-
gungen realisiert werden. Dazu werden die Translationen und Rotationen des Kopplungssys-
tems einer Komponente durch die Bewegung einer zweiten Komponente in der gemeinsamen
Schnittstelle vorgegeben. Multiphysik- wie auch MKS-Werkzeuge stellen für diese Art der
Verkopplung geeignete Aktuatoren und Sensoren zur Verfügung.

Vorgehensweise für das Basisfahrzeugmodell

Exemplarisch wird die Vorgehensweise für die Verkopplung des Fahrzeugkörpers mit dem
Lenksystem in der Schnittstelle SB erläutert (vgl. Abbildung 4.8). Der Fahrzeugkörper prägt
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Lenksystem

Fahrzeugkörper

Radauf-
hängung

links

Radauf-
hängung

rechts
SB

SLS Kinematik (S  )Kinematik (S  )RS

Kinematik (S  )Kinematik (S  )LS

Kinematik (S )Kinematik (S )B

Reaktionskräfte Reaktionskräfte 
-momente (S )-momente (S )B

Reaktionskräfte,Reaktionskräfte,
-momente (S )-momente (S )B

Reaktionskräfte, Reaktionskräfte, 
-momente (S )-momente (S )B

Reaktions-Reaktions-
kräfte,kräfte,
-momente (S  )-momente (S  )LS

Reaktions-Reaktions-
kräfte,kräfte,
-momente (S  )-momente (S  )RSRSS

Abbildung 4.8.: Schnittstelleninformationen bei modularisiertem Basisfahrzeug unter Verwendung der
Technik mit aufgeprägter Kinematik.

dem lenkungsseitigen Kopplungssystem der Schnittstelle SB die Bewegung des fahrzeugkör-
perseitigen Kopplungssystems auf und erfährt im Gegenzug Reaktionskräfte und -momente.
Zur Modellierung werden Sensoren für die translatorische und die rotatorische Kinematik
im fahrzeugkörperseitigen Kopplungssystem der Schnittstelle SB benötigt (vgl. Abbildung
4.9). Wie aus Abbildung 4.9(b) ersichtlich ist, werden diese Informationen im Kopplungs-
system im Lenksystem mithilfe einer Kombination aus einem translatorischen und einem
rotatorischen Aktuator gegenüber einem weltfesten Bezugssystem als Basis aufgeprägt. In

(a) Aktuatorik und Sensorik in aufprägender
Komponente.

(b) Aktuatorik und Sensorik in aufgeprägter Kom-
ponente.

Abbildung 4.9.: Aktuatorik und Sensorik für das Aufprägen von Bewegungen in MapleSim.

der Gegenrichtung werden die entsprechenden Reaktionskräfte und -momente über einen
Sensor ausgelesen und im Fahrzeugkörper über Aktuatoren für die Kräfte und Momente
eingespeist (vgl. Abbildung 4.9(a)). Darüber hinaus werden für die numerische Integration
zusätzlich die zeitlichen Ableitungen der Translationen und Rotationen auf Geschwindigkeits-
und auf Beschleunigungsniveau benötigt.
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Struktur der Bewegungsgleichungen des Basisfahrzeugmodells

Ausgehend von gewöhnlichen Differentialgleichungssystemen der Form (4.3b) für die Kompo-
nentenmodelle ergibt sich für ein modulares Basisfahrzeug mit Fahrzeugkörper, Radaufhän-
gungen sowie Lenksystem das System von Bewegungsgleichungen

MFF 0 0 0
0 MV V 0 0
0 0 MHH 0
0 0 0 MLL


︸ ︷︷ ︸

M


żF
żV
żH
żL


︸ ︷︷ ︸

ż

=


QF +RV F,F +RLF,F

QV
QH

QL +RV L,L


︸ ︷︷ ︸

Q

.

Der Kraft- und Momentenvektor RV F,F beinhaltet die Reaktion der vorderen Radaufhän-
gung auf die aufgeprägte Kinematik des Fahrzeugkörpers und ist folglich abhängig von den
verallgemeinerten Koordinaten yV und Geschwindigkeiten zV sowie der Position und Rotati-
on des Kopplungssystems des Fahrzeugkörpers in der Schnittstelle SB, zusammengefasst im
Vektor p0SBF ,0

gemäß (4.14), und dessen zeitliche Ableitungen ṗ0SBF ,0
und p̈0SBF ,0

. Der Vek-
tor RV F,F ist in körperfesten Koordinaten des Kopplungssystems der aufprägenden Kompo-
nente beschrieben, das per Definition dem Kopplungssystem der aufgeprägten Komponente
entspricht.

Gleichermaßen gehen in die Berechnung des VektorsRLF,F der Reaktionskräfte und -momente
zwischen Lenksystem und Fahrzeugkörper die verallgemeinerten Koordinaten yL und Ge-
schwindigkeiten zL des Lenksystems sowie der Vektor p0SBF ,0

des Kopplungssystems des
Fahrzeugkörpers und die entsprechenden zeitlichen Ableitungen mit ein. Der Vektor RV L,L
der Reaktionskräfte und -momente zwischen vorderer Radaufhängung und Lenksystem ist
abhängig von den verallgemeinerten Koordinaten yV und Geschwindigkeiten zV der vorderen
Radaufhängung sowie den Vektoren p0SLSL ,0

und p0SRSL ,0
für die lenkungsseitige Kinematik

in den Kopplungssystemen der Schnittstellen SLS und SRS und deren zeitlichen Ableitungen.

Demnach werden der Vektor p0SBF ,0
und dessen zeitliche Ableitungen auch bei der Berech-

nung der Massenmatrizen MV V , MHH und MLL und der eingeprägten Kräfte und Momente
QV , QH und QL der vorderen und hinteren Radaufhängungen und des Lenksystems mitbe-
rücksichtigt. Da die Bewegung der Spurstangen auf der linken und rechten Seite der vorde-
ren Radaufhängung von der Kinematik der Zahnstange aus dem Lenksystem abhängig sind,
haben ebenso die Vektoren p0SLSL ,0

und p0SRSL ,0
der lenkungsseitigen Kinematik der Kopp-

lungssysteme und deren zeitlichen Ableitungen Einfluss auf die Massenmatrix MV V und die
eingeprägten Kräfte und Momente QV der vorderen Radaufhängung.

Einsetzbarkeit

Diese Kopplung durch Aufprägen von Bewegungen hat den Vorteil, dass in einer signalba-
sierten Umgebung nur die Ein- und Ausgänge der modularen Komponenten über Signale
miteinander verbunden werden müssen und keine weiteren expliziten Kopplungselemente in
den Schnittstellen erforderlich sind. Die ursprüngliche Modellierung der Komponenten wird
nicht beeinflusst und außer den über die Sensoren bereitgestellten Informationen werden kei-
ne weiteren Größen aus den zu koppelnden Systemen benötigt. Dadurch bleibt die Struktur
der Bewegungsgleichungen in Form von gewöhnlichen Differentialgleichungen erhalten. Es
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muss jedoch von vornherein festgelegt werden, welche Komponente in den Kopplungssys-
temen der gemeinsamen Schnittstelle Kinematik aufprägt und welche Komponente darauf
reagiert.

Außerdem werden die Kopplungen zwischen den Komponenten getrennt voneinander in den
einzelnen Schnittstellen berechnet. Somit ergibt sich für eine Mehrfachverkopplung von Kom-
ponenten teilweise ein zweifacher Zeitverzug. Deutlich wird dies anhand der Abbildung 4.8
für einen komplett modularen Aufbau des Basisfahrzeugs. In der vorderen Radaufhängung
werden sowohl vom Fahrzeugkörper als auch vom Lenksystem Bewegungen aufgeprägt. Nach
Aufprägen der Kinematik aus dem Lenksystem auf die linke Hälfte der Radaufhängung in der
Schnittstelle SLS werden die Reaktionskräfte und -momente infolge des modularen Aufbaus
des Basisfahrzeugmodells und der sequentiellen Abarbeitungsreihenfolge einen Zeitschritt
verspätet zurückgeliefert. Die verzögerten Reaktionskräfte und -momente gehen in die Be-
rechnung der Reaktionskräfte und -momente zwischen Lenksystem und Fahrzeugkörper in
der Schnittstelle SB ein, die wiederum erst einen Zeitschritt später an den Fahrzeugkörper
übergeben werden. Demzufolge werden die Reaktionskräfte und -momente aus dem Radkör-
per, die indirekt über das Lenksystem auf den Fahrzeugkörper wirken, im Endeffekt mit
zwei Zeitschritten Verspätung übergeben. Die Reaktionskräfte und -momente aus der Rad-
aufhängung, die über die Schnittstelle SB direkt an den Fahrzeugkörper übergeben werden,
haben hingegen nur einen Zeitschritt Verspätung. Dies führt zu einer Inkonsistenz in den
Reaktionskräften und -momenten.

Zudem erhält man durch das mehrfache Aufprägen von Bewegungen in einer Komponente
zunehmend komplexe und aufwändig auszuwertende Gleichungen. Das Aufprägen von Bewe-
gungen eignet sich daher vor allem für einfache Kopplungen zwischen Komponentenmodellen,
nicht aber für einen komplett modularen Aufbau des Basisfahrzeugs.

4.4.3. Feder-/Dämpferelement

Für die starre Verbindung von zwei Komponenten über ein elastisches Element werden ledig-
lich Informationen über die Kinematik in den beiden Kopplungssystemen der Komponenten
benötigt. Die in der gemeinsamen Schnittstelle wirkenden Kräfte und Momente werden so-
dann mittels passender Aktuatoren eingeprägt (vgl. Abbildung 4.9(a)). Da zur Einhaltung
der starren Verbindung häufig eine steife Feder verwendet wird, wird zusätzlich ein dämpfen-
des Element benötigt, um entsprechende Oszillationen zu reduzieren.

Kraftgesetz

Für die Verkopplung zweier Komponenten in den Systemen 1 und 2 über ein masseloses
Feder-/Dämpferelement ergibt sich der Vektor

S12,0 = C(p01,0 − p02,0) +D(ṗ01,0 − ṗ02,0) (4.15)

der Kopplungskräfte und -momente. Gemäß (4.14) gehen sowohl die absoluten translatori-
schen Positionen r01,0 und r02,0 und Geschwindigkeiten v01,0 und v02,0 der Kopplungssysteme
in (4.15) ein als auch die zugehörigen Kardanwinkel α1, β1, γ1, α2, β2 und γ2 sowie deren
zeitliche Ableitungen. Beziehung (4.15) ist vorteilhaft im Inertialsystem 0 beschrieben und
wird unter Verwendung der Matrizen C,D ∈ R6×6 der translatorischen und rotatorischen
Feder- und Dämpfungskonstanten berechnet.
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Struktur der Bewegungsgleichungen des Basisfahrzeugmodells

Beispielsweise ergibt sich für die Verkopplung von Fahrzeugkörper und vorderer Radaufhän-
gung daraus der vom Feder-/Dämpferelement berechnete Vektor SFV,0 der Kopplungskräfte
und -momente. Diese werden als SFV,F und SFV,V in das Bezugssysstem der jeweiligen Kom-
ponente transformiert und in den voneinander unabhängigen Bewegungsgleichungen

MF żF = QF − SFV,F
MV żV = QV + SFV,V

für den Fahrzeugkörper und die vordere Radaufhängung berücksichtigt.

Für ein modulares Fahrzeugmodell mit unabhängigen Bewegungsgleichungen der Form (4.3b)
für Fahrzeugkörper, Radaufhängungen sowie Lenksystem an der Vorderachse ergibt sich
infolgedessen das System gewöhnlicher Differentialgleichungen

MFF 0 0 0
0 MV V 0 0
0 0 MHH 0
0 0 0 MLL


︸ ︷︷ ︸

M


żF
żV
żH
żL


︸ ︷︷ ︸

ż

=


QF − SFV,F − SFH,F − SFL,F

QV + SFV,V − SV L,V
QH + SFH,H

QL + SFL,L + SV L,L


︸ ︷︷ ︸

Q

. (4.16)

Einsetzbarkeit

Diese Kopplung stellt vom Standpunkt der Modellbildung einen sehr performanten Ansatz
dar, der den geringsten Umfang an zusätzlichen Informationen und die geringsten Erweite-
rungen an den ursprünglichen Modellen benötigt. Des Weiteren bleibt die Struktur der Bewe-
gungsgleichungen in Form von gewöhnlichen Differentialgleichungen erhalten. Demnach ist
diese Art der Kopplung von Komponenten in den Schnittstellen für Echtzeitanwendungen
prinzipiell sehr gut geeignet.

Im Gegenzug können durch die Nachbildung einer starren Verbindung mithilfe visko-elas-
tischer Elemente Ungenauigkeiten entstehen. Für die Nachbildung elastomerer Bushings ist
diese Kopplung vielfach sogar realistischer. Bei der Verbindung von Komponenten über star-
re Gelenke hingegen sind für eine ausreichende Einhaltung der Nebenbedingungen in den
Kopplungssystemen hohe Steifigkeiten erforderlich. Dies führt zu sehr steifen Differentialglei-
chungen, die mittels echtzeitfähiger Integrationsverfahren, wie sie in Kapitel 5 beschrieben
werden, nur eingeschränkt behandelt werden können. In [77] wird die klassische Kraftkopp-
lung mit der Verwendung von algebraischen Nebenbedingungen als idealen Gelenken unter
numerischen Gesichtspunkten verglichen.

4.4.4. Algebraische Nebenbedingungen

Eine exakte Abbildung der starren Verkopplung von Teilmodellen in den zentralen Schnitt-
stellen kann durch die Verwendung zusätzlicher algebraischer Nebenbedingungen erreicht
werden. Die Verbindungen der einzelnen Komponenten in den Schnittstellen werden dabei
durch explizite Lagenebenbedingungen der Form (3.1) in Form von Gelenken abgebildet.
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Kopplungsarten

Neben der starren Verbindung der Kopplungssysteme in der zentralen Schnittstelle zweier
Komponenten können durch algebraische Nebenbedingungen auch eine Vielzahl weiterer Ge-
lenke dargestellt werden, welche die relative Bewegung der Kopplungssysteme zueinander
einschränken (z. B. [22, 25]). Beispielsweise liegt bei der Verkopplung des Lenksystems mit
jeweils einer Hälfte einer Radaufhängung für gewöhnlich nur ein Gelenk vor. Statt zusätzlich
zu diesem Gelenk eine weitere starre Verbindung einzuführen, kann die Schnittstelle auch
direkt als kinematische Bindung z. B. in Form eines Kugelgelenks modelliert werden.

Auf der Grundlage einer bezüglich der Koordinaten der Kopplungssysteme aufgeteilten Dar-
stellung der Jacobi-Matrix G der Nebenbedingungen werden im Folgenden die im Rahmen
der Fahrzeugmodellierung wichtigsten Gelenke kurz vorgestellt: beginnend mit der einfachs-
ten Implementierung, dem Kugelgelenk, bis hin zum starren Gelenk mit drei zusätzlichen
rotatorischen Nebenbedingungen.

Aufteilung der Jacobi-Matrix G der Nebenbedingungen. Die Absolutkoordinaten p0j,0

der Form (4.14) der Kopplungssysteme sind abhängig von den verallgemeinerten Koordina-
ten yj der jeweiligen Komponenten und stellen die zentralen Zugangspunkte zu den unab-
hängigen Komponenten dar. Fasst man die für ein gekoppeltes Gesamtsystem relevanten
Vektoren der Form p0j,0 in dem Vektor p zusammen, so kann die Jacobi-Matrix G (3.22) der
Lagenebenbedingungen diesbezüglich aufgeteilt werden in

G =
∂g

∂y
V =

∂g

∂p︸︷︷︸
GP

∂p

∂y
V︸ ︷︷ ︸

P

(4.17)

mit einem Teil GP , der nur von den explizit gegebenen algebraischen Nebenbedingungen
in den Schnittstellen abhängt, und einem Teil P , der sich aus der Kinematik der einzel-
nen Komponenten ergibt und eine Projektion in Richtung der absoluten Koordinaten der
Kopplungssysteme darstellt.

Dies ermöglicht eine entkoppelte Betrachtung der für die Verknüpfung von Komponentenmo-
dellen verwendeten kinematischen Bindungen von der oftmals nur als Black Box vorhandenen
internen Kinematik der Teilmodelle. Unter Berücksichtigung entsprechender Berechnungsal-
gorithmen für differential-algebraische Systeme wird in Abschnitt 5.2 darauf eingegangen.

Kugelgelenk. Das Kugelgelenk besitzt drei rotatorische Freiheitsgrade (vgl. Abbildung
4.10). Die relative translatorische Bewegung zwischen zwei zu koppelnden Systemen 1 und 2
mit den Positionsvektoren r01,0 und r02,0 in Inertialkoordinaten wird über die algebraischen
Nebenbedingungen

gKG =

r01,0x − r02,0x
r01,0y − r02,0y

r01,0z − r02,0z

 (4.18)

gesperrt. Somit ergibt sich zufolge der Aufteilung in (4.17) die konstante Matrix

GPKG
=

∂gKG

∂

(
p01,0

p02,0

) =
(
I 0 −I 0

)
∈ R3×12 (4.19)
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Abbildung 4.10.: Kugelgelenk.

der algebraischen Nebenbedingungen bezüglich der Vektoren p01,0 und p02,0 mit I, 0 ∈ R3×3.

Scharniergelenk. Das Kugelgelenk lässt sich unter Zuhilfenahme zusätzlicher Nebenbedin-
gungen für die relativen Rotationen zwischen zwei Systemen auf ein Scharniergelenk erwei-
tern (vgl. Abbildung 4.11). Die relative Bewegung zweier Koordinatenachsen wird mittels

Abbildung 4.11.: Scharniergelenk.

der skalaren Orthogonalitätsbedingung

(A01z)
T A02x = 0

in den zu koppelnden Systemen eingeschränkt. Diese Art von Nebenbedingungen lässt sich
über die Beziehung von Winkeln nicht eindeutig festlegen, so dass hierfür auf die Rotati-
onsmatrizen der einzelnen Systeme zurückgegriffen werden muss. Exemplarisch werden die
z-Achse A01z von System 1 und die x-Achse A02x von System 2 verwendet.

Die algebraischen Nebenbedingungen

gSG =


r01,0x − r02,0x
r01,0y − r02,0y

r01,0z − r02,0z
(A01z)

T A02x

(A01z)
T A02y
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stellen zusammen mit den translatorischen Nebenbedingungen (4.18) und unter Berücksichti-
gung einer weiteren Orthogonalitätsbedingung ein Scharniergelenk mit einem verbleibenden
Rotationsfreiheitsgrad um die z-Achse in System 1 dar.

Starres Gelenk. Durch Hinzunahme einer weiteren Orthogonalitätsbedingung lässt sich ein
starres Gelenk in der Form

gStG =



r01,0x − r02,0x
r01,0y − r02,0y

r01,0z − r02,0z
(A01z)

T A02x

(A01z)
T A02y

(A01x)T A02y


abbilden. Angesichts der in den Orthogonalitätsbedingungen verwendeten Skalarprodukte
ergibt sich daher die nicht-konstante Matrix

GPStG
=
(
GPStG1

| GPStG2

)
∈ R6×24 (4.20)

mit

GPStG1
=


I 0 0 0
0 0 0 (A02x)T

0 0 0 (A02y)
T

0 (A02y)
T 0 0

 ∈ R6×12 (4.21)

und

GPStG2
=


−I 0 0 0
0 (A01z)

T 0 0
0 0 (A01z)

T 0
0 0 (A01x)T 0

 ∈ R6×12 (4.22)

bezüglich der Position r01,0 und der Spalten der Rotationsmatrix A01 von System 1 sowie der
Position r02,0 und der Spalten der Rotationsmatrix A02 von System 2 mit Einheitsmatrizen
I ∈ R3×3

Aufgrund der Tatsache, dass neben den translatorischen auch die rotatorischen Bewegungs-
richtungen gesperrt sind, kann bei Verfügbarkeit auf die Differenz von Kardanwinkel als
Nebenbedingungen für die rotatorischen Freiheitsgrade übergegangen werden. Man erhält
somit die Beziehung

gStG = p01,0 − p02,0 (4.23)

und eine konstante Matrix
GPStG

=
(
I −I

)
∈ R6×12 (4.24)

bezüglich der Vektoren p01,0 und p02,0 mit Einheitsmatrizen I ∈ R6×6. Sofern keine Kardan-
winkel in den Kopplungssystemen verfügbar sind, muss auf die nichtlineare Variante (4.20)
mit Rotationsmatrizen zurückgegriffen werden. Dies kann bei exportierten Komponentenmo-
dellen aus multiphysikalischen oder MKS-Werkzeugen durchaus der Fall sein, da diese in der
Regel in den Kinematiksensoren die Rotationsmatrizen entsprechener Systeme bereitstellen
und nicht notwendigerweise eine entsprechende Winkeldarstellung.
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Allgemeine Vorgehensweise für das Basisfahrzeugmodell

Durch die Berücksichtigung zusätzlicher algebraischer Nebenbedingungen zur Verkopplung
der Komponentenmodelle erhält man, wie bereits erwähnt, ein differential-algebraisches Sys-
tem vom Index 3 der Form (3.21). Abbildung 4.12 skizziert den Signalfluss an den Schnittstel-
len für ein vollständig modularisiertes Basisfahrzeug. Die Bestimmung aller in den Schnittstel-
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Abbildung 4.12.: Schnittstelleninformationen bei modularisiertem Basisfahrzeug unter Verwendung
zusätzlicher algebraischer Nebenbedingungen.

len wirkenden Zwangskräfte und -momente kann unabhängig von der Art ihrer Berechnung
entkoppelt von den Komponentenmodellen durchgeführt und separat an die einzelnen Kom-
ponenten zurückgeliefert werden. Auf geeignete echtzeitfähige und modulare Berechnungsan-
sätze wird in Abschnitt 5.2 im Detail eingegangen.

Für die Bestimmung der zwischen den einzelnen Komponenten wirkenden Zwangskräfte und
-momente GTλ werden neben der Kinematik in den Kopplungssystemen zusätzliche Infor-
mationen über die Bewegungsgleichungen benötigt. Die Bewegungsgleichungen der einzelnen
Komponenten werden durch die verallgemeinerten Koordinaten y und Geschwindigkeiten z
der einzelnen Komponenten beschrieben. Die Verkopplung der Komponentenmodelle findet
hingegen über die jeweiligen Schnittstellen statt. Da die Freiheitsgrade einer Komponente
im allgemeinen Fall nicht notwendigerweise in den Kopplungssystemen der Schnittstellen lie-
gen, müssen die Informationen über die Bewegungsgleichungen sowie die verallgemeinerten
Koordinaten und Geschwindigkeiten zunächst in die Kopplungssysteme projiziert werden.

Für diese Art der Kopplung sind im entsprechenden Komponentenmodell zusätzliche Senso-
ren zum Auslesen der in den Schnittstellen benötigten Kinematikinformationen sowie Aktua-
toren zum Einprägen der Zwangskräfte und -momente erforderlich (vgl. Abbildung 4.9(a)).
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Struktur der Bewegungsgleichungen des Basisfahrzeugmodells

Fasst man für das vollständig modulare Basisfahrzeugmodell aus Abbildung 4.12 alle zusätz-
lich in den zentralen Schnittstellen SB, SLS und SRS verwendeten Nebenbedingungen in
einem Vektor g zusammen, so erhält man ein System

MFF 0 0 0
0 MV V 0 0
0 0 MHH 0
0 0 0 MLL


︸ ︷︷ ︸

M


żF
żV
żH
żL


︸ ︷︷ ︸

ż

=


QF
QV
QH
QL


︸ ︷︷ ︸

Q

−GTλ (4.25a)

0 =


gFVB
gFHB
gFLB
gV LLS
gV LRS


︸ ︷︷ ︸

g

(4.25b)

differential-algebraischer Gleichungen. Ausgehend von starren Verbindungen der Form (4.23)
beschreiben die Nebenbedingungen gFVB , gFHB und gFLB die Bindungen zwischen Fahrzeug-
körper und Radaufhängungen bzw. Lenksystem in der Schnittstelle SB. Die Nebenbedingun-
gen gV LLS und gV LRS stellen die Bindung zwischen den beiden Hälften der vorderen Radauf-
hängung und dem Lenksystem in den Schnittstellen SLS und SRS dar. Wie in Kapitel 3 skiz-
ziert, werden diese Nebenbedingungen mithilfe des Vektors λ der Lagrange-Multiplikatoren
über die Jacobi-Matrix (3.22) der Nebenbedingungen an die Bewegungsgleichungen angebun-
den. Hierbei geht auch die Kinematikmatrix V aus den kinematischen Beziehungen

ẏF
ẏV
ẏH
ẏL


︸ ︷︷ ︸

ẏ

=


VFF 0 0 0

0 VV V 0 0
0 0 VHH 0
0 0 0 VLL


︸ ︷︷ ︸

V


zF
zV
zH
zL


︸ ︷︷ ︸

z

(4.26)

eines Komponentenmodells mit ein. Zusammen mit (4.25) erhält man folglich ein System in
Deskriptorform vom Index 3 gemäß (3.21).

Der Vektor g hängt hierbei von den translatorischen und rotatorischen Größen pSBF , pSBV ,
pSBH , pSBL der Kopplungssysteme der einzelnen Komponenten in der Schnittstelle SB so-
wie von den zugehörigen Größen pSLSL und pSLSV in der Schnittstelle SLS und pSRSL und
pSRSV in der Schnittstelle SRS ab. Diese Größen sind wiederum nichtlineare Funktionen der
Freiheitsgrade der jeweiligen Komponente, so dass auch die Nebenbedingungen als nichtli-
near bezüglich der verallgemeinerten Koordinaten y des Gesamtsystems betrachtet werden
können. Dies erfordert im Allgemeinen eine iterative Berechnung der Zwangskräfte und -
momente GTλ basierend auf den Lagenebenbedingungen.

Einsetzbarkeit

Anders als beim einseitigen Aufprägen von Bewegungen sind bei der Verwendung von alge-
braischen Nebenbedingungen die Bindungen zwischen den Komponenten nicht in den ein-
zelnen Modellen enthalten. In den Schnittstellen werden abhängig von der Kinematik der
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Kopplungssysteme der jeweiligen Komponente Zwangskräfte und -momente berechnet. Da
die Nebenbedingungen explizit vorliegen, können diese auch zentral berücksichtigt werden.
Insbesondere ist bei Mehrfachverkopplungen eine konsistente Berechnung aller Zwangskräf-
te und -momente unabhängig von der Implementierung der einzelnen Komponenten mög-
lich. Durch Auslagern der Berechnung der Zwangskräfte und -momente erhält man einen
generischen Ansatz, bei dem die grundsätzliche Struktur der Bewegungsgleichungen der zu
koppelnden Komponenten erhalten bleibt und lediglich um Terme für die Zwangskräfte und
-momente erweitert wird. Im Detail wird darauf im Rahmen der numerischen Integration des
modularen Systems in Abschnitt 5.2 und die Betrachtung einer passenden Simulationsstra-
tegie in Abschnitt 5.3 eingegangen.

Im Unterschied zur Verwendung von Feder-/Dämpferelementen werden für diese Technik je-
doch zusätzliche Informationen über die Massenmatrix und die rechte Seite der Bewegungs-
gleichungen benötigt. Diese Informationen stehen für mittels multiphysikalischer oder MKS-
Werkzeugen generierte Komponentenmodelle nicht standardmäßig zur Verfügung, können
aber häufig durch geeignete Analyse und Methodik aus dem exportierten Programmcode
eines Komponentenmodells gewonnen werden. Somit können starre Verbindungen exakt mo-
delliert werden und sind unabhängig von Steifigkeits- und Dämpfungsparametern.

Je nach Aufbau des Komponentenmodells und den enthaltenen Freiheitsgraden hat die in
das jeweilige Kopplungssystem der Schnittstelle projizierte Massenmatrix einer Komponente
nicht notwendigerweise vollen Rang. Als Voraussetzung für eine sinnvolle und stabile Ver-
kopplung der einzelnen Modelle werden daher in den Kopplungssystemen der Schnittstellen
zusätzliche Massen benötigt. Die in der Schnittstelle SB benötigten Massen können von der
eigentlichen Fahrzeugkörpermasse abgezogen werden, so dass die Masse des gesamten Fahr-
zeugs unverändert bleibt. Dasselbe gilt unter Berücksichtigung des Steinerschen Satzes auch
für die Trägheiten. Die in den Schnittstellen SLS und SRS benötigten Massen können z. B.
für eine Zahnstangenlenkung von der Zahnstangenmasse abgezogen werden.

Sofern die partiellen Ableitungen, die für die Projektion dieser Größen in die einzelnen
Schnittstellen benötigten werden, zur Verfügung stehen, stellt diese Kopplung über zusätzli-
che algebraische Nebenbedingungen eine konsistente und generische Grundlage für den Auf-
bau eines modularen Gesamtmodells dar.

Explizite Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen der Schnittstellen

Alternativ bietet sich die Möglichkeit an, falls nicht bereits als solche gewählt, zusätzliche
Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen der Schnittstellen der zu verkoppelnden Kompo-
nenten zu berücksichtigen. Bei der Modellierung von Mehrkörperdynamikmodellen unter
Verwendung von multiphysikalischen oder MKS-Werkzeugen können die verallgemeinerten
Koordinaten des Systems häufig explizit gewählt werden. Sofern die in die Bindungsgleichun-
gen g eingehenden Positionen und Rotationen der Kopplungssysteme, zusammengefasst im
Vektor p, in den Schnittstellen explizit als Freiheitsgrade in den Bewegungsgleichungen vor-
liegen, erhält man für ein starres oder auch ein Kugelgelenk lineare Nebenbedingungen (4.23)
und (4.18) sowie konstante Matrizen (4.24) und (4.19). Die Rotationen sind hierbei in Form
von Kardanwinkeln beschrieben. Exemplarisch lässt sich der Vektor yV der verallgemeinerten
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Koordinaten der vorderen Radaufhängung aufteilen in

yV =


p0SBV ,0

p0SLSV ,0

p0SRSV ,0

yVRest

 (4.27)

mit expliziten Freiheitsgraden für die Beschreibung der Kopplungssysteme in den Schnitt-
stellen SB, SLS und SRS . Der Vektor yVRest beinhaltet die übrigen bereits bestehenden
verallgemeinerten Koordinaten des Fahrzeugkörpers. Dadurch können teilweise redundan-
te Beschreibungen der Systemgrößen entstehen, die über zusätzliche in den Komponenten
enthaltene algebraische Nebenbedingungen in Verbindung zueinander stehen.

Die nichtlinearen Beziehungen, die aus einer Vielzahl unterschiedlicher Gelenke resultieren,
werden folglich in die einzelnen Komponentenmodelle verlagert. Diese Eigenschaft wird in
Abschnitt 5.2 genutzt, um explizite nicht-iterative Berechnungsformeln für die Zwangskräfte
und -momente auf der Basis linearer Lagenebenbedingungen (4.25b) abzuleiten. Durch die
direkte Berücksichtigung von Freiheitsgraden in den Kopplungssystemen vereinfachen sich
die für die Verkopplung benötigten Informationen auf in den Kopplungssystemen vorhandene
Größen (vgl. Abbildung 4.13). Demzufolge entfallen die für gewöhnlich schwer zugänglichen
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Abbildung 4.13.: Schnittstelleninformationen bei modularisiertem Basisfahrzeug unter Verwendung
zusätzlicher algebraischer Nebenbedingungen mit expliziten Freiheitsgraden in den
Kopplungssystemen der Schnittstellen.

Informationen für die Matrix P aus (4.17). In Anbetracht der zusätzlichen Freiheitsgrade
erhöht sich jedoch der Berechnungsaufwand in den einzelnen Komponenten.
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5. Echtzeitfähige Simulation modularisierter
Fahrzeugdynamikmodelle

Die echtzeitfähige Simulation des mit Teilmodellen aus unterschiedlichen Modellierungstools
zusammengesetzten Gesamtfahrzeugmodells erfordert entsprechende numerische Techniken.
Neben der Definition generischer Schnittstellen und Kopplungsansätze werden insbesondere
problemangepasste Verfahren zur Integration der resultierenden dynamischen Gleichungen
benötigt. Geeignete Algorithmen zur stabilen und performanten Simulation des stark gekop-
pelten, modularen Modells werden in diesem Kapitel behandelt.

Zunächst werden geeignete Methoden für die numerische Integration von als C-Code expor-
tierten Modellen, basierend auf gewöhnlichen Differentialgleichungen, diskutiert. Des Wei-
teren werden verschiedene echtzeitfähige Ansätze zur Behandlung differential-algebraischer
Systeme präsentiert. Der Fokus liegt hierbei auf dem Erhalt der modularen Modellstruk-
tur durch eine entkoppelte Berechnung der zwischen den einzelnen Komponenten wirkenden
Zwangskräfte und -momente. Abschließend werden auf der Grundlage der verschiedenen
Kopplungstechniken unterschiedliche Strategien für die Ablaufreihenfolge zentral und dezen-
tral integrierter Komponentenmodelle vorgestellt. Dabei wird auf die für Echtzeitfähigkeit
relevanten Aspekte eingegangen und es werden sowohl zentrale als auch dezentrale Strategien
analysiert.

5.1. Echtzeitfähige Integration von ODEs

Die Bewegungsgleichungen der in multiphysikalischen oder MKS-Werkzeugen erzeugten Kom-
ponentenmodelle werden für den Export als C-Code in der Regel als gewöhnliche Differen-
tialgleichungen oder differential-algebraische Gleichungen vom Index 1 bereitgestellt. Sofern
zur Verkopplung mehrerer Teilmodelle keine zusätzlichen algebraischen Nebenbedingungen
verwendet werden, bleibt diese Struktur für das Gesamtmodell unverändert.

Ausgehend von diesen Prämissen werden im Folgenden geeignete Verfahren zur Integration
von ODEs im Rahmen der Simulation in Simulink und problemangepasste Routinen auf der
Grundlage des semi-impliziten Euler-Verfahrens analysiert.

5.1.1. Anforderungen an die Integrationsverfahren

Um die von Simulink bereitgestellten Integrationsroutinen nutzen zu können, werden die als
differential-algebraische Gleichungen vom Index 1 (3.25) exportierten Bewegungsgleichungen
für ein Modell oftmals in der Form(

M(y) Gi(y)T

Gi(y) 0

)(
ż
λi

)
=

(
Qv(y, z)

−Ġi(y, z)z − 2αbgG
i(y)z − βbggi(y)

)
(5.1)
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bereitgestellt. Hierbei werden zur Bestimmung der modellinternen Lagrange-Multiplikatoren
λi zusätzlich die Nebenbedingungen gi und Giz auf Lage- und Geschwindigkeitsniveau für
die Baumgarte-Stabilisierung (3.29) berücksichtigt. Für eine einheitliche Darstellung zur wei-
teren Verwendung in dieser Arbeit, wird das Bewegungsgleichungssystem (5.1) in ein kom-
paktes gewöhnliches Differentialgleichungssystem

ẏ = V (y)z (5.2a)

M(y)ż = Qv(y, z)−Gi(y)Tλi︸ ︷︷ ︸
Q(y,z)

(5.2b)

erster Ordnung mit

λi =
(
Gi(y)M(y)−1Gi(y)T

)−1(
Gi(y)M(y)−1Qv(y, z) + Ġi(y, z)z + 2αbgG

i(y)z + βbgg
i(y)

)
und zusätzlichen Kinematikgleichungen (5.2a) überführt. Die rechte Seite der Bewegungsglei-
chungen (5.2b) setzt sich aus den verallgemeinerten Kräften und Momenten Qv sowie den
im System wirkenden modellinternen Zwangskräften und -momenten GiTλi zusammen.

Mit der Darstellung (5.2) kann für die Teilmodelle jeweils von einem unabhängigen System
gewöhnlicher Differentialgleichungen ausgegangen werden. Bei Verwendung der strukturan-
gepassten Kopplungstechnik aus Abschnitt 4.3, dem Aufprägen von Bewegungen oder der
Kopplung mittels Feder-/Dämpferelementen aus Abschnitt 4.4 bleibt diese Struktur auch für
das modular aufgebaute Gesamtsystem erhalten.

Zur numerischen Berechnung der Systemzustände wird ein Kompromiss aus einer echtzeitfähi-
gen und zugleich für steife Probleme geeigneten Integrationsroutine für gewöhnliche Differen-
tialgleichungen benötigt. Hierfür eignen sich vor allem nicht-iterative Ansätze für Verfahren
niedriger Ordnung, welche zusätzliche Informationen über die rechte Seite der Bewegungsglei-
chungen in Form der Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen nach den Systemzuständen
benötigen. Diese Integrationsroutinen arbeiten zumeist auf der expliziten Darstellung

ẋ(t) = f(t, x(t)) , x0 = x(t0) ∈ R2ny (5.3)

einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung mit Zustandsvektor x. Durch Mul-
tiplikation der Bewegungsgleichungen (5.2b) mit der inversen Massenmatrix M−1 kann (5.2)
als (

ẏ
ż

)
︸︷︷︸
ẋ

=

(
V (y) 0

0 M(y)−1

)(
z

Q(y, z)

)
︸ ︷︷ ︸

f(x)

(5.4)

in der Form (5.3) dargestellt werden. Der Übersichtlichkeit halber wird hier wieder auf die
Angabe der expliziten Abhängigkeit von der Zeit t verzichtet.

5.1.2. Verfügbare Integrationsroutinen

Für die numerische Integration von Simulink-Modellen und S-Funktionen können standard-
mäßig Routinen aus Simulink oder mit den exportierten Modellen mitgelieferte Verfahren
verwendet werden.
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Exportierte Routinen

Multiphysikalische Modellierungswerkzeuge wie MapleSim oder SimulationX bieten beim
Export von C-Code vereinzelt die Möglichkeit problemspezifische Integrationsroutinen zu
verwenden. Hierbei stehen dem Benutzer Verfahren mit unterschiedlicher Genauigkeit, Sta-
bilität und Performanz zur Verfügung, die je nach Modell und Anforderung passend gewählt
werden können. Falls die bereitgestellten Routinen echtzeitfähig und zugleich für die Inte-
gration steifer Systeme geeignet sind, können diese im hier vorgestellten Kontext verwendet
werden.

Routinen in Simulink

Sofern die zur Modellierung des Teilmodells verwendete Entwicklungsumgebung keine eige-
nen Routinen für die numerische Integration zum Export bereitstellt, beschränkt sich die
praktische Anwendung auf Integrationsverfahren aus Simulink.

Aufgrund der Echtzeitanforderung einer möglichst geringen nicht-iterativen Anzahl an Aus-
wertungen kommen hierfür lediglich Verfahren niedriger Ordnung mit konstanter Schrittweite
wie das explizite Euler-Verfahren ode1, das explizite Heun-Verfahren ode2 oder die Routine
ode14x, beruhend auf einer Kombination aus dem Newton-Verfahren und einer Extrapolati-
on bis zu Ordnung 4, in Frage. Da steife gewöhnliche Differentialgleichungen zu behandeln
sind, scheidet die direkte Verwendung der expliziten Verfahren wie ode1 und ode2 aus und
es bleibt für eine in Echtzeit realisierbare und stabile numerische Integration lediglich die
Verwendung der Routine ode14x mit entsprechenden restriktiven Einstellungen bezüglich
der Extrapolationsordnung und der Anzahl der erlaubten Newton-Iterationen. Dabei kann
der Benutzer für die Berechnungsart der zur impliziten numerischen Integration benötigten
Jacobi-Matrix des zu Grunde liegenden Differentialgleichungssystems (5.3) zwischen einer
numerischen und einer analytischen Berechnung wählen. Letzteres unter der Voraussetzung,
dass eine analytische Beschreibung möglich ist.

5.1.3. Echtzeitfähige Integrationsroutinen

Sofern aus Gründen der Performanz und Stabilität der zu berechnenden Lösungen keine
der zuvor erwähnten Integrationsroutinen für die Fahrzeugdynamiksimulation geeignet ist,
können auch angepasste Routinen eingebunden oder modifizierte rechte Seiten für bereits
vorhandene Routinen bereitgestellt werden. Sofern die Modelle mittels C-Code eingebunden
sind, ist dazu eine Analyse der dynamischen Gleichungen notwendig. Insofern empfiehlt es
sich, bereits bei der Modellbildung an die echtzeitfähige Integrierbarkeit zu denken.

Semi-implizites Euler-Verfahren

Für das Bewegungsgleichungssystem (5.2) lassen sich die Systemzustände mit dem expliziten
Euler-Verfahren

yn+1 = yn + hVnzn

zn+1 = zn + hMn
−1Qn
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mit Konvergenz- und Konsistenzordnung 1 und einer konstanten Simulationsschrittweite h
äußerst performant berechnen. Für die Berechnung der verallgemeinerten Koordinaten y
und Geschwindigkeiten z zum neuen Zeitschritt tn+1 wird lediglich eine Auswertung der Sy-
stemmatrizen und -vektoren zum alten Zeitschritt tn benötigt. Infolge des unterschiedlichen
dynamischen Verhaltens der einzelnen Teilsysteme muss jedoch im Allgemeinen von einem
steifen System ausgegangen werden, für das explizite Integratoren im Allgemeinen versagen.
Folglich sind implizite Ansätze für die Berechnung einer stabilen numerischen Lösung er-
forderlich [16, 33], welche für nichtlineare Bewegungsgleichungen nur iterativ gelöst werden
können. Dies kollidiert jedoch mit den Echtzeitanforderungen aus Abschnitt 2.1.2.

Für implizite Ansätze werden die Massenmatrix M und die rechte Seite Q der Bewegungs-
gleichungen mit Zuständen zum neuen Zeitschritt tn+1 in der Form

yn+1 = yn + hVn+1zn+1 (5.5a)

zn+1 = zn + hMn+1
−1Qn+1 (5.5b)

ausgewertet. Eine Alternative stellt eine Approximation von Qn+1 = Q(yn+1, zn+1) unter
Zuhilfenahme einer Taylorentwicklung erster Ordnung

Q(yn+1, zn+1) ≈ Q(yn, zn) +
∂Q

∂y

∣∣∣∣
(yn,zn)

(yn+1 − yn) +
∂Q

∂z

∣∣∣∣
(yn,zn)

(zn+1 − zn) (5.6)

der rechten Seite mit den Zuständen yn und zn aus dem alten Simulationsschritt n dar.
Der Übersichtlichkeit halber werden die einzelnen Argumente der verwendeten Größen nicht
explizit angegeben. Generell spricht man hierbei von einer linear-impliziten Auswertung.

Beim semi-impliziten Euler-Verfahren hingegen wird die rechte Seite der Bewegungsgleichun-
gen um den Prädiktor (yn, zn) gemäß

yn = yn + hzn (5.7a)

zn = zn (5.7b)

linearisiert. Unter Verwendung der impliziten Berechnung (5.5a) von yn+1 mit Vn aus dem
alten Zeitschritt ergibt sich für die Diskretisierung der Bewegungsgleichungen (5.2b) die
Vorschrift Mn−h2

(
∂Q

∂y

)
n

Vn − h
(
∂Q

∂z

)
n︸ ︷︷ ︸

MJn


︸ ︷︷ ︸

M̃n

(zn+1 − zn) = hQn (5.8)

mit zusätzlichen Termen für die Massenmatrix M , zusammengefasst in der Matrix MJ . Die
Massenmatrix M sowie die Kinematikmatrix V ändern sich in einem Simulationsschritt nur
geringfügig, so dass wie im expliziten Verfahren die Auswertungen Mn und Vn mit Zuständen
aus dem alten Zeitschritt tn verwendet werden. Fasst man die erweiterte Massenmatrix in
M̃n zusammen und löst nach den neuen Geschwindigkeitszuständen zn+1 auf, so erhält man
mit einer impliziten Berechnung der Koordinaten yn+1 das semi-implizite Euler-Verfahren
[65]

yn+1 = yn + hVnzn+1 (5.9a)

zn+1 = zn + hM̃−1
n Qn . (5.9b)
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Die Stabilisierungsterme in M̃n sowie der Vektor Qn werden hierbei mit dem Prädiktor
(5.7) ausgewertet. Für die Berechnung der neuen Zustände yn+1 und zn+1 mit dem semi-
impliziten Euler-Verfahren sind demzufolge keine Iterationen nötig. Zudem werden neben
der einmaligen Auswertung der rechten Seite Q pro Simulationsschritt zusätzlich nur geziel-
te symbolische Auswertungen der Matrizen ∂Q/∂y und ∂Q/∂z als Anteile der Jacobi-Matrix
J benötigt. Im Allgemeinen ist die Berechnung der vollständigen Jacobi-Matrix der rech-
ten Seite der Bewegungsgleichungen relativ teuer. Speziell für das Fahrzeugsystem können
jedoch die entscheidenden steifen Anteile identifiziert und gezielt mit Stabilisierungstermen
versehen werden. Die Berechnung einer optimierten Jacobi-Matrix sowie eine Auswertung der
rechten Seite mit dem Prädiktor (5.7) für die Lagekoordinaten werden in [65] skizziert. Das
beschriebene Verfahren ist echtzeitfähig und liefert bei Simulationsschrittweiten im Bereich
von 10−3 s ausreichend stabile Lösungen für Fahrzeugdynamikanwendungen [67].

Bestimmung der Jacobi-Matrix

Für linear-implizite Integrationsmethoden ist die Kenntnis der Jacobi-Matrix J mit den parti-
ellen Ableitungen der rechten Seite des gewöhnlichen Differentialgleichungssystems nach den
Systemzuständen erforderlich. Diese Information wird von multiphysikalischen oder MKS-
Werkzeugen standardmäßig jedoch nicht bereitgestellt.

Vollbesetzte Jacobi-Matrix. Durch spezifische Analyse des exportierten Codes für ein
Modellierungswerkezug lässt sich für die rechte Seite sowie die Systemzustände oftmals
ein Automatismus ableiten, um mithilfe von numerischer oder symbolischer Differentiation
die Jacobi-Matrix bestimmen zu können. Für die symbolische Erzeugung der vollbesetzten
Jacobi-Matrix

J =
∂f

∂x
=

(
∂V
∂y z V

∂(M−1Q)
∂y

∂(M−1Q)
∂z

)
(5.10)

werden in dieser Arbeit die MATLAB Symbolic Math Toolbox [91] und TOMLAB [99] ver-
wendet.

Die Auswertung der symbolisch berechneten Jacobi-Matrix ist verhältnismäßig aufwändig.
Es gibt performantere Strategien, die diese Berechnung nicht in jedem Zeitschritt verwenden.
Diese Vorgehensweise ist jedoch für Echtzeitanwendungen nicht von Vorteil, da die maxi-
mal benötigte Zeit pro Integrationsschritt der beschränkende Faktor ist. Sofern die rechte
Seite nicht explizit in symbolischer Form vorliegt, besteht des Weiteren die Möglichkeit die
Jacobi-Matrix numerisch zur Laufzeit zu berechnen. Dabei sind jedoch Auslöschungseffekte
bei kleineren Schrittweiten sowie allgemein eine geringere Genauigkeit gegenüber der sym-
bolischen Differentiation zu erwarten.

Alternativ kann die Jacobi-Matrix auch zur Laufzeit mithilfe von automatischer Differen-
tiation berechnet werden. Letztere ist ein Ableger der symbolischen Differentiation und für
gewöhnlich performanter. Die rechte Seite f wird in elementare Operationen zerlegt und
mittels der Kettenregel werden die exakten elementaren Ableitungen miteinander verknüpft.
Software wie ADOL-C [31] setzt dabei direkt auf C-Code auf und berechnet zu definierten
Systemzuständen die aktuellen Werte der Jacobi-Matrix. Die Bestimmung der vollständigen
Jacobi-Matrix ist im Allgemeinen jedoch sehr aufwändig und daher für Echtzeitanwendungen
in der Regel ungeeignet.
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Optimierte Jacobi-Matrix. In MapleSim ist es möglich, die Bewegungsgleichungen des mul-
tiphysikalischen Modells mit der Berechnungsengine Maple [50] zu analysieren, die Jacobi-
Matrizen symbolisch zu erzeugen und in den exportierten C-Code zu integrieren. Darüber
hinaus kann die volle Jacobi-Matrix z. B. auch durch eine Taylorentwicklung approximiert
und auf Performanz hin optimiert mit einer geringeren Anzahl von Auswertungen exportiert
werden.

In [12] werden im Kontext linear-impliziter Euler-Verfahren verschiedene optimierte Varian-
ten der Jacobi-Matrix wie

J =

(
0 0

∂(M−1Q)
∂y

∂(M−1Q)
∂z

)
,

J =

(
0 0

∂(M−1Q)
∂y 0

)
oder

J =

(
0 0

0 ∂(M−1Q)
∂z

)
,

anhand linearer Testprobleme auf ihre Performanz und Stabilität untersucht.

In [68] wird eine Möglichkeit aufgezeigt wie sich für Anwendungen in der Fahrzeugdynamik
mit wenig zusätzlichem Aufwand auf der Grundlage des semi-impliziten Euler-Verfahrens
(5.9) eine optimierte Jacobi-Matrix der Form

J =

(
0 0

0 M−1(h∂Q∂y V + ∂Q
∂z )

)
(5.11)

berechnen lässt, die das Stabilitätsgebiet erheblich vergrößert. Somit sind stabile Simulatio-
nen für steife dynamische Systeme mit Schrittweiten im Bereich von 10−3 s möglich. Hierbei
werden für eine Aufteilung

Q = Qe +Qm

des Vektors Q in eingeprägte Kräfte und Momente Qe und Massenkräfte und -momente Qm

gezielt nur die Hauptanteile der eingeprägten Kraft- und Momenteneinflüsse Qe berücksich-
tigt. Für eine Radaufhängung sind als Hauptanteile die Feder- und Dämpferkennungen zu
berücksichtigen sowie Einflüsse aus den Reifen; für ein Lenksystem sind die Steifigkeit und
Dämpfung in der Lenksäule wesentlich. Die Massenkräfte und -momente Qm ändern sich
bezüglich der Systemzustände nur relativ langsam, so dass deren partiellen Ableitungen ver-
nachlässigt werden können. Gleichermaßen gilt dies auch für die Massenmatrix M und die
Kinematikmatrix V , die in der rechten Seite von (5.4) enthalten sind. Diese können demnach
als konstant gegenüber den Systemzuständen angenommen werden.

Sofern wie im Falle von Radaufhängungen und Lenksystem die Haupteinflussgrößen einer
Komponente bekannt sind, kann in Maple eine optimierte und äußerst performant zu berech-
nende Jacobi-Matrix erzeugt und als C-Code exportiert werden. Hierzu werden zusätzliche
Informationen über die interne Kinematik der jeweiligen Komponente benötigt, welche mit-
tels Maple automatisiert aus dem zugehörigen MapleSim Modell ausgelesen werden können.

In Kapitel 6 werden anhand von Simulationsergebnissen für unterschiedliche Schrittweiten
die Genauigkeit und Stabilität für in Simulink eingebundene Modelle aus MapleSim mit einer
optimierten Jacobi-Matrix untersucht.
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Implementierung des Integrators in Simulink

Für den Fall, dass die Jacobi-Matrix in voller oder optimierter Form im exportierten Code
direkt vorliegt oder daraus bestimmt werden kann, lässt sich unter Verwendung expliziter
Einschrittverfahren aus Simulink ein linear-implizites Verfahren mit konstanter Schrittweite
konstruieren. Exemplarisch wird dies für das linear-implizite Euler-Verfahren skizziert.

Gemäß dem Diskretisierungsschema des linear-impliziten Euler-Verfahrens

xn+1 − xn
h

= f(x) + J (xn+1 − xn)

ergibt sich als erweiterte rechte Seite des gewöhnlichen Differentialgleichungssystem

xn+1 − xn
h

= (I − hJ)−1 f(x)︸ ︷︷ ︸
f̃(x)

.

Verwendet man diese modifizierte rechte Seite f̃ für die Integration mit dem expliziten Euler-
Verfahren in Simulink, so erhält man hiermit indirekt ein linear-implizites Euler-Verfahren.

Implementierung des Integrators in S-Funktionen

Unabhängig davon können spezielle für die echtzeitfähige numerische Integration von Fahrdy-
namikmodellen geeignete Routinen wie das zuvor vorgestellte semi-implizite Euler-Verfahren
direkt in den exportierten C-Code implementiert werden. Dazu wird die ursprünglich in der
S-Funktion enthaltene Schnittstelle zum Integrator in Simulink entfernt und der C-Code um
den Algorithmus (5.9) erweitert. Ist der exportierte C-Code in soweit analysierbar, dass sich
die Massenmatrix M und der Vektor der verallgemeinerten Kräfte und Momente Q explizit
darstellen lassen, so können gezielt nur partielle Ableitungen für den Kraft- und Momenten-
vektor Q nach den Systemzuständen y und z berechnet werden. Dies ist z. B. für den mittels
MapleSim erstellten C-Code möglich.

Vergleicht man dies mit der voll besetzten Jacobi-Matrix (5.10) so erhält man unter Berück-
sichtigung der Taylorentwicklung (5.6) und der Auswertung mit dem Prädiktor (5.7) für den
Kraft- und Momentenvektor Q eine reduzierte Jacobi-Matrix (5.11).

5.2. Echtzeitfähige Integration von DAEs

Durch Kopplung von Teilmodellen, welche in exportierter Form jeweils durch ein kompak-
tes gewöhnliches Differentialgleichungssystem (5.2) beschrieben werden, ergibt sich unter
Zuhilfenahme algebraischer Nebenbedingungen das differential-algebraische System (3.21)
in Deskriptorform vom Index 3. Dessen Dynamik muss mittels eines geeigneten Integra-
tionsverfahrens für DAEs numerisch gelöst werden. Für die Verkopplung wird im Folgenden
von starren Gelenken ausgegangen. Diese lassen sich aber bei Bedarf leicht durch andere in
Abschnitt 4.4.4 vorgestellte Gelenke austauschen.

Eine Verwendung von Integrationsroutinen aus Simulink entfällt, da diese nicht für Index
3 Systeme ausgelegt sind und für Index 1 Systeme nur auf einzelnen S-Funktionen agieren
können, nicht aber auf einem Gesamtsystem, bestehend aus mehreren Teilmodellen.
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Anhand eines vollständig modularisierten Basisfahrzeugmodells, mit einzelnen Komponen-
tenmodellen für den Fahrzeugkörper, die vorderen und hinteren Radaufhängungen und das
Lenksystem werden im Folgenden beispielhaft verschiedene Integrationstechniken auf der
Grundlage der in den Abschnitten 3.4.3 und 3.4.4 vorgestellten Index 1 und Index 3 Forma-
lismen diskutiert. Das Hauptaugenmerk liegt hierbei auf echtzeitfähigen Verfahren, welche
eine stabile numerische Lösung für ein differential-algebraisches System mit steifen Differen-
tialgleichungen berechnen und dabei die Modularität des Gesamtsystems bewahren. Dement-
sprechend ist eine angepasste numerische Integration der gewöhnlichen Differentialgleichun-
gen der Teilmodelle sowie eine entkoppelte Berechnung der zwischen den einzelnen Modellen
wirkenden Zwangskräfte und -momente GTλ nötig.

5.2.1. Integrationsroutinen für DAEs vom Index 1

Reduziert man, wie in Abschnitt 3.4.3 gezeigt, den Index des differential-algebraischen Sys-
tems (3.21) auf 1, so ist es möglich, die Berechnung des Vektors λ der Lagrange-Multiplikato-
ren entkoppelt von den Bewegungsgleichungen (4.25) der einzelnen Teilmodelle zu berechnen.
Die verbleibenden gewöhnlichen Differentialgleichungen können so mit einem geeigneten nu-
merischen Integrationsverfahren behandelt werden (z. B. [4]).

Im Folgenden werden anhand des echtzeitfähigen semi-impliziten Euler-Verfahrens (5.9) ex-
emplarisch die für eine entkoppelte Berechnung des Vektors λ notwendigen Schritte aufge-
zeigt. Die hierzu benötigten Informationen werden aufgeteilt nach Größen, welche die einzel-
nen Komponentenmodelle liefern müssen, und nach Größen, welche sich rein auf die Art der
kinematischen Bindung beziehen und demzufolge direkt in der zentralen Berechnungsroutine
für λ verbleiben können. Diese Aufteilung gilt analog für die in Abschnitt 5.2.2 vorgestellten
Verfahren für Index 3 Systeme.

Explizite Berechnungsvorschrift für λ

Für ein differential-algebraisches System vom Index 1 liegen die Nebenbedingungen auf Be-
schleunigungsniveau in der Form

0 = Ġ(y)z +G(y)ż

vor. Der aufgrund der Indexreduktion entstehende Drift Off wird durch Berücksichtigung der
Nebenbedingungen auf Lage- und auf Geschwindigkeitsniveau mit zusätzlichen Baumgarte-
Parametern gemäß (3.29) stabilisiert. Infolge der wenigen zusätzlichen und nicht-iterativen
Auswertungen ist die Baumgarte-Stabilisierung am besten für Echtzeitanforderungen geeig-
net (z. B. [24]). Ausgehend von (4.26) und (4.25) ergeben sich für das Gesamtsystem die
dynamischen Gleichungen

ẏ = V (y)z (5.12a)

M(y) ż = Q(y, z)−G(y)Tλ (5.12b)

0 = Ġ(y, z)z +G(y)ż + 2αbgG(y)z + βbgG(y)y . (5.12c)

als Gesamtsystem für das Basisfahrzeug.
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Setzt man die Bewegungsgleichungen (5.12b) nach ż aufgelöst in die algebraischen Nebenbe-
dingungen (5.12c) ein, so erhält man für den Vektor λ der Lagrange-Multiplikatoren

λ =
(
GM−1GT

)−1
(
GM−1Q+ Ġz + 2αbgGz + βbgg

)
(5.13)

mit G = ∂g/∂y V . Der Übersichtlichkeit halber wird hier auf die Argumente der einzelnen
Größen verzichtet.

Demgemäß kann λ unabhängig von den einzelnen Teilmodellen in einer eigenständigen zen-
tralen Routine berechnet werden. Infolge der Reduktion auf Index 1 ist jedoch die Wahl
geeigneter Baumgarte-Parameter αbg und βbg notwendig.

Berechnung der Zwangskräfte und -momente

Entsprechend (5.12) wird der Vektor GTλ der Zwangskräfte und -momente auf die durch die
verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten vorgegebenen Freiheitsgrade in den
einzelnen Komponenten aufgeprägt. Nach (4.17) lässt sich der Vektor

GTλ = P T GTPλ︸︷︷︸
λP

(5.14)

in einen Vektor λP der auf die Kopplungssysteme wirkenden Zwangskräfte und -momente
und seine Projektion P T in die verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten der
einzelnen Komponenten aufteilen. Somit kann der Vektor λP von der zentralen Routine zur
Berechnung der Zwangskräfte und -momente bereitgestellt und anhand der Matrix P auf
die einzelnen Komponenten verteilt werden. Die Matrix P muss folglich nicht explizit in der
zentralen Routine zur Berechnung des Vektors λ vorliegen, sondern kann von den einzelnen
Komponenten direkt bereitgestellt werden.

Benötigte Informationen aus den Teilmodellen

Für die entkoppelte Berechnung von λ mithilfe von (5.13) werden von den einzelnen Kom-
ponentenmodellen Informationen zu den Bewegungsgleichungen (4.25) sowie den Kinematik-
gleichungen (4.26) benötigt. Im Detail handelt es sich hierbei um die Massenmatrix M , den
Vektor Q der verallgemeinerten Kräfte und Momente sowie die verallgemeinerten Koordi-
naten y und Geschwindigkeiten z für das jeweilige Teilmodell. Im Fall des modularisierten
Basisfahrzeugmodells sind die Teilmodelle, wie erwähnt, der Fahrzeugkörper, die vorderen
und hinteren Radaufhängungen sowie das Lenksystem.

Jacobi-Matrix G der Nebenbedingungen. In Entsprechung zu den Nebenbedingungen
(4.25b) für das modularisierte Basisfahrzeugmodell lässt sich die Jacobi-Matrix G bezüglich
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des Vektors der Kopplungssysteme in den Schnittstellen

p =



p0SBF ,0

p0SBV ,0

p0SLSV ,0

p0SRSV ,0

p0SBH ,0

p0SBL,0

p0SLSL,0

p0SRSL,0 ,


(5.15)

gemäß (4.17) in die Matrizen

GP =

∂gFVB
∂p0SBF

,0

∂gFVB
∂p0SBV

,0
0 0 0 0 0 0

∂gFHB
∂p0SBF

,0
0 0 0

∂gFHB
∂p0SBH

,0
0 0 0

∂gFLB
∂p0SBF

,0
0 0 0 0

∂gFLB
∂p0SBL

,0
0 0

0 0
∂gV LLS
∂p0SLSV

,0
0 0 0

∂gV LLS
∂p0SLSL

,0
0

0 0 0
∂gV LRS
∂p0SRSV

,0
0 0 0

∂gV LRS
∂p0SRSL

,0


und

P =



∂p0SBF ,0
∂yF

VFF 0 0 0

0
∂p0SBV ,0
∂yV

VV V 0 0

0
∂p0SLSV ,0

∂yV
VV V 0 0

0
∂p0SRSV ,0

∂yV
VV V 0 0

0 0
∂p0SBH,0
∂yH

VHH 0

0 0 0
∂p0SBL,0
∂yL

VLL

0 0 0
∂p0SLSL,0

∂yL
VLL

0 0 0
∂p0SRSL,0

∂yL
VLL


(5.16)

aufteilen.

Bei Verwendung von Kardanwinkeln für die absoluten Koordinaten in den Kopplungssyste-
men, vgl. (4.14), erhält man für die Verkopplung der einzelnen Komponenten über starre
Gelenke aus (4.23) den Anteil

GP =


I −I 0 0 0 0 0 0
I 0 0 0 −I 0 0 0
I 0 0 0 0 −I 0 0
0 0 I 0 0 0 −I 0
0 0 0 I 0 0 0 −I

 (5.17)

mit Einheitsmatrizen I ∈ R6×6.

Stehen in den Kopplungssystemen keine Kardanwinkel zur Verfügung, so muss auf die jewei-
ligen Rotationsmatrizen zurückgegriffen werden und der Vektor der absoluten Koordinaten
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für das Kopplungssystem i kann als

p0i,0 =

(
r0i,0

A0i

)
∈ R12×1.

dargestellt werden. Demzufolge ergibt sich die Aufteilung

GP =
GPFVBF

GPFVBV
0 0 0 0 0 0

GPFHBF
0 0 0 GPFHBH

0 0 0

GPFLBF
0 0 0 0 GPFLBL

0 0

0 0 GPV LLSV
0 0 0 GPV LLSL

0

0 0 0 GPV LRSV
0 0 0 GPV LRSL


mit dem ersten Eintrag einer jeden Zeile von der Form (4.21) und dem zweiten Eintrag von
der Form (4.22).

Systemmatrix GM−1GT . Gemäß der Aufteilung der Jacobi-Matrix G der Nebenbedin-
gungen lässt sich die Systemmatrix

GM−1GT = GP PM
−1P T︸ ︷︷ ︸
WP

GTP (5.18)

unterteilen in einen Teil WP , der aus den einzelnen Komponenten geliefert wird, und die Ma-
trix GP , deren Zusammensetzung abhängig von der Art der Gelenke ist und unabhängig von
den Teilmodellen in der zentralen Routine zur Berechnung der Zwangskräfte und -momente
abgelegt werden kann.

In WP sind die in die Koordinaten der Kopplungssysteme projizierten inversen Massenmatrix-
anteile der miteinander verkoppelten Komponenten enthalten. Die Matrix

WP =


WPFF 0 0 0

0 WPV V 0 0
0 0 WPHH 0
0 0 0 WPLL

 (5.19)

zerfällt in vier Teilmatrizen für den Fahrzeugkörper

WPFF =
∂p0SBF ,0

∂yF
WVFF

∂p0SBF ,0

∂yF

T

, (5.20)

die Vorderachse

WPV V =
∂p0SBV ,0
∂yV

WVV V

∂p0SBV ,0
∂yV

T ∂p0SBV ,0
∂yV

WVV V

∂p0SLSV ,0
∂yV

T ∂p0SBV ,0
∂yV

WVV V

∂p0SRSV ,0
∂yV

T

∂p0SLSV ,0
∂yV

WVV V

∂p0SBV ,0
∂yV

T ∂p0SLSV ,0
∂yV

WVV V

∂p0SLSV ,0
∂yV

T ∂p0SLSV ,0
∂yV

WVV V

∂p0SRSV ,0
∂yV

T

∂p0SRSV ,0
∂yV

WVV V

∂p0SBV ,0
∂yV

T ∂p0SRSV ,0
∂yV

WVV V

∂p0SLSV ,0
∂yV

T ∂p0SRSV ,0
∂yV

WVV V

∂p0SRSV ,0
∂yV

T

 ,

(5.21)
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die Hinterachse

WPHH =
∂p0SBH ,0

∂yH
WVHH

∂p0SBH ,0

∂yH

T

(5.22)

und das Lenksystem

WPLL =
∂p0SBL,0
∂yL

WVLL

∂p0SBL,0
∂yL

T ∂p0SBL,0
∂yL

WVLL

∂p0SLSL,0
∂yL

T ∂p0SBL,0
∂yL

WVLL

∂p0SRSL,0
∂yL

T

∂p0SLSL,0
∂yL

WVLL

∂p0SBL,0
∂yL

T ∂p0SLSL,0
∂yL

WVLL

∂p0SLSL,0
∂yL

T ∂p0SLSL,0
∂yL

WVLL

∂p0SRSL,0
∂yL

T

∂p0SRSL,0
∂yL

WVLL

∂p0SBL,0
∂yL

T ∂p0SRSL,0
∂yL

WVLL

∂p0SLSL,0
∂yL

T ∂p0SRSL,0
∂yL

WVLL

∂p0SRSL,0
∂yL

T

 (5.23)

mit Matrizen

WVFF = VFFM
−1
FFV

T
FF

WVV V = VV VM
−1
V V V

T
V V

WVHH = VHHM
−1
HHV

T
HH

WVLL = VLLM
−1
LLV

T
LL .

Die Teilmatrizen WPFF und WPHH haben Dimension 6 × 6 bei Verwendung von Kardan-
winkeln oder Dimension 12 × 12 bei Verwendung von Rotationsmatrizen. Die Teilmatrizen
WPV V und WPLL mit jeweils drei Kopplungssystemen haben Dimension 18×18 bzw. 36×36.
Für die Kopplung sind folglich nicht die kompletten inversen Massenmatrizen mit Dimensio-
nen abhängig von der Anzahl der Systemfreiheitsgrade erforderlich, sondern lediglich deren
Teilmatrizen.

Projizierte verallgemeinerte Beschleunigungen, Geschwindigkeiten und Koordinaten. Zur
Berechnung von λ wird gemäß (5.13) ferner der Vektor

GM−1Q = GP PM
−1Q︸ ︷︷ ︸
bP

(5.24)

benötigt.

Der Vektor

bP =


bPF
bPV
bPH
bPL

 (5.25)

entspricht dabei den in die Kopplungssysteme projizierten zwangsfreien verallgemeinerten
Beschleunigungen der einzelnen Komponenten mit

bPF =
∂p0SBF ,0

∂yF
VFFM

−1
FFQF (5.26)

für den Fahrzeugkörper,

bPV =


∂p0SBV ,0
∂yV

VV VM
−1
V VQV

∂p0SLSV ,0
∂yV

VV VM
−1
V VQV

∂p0SRSV ,0
∂yV

VV VM
−1
V VQV

 (5.27)
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für die Vorderachse,

bPH =
∂p0SBH ,0

∂yH
VHHM

−1
HHQH (5.28)

für die Hinterachse und

bPL =


∂p0SBL,0
∂yL

VLLM
−1
LLQL

∂p0SLSL,0
∂yL

VLLM
−1
LLQL

∂p0SRSL,0
∂yL

VLLM
−1
LLQL

 (5.29)

für das Lenksystem.

Zur Stabilisierung der Index 1 Formulierung werden zusätzlich die Nebenbedingungen auf
Lage- und Geschwindigkeitsniveau berücksichtigt. Analog zur Vorgehensweise in (5.24) lässt
sich der Vektor Gz der Geschwindigkeitsnebenbedingungen darstellen als

Gz = GP Pz︸︷︷︸
zP

.

Der Vektor

zP =


zPF
zPV
zPH
zPL


entspricht analog zu (5.25) den in die Kopplungssysteme projizierten Geschwindigkeiten mit

zPF =
∂p0SBF ,0

∂yF
VFF zF (5.30)

für den Fahrzeugkörper,

zPV =


∂p0SBV ,0
∂yV

VV V zV
∂p0SLSV ,0

∂yV
VV V zV

∂p0SRSV ,0
∂yV

VV V zV

 (5.31)

für die Vorderachse,

zPH =
∂p0SBH ,0

∂yH
VHHzH (5.32)

für die Hinterachse und

zPL =


∂p0SBL,0
∂yL

VLLzL
∂p0SLSL,0

∂yL
VLLzL

∂p0SRSL,0
∂yL

VLLzL

 (5.33)

für das Lenksystem.

Der Vektor g der Lagenebenbedingungen ist abhängig von den absoluten Lagekoordinaten
(5.15) in den Kopplungssystemen der Schnittstellen, die im Vektor

yP =


yPF
yPV
yPH
yPL

 (5.34)
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zusammengefasst sind. Dieser setzt sich aus den Vektoren

yPF = p0SBF ,0 (5.35)

für den Fahrzeugkörper,

yPV =

 p0SBV ,0

p0SLSV ,0

p0SRSV ,0

 (5.36)

für die Vorderachse,
yPH = p0SBH ,0 (5.37)

für die Hinterachse und

yPL =

 p0SBL,0

p0SLSL,0

p0SRSL,0

 (5.38)

für das Lenksystem zusammen.

Die Vektoren (5.35), (5.36), (5.37) und (5.38) sind abhängig von den verallgemeinerten Koor-
dinaten yF , yV , yH und yL der zugehörigen Komponenten und können für gewöhnlich über
Sensoren in den Kopplungssystemen direkt ausgegeben werden. Das Gleiche gilt für die Ge-
schwindigkeiten (5.30), (5.31), (5.32) und (5.33). Die Beschleunigungen (5.26), (5.27), (5.28)
und (5.29) hingegen werden frei von den in den zentralen Schnittstellen zwischen den Kom-
ponenten wirkenden Zwängen berechnet, so dass hierfür keine Sensoren verwendet werden
können, sondern die Informationen explizit über die jeweilige Massenmatrix Mjj , den Vektor
der verallgemeinerten Kräfte und Momente Qj sowie die partiellen Ableitungen ∂p0i,0/∂yj
für das i-te Kopplungssystem und die j-te Komponente bereitgestellt werden müssen.

Bei Verwendung von Kardanwinkeln haben die Vektoren yPF , yPH , zPF , zPH , bPF und bPH
die Dimension 6× 1 und die Vektoren yPV , yPL , zPV , zPL , bPV und bPL die Dimension 18× 1.
Bei Verwendung von Rotationsmatrizen vergrößern sich die Dimensionen auf 12 × 1 bzw.
36× 1.

Zeitliche Ableitung der Jacobi-Matrix G der Nebenbedingungen. Das Produkt Ġz aus
der zeitlichen Ableitung der Jacobi-Matrix G der Nebenbedingungen und den verallgemei-
nerten Geschwindigkeiten z zerfällt gemäß der Aufteilung (4.17) in

Ġz =
d(GPP )

dt
z =

(
dGP
dt

P +GP
dP

dt

)
z .

Der Ausdruck dGP /dt ist abhängig von der Art der kinematischen Bindung und lässt sich
vorab analytisch berechnen. Sofern in die in Abschnitt 4.4.4 beschriebenen algebraischen
Nebenbedingungen Rotationsmatrizen A0j eingehen, werden zeitliche Ableitungen der Form

Ȧ0j = ω̃0j,0A0j

mit dem schiefsymmetrischen Tensor

ω̃0j,0 =

 0 −ω0j,0z ω0j,0y

ω0j,0z 0 −ω0j,0x
−ω0j,0y ω0j,0x 0
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des Vektors ω0j,0 der Winkelgeschwindigkeiten des j-ten Kopplungssystems bezüglich des
Inertialsystems benötigt. Diese Winkelgeschwindigkeiten können für gewöhnlich von entspre-
chenden Sensoren in den Teilmodellen bereitgestellt werden.

Die zeitliche Ableitung dP/dt zerfällt weiter in

dP

dt
=
d
(
∂p
∂y

)
dt

V +
∂p

∂y

dV

dt

mit
d
(
∂p
∂y

)
dt

=
∂
(
∂p
∂y

)
∂y

dy

dt
=
∂
(
∂p
∂y

)
∂y

V z (5.39)

und
dV

dt
=
∂V

∂y

dy

dt
=
∂V

∂y
V z . (5.40)

Demnach erlaubt der Index 1 Formalismus zwar eine explizite und damit entkoppelte Be-
rechnung der Zwangskräfte und -momente GTλ, benötigt dafür aber im allgemeinen Fall
mit nichtlinearen Nebenbedingungen zusätzliche spezialisierte Informationen über die einzel-
nen zu verkoppelnden Komponenten wie die in der Projektionsmatrix (5.16) gesammelten
partiellen Ableitungen ∂p/∂y. Diese lassen sich abhängig vom verwendeten multiphysikali-
schen oder MKS-Werkzeug auch in symbolischer Form bereitstellen. Die partiellen Ableitun-
gen ∂ (∂p/∂y) /∂y und ∂V/∂y aus (5.39) und (5.40) hingegen können im Allgemeinen nur
mit hohem Aufwand bestimmt werden, geschweige denn von multiphysikalischen oder MKS-
Werkzeugen in Form von C-Code erzeugt werden. Somit ist die Verwendung des Index 1
Ansatzes für nichtlineare Nebenbedingungen in der Regel nicht praktikabel.

Explizite Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen der Schnittstellen

Multiphysikalische oder MKS-Werkzeuge lassen jedoch oftmals eine benutzerdefinierte Wahl
verallgemeinerter Koordinaten zu, so dass die absoluten Koordinaten (5.15) der Kopplungs-
systeme in den Schnittstellen zwischen den einzelnen Komponenten explizit als Freiheitsgrade
in den einzelnen Systemen vorliegen. Dies führt zu linearen Nebenbedingungen und einer kon-
stanten Jacobi-Matrix G (vgl. Abschnitt 4.4.4). Die aufwändige Bestimmung der Matrizen
P und Ġ sowie der zugehörigen Ableitungen wird demnach hinfällig.

Vereinfachte explizite Berechnung von λ. Falls die in den verallgemeinerten Koordinaten
yF , yV , yH und yL der Teilmodelle ausgedrückten Freiheitsgrade den Kopplungssystemen
in den Schnittstellen zugeordnet werden (vgl. (4.27) für die vordere Radaufhängung), so
vereinfacht sich Matrix (5.16) zu

P =



EFB 0 0 0
0 EVB 0 0
0 EVLS 0 0
0 EVRS 0 0
0 0 EHB 0
0 0 0 ELB
0 0 0 ELLS
0 0 0 ELRS


(5.41)
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mit Teilmatrizen
EFB =

(
I 0

)
(5.42)

für den Fahrzeugkörper,

EVB =
(
I 0 0 0

)
(5.43a)

EVLS =
(
0 I 0 0

)
(5.43b)

EVRS =
(
0 0 I 0

)
(5.43c)

für die Vorderachse,
EHB =

(
I 0

)
(5.44)

für die Hinterachse und

ELB =
(
I 0 0 0

)
(5.45a)

ELLS =
(
0 I 0 0

)
(5.45b)

ELRS =
(
0 0 I 0

)
(5.45c)

für das Lenksystem. Hierbei werden triviale verallgemeinerter Geschwindigkeiten zj mit

ẏj = zj

für die einzelnen Komponenten angenommen, wie sie normalerweise für aus MapleSim ex-
portierte Modelle auftreten. Die Kinematikmatrix Vjj der j-ten Komponente vereinfacht sich
damit zur Einheitsmatrix passender Dimension.

In diesem Fall werden die Rotationsbewegungen der Kopplungssysteme über Kardanwinkel
beschrieben, so dass sich die Teilmatrix GP aus (4.17) zu (5.17) vereinfacht. Demzufolge ist
die Jacobi-Matrix G der Nebenbedingungen in (5.13) konstant und ihre zeitliche Ableitung
Ġ verschwindet. Die in (5.42), (5.43), (5.44) und (5.45) verwendeten Einheitsmatrizen I
haben somit Dimension 6× 6. Die Berechnungsformel (5.13) für den Vektor λ der Lagrange-
Multiplikatoren vereinfacht sich damit zu

λ =
(
GM−1GT

)−1 ∂g

∂y

(
VM−1Q+ 2αbgV z + βbgy

)
. (5.46)

Dabei wird die Darstellung g = (∂g/∂y) y für lineare Lagenebenbedingungen verwendet und
die Jacobi-Matrix G der Nebenbedingungen gemäß (3.22) aufgeteilt.

Benötigte Informationen aus den Teilmodellen. Entsprechend der stark vereinfachten Ma-
trix (5.41) reduzieren sich folglich auch die aus den einzelnen Komponenten benötigten in-
versen Massenmatrizen (5.20), (5.21), (5.22) und (5.23), die zwangsfreien verallgemeinerten
Beschleunigungen (5.26), (5.27), (5.28) und (5.29), die verallgemeinerten Geschwindigkeiten
(5.30), (5.31), (5.32) und (5.33), und die verallgemeinerten Koordinaten (5.35), (5.36), (5.37)
und (5.38), die nicht mehr zusätzlich in die Kopplungssysteme projiziert werden müssen.
Zudem vereinfacht sich die Projektion des Vektors λP der bezüglich der Kopplungssysteme
berechneten Zwangskräfte und -momente aus (5.14).

Basierend auf dem Index 1 Formalismus mit Nebenbedingungen auf Beschleunigungsniveau
führt die Berücksichtigung expliziter Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen dementspre-
chend auf einen allgemein anwendbaren Ansatz. Ohne die explizite Berücksichtigung von
Freiheitsgraden ist der Index 1 Formalismus jedoch nur bedingt einsetzbar.
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5.2.2. Integrationsroutinen für DAEs vom Index 3

Ansätze zur Lösung von differential-algebraischen Systemen vom Index 1 benötigen für ei-
ne echtzeitfähige Stabilisierung des Drift Off eine problemangepasste Wahl der Baumgarte-
Parameter. Durch eine direkten Behandlung von Systemen mit Index 3 kann diese Proble-
matik umgangen werden. Gängige Integrationsverfahren für Index 3 Systeme behandeln die
Bewegungsgleichungen zentral und berechnen die Zwangskräfte und -momente GTλ iterativ
auf Lageniveau (vgl. Abschnitt 3.4.4). Im Kontext dieser Arbeit werden jedoch echtzeitfähige
Integrationsansätze benötigt, die eine Verkopplung von unabhängigen Teilmodellen mit ei-
ner dezentralen numerischen Integration der Systemzustände in den einzelnen Komponenten
ermöglichen, ohne dabei die modulare Struktur des Basisfahrzeugmodells zu beeinträchtigen.
Dazu wird auf semi-impliziten Einschrittverfahren aufgesetzt, die eine echtzeitfähige und
stabile Integration von ODEs erlauben und auf DAEs geeignet erweitert werden können.

Erweitertes semi-implizites Euler-Verfahren

Die spezielle Struktur des semi-impliziten Euler-Verfahrens (5.9) mit der impliziten Berech-
nung (5.9a) der Koordinaten yn+1 aus den Geschwindigkeiten zn+1 zum neuen Zeitschritt
tn+1 liefert mit (5.9b) und Erweiterung um die Zwangskräfte und -momente GTλ die Dar-
stellung

yn+1(λn) = yn + hVn

(
zn + hM̃−1

n

(
Qn −GTnλn

))
. (5.47)

Diese ist abhängig vom Vektor λn der Lagrange-Multiplikatoren zum Zeitschritt tn [70].
Verwendet man die neuen Zustände (5.47) für die diskretisierten Nebenbedingungen auf
Lageniveau so erhält man

0 = g(yn+1(λn)) = g(λn) . (5.48)

Iterative Berechnung der Zwangskräfte und -momente. Im allgemeinen Fall muss von
einer nichtlinearen Abhängigkeit der Nebenbedingungen (5.48) vom Vektor λ der Lagrange-
Multiplikatoren ausgegangen werden. Mittels Newton-Iteration

∂g

∂λ

∣∣∣∣
λkn

(λk+1
n − λkn) = −g(λkn) k = 0, 1, . . . (5.49)

kann λn aus (5.48) bestimmt werden. Als Startwert für die Iteration kann der im vorherge-
henden Integrationsschritt berechnete Wert λn−1 verwendet werden. Zur Bestimmung der
(k + 1)-ten Iterierten von λk+1

n wird die Funktionalmatrix

∂g

∂λ

∣∣∣∣
λkn

=
∂g

∂y

∣∣∣∣
y(λkn)

∂y

∂λ

∣∣∣∣
λkn

benötigt. Diese zerfällt in die partiellen Ableitungen ∂g/∂y der Nebenbedingungen g nach
den verallgemeinerten Koordinaten y des Gesamtsystems und in einen Teil ∂y/∂λ, der die Ab-
hängigkeit der verallgemeinerten Koordinaten y vom Vektor λ der Lagrange-Multiplikatoren
beschreibt.

Die Matrix ∂g/∂y hängt von den kinematischen Bindungen in den einzelnen Teilmodellen
ab und lässt sich bezüglich der in den Kopplungssystemen verwendeten Koordinaten (5.15)



5. Echtzeitfähige Simulation modularisierter Fahrzeugdynamikmodelle 69

analog zu (4.17) weiter zerlegen in
∂g

∂y
=
∂g

∂p

∂p

∂y
. (5.50)

Für die Matrix ∂y/∂λ ergibt sich unter Verwendung von (5.47) und Berücksichtigung von
(4.17) die Beziehung

∂y

∂λ
= −h2V M̃−1P TGTP .

Die Funktionalmatrix ∂g/∂λ setzt sich somit aus den Teilmatrizen

∂g

∂λ
= −h2 ∂g

∂p︸︷︷︸
GP

∂p

∂y
V︸ ︷︷ ︸

P

M̃−1P T

︸ ︷︷ ︸
W̃P

GTP

zusammen. Die diskretisierte Darstellung mit Indizes n wird hier der Einfachheit halber ver-
nachlässigt. Analog zu der in Abschnitt 5.2.1 für den Index 1 Formalismus beschriebenen
Vorgehensweise werden auch hier wiederum die Teilmatrizen GP und P benötigt. Analog
zu (5.18) lässt sich die Funktionalmatrix ∂g/∂λ unterteilen in einen Teil W̃P , der nur In-
formationen aus den einzelnen Teilmodellen enthält, und einen Teil GP , der allein durch
die Art der kinematischen Bindungen zwischen den zu koppelnden Teilmodellen bestimmt
wird (vgl. Abschnitt 4.4.4). Die Matrix W̃P stellt wie in (5.19) die in die Kopplungssysteme
projizierten Massenanteile der einzelnen Komponenten in den Schnittstellen dar. Mit dem
semi-impliziten Euler-Verfahren als Grundlage gehen jedoch gemäß (5.8) zusätzliche impli-
zite Stabilisierungsterme, zusammengefasst in der Matrix MJ , in die Massenmatrix M̃ mit
ein.

Darüber hinaus werden für die Iteration in (5.49) nur die Nebenbedingungen g(λkn) benö-
tigt, die von den absoluten Koordinaten der Kopplungssysteme abhängen. Dazu müssen in
jedem Iterationsschritt die Vektoren (5.35), (5.36), (5.37) und (5.38) mit den basierend auf
λkn berechneten verallgemeinerten Koordinaten yF , yV , yH und yL der einzelnen Komponen-
tenmodelle des Basisfahrzeugs bereitgestellt werden. Wie für den Index 1 Formalismus in
Abschnitt 5.2.1 gezeigt, können die berechneten Zwangskräfte und -momente GTλ entspre-
chend (5.14) aufgeteilt und in der Form von GTPλ an die einzelnen Komponentenmodelle
zurückgeliefert werden.

Für nichtlineare Nebenbedingungen wird λ über einen Iterationsschritt berechnet. Dies beein-
trächtigt die Echtzeitfähigkeit und den modularen Aufbau des Basisfahrzeugs, da die Itera-
tionen nicht ausschließlich mit Informationen aus der entkoppelten Berechnung der Zwangs-
kräfte und -momente auskommen, sondern zusätzlich in jedem Iterationsschritt dezentral
berechnete Zustände der einzelnen Komponenten benötigen.

Nicht-iterative Berechnung der Zwangskräfte und -momente. Das skizzierte Verfahren
für Index 3 ist für die signalbasierte Simulation in Simulink in dieser Form kaum brauchbar.
Ist nur ein einziger Iterationsschritt ausreichend, um die für Fahrzeugdynamikanwendungen
benötigte Genauigkeit und Stabilität zu erzielen so lässt sich auch für den allgemeinen In-
dex 3 Formalismus auf der Grundlage des semi-impliziten Euler-Verfahrens eine entkoppelte,
modulare und echtzeitfähige Berechnung der Zwangskräfte und -momente in der Form

∂g

∂λ

∣∣∣∣
λn

(λn+1 − λn) = −g(λn) (5.51)
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realisieren.

Im Gegensatz zum allgemeinen Vorgehen für den Index 1 Formalismus ohne explizite Frei-
heitsgrade in den Kopplungssystemen (vgl. Abschnitt 5.2.1) werden neben den Bestandtei-
len der Projektionsmatrix P für den hier vorgestellten Index 3 Formalismus keine weiteren
schwer zugänglichen Informationen wie zur Berechnung der zeitlichen Ableitung Ġ der Jacobi-
Matrix G der Nebenbedingungen benötigt. Die Umsetzbarkeit dieses Ansatzes mit nur einem
Iterationsschritt wird anhand von Praxisbeispielen in Kapitel 6 gezeigt.

Explizite Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen der Schnittstellen. Analog zu Ab-
schnitt 5.2.1 vereinfacht sich das Integrationsschema auch für den Index 3 Fall, sofern die
Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen der Schnittstellen als verallgemeinerte Koordina-
ten der Komponenten verwendet werden. Die Matrix ∂p/∂y aus (5.50) reduziert sich somit
auf (5.41). Für die Verwendung starrer Gelenke der Form (4.23) mit der Teilmatrix der
partiellen Ableitungen (4.24) und mit Kardanwinkeln als rotatorischen Koordinaten in den
Kopplungssystemen gemäß (4.14) ist (5.50) konstant. Die diskretisierten Nebenbedingungen
(5.48) können dementsprechend in der Form

0 =

(
∂g

∂y

)
n

(
yn + hVnzn + h2VnM̃

−1
n

(
Qn −GTnλn

))
(5.52)

in linearer Abhängigkeit von λn dargestellt werden. Nach λn aufgelöst erhält man für (5.52)
die explizite Berechnungsformel

λn =
(
GnM̃

−1
n GTn

)−1
(
∂g

∂y

)
n

(
1

h2
yn +

1

h
Vnzn + VnM̃

−1
n Qn

)
. (5.53)

Die Berücksichtigung expliziter Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen ermöglicht somit
eine entkoppelte Berechnung der Zwangskräfte und -momente von den eigentlichen Bewe-
gungsgleichungen in den einzelnen Komponentenmodellen, ohne dass in jedem Integrations-
schritt eine Iteration über die einzelnen Komponentenmodelle durchgeführt werden muss.
Zudem werden die nicht standardmäßig in den Komponentenmodellen verfügbaren partiel-
len Ableitungen ∂p/∂y der Koordinaten in den Kopplungssystemen nach den Freiheitsgra-
den der Komponente hinfällig. Aufgrund zusätzlicher Systemfreiheitsgrade erhöht sich im
Gegenzug aber die Dimension der unabhängigen Bewegungsgleichungssysteme der einzelnen
Komponenten.

Für in den Systemzuständen lineare Nebenbedingungen entspricht (5.53) somit der expliziten
Berechnungsformel (5.46) für die Index 1 Formulierung aus Abschnitt 5.2.1 mit Baumgarte-
Parametern αbg = 1/(2h) und βbg = 1/h2.

Generalized-α-Verfahren

Das ursprünglich für die Lösung von ODEs entworfene Generalized-α-Verfahren [14] mit
Verfahrensordnung 2 hat sich mittlerweile auch in der Mehrkörperdynamik zur Behandlung
differential-algebraischer Systeme etabliert [3]. Es handelt sich hierbei um ein A-stabiles
Verfahren mit konstanter Schrittweite h.
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Grundlagen. Das Generalized-α-Verfahren für gewöhnliche Differentialgleichungssysteme
erster Ordnung der Form (4.3) basiert auf den Newmark-Formeln [57]

yn+1 = yn + hzn + h2

(
1

2
− βgα

)
an + h2βgαan+1 (5.54a)

zn+1 = zn + h (1− γgα) an + hγgαan+1 . (5.54b)

Anstelle der ursprünglichen Beschleunigungen żn und żn+1 werden darin die Hilfsbeschleuni-
gungen an und an+1 verwendet. Diese werden mithilfe von

a0 = ż0

(1− αm)an+1 + αman = (1− αf )żn+1 + αf żn (5.55)

aus einer Kombination der Berechnungsvorschriften des HHT-α-Verfahrens [35] und des
Bossak-Newmark-Verfahrens [104] berechnet. Die Kinematikmatrix V ist hierbei aus Konsis-
tenzgründen zu der im Folgenden angeführten Literatur zunächst noch nicht berücksichtigt.

Das Generalized-α-Verfahren erlaubt eine Variation der numerischen Dämpfung hochfrequen-
ter Anteile der Lösung mittels des Spektralradius ρ∞ unter Berücksichtigung einer minimier-
ten Dämpfung für niederfrequente Anteile. Der Spektralradius geht in die Verfahrensparame-
ter αm, αf , βgα und γgα über die in [14] vorgeschlagene Beziehung

αm =
2ρ∞ − 1

ρ∞ + 1

αf =
ρ∞

ρ∞ + 1

γgα =
1

2
+ αf − αm

βgα =
1

4

(
γgα +

1

2

)2

ein. Für ein stabiles Verfahren muss ρ∞ ∈ [0, 1[ gelten. Für ρ∞ → 1 erhält man ein unge-
dämpftes Verfahren, das sich der Trapezregel annähert; für ρ∞ = 0 werden die hochfrequen-
ten Anteile asymptotisch ausgelöscht. Diese Variation der numerischen Dämpfung ist mit
dem semi-impliziten Euler-Verfahren nicht möglich.

Abhängig davon, ob żn+1 mit (4.3b), basierend auf den Zuständen y und z zum neuen
Zeitschritt tn+1 oder zum alten Zeitschritt tn berechnet wird, handelt es sich um ein implizites
oder ein explizites Verfahren für gewöhnliche Differentialgleichungen.

Ausgehend von einer impliziten Berechnung stellt [3] für Deskriptorsysteme vom Index 3 der
Form (3.21) einen iterativen Algorithmus für das Generalized-α-Verfahren mit Ordnung 2 in
den Systemzuständen und den Lagrange-Multiplikatoren λ vor.

Semi-impliziter Ansatz. Die im Rahmen dieser Arbeit im Vordergrund stehende echtzeit-
fähige und modulare Behandlung differential-algebraischer Systeme erfordert jedoch eine de-
zentrale numerische Integration der einzelnen Komponenten verbunden mit einer expliziten
Berechnung des Vektors λ.

Analog zum Vorgehen für das semi-implizite Euler-Verfahren zur Lösung gewöhnlicher Dif-
ferentialgleichungen aus Abschnitt 5.1.3 ist auch für das Generalized-α-Verfahren eine semi-
implizte Berechnung von żn+1 anwendbar. Dazu wird der Vektor Q der verallgemeinerten
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Kräfte und Momente unter Zuhilfenahme der Taylorentwicklung

Q(yn+1, zn+1) ≈ Q(yn, zn) +
∂Q

∂y

∣∣∣∣
(yn,zn)

(yn+1 − yn) +
∂Q

∂z

∣∣∣∣
(yn,zn)

(zn+1 − zn)

= Q(yn, zn) + β̃gα
∂Q

∂y

∣∣∣∣
(yn,zn)

żn+1 + γ̃gα
∂Q

∂z

∣∣∣∣
(yn,zn)

żn+1 (5.56)

um einen Prädiktor

yn = yn + hzn + h2

((
1

2
− βgα

)
− βgα

αm
1− αm

)
an + h2βgα

αf
1− αm

żn (5.57a)

zn = zn + h

(
(1− γgα)− γgα

αm
1− αm

)
an + hγgα

αf
1− αm

żn (5.57b)

mit

β̃gα = h2βgα
1− αf
1− αm

γ̃gα = hγgα
1− αf
1− αm

linearisiert [45]. Für die impliziten Zustände yn+1 und zn+1 in (5.56) werden als Näherung die
Berechnungsschemas (5.54) verwendet. Der Prädiktor (5.57) ergibt sich durch Auswertung
von (5.54) unter Vernachlässigung des impliziten Anteils für żn+1 in (5.55) und entspricht
dem Vorgehen aus [3] für eine nach einem Schritt abgebrochene Newton-Iteration.

Unter Berücksichtigung der inversen Kinematikmatrix V lässt sich die diskretisierte implizite
Auswertung

Mn+1żn+1 = Qn+1

der Bewegungsgleichungen passend umformen in eine semi-implizite Auswertung der FormMn−β̃gα
(
∂Q

∂y

)
n

Vn − γ̃gα
(
∂Q

∂z

)
n︸ ︷︷ ︸

MJn


︸ ︷︷ ︸

M̃n

żn+1 = Qn (5.58)

mit einer analog zu (5.8) mit zusätzlichen Stabilisierungstermen erweiterten Massenmatrix
M̃n, die aus der Linearisierung (5.56) um den Prädiktor (5.57) resultieren. Die Matrizen M
und V ändern sich in einem Simulationsschritt nur geringfügig, so dass hier wie im expliziten
Verfahren eine Auswertung Mn und Vn mit Zuständen aus dem alten Zeitschritt tn verwendet
werden kann. Unter Berücksichtigung von (5.55) können anschließend aus den um die Matrix
V erweiterten Berechnungsvorschriften (5.54) die neuen Zustände

yn+1 = yn + Vn

(
hzn + h2

(
1

2
− βgα

)
an + h2βgαan+1

)
zn+1 = zn + h (1− γgα) an + hγgαan+1

berechnet werden.
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Für ein Deskriptorsystem vom Index 3 der Form (3.21) lassen sich dementsprechend, wie be-
reits zuvor für das semi-implizite Euler-Verfahren gezeigt, die verallgemeinerten Koordinaten
y abhängig vom Vektor λ der Lagrange-Multiplikatoren in der Form

yn+1(λn) = yn + Vn

(
hzn +

h2βgααf
1− αm

żn + ân(λn)

)
mit

ân(λn) =

(
h2

(
1

2
− βgα

)
− h2βgααm

1− αm

)
an + β̃gαM̃

−1
n

(
Qn −GTnλn

)
darstellen und in die diskretisierten algebraischen Nebenbedingungen (5.48) einsetzen. Ab-
hängig von der Wahl der absoluten Koordinaten p in den Kopplungssystemen ergeben sich
daraus analoge Berechnungsvorschriften wie für das semi-implizte Euler-Verfahren für DAEs
vom Index 3: Es gelten (5.49) für eine iterative Lösung der nichtlinearen Nebenbedingungen
und (5.51) für die nach einer Iteration abgebrochene Variante mit der Funktionalmatrix

∂g

∂λ
= −β̃gαGM̃−1GT .

Die explizite Berechnungsvorschrift (5.53) für lineare Nebenbedingungen erweitert sich für
das semi-implizite Generalized-α-Verfahren zu

λn = (GnM̃
−1
n GTn )−1

(
∂g

∂y

)
n

(
ãn + VnM̃

−1
n Qn

)
(5.59)

mit

ãn =
1

β̃gα
yn + Vn

(
h

β̃gα
zn +

αf
1− αf

żn +
1
2(1− αm)− βgα

(1− αf )βgα
an

)
.

Für ein Deskriptorsystem der Form (3.21) setzt sich die Jacobi-Matrix G der Nebenbedin-
gungen in (5.59) analog wie in (5.53) zusammen.

In [45] wird für diesen semi-impliziten Ansatz gemäß dem Konvergenzbeweis in [3] von ei-
ner theoretischen Verfahrensordnung 2 ausgegangen. Praktische Beispiele für die Kopplung
einer vorderen Radaufhängung mit einem Lenksystem zeigen jedoch, dass die numerisch aus
den Simulationsergebnissen bestimmte Verfahrensordnung auf 1 sinkt. Zudem wird hierbei
in verschiedenen Fallbeispielen näher auf die Rolle der variablen numerischen Dämpfung
eingegangen.

5.2.3. Verwendbarkeit von Modellierungstools

Die in den Abschnitten 5.2.1 und 5.2.2 beschriebenen Methoden für eine entkoppelte Be-
rechnung des Vektors λ der Lagrange-Multiplikatoren benötigen unterschiedliche Informa-
tionen von den einzelnen Teilmodellen. Diese Informationen können mit mehr oder weniger
Aufwand zur Verfügung gestellt werden, abhängig davon, welche multiphysikalischen oder
MKS-Werkzeuge zur Modellierung der jeweiligen Komponente verwendet werden.
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MapleSim

Informationen über die Kinematik sowie Kräfte und Momente in einem bestimmten Punkt
des Modells lassen sich mithilfe von Sensoren berechnen und ausgeben. Kinematische Abhän-
gigkeiten bezüglich der verallgemeinerten Koordinaten eines Modells der Form (5.16) und
(5.34) sind hingegen häufig nicht standardmäßig verfügbar. Für in MapleSim erzeugte Mo-
delle gibt es jedoch über den Berechnungskern Maple zusätzlich die Option der expliziten
Analyse und symbolischen Nachbearbeitung der Bewegungsgleichungen von Simulationsmo-
dellen. Dies eröffnet die Möglichkeit, sich solche Informationen zusätzlich in Form von C-Code
generieren zu lassen. Da dies bislang noch nicht automatisiert beim Export für ein Kompo-
nentenmodell unterstützt wird, werden im Rahmen dieser Arbeit entsprechende Routinen
geschrieben, die den erzeugten C-Code analysieren und dorthingehend erweitern.

Das Gleiche gilt für die Bereitstellung von Informationen über das Bewegungsgleichungs-
system des Komponentenmodells. Durch eingehende Analyse des aus MapleSim generierten
C-Codes können hier die symbolischen Berechnungen für die Massenmatrix Mjj und den
Vektor M−1

jj Qj der zwangsfreien verallgemeinerten Beschleunigungen der j-ten Komponente
extrahiert und deren Werte in jedem Simulationsschritt als Ausgänge aus den Komponenten-
modellen bezogen auf die Kopplungssysteme der Schnittstellen bereitgestellt werden.

Andere Modellierungswerkzeuge

Im Rahmen dieser Arbeit wurden auch mit der multiphysikalischen Entwicklungsumgebung
SimulationX entwickelte Komponentenmodelle untersucht. Die Bewegungsgleichungen für
mechanische Systeme liegen dabei in der expliziten Form (5.3) vor, so dass die inverse Mas-
senmatrix nicht direkt verfügbar ist, sondern nur als Matrix-Vektor-Produkt M−1

jj Qj zur
Verfügung steht. Es besteht die Möglichkeit, über sogenannte Stimuli für die verallgemeiner-
ten Kräfte und Momente Qj die Inverse der Massenmatrix zu bestimmen. In [11] wird z. B.
für das MKS-Simulationstool SIMPACK beschrieben, wie entsprechende Informationen hin-
sichtlich der Bewegungsgleichungen in Residuenform mittels des Verfahrens von Eichberger
[21] bereitgestellt werden können. Dies erfordert jedoch zusätzliche Eingänge in das Kompo-
nentenmodell, um die Stimuli aufbringen zu können. Zudem wird dadurch in jedem Simulati-
onsschritt zusätzlicher Berechnungsaufwand generiert. Dies hat negative Auswirkungen auf
eine echtzeitfähige numerische Integration.

In [45] wird die Einbindung von MKS-Modellen untersucht, die mit den Matlab Toolboxen
Simscape und SimMechanics erzeugt und als C-Code in Form einer S-Funktion in das Fahr-
zeugmodell eingebunden werden. Der C-Code wird dabei mit Hilfe des Matlab Real Time
Workshop [93] erzeugt. Hierfür ist es jedoch derzeit nicht möglich, automatisiert detailliertere
Informationen über das mechanische Modell aus dem Quellcode zu erhalten, da die Berech-
nung der Massenmatrix M und der rechten Seite Q in dem Benutzer nicht zugänglichen
Funktionen berechnet werden.

Fazit

Mit der benutzerdefinierten Wahl verallgemeinerter Koordinaten, dem Export kinematischer
Abhängigkeiten des Modells als optimiertem C-Code sowie einer für die vorgestellten Kopp-
lungstechniken geeigneten Struktur der exportierten Bewegungsgleichungen bietet MapleSim
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interessante Möglichkeiten zur Untersuchung unterschiedlicher Techniken für die Einbindung
von MKS-Komponenten in ein signalbasiertes Basisfahrzeugmodell. Die in Kapitel 6 prä-
sentierten Ergebnisse für generische Kopplungstechniken basieren daher auf mit MapleSim
erzeugten Komponentenmodellen.

5.3. Simulationsstrategien

Zur Festlegung auf eine geeignete Ausführungsreihenfolge in einem Simulationsschritt wird
von einem modularisierten Basisfahrzeug mit Komponentenmodellen für den Fahrzeugkörper,
die vorderen und hinteren Radaufhängungen und das Lenksystem ausgegangen. Basierend
auf diesem Modell können einzelne oder auch mehrere Komponenten durch Teilmodelle aus
multiphysikalischen oder MKS-Modellierungsumgebungen ersetzt werden. Abhängig davon
ob die eingebundenen Komponenten ihre Systemzustände eigenständig berechnen oder die Zu-
standsgrößen zusammen mit dem Rest des Basisfahrzeugmodells numerisch integriert werden,
unterscheidet man zwischen einer dezentralen und einer zentralen numerischen Integration.

Ziel ist es, für alle in den Abschnitten 4.3 und 4.4 vorgestellten Techniken zur Einbindung
von Komponentenmodellen in das Basisfahrzeugmodell eine konsistente Abarbeitungsreihen-
folge für die einzelnen Modellteile zu erhalten. Damit kann größtmögliche Flexibiltät bei der
Kombination unterschiedlicher Kopplungstechniken in einem Modell sowie zentral und de-
zentral integrierten Komponenten erreicht werden. Hierbei ist der Signalfluss der einzelnen
Komponenten untereinander von Interesse. Im Kontext einer signalbasierten Simulation wer-
den zudem Möglichkeiten vorgestellt aus Zeitverzügen entstehende Instabilitäten geeignet zu
behandeln.

5.3.1. Zentrale Integration

Von einer zentralen Integration wird gesprochen, wenn die einzelnen Komponenten des Ba-
sisfahrzeugmodells nur Informationen über ihre Bewegungsgleichungen bereitstellen, die Be-
rechnung der einzelnen Systemzustände jedoch in einer übergreifenden Routine durchgeführt
wird. Dies ist im Allgemeinen nur bei einer strukturangepassten Einbindung von Komponen-
tenmodellen der Fall. Für die übrigen generischen Techniken werden Komponentenmodelle
aus Multiphysik- oder MKS-Werkzeugen verwendet. Diese berechnen die Systemzustände in
der Regel dezentral.

Die Integrationsreihenfolge der einzelnen Komponentenmodelle bestimmt sich aus der Vor-
gabe der Kinematik für die strukturangepasste Kopplungstechnik aus Abschnitt 4.3. Der
Fahrzeugkörper prägt hierbei seine Bewegung in der Schnittstelle SB den Radaufhängungen
sowie dem Lenksystem auf (vgl. Abbildung 4.7). Des Weiteren prägt auch das Lenksystem sei-
ne Bewegung in den Schnittstellen SLS und SRS der vorderen Radaufhängung auf. Abbildung
5.1 verdeutlicht die Ausführungsreihenfolge und den Signalfluss zwischen den einzelnen Kom-
ponentenmodellen. Zunächst wird das Modell für den Fahrzeugkörper und im Anschluss das
Modell für das Lenksystem sowie für die Radaufhängungen gerechnet, um somit sukzessive
die kinematischen Informationen ohne Zeitverzug direkt übergeben zu können. Das Gesamt-
system der Bewegungsgleichungen wird in einer zentralen Routine aufgestellt und numerisch
integriert.
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Schritt n+1

Zentrale Routine
1) Bewegungsgleichungsstruktur
2) Numerische Integration

Schritt n

Fahrzeugkörper
1) Bewegungsgleichungen
2) Kinematik, Projektionen

Lenksystem
1) Bewegungsgleichungen
2) Kinematik, Projektionen

Vordere Radaufhängung
1) Bewegungsgleichungen
2) Kinematik, Projektionen

Hintere Radaufhängung
1) Bewegungsgleichungen
2) Kinematik, Projektionen

Schritt n+2

Zentrale Routine
1) Bewegungsgleichungsstruktur
2) Numerische Integration

Fahrzeugkörper
1) Bewegungsgleichungen
2) Kinematik, Projektionen

Kinematik

Bewegungs-
gleichungen,
Projektionen

System-
zustände

MEMORY

MEMORY

Abbildung 5.1.: Zentrale Integration des modularisierten Basisfahrzeugmodells bei strukturangepass-
ter Einbindung von Komponentenmodellen.

Die infolge der aufgeprägten Bewegungen erzeugten Reaktionskräfte und -momente werden
an Stelle der jeweiligen Teilmodelle direkt an die zentrale Routine übergeben. Dadurch kön-
nen die Kräfte und Momente konsistent und ohne Zeitverzug im selben Zeitschritt berück-
sichtigt werden. Jede Komponente stellt auf der Basis der darin enthaltenen Teilkörper ihre
eigenen Bewegungsgleichungen in Form der Massenmatrix und des Kraft- und Momentenvek-
tors zur Verfügung und übergibt diese an die zentrale Routine. Ferner werden aufgrund der
kinematischen Bindungen zwischen den Komponenten in die jeweiligen Kopplungssysteme
projizierte Informationen benötigt. Dies umfasst Richtungsvektoren sowie in den Teilkörpern
der Komponenten vorhandene Massen, Massenkräfte und -momente und eingeprägte Kräf-
te und Momente, die komponentenübergreifende Auswirkungen haben (vgl. Abschnitt 4.3).
Damit können auch die als Nebendiagonaleinträge in der globalen Massenmatrix in (4.2)
auftretenden Massenkopplungen in der zentralen Routine berechnet werden. In Anbetracht
der zentralen Aufstellung der Bewegungsgleichungen müssen diese nur einmal pro Simulati-
onsschritt bestimmt werden.

Im Anschluss daran wird eine zentrale numerische Integration der Zustände der einzelnen
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Teilmodelle durchgeführt, sofern die eingebundenen Komponentenmodelle rein als symboli-
sche Bewegungsgleichungen vorliegen und keine eigenständige Integration besitzen. Da das
Gesamtsystem der Bewegungsgleichungen unmittelbar vor der zentralen numerischen Inte-
gration aufgestellt wird, entsteht gegenüber einer monolithischen Modellierung der einzelnen
Komponenten in einem Gesamtmodell kein zusätzlicher Zeitverzug.

Die neu berechneten Zustände der verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten
werden in der Gegenrichtung im folgenden Simulationsschritt an die einzelnen Komponenten
zurückgeliefert (vgl. Abbildung 5.1). Über das Positionieren von Memory Blöcken zwischen
dem Ausgang der zentralen Integrationsroutine und den Eingängen der einzelnen Kompo-
nenten in Simulink wird entsprechend die Ablaufreihenfolge vorgegeben.

5.3.2. Dezentrale Integration

Die aus multiphysikalischen oder MKS-Modellierungstools nach Simulink exportierten Kom-
ponentenmodelle besitzen für gewöhnlich eine eigenständige numerische Integration der je-
weiligen Systemzustände, die nach dem Berechnen der für die Bewegungsgleichungen rele-
vanten Größen und vor der Belegung der Signalausgänge der Komponentenmodelle durchge-
führt wird. Für das modular aufgebaute Basisfahrzeugmodell führt dies zu einer dezentralen
Integration. Die dezentral berechneten Systemzustände müssen nicht über Signale von Si-
mulationsschritt zu Simulationsschritt ausgetauscht werden, sondern können jeweils in den
Komponenten zwischengespeichert werden. Dementsprechend werden hierfür im Folgenden
keine expliziten Signale zwischen den Komponenten abgebildet.

Prinzipiell wäre es auch denkbar, die numerische Integration in den Teilmodellen abzuschal-
ten und nur die Informationen über die Bewegungsgleichungen für die einzelnen Komponen-
ten bereitzustellen, um die jeweiligen Zustände zentral aufzuintegrieren. Der Mehrwert ist
jedoch gering, da gegenüber einer zentralen Integration für die strukturangepasste Einbin-
dung von Komponentenmodellen bei den generischen Ansätzen die entsprechenden Reakti-
onskräfte nicht sogleich in der zentralen Routine berücksichtigt werden können. Der Grund
dafür liegt darin, dass die exportierten Komponentenmodelle aus Multiphysik- oder MKS-
Werkzeugen als Black Boxes verstanden werden können. Die internen Berechnungen sind
dementsprechend nicht im Detail bekannt und können somit auch nicht in die zentrale Rou-
tine ausgelagert werden, wie dies bei der strukturangepassten Technik der Fall ist. Folglich
sind trotz zentraler Integration weiterhin Zeitverzüge im Gesamtmodell vorhanden.

Generische Einbindung mittels Aufprägen von Bewegungen

Für die Kopplungstechnik des Aufprägens von Bewegungen aus Abschnitt 4.4.2 ergibt sich
eine Ausführungsreihenfolge entsprechend der strukturangepassten Einbindung von Kompo-
nentenmodellen in Abbildung 5.1. Multiphysikalische oder MKS-Werkzeuge stellen für diese
Technik entsprechende Blöcke für Aktuatoren und Sensoren in ihren Modulbibliotheken zur
Verfügung (vgl. Abschnitt 4.4.2). In der einen Richtung werden Bewegungen in den Schnitt-
stellen aufgeprägt und in der Gegenrichtung die daraus resultierenden Reaktionskräfte und
-momente im nächsten Simulationsschritt zurückgeliefert. Abbildung 5.2 zeigt den Ablauf
und Signalfluss für eine dezentrale numerische Integration inklusive der für die Komponen-
tenmodelle skizzierten internen Berechnungsschritte. Im Vergleich zur zentralen Integration
der Systemzustände entsteht hierbei ein zusätzlicher Zeitverzug: Die für die Verkopplung
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Abbildung 5.2.: Dezentrale Integration des modularisierten Basisfahrzeugmodells und Verkopplung
der Komponentenmodelle mittels Aufprägen von Bewegungen.

der Komponenten benötigten Kräfte und Momente müssen in den einzelnen Teilmodellen
verarbeitet werden und können im Unterschied zur strukturangepassten Einbindung erst
im nächsten Simulationsschritt an die folgende Komponente übergeben werden. Dort gehen
diese sodann in die numerische Integration der neuen Zustände mit ein.

Generische Einbindung mittels algebraischer Nebenbedingungen

Sofern die Verkopplung der einzelnen Komponenten des Basisfahrzeugmodells über algebrai-
sche Nebenbedingungen in den Schnittstellen bewerkstelligt wird, können die daraus resultie-
renden Zwangskräfte und -momente getrennt von den Bewegungsgleichungen der einzelnen
Komponentenmodelle berechnet werden. Aus Konsistenzgründen wird diese Berechnung im
Anschluss an die Integration der Bewegungsgleichungen für alle Komponenten durchgeführt.

Abbildung 5.3 zeigt die entsprechende Ausführungsreihenfolge und den dazugehörigen Signal-
fluss. Die zentrale Routine zur Berechnung der Zwangskräfte und -momente erhält Informatio-
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Abbildung 5.3.: Dezentrale Integration des modularisierten Basisfahrzeugmodells bei Verkopplung der
Komponentenmodelle mittels algebraischer Nebenbedingungen.

nen über die Bewegungsgleichungen und die Kinematik der einzelnen Komponenten bezüglich
der Kopplungssysteme der Schnittstellen des Basisfahrzeugs. Die genaue Zusammensetzung
der übergebenen Informationen richtet sich dabei nach den in Abschnitt 5.2 vorgestellten
Verfahren. Im Gegenzug werden daraus in die Schnittstellen projizierte Zwangskräfte und
-momente berechnet und im nächsten Simulationsschritt an die einzelnen Komponenten zu-
rückgeliefert. Diese Komponenten stellen in jedem Simulationsschritt unabhängig voneinan-
der ihre Bewegungsgleichungen auf und berechnen daraus unter Berücksichtigung der aus
der zentralen Routine zurückgelieferten Zwangskräfte und -momente dezentral ihre eigenen
Systemzustände.

Aufgrund der zentralen Berücksichtigung der algebraischen Nebenbedingungen ermöglicht
diese Vorgehensweise eine konsistente Berechnung aller Kopplungskräfte und -momente in ein
und demselben Simulationsschritt ohne zusätzliche Zeitverzüge, wie sie beim Aufprägen von
Bewegungen und der dezentralen Rückgabe von Reaktionskräften und -momenten auftreten.
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Generische Einbindung mittels Feder-/Dämpferelementen

Für die Verkopplung über Feder-/Dämpferelemente erhält man eine Integrationsreihenfolge
analog zur Verwendung algebraischer Nebenbedingungen. An Stelle von Zwangskräften und
-momenten werden entsprechende Feder-/Dämpferkräfte und -momente basierend auf der Ki-
nematik der Kopplungssysteme in den Schnittstellen der einzelnen Komponenten berechnet.
Zusätzliche Informationen über die Bewegungsgleichungen der Teilmodelle werden hingegen
nicht benötigt.

Die Kopplung über Feder-/Dämpferelemente hat den Vorteil, dass die benötigten Informatio-
nen durch den Einbau entsprechender Kinematiksensoren standardmäßig in den exportierten
Komponentenmodellen verfügbar sind. Dementgegen steht jedoch das Problem, dass diese
Kopplungstechnik für eine genaue Abbildung von idealen kinematischen Bindungen zu sehr
steifen Differentialgleichungen führen kann.

5.3.3. Kombinierte zentrale und dezentrale Integration

Die kombinierte zentrale und dezentrale Integration wird beispielhaft anhand der generischen
Einbindung von Komponentenmodellen für eine vordere Radaufhängung und ein Lenksystem
aus einem Multiphysik- oder MKS-Tool über algebraische Nebenbedingungen skizziert. Die
generisch eingebundenen Komponentenmodelle werden dezentral integriert. Das verbleibende
Basisfahrzeugmodell, bestehend aus Fahrzeugkörper und hinterer Radaufhängung, berechnet
seine Zustände unter der Verwendung einer strukturangepassten Einbindung zentral.

Abbildung 5.4 zeigt exemplarisch den veränderten Signalfluss gegenüber der rein zentralen
Integration aus Abbildung 5.1 und der dezentralen Integration aus Abbildung 5.3. Zwischen
den zentral integrierten Komponenten werden weiterhin direkt Informationen ausgetauscht,
welche die verkoppelte Kinematik der beiden Modelle betreffen. Die generisch eingebunde-
nen Teilmodelle stehen weder in einer direkten Verbindung zueinander noch zu den zentral
integrierten Komponenten. Die Kopplung erfolgt über die zentrale Berechnung von Zwangs-
kräften und -momenten. Um einen konsistenten Signalfluss zu erhalten, muss die Routine zur
Berechnung der Zwangskräfte und -momente nach der zentralen Routine für die Integrati-
on der Bewegungsgleichungen von Fahrzeugkörper und hinterer Radaufhängung ausgeführt
werden.

5.3.4. Behandlung von Zeitverzügen

Für die strukturangepasste Einbindung von Komponentenmodellen gemäß Abschnitt 4.3
mit zentraler numerischer Integration der Systemzustände ergeben sich gegenüber einer mo-
nolithischen Implementierung des Basisfahrzeugmodells keine zusätzlichen Zeitverzüge. Für
die generische Einbindung von Komponentenmodellen aus Abschnitt 4.4 mit dezentraler nu-
merischer Integration erhält man durch die modulare Simulation in einer signalbasierten
Entwicklungsumgebung wie Simulink jedoch algebraische Schleifen. Zur Behandlung solcher
Schleifen gibt es unterschiedliche Techniken, die von einer iterativen Vorgehensweise über
die Verwendung von Filtern bis hin zur Einbindung von künstlichen Zeitverzügen reichen
[43, 44]. Da iterative Methoden im Rahmen der Echtzeitfähigkeit ausscheiden und die Ver-
wendung von Filtern die Dynamik des Systems verändert [18], wird in dieser Arbeit auf die
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Abbildung 5.4.: Kombinierte zentrale und dezentrale Integration des modularisierten Basisfahrzeug-
modells.

Verwendung von Memory Blöcken zur Verzögerung einzelner Signale von algebraischen Schlei-
fen zurückgegriffen. Dadurch sind jedoch gegenüber einer monolithischen Modellierung und
Lösung zusätzliche Instabilitäten für das modularisierte Basisfahrzeugmodell zu erwarten.

Die bei der generischen Einbindung zurückgeführten und damit verzögerten Signale stel-
len unabhängig von der verwendeten Technik immer Reaktions- bzw. Kopplungskräfte und
-momente dar (vgl. Abbildungen 5.2 und 5.3). Bei der Verwendung von in den Abschnit-
ten 5.1 und 5.2 vorgestellten semi-impliziten Integrationsverfahren liegt die Idee nahe, für
diese verzögerten Kräfte und Momente entsprechende Jacobi-Anteile zu berechnen, die ana-
log zu (5.8) als zusätzlicher Stabilisierungsanteil der Form MJ für die Massenmatrix M des
Gesamtsystems verwendet werden.
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Generische Einbindung mittels Aufprägen von Bewegungen

Verkoppelt man die einzelnen Komponenten durch Aufprägen von Bewegungen so sind die
symbolischen Berechnungen der Reaktionskräfte und -momente aus dem C-Code der einzel-
nen Komponentenmodelle für gewöhnlich nur schwer erhältlich (vgl. Abschnitt 4.4.2). Au-
ßerdem handelt es sich hierbei im Allgemeinen um Berechnungen, die für die gleichzeitige
Verkopplung mehrerer Komponenten noch zusätzlich an Komplexität gewinnen. Demnach ist
die Bestimmung der partiellen Ableitungen nach den Systemzuständen äußerst aufwändig
und für eine echtzeitfähige Simulation kaum mehr sinnvoll durchführbar.

Diese Kopplungstechnik ist somit für einfache Kombinationen zweier nicht-steifer Komponen-
ten geeignet und zudem sehr performant, nicht jedoch für Verkopplungen mehrerer steifer
Systeme.

Generische Einbindung mittels Feder-/Dämpferelementen

Verwendet man Feder-/Dämpferelemente, um die starren Bindungen zwischen den Kompo-
nenten nachzubilden, so erhält man dafür Kräfte und Momente der Form (4.15). Daraus
lassen sich geeignete Jacobi-Anteile

∂SFV,0
∂yF

= C
∂p0SBF ,0

∂yF
(5.60)

und
∂SFV,0
∂zF

= D
∂ṗ0SBF ,0

∂zF
(5.61)

bestimmen. Exemplarisch wird die Berechnung in (5.60) und (5.61) für den Kraft- und Mo-
mentenvektor im Kopplungssystem der Schnittstelle zwischen dem Fahrzeugkörper und der
Vorderachse gezeigt, die nach den verallgemeinerten Koordinaten yF und den verallgemeiner-
ten Geschwindigkeiten zF des Fahrzeugkörpers abgeleitet werden. Gemäß der Struktur der
Jacobi-Matrix in (5.8) des semi-impliziten Euler-Verfahrens können die Anteile (5.60) und
(5.61) als zusätzliche Massenanteile von MFF in (4.16) berücksichtigt werden. Analog kann
auch für die restlichen Basisfahrzeugkomponenten vorgegangen werden.

Die Verkopplung mehrerer Komponenten über Feder-/Dämpferelemente ist leicht realisierbar
und lässt überdies auch die Berechnung zusätzlicher Stabilisierungsanteile für die Kopplungs-
kräfte und -momente zu. Dies führt bei der Abbildung ideal starrer Kopplungen und bei hö-
heren Genauigkeitsanforderungen zu sehr steifen Systemen, welche sich mit echtzeitfähigen
Routinen oftmals nicht mehr zuverlässig stabil berechnen lassen.

Generische Einbindung mittels algebraischer Nebenbedingungen

Verwendet man für die Verkopplung der Basisfahrzeugkomponenten algebraische Nebenbe-
dingungen so sind die Formalismen zur Berechnung der Zwangskräfte und -momente explizit
bekannt (vgl. Abschnitt 5.2).
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Jacobi-Anteile aus Zwangskräften und -momenten. Darauf aufbauend werden im Folgen-
den im Rahmen der dezentralen Integration weitere Jacobi-Matrixanteile bestimmt. Aus der
Berechnungsformel (5.46) des Vektors λ der Lagrange-Multiplikatoren für den Index 1 For-
malismus ohne Berücksichtigung der Baumgarte-Stabilisierung ergeben sich gemäß [23] die
partiellen Ableitungen

∂λ

∂y
=
(
GM−1GT

)−1
GM−1∂Q

∂y
, (5.62)

und

∂λ

∂z
=
(
GM−1GT

)−1
GM−1∂Q

∂z
. (5.63)

Diese können für ein semi-implizites Integrationsschema wie das semi-implizite Euler-Verfah-
ren (5.9) in den BewegungsgleichungenM̃ +GT

(
h2∂λ

∂y
V + h

∂λ

∂z

)
︸ ︷︷ ︸

Λ


︸ ︷︷ ︸

M̃

ż = Q−GTλ (5.64)

als zusätzliche Stabilisierungsanteile für die Massenmatrix M̃ , basierend auf den Zwangs-
kräften und -momenten GTλ, berücksichtigt werden. Dies entspricht einer Erweiterung der
Jacobi-Matrix (5.11) zu

J =

(
0 0

0 M−1
(
h
(
∂Q
∂y −G

T ∂λ
∂y

)
V +

(
∂Q
∂z −G

T ∂λ
∂z

))) .

Nach [84] hat die Wahl der Jacobi-Matrix keinen Einfluss auf die Konvergenz von linear-
impliziten Verfahren. Demzufolge kann für die Berechnung der zusätzlichen Jacobi-Anteile
(5.62) und (5.63) vereinfachend angenommen werden, dass sich die Massenmatrix M und
die in G enthaltene Kinematikmatrix V gegenüber den verallgemeinerten Koordinaten y und
Geschwindigkeiten z nur sehr langsam ändern und ihre partielle Ableitungen unberücksichtigt
bleiben können.

Aus den expliziten Berechnungsformeln (5.62) und (5.63) lässt sich erkennen, dass die Ma-
trizen ∂λ/∂y und ∂λ/∂z gegenüber der Massenmatrix M̃ keine reine Diagonalstruktur be-
sitzen. Zusätzliche Einträge auf den Nebendiagonalen führen somit zu Querabhängigkeiten
zwischen den dezentral integrierten Komponenten des Basisfahrzeugs, so dass sich die erwei-
terte Massenmatrix M̃ in (5.64) nicht mehr in unabhängige Teilmatrizen für die einzelnen
Komponenten aufteilen lässt. Formt man (5.64) um in

M̃ ż = Q−GTλ− Λż , (5.65)

so können die in Λż zusammengefassten Stabilisierungsterme als zusätzliche Zwangskräfte
und -momente betrachtet werden. Das Gleichungssystem (5.65) kann demnach wieder auf die
einzelnen Komponenten des Basisfahrzeugmodells aufgeteilt und dezentral gelöst werden.

Unter Berücksichtigung von (5.62) und (5.63) lässt sich die Matrix Λ darstellen als

Λ = GT
(
GM̃−1GT

)−1
GM̃−1

(
h2∂Q

∂y
V + h

∂Q

∂z

)
. (5.66)
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Der zusätzliche Berechnungsaufwand für (5.66) hält sich hierbei in Grenzen, da die System-
matrix GM−1GT ohnehin für die explizite Berechnung (5.46) von λ aufgestellt werden muss
und die partiellen Ableitungen ∂Q/∂y und ∂Q/∂z den Anteilen der Jacobi-Matrix der ver-
allgemeinerten Kräfte und Momente aus den einzelnen Komponentenmodellen entsprechen.
Analog zu den in Abschnitt 5.2.1 beschriebenen Signalen kann das Produkt Λż unter Berück-
sichtigung von (4.17) zerlegt werden in

Λż = GT
(
GM̃−1GT

)−1
GP PM̃

−1

(
h2∂Q

∂y
V + h

∂Q

∂z

)
ż︸ ︷︷ ︸

µP

.

Der Beschleunigungsvektor µP lässt sich entsprechend der Zeilen der Projektionsmatrix
(5.16) auf die Kopplungssysteme der einzelnen Komponentenmodelle aufteilen. Demgemäß
muss jedes Teilmodell für jedes seiner Kopplungssysteme nur einen Vektor mit Dimension
6× 1 im Falle einer Darstellung über Kardanwinkel und mit Dimension 12× 1 im Falle von
Rotationsmatrizen bereitstellen.

Sofern keine expliziten Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen vorliegen, muss zur Be-
stimmung der partiellen Ableitungen (5.62) und (5.63) jedoch auf die Berechnungsformel
(5.13) für den Index 1 Formalismus bzw. auf (5.49) oder (5.51) für den Index 3 Formalismus
zurückgegriffen werden. Hierfür lassen sich nur durch erheblichen Zusatzaufwand oder wei-
tere vereinfachende Annahmen die zugehörigen partiellen Ableitungen für die Matrix (5.66)
bereitstellen.

Prädiktor für den Vektor Q der verallgemeinerten Kräfte und Momente. Im Falle von ex-
pliziten Freiheitsgraden in den Kopplungssystemen liefert (5.46) für den Index 1 Formalismus
die diskretisierte Berechnungsvorschrift für das semi-implizite Euler-Verfahren

λn =
(
GnM̃

−1
n GTn

)−1
(
∂g

∂y

)
n

(
VnM̃

−1
n Qn + 2αbgVnzn + βbgyn

)
für den Vektor der Lagrange-Multiplikatoren.

Der Vergleich mit der Ausführungsreihenfolge in Abbildung 5.3 zeigt, dass jeweils die rechten
Seiten der einzelnen modularen Komponenten, zusammengefasst im VektorQ der verallgemei-
nerten Kräfte und Momente, mit einem Zeitschritt Verzögerung in die zentrale Berechnung
von λ eingehen. Die verallgemeinerten Koordinaten y und Geschwindigkeiten z gehen jedoch
im aktuellen Schritt ein.

Exemplarisch wird dies an der Berechnung von λ zum Zeitschritt tn erläutert: Die dezentrale
numerische Integration zur Berechnung von yn und zn im Schritt n wird nach dem Aufstellen
der Bewegungsgleichungen zur Bestimmung von M̃n−1 und Qn−1 durchgeführt. Diese Größen
finden in die Berechnung

λn =
(
GnM̃

−1
n−1

GTn

)−1
(
∂g

∂y

)
n

(
VnM̃

−1
n−1

Qn−1 + 2αbgVnzn + βbgyn

)
(5.67)

Eingang, welche wiederum im neuen Zeitschritt tn+1 zur Bestimmung von M̃n und Qn ver-
wendet wird. Daraus werden in den einzelnen Komponenten in einer dezentralen numerischen
Integration die neuen Systemzustände yn+1 und zn+1 berechnet.
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Abhilfe schafft die Verwendung der linearisierten Form

Qn ≈ Qn−1 +

(
h2

(
∂Q

∂y

)
n−1

Vn−1 + h

(
∂Q

∂z

)
n−1

)
żn︸ ︷︷ ︸

∆Qn−1

(5.68)

als Prädiktor für den veralteten VektorQn−1 zur Berechnung von λn in (5.67). Hierfür können
die zum Zeitschritt tn aktuell berechneten Beschleunigungen żn verwendet werden. Diese
Vorgehensweise gleicht der zur Herleitung semi-impliziter Verfahren (vgl. Abschnitt 5.1.3).
Dabei stehen die partiellen Ableitungen von Q nach den verallgemeinerten Koordinaten y
und Geschwindigkeiten z in Form der Matrix MJ eines Teilmodells bereits zur Verfügung,
siehe z. B. (5.8) oder (5.58). Demzufolge kann mithilfe von

λn =
(
GnM̃

−1
n−1

GTn

)−1
(
∂g

∂y

)
n

(
VnM̃

−1
n−1

(Qn−1 + ∆Qn−1) + 2αbgVnzn + βbgyn

)
(5.69)

eine genauere Berechnung von λ erzielt werden. Analog tritt dieser Zeitverzug bei der Berech-
nung von λ auch für die Massenmatrix M̃ auf. Da eine Vorausschau hierfür jedoch deutlich
teurer wäre und diese sich nur geringfügig gegenüber den Systemzuständen ändert, wird hier
auf die Berechnung eines Prädiktors verzichtet.

Durch Multiplikation mit GTn erhält man aus (5.69) die auf das Gesamtsystem wirkenden
Zwangskräfte und -momente GTλ. Aus der Aufteilung

GTnλn = GTn

(
GnM̃

−1
n−1

GTn

)−1
(
∂g

∂y

)
n

(
VnM̃

−1
n−1

Qn−1 + 2αbgVnzn + βbgyn

)
+GTn

(
GnM̃

−1
n−1

GTn

)−1
GnM̃

−1
n−1

(
h2

(
∂Q

∂y

)
n−1

Vn−1 + h

(
∂Q

∂z

)
n−1

)
︸ ︷︷ ︸

Λn

żn (5.70)

gemäß (5.68) lässt sich unter Berücksichtigung von (3.22) und (5.66) erkennen, dass der aus
dem Prädiktor resultierende Anteil von (5.70) genau dem Produkt von Λż und den Jacobi-
Matrix-Anteilen der Zwangskräfte und -momente GTλ entspricht.

Diese Analogie lässt sich auch für den Index 1 Formalismus in (5.13) oder den Index 3
Formalismus in (5.49) bzw. (5.51) ohne explizite Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen
nutzen. Die in Kapitel 6 präsentierten Ergebnisse zeigen einen entscheidenden stabilisierenden
Effekt für das steife Gesamtsystem, ohne dass dafür aufwändig die Jacobi-Anteile ∂λ/∂y und
∂λ/∂z berechnet werden müssen.
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6. Numerische Simulationen

Die in den Kapiteln 4 und 5 vorgestellten Techniken zur mechanischen Kopplung und numeri-
schen Integration unabhängig voneinander entwickelter Teilmodelle stellen die Grundlage für
einen modularen Aufbau und einen toolübergreifenden Austausch von Simulationsmodellen
dar.

Im Folgenden wird anhand von numerischen Simulationsergebnissen die Anwendbarkeit die-
ser Techniken auf Simulationsmodelle für einen virtuellen Achsprüfstand sowie ein Gesamt-
fahrzeug gezeigt und hinsichtlich Genauigkeit, Stabilität und Performanz bewertet. Das da-
bei verwendete Gesamtfahrzeugmodell ist Bestandteil der Fahrzeugdynamiksoftware DYNA4.
Zur Validierung der Komponentenmodelle sowie der benutzten Kopplungstechniken werden
Ausprägungen mit unterschiedlicher Modularität benutzt. Als Referenz dient die monoli-
thische Implementierung des Fahrzeugmodells in DYNA4. Die Bewegungsgleichungen sind
dabei als ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen mit impliziten Bindungen dar-
gestellt, welche exakt modelliert sind. Für den modularen Aufbau werden für die Vorderach-
se und das Lenksystem unabhängige Komponentenmodelle aus MapleSim eingebunden. Die
Vorderachse zerfällt dabei in jeweils ein Modell für die linke und die rechte Hälfte. Dadurch
erhöhen sich der Grad der Modularität und die Anforderungen an die Kopplungstechniken
hinsichtlich Genauigkeit und Stabilität. Dies dient zur Veranschaulichung der Leistungsfähig-
keit der unterschiedlichen Techniken.

Die strukturangepasste Einbindung von Komponentenmodellen aus Abschnitt 4.3 liefert bei
entsprechender zentraler numerischer Integration und zentraler Verarbeitung der Bewegungs-
gleichungen dieselben Ergebnisse wie das monolithische DYNA4 Modell (vgl. Abschnitt 5.3.1).
Diese Technik wird im Folgenden nicht im Detail untersucht, jedoch für die Verkopplung von
Fahrzeugkörper und Hinterachse im Gesamtfahrzeugmodell verwendet.

Für die numerische Integration der Modelle wird, sofern nicht anders erwähnt, standardmäßig
das semi-implizite Euler-Verfahren mit einer Simulationsschrittweite von h = 10−3 s unter
Berücksichtigung einer optimierten Jacobi-Matrix verwendet (vgl. Abschnitt 5.1.3).

6.1. Virtueller Achsprüfstand

Zur Validierung der einzubindenden Modelle sowie der dafür verwendeten Kopplungstech-
niken werden Simulationen für einen virtuellen Achsprüfstand durchgeführt und mit der
monolithischen Modellierung für eine kinematische Doppelquerlenkerradaufhängung ohne
Lagerelastizitäten und eine Zahnstangenlenkung abgeglichen. Eine Übersicht über die Para-
metrierung dieser Modelle ist in den Abschnitten A.2 und A.3 dargestellt. Die Kinematik des
monolithischen Modells aus DYNA4 entspricht der analytischen Berechnung aus [66] und ist
entsprechend als Referenz für die nachfolgenden Vergleiche geeignet.
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Für die folgende Betrachtung wird der Fahrzeugkörper fixiert und das Verhalten der modu-
laren Modelle für Vorderachse und Lenksystem mit unterschiedlichen Kopplungstechniken
verglichen. Der Einfluss der im DYNA4 Fahrzeugmodell enthaltenen Komponenten für Fahr-
zeugkörper und Hinterachse kann somit am virtuellen Prüfstand vernachlässigt werden. Un-
ter der Vorgabe von Radhub und Zahnstangenbewegung werden zunächst die in MapleSim
modellierten Komponentenmodelle für das Lenksystem und die Radaufhängung anhand von
Kinematikkurven und Zeitverläufen analysiert. Ferner werden durch Vorgabe von Lenkrad-
winkel und wechselseitigen Raderhebungen zusätzliche dynamische Einflüsse in die Betrach-
tung miteinbezogen und die Genaugikeit und Stabilität verschiedener Kopplungstechniken
für den modularen Ansatz untersucht.

6.1.1. Kinematische Untersuchungen

Im Folgenden wird das modulare Modell unter Verwendung von verschiedenen Kopplungs-
ansätzen aus Abschnitt 4.4 mit dem monolithischen Fahrzeugmodell aus DYNA4 verglichen.
Um die grundlegenden Unterschiede bei der Modellierung in verschiedenen Werkzeugen zu
analysieren, wird zu Vergleichzwecken zusätzlich ein monolithisches Modell aus MapleSim
für Achse und Lenksystem mit berücksichtigt. Hierbei sind die Bindungen zwischen dem
Lenksystem und den beiden Hälften der Achse in einem gemeinsamen Modell integriert und
müssen nicht explizit nachgebildet werden. Dementsprechend können etwaige Abweichungen
zum Referenzmodell unabhängig von den Kopplungstechniken betrachtet werden.

Je nach Testfall werden der Radhub oder die Zahnstangenbewegung für die verwendeten Mo-
delle über einen Sinusverlauf aufgeprägt (vgl. Abbildung 6.1). Die Vorgabe für den Radhub
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(b) Zahnstangenverschiebung.

Abbildung 6.1.: Sinusförmige Vorgaben des Radhubs und der Zahnstangenverschiebung.

hat eine Frequenz von 0.1667 Hz bei einer Amplitude von 0.08 m (vgl. Abbildung 6.1(a)). Für
den maximalen Radhub befindet man sich somit bereits im Druckanschlag der verwendeten
Radaufhängung. Die Zahnstangenverschiebung mit einer Frequenz von 0.3333 Hz besitzt eine
Amplitude von 0.0745 m (vgl. Abbildung 6.1(b)). Eine Zahnstangenbewegung von 0.0745 m
entspricht bei der hier gewählten Lenkübersetzung einem Lenkradwinkel von 480 Grad (vgl.
Abschnitt A). Um einen stetigen Verlauf für die Beschleunigung sowie einen glatten Verlauf
für die Geschwindigkeit und die Position zu erreichen, wird das Radhubsignal abhängig von
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der Frequenz ab t = 1.0 s über eine Dauer von 1.5 s und das Zahnstangensignal ab t = 0.5 s
über eine Dauer von 0.75 s durch ein Polynom vierten Grades bestimmt. Danach beginnt der
eigentliche sinusförmige Verlauf.

Validierung der Modellkomponenten aus MapleSim

Anhand der Testfälle für gleichseitiges Einfedern und Lenken durch Vorgabe einer Zahnstan-
genbewegung lassen sich die grundlegenden Eigenschaften der Radaufhängung analysieren.

Gleichseitiges Einfedern. Bei gleichseitigem Einfedern durch Vorgabe des Radhubs treten
bei fixierter Zahnstange keine wechselseitigen Einflüsse der rechten und linken Seite der
Radaufhängung auf. Abbildung 6.2 zeigt die Bewegung des linken Radkörpers in x- und
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(d) Differenz der y-Position zur Referenzlösung.

Abbildung 6.2.: x- und y-Position des linken Radkörpers und Abweichungen zur Referenzlösung über
dem Radhub bei gleichseitigem Einfedern für das modulare Modell mit Index 3 Forma-
lismus mit expliziten Freiheitsgraden (----), das monolithische Modell aus MapleSim
(---) und das monolithische DYNA4 Modell als Referenz (-·-).

y-Richtung für den vollständig modularen Modellaufbau über dem Radhub. Die einzelnen
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Komponenten sind über algebraische Nebenbedingungen untereinander sowie mit dem Mo-
dell für den Fahrzeugkörper aus DYNA4 verkoppelt. Zur Berechnung von Zwangskräften und
-momenten wird der Index 3 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden in den Kopplungs-
systemen verwendet (vgl. Abschnitt 5.2.2). Darüber hinaus sind Ergebnisse für das monolithi-
sche Modell von Lenksystem und Vorderachse aus MapleSim dargestellt. Die Verschiebung
der Radkörperpositionen in Abbildung 6.2(a) und 6.2(c) zeigt sowohl für den modularen
als auch den monolithischen Aufbau eine nahezu deckungsgleiche Übereinstimmung mit der
Referenzlösung bis hinein in den Grenzbereich des vorgegebenen Radhubs bei 0.08 m. Für
das monolithische Modell aus MapleSim ergeben sich in der x-Position Unterschiede kleiner
10−6 m und für die y-Position kleiner 10−5 m (vgl. Abbildungen 6.2(b) und 6.2(d)). Für das
modulare Modell erhält man geringfügig schlechtere Abweichungen mit kleiner 10−5 m.

Abbildung 6.3 zeigt den Verlauf der Kräfte, die sich in der Hauptfeder und im Dämpfer
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(c) Dämpferkraft.
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(d) Differenz der Dämpferkraft zur Referenzlösung.

Abbildung 6.3.: Feder- und Dämpferkraft am linken Radkörper und Abweichungen zur Referenzlösung
über dem Radhub bei gleichseitigem Einfedern für das modulare Modell mit Index
3 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden (----), das monolithische Modell aus
MapleSim (---) und das monolithische DYNA4 Modell als Referenz (-·-).

einstellen. Bei absoluten Werten in der Größenordnung von 103 N bis 104 N (vgl. Abbildung
6.3(a)) ergeben sich für die Federkraft Unterschiede im Bereich von 10−1 N bis 100 N (vgl.
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Abbildung 6.3(d)). Einzig im Bereich des Druckanschlages der Feder erhöht sich bei höheren
Steifigkeiten der Unterschied auf 101 N. Bei einer Federsteifigkeit von 22000 N/m im linearen
Bereich ergibt sich eine Abweichung von ca. 10−5 m bis 10−4 m für die Federauslenkung im
Vergleich zu der Referenzlösung. Bei näherer Betrachtung der Dämpferkräfte in Abbildung
6.3(c) zeigt sich des Weiteren eine sehr gute Vergleichbarkeit des Geschwindigkeitsverlaufes
der Radaufhängung beim Einfedern mit maximalen Abweichungen von kleiner 100 N (vgl.
Abbildung 6.3(d)). Bei einem gemittelten Dämpfungskoeffizienten mit ca. 1600 N/(m/s)
ergibt sich eine entsprechende Geschwindigkeitsdifferenz mit Werten kleiner 10−3 m/s zur
Referenzlösung.

Lenken. Beim Lenken durch Vorgabe einer Zahnstangenbewegung stehen vor allem die ro-
tatorischen Bewegungen des Radkörpers im Vordergund. In Abbildung 6.4 werden der Sturz-
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−0.08−0.06−0.04−0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

u
z
 [m]

∆γ
v [°

] (
D

IN
 7

00
00

)

(d) Differenz des Vorspurwinkels zur Referenzlösung.

Abbildung 6.4.: Sturz- und Vorspurwinkel des linken Radkörpers und Abweichungen zur Referenz-
lösung über vorgegebener Zahnstangenverschiebung für das modulare Modell mit
Index 3 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden (----), das monolithische Modell
aus MapleSim (---) und das monolithische DYNA4 Modell als Referenz (-·-).

und der Vorspurwinkel des linken Radkörpers, angegeben gemäß DIN 70000 [17], über dem
Zahnstangenweg dargestellt. Für diesen Versuch wird der Radkörper in vertikaler Richtung
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fixiert. Für die in Abbildung A.1 dargestellte Doppelquerlenkerachse greifen die Spurstangen
in Fahrzeuglängsrichtung hinter der Radmitte an. Eine positive Verschiebung der Zahnstan-
ge in Fahrzeugquerrichtung bewirkt einen positiven Vorspurwinkel (vgl. Abbildung 6.4(c)).
Abhängig von der Lage der Spreizachse ergibt sich aus der Zahnstangenverschiebung ein
entsprechender Sturzwinkel (vgl. Abbildung 6.4(a)). Betrachtet man die Differenzen der Mo-
delle aus MapleSim gegenüber der Referenzlösung, so ergeben sich für absolute Werte in der
Größenordnung von 101 Grad im Lenkanschlag geringe Abweichungen von 10−1 Grad bis
10−2 Grad (vgl. Abbildungen 6.4(b) und 6.4(d)).

In Abbildung 6.5 sind die zugehörigen Feder- und Dämpferkräfte dargestellt. Abhängig von
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(d) Differenz der Dämpferkraft zur Referenzlösung.

Abbildung 6.5.: Feder- und Dämpferkraft am linken Radkörper und Abweichungen zur Referenzlö-
sung über vorgegebener Zahnstangenverschiebung für das modulare Modell mit In-
dex 3 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden (----), das monolithische Modell aus
MapleSim (---) und das monolithische DYNA4 Modell als Referenz (-·-).

der Lage der Spreizachse bei vertikal fixiertem Radkörper resultieren diese aus einer Hubbe-
wegung von Feder und Dämpfer beim Lenken. Bei einer Vorspannung der Feder mit einer
Belastung von 4300 N ergibt sich durch die Lenkbewegung des Radkörpers eine Variation
der Federkraft im Bereich von ca. 100 N (vgl. Abbildung 6.5(a)). Bei einer Lenkfrequenz von
0.3333 Hz stellt sich zudem eine Dämpferkraft im Bereich von −30 N bis 50 N ein (vgl. Abbil-
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dung 6.5(c)). Ähnlich zum Verlauf beim gleichseitigen Einfedern ergeben sich für die Feder-
und Dämpferkraft beim Lenken maximale Abweichungen im Bereich von 100 N bzw. 10−1 N
gegenüber der Referenzlösung (vgl. Abbildungen 6.5(b) und 6.5(d)). Für die kinematischen
Untersuchungen haben diese Kräfte keinen Einfluss auf die Bewegungen der Radaufhängung.
Eine ausreichend genaue Übereinstimmung mit der Referenzlösung ist jedoch Grundvoraus-
setzung für eine sinnvolle Vergleichbarkeit unter dynamischen Randbedingungen.

Einhaltung der Nebenbedingungen. Je nach Formalismus zur Berechnung der Zwangskräf-
te und -momente erhält man eine unterschiedlich genaue Einhaltung der Nebenbedingungen.
Abbildung 6.6 zeigt die Defekte in den Lage- und Geschwindigkeitsnebenbedingungen der
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(a) Lagedefekt zwischen Fahrzeugkörper und linker
Radaufhängung.
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(b) Geschwindigkeitsdefekt zwischen Fahrzeugkörper
und linker Radaufhängung.
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(c) Lagedefekt zwischen Fahrzeugkörper und Lenksys-
tem.
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(d) Geschwindigkeitsdefekt zwischen Fahrzeugkörper
und Lenksystem.

Abbildung 6.6.: Euklidische Norm der Defekte in den Nebenbedingungen bei gleichseitigem Einfedern
für das modulare Modell mit Index 3 Formalismus mit (----) und ohne explizite Frei-
heitsgrade (---) sowie den Index 1 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden ohne
Baumgarte-Stabilisierung (-·-).

Kopplungssysteme bei gleichseitigem Einfedern, dargestellt in der euklidischen Norm über
der Zeit. Neben dem Index 3 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden sind Ergebnisse
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für den Formalismus ohne zusätzliche Freiheitsgrade und den Index 1 Formalismus ohne
Baumgarte-Stabilisierung dargestellt. Der Einfachheit halber werden nur translatorische De-
fekte betrachtet. Die rotatorischen Defekte fallen für die hier vorgestellten Ergebnisse jeweils
geringer aus.

Für die Verkopplung von Radaufhängung sowie Lenksystem mit dem Fahrzeugkörper werden
die Bindungen bei Berücksichtigung expliziter Freiheitsgrade bis auf eine Größenordnung von
10−6 m genau eingehalten (vgl. Abbildungen 6.6(a) und 6.6(c)). Für den Formalismus ohne
zusätzliche Freiheitsgrade mit nichtlinearen Nebenbedingungen wird sogar eine Genauigkeit
von 10−8 m erreicht. Auf Geschwindigkeitsniveau zeigt sich mit Defekten im Bereich von
10−6 m/s eine vergleichbare Genauigkeit (vgl. Abbildungen 6.6(b) und 6.6(d)). Für den
Index 1 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden ohne Baumgarte-Stabilisierung hingegen
driften die Kopplungssysteme über zunehmende Simulationsdauer quadratisch in der Lage
und linear in der Geschwindigkeit auseinander.

Bei Vorgabe einer Zahnstangenverschiebung ergibt sich für die Kopplung zwischen Radauf-
hängung und Lenksystem eine ähnlich genaue Einhaltung der Nebenbedingungen (vgl. Abbil-
dung 6.7). Auf Lageniveau erfüllen die beiden Index 3 Formalismen die Nebenbedingungen
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(a) Lagedefekt zwischen linker Radaufhängung und
Lenksystem.
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(b) Geschwindigkeitsdefekt zwischen linker Radauf-
hängung und Lenksystem.

Abbildung 6.7.: Euklidische Norm der Defekte in den Nebenbedingungen bei Vorgabe der Zahnstan-
genverschiebung für das modulare Modell mit Index 3 Formalismus mit (----) und
ohne explizite Freiheitsgrade (---) sowie den Index 1 Formalismus mit expliziten Frei-
heitsgraden ohne Baumgarte-Stabilisierung (-·-).

bis auf eine Größenordnung von 10−8 m genau (vgl. Abbildung 6.7(a)). In den Geschwin-
digkeiten hingegen schneidet der Formalismus mit Berücksichtigung expliziter Freiheitsgrade
mit einer Genauigkeit von 10−8 m bis 10−6 m besser ab als der Formalismus ohne zusätzliche
Freiheitsgrade (vgl. Abbildung 6.7(b)). Für den unstabilisierten Index 1 Fall führt der Drift
Off in den Nebenbedingungen sogar zu einem unkontrollierten Ansteigen der Defekte und
zum Abbruch der Simulation.

Die Unterschiede zwischen den monolithischen Modellen in MapleSim und DYNA4 können
auf die verschiedenen Modellierungsansätze sowie einen Fehler bei der Verwendung des In-
dex 1 Formalismus mit Baumgarte-Stabilisierung zur Berechnung der internen Bindungen
in MapleSim zurückgeführt werden. Im Vergleich dazu erhöhen sich diese Abweichungen



6. Numerische Simulationen 94

für den vollständig modularen Modellaufbau und die Verkopplung über algebraische Neben-
bedingungen nur geringfügig. Die zusätzlichen Abweichungen im Bereich von 10−4 m bis
10−5 m für translatorische Größen und 10−1 Grad für rotatorische Größen sind jedoch auf-
grund der Größenordnung der gezeigten Defekte in den Nebenbedingungen vorwiegend auf
die Modularisierung und die damit verbundenen Zeitverzüge zurückzuführen (vgl. Abschnitt
5.3.4).

Kopplung mittels Feder-/Dämpferelementen

Neben der Verwendung von algebraischen Nebenbedingungen können prinzipiell auch Feder-/
Dämpferelemente zur Kopplung von Komponentenmodellen eingesetzt werden.

Genauigkeit. Abbildung 6.8 zeigt x-Position und Vorspurwinkel des linken Radkörpers
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(b) Differenz der x-Position zur Referenzlösung.

−0.08−0.06−0.04−0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
−50

−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

u
z
 [m]

γ v [°
] (

D
IN

 7
00

00
)

(c) Vorspurwinkel.

−0.08−0.06−0.04−0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
10

−7

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

u
z
 [m]

∆γ
v [°

] (
D

IN
 7

00
00

)

(d) Differenz des Vorspurwinkels zur Referenzlösung.

Abbildung 6.8.: x-Position und Vorspurwinkel des linken Radkörpers und Abweichungen zur Refe-
renzlösung über vorgegebener Zahnstangenverschiebung für das modulare Modell mit
Feder-/Dämpferelemente mit Schrittweite h = 10−3 s und Parametern C1 und D1

(----), mit Schrittweite h = 10−4 s und Parametern C2 und D2 (---) sowie das mono-
lithische DYNA4 Modell als Referenz (-·-).



6. Numerische Simulationen 95

über einer vorgegebenen Zahnstangenverschiebung für unterschiedlich gewählte Schrittwei-
ten und Steifigkeits- und Dämpfungsparameter. Die Grundsteifigkeit beträgt c = 106 N/m
bzw. Nm/rad, für die Dämpfung wird der Wert d = 102 N/(m/s) bzw. Nm/(rad/s) verwendet.
Diese Werte wurden unter Berücksichtigung einer möglichst genauen Kopplung bei noch sta-
biler Ausführung der Simulation heuristisch für unterschiedliche Schrittweiten bestimmt. Für
die Steifigkeits- und Dämpfungsmatrizen C1 und D1 sowie C2 und D2 gemäß Abschnitt 4.4.3
werden nur die Hauptdiagonaleinträge mit den Werten von c und d belegt. Somit sind die
Kopplungen in den einzelnen Schnittstellen des modularen Basisfahrzeugmodells sowie die
Sperrung der relativen Bewegungen in den jeweiligen Kopplungen voneinander unabhängig.

Bei einer Schrittweite von 10−3 s lässt sich das vollständig modulare Modell nur für redu-
zierte Steifigkeits- und Dämpfungswerte von 1/10c und 1/10d in der Kopplung von Achse
und Lenksystem stabil integrieren. Entsprechend werden die Einträge in den Matrizen C1

und D1 modifiziert. Für die Verbindungen zum Fahrzeugkörper können die ursprünglichen
Steifigkeits- und Dämpfungsparameter beibehalten werden. Aufgrund der für eine starre
Kopplung verhältnismäßig geringen Steifigkeiten erhält man demzufolge relativ große Abwei-
chungen in der Größenordnung von 10−3 m bis 10−2 m und 100 Grad bis 101 Grad von der
Referenzlösung (vgl. Abbildungen 6.8(b) und 6.8(d)). Verringert man die Schrittweite auf
h = 10−4 s so können auch für die Verbindung zwischen Lenksystem und Radaufhängungen
die Ausgangswerte c und d verwendet werden. Die Abweichungen gegenüber der Referenzlö-
sung reduzieren sich entsprechend auf Werte kleiner 10−4 m bzw. kleiner 10−1 Grad.

Abbildung 6.9 zeigt die Defekte in den Kopplungssystemen zwischen Lenksystem und Radauf-
hängung für die beiden Varianten bei Schrittweite h = 10−3 s bzw. h = 10−4 s. Die Defekte
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Abbildung 6.9.: Euklidische Norm der Defekte bei Vorgabe der Zahnstangenverschiebung für das mo-
dulare Modell mit Feder-/Dämpferelemtenten mit Schrittweite h = 10−3 s und Pa-
rametern C1 und D1 (----) sowie Schrittweite h = 10−4 s und Parametern C2 und D2

(---).

für die weniger steife Variante pendeln sich auf Positionsebene bei 10−3 m bis 10−2 m und
auf Geschwindigkeitsebene bei 10−1 m/s ein (vgl. Abbildungen 6.9(a) und 6.9(b)). Für eine
steifere Parameterwahl mit reduzierter Schrittweite ergeben sich für die Positionen Defekte
im Bereich von 10−5 m bis 10−4 m und für die Geschwindigkeiten im Bereich von 10−4 m/s
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bis 10−3 m/s. Entsprechend können die Abweichungen des modularen Ansatzes für Schritt-
weite h = 10−3 s gegenüber der Referenzlösung in den Abbildungen 6.8(b) und 6.8(d) auf
die gezeigten Defekte zurückgeführt werden. Für die steifere Variante liegen diese ungefähr
in der gleichen Größenordnung wie bei der Verwendung algebraischer Nebenbedingungen in
den Kopplungssystemen. Jedoch wird hierfür eine um den Faktor 10 kleinere Schrittweite
benötigt. Zudem zeigen die Ergebnisse, dass bei Verwendung von Feder-/Dämpferelementen
Oszillationen in Kauf genommen werden müssen.

Berücksichtigung zusätzlicher Jacobi-Anteile. Für die Feder-/Dämpferelemente lassen sich
aus den Kopplungskräften und -momenten zusätzliche Anteile für die Jacobi-Matrix des semi-
impliziten Euler-Verfahrens ableiten (vgl. Abschnitt 5.3.4). Abbildung 6.10 zeigt einen Aus-
schnitt des zeitlichen Verlaufs der x-Position und des Vorspurwinkels des linken Radkörpers
über eine Simulationsdauer von 0.1 s. Bei Verwendung der zusätzlichen Jacobi-Matrixanteile
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(b) Vorspurwinkel.

Abbildung 6.10.: x-Position und Vorspurwinkel des linken Radkörpers bei Vorgabe der Zahnstangen-
verschiebung für das modulare Modell mit stabilisierter Verkopplung über Feder-/
Dämpferelemente mit Schrittweite h = 10−3 s und Parametern C1 und D1 (----), mit
Schrittweite h = 10−4 s und Parametern C2 und D2 (---) sowie mit Schrittweite
h = 10−4 s und Parametern C3 und D3 (-·-).

aus den Kopplungskräften und -momenten ergibt sich ein instabiles Verhalten bei einer
Schrittweite von 10−3 s und Parametern C1 und D1 (vgl. Abbildungen 6.10(a) und 6.10(a)).

Aufgrund der dezentralen numerischen Integration der einzelnen Komponenten, können die-
se Anteile nicht wie in (5.8) direkt in der Massenmatrix des Gesamtsystems berücksichtigt
werden, sondern müssen über die Beschleunigungen der einzelnen Komponenten als zusätzli-
che Kopplungskräfte und -momente verarbeitet werden. Bedingt durch die Modularisierung
gehen diese Beschleunigungssignale zeitverzögert in die Berechnung ein und führen somit
zu den beobachteten Instabilitäten. Auch die Berücksichtigung eines Prädiktors für die Be-
schleunigungen bringt für diesen Testfall keine weitere Verbesserung.

Für die Parameterwahl C2 und D2 mit einer reduzierten Schrittweite h = 10−4 s verläuft die
Simulation mit zusätzlichen Anteilen für die Jacobi-Matrix stabil. Bei gleicher Schrittweite
mit einer geringfügigen Erhöhung der Steifigkeiten und Dämpfungen mit C3 = 2C2 und
D3 = 2D2 erhält man jedoch wiederum eine Instabilität. Dementsprechend kann mittels der
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Berücksichtigung zusätzlicher Stabilisierungsterme tendenziell nicht notwendigerweise eine
Erhöhung der Abbildungsgenauigkeit erreicht werden.

Diese auf heuristischen Abschätzungen basierenden Ergebnisse zeigen für die Verkopplung
von Teilmodellen über Feder-/Dämpferelemente die generelle Neigung zur Instabilität. Diese
Kopplung ist demzufolge zur Abbildung eines modularen Modellaufbaus für die numerisch
kritische Verbindung von Lenksystem und Radaufhängung ungeeignet bzw. kann keine ausrei-
chend genauen Ergebnisse bei für eine Echtzeitsimulation akzeptablen Schrittweiten liefern.

6.1.2. Dynamische Untersuchungen

Um ein möglichst breites Spektrum der Achsdynamik abzudecken, werden im Folgenden
wechselseitiges Einfedern und Lenken miteinander kombiniert. Dies wird über eine vertikale
Verschiebung der Reifen auf der linken und rechten Seite im Kontaktpunkt sowie die Vorgabe
eines Lenkradwinkels erreicht (vgl. Abbildung 6.11). Hierbei werden die gleichen Frequenzen

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−0.04

−0.03

−0.02

−0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

t [s]

∆z
 [m

]

(a) Raderhebung.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

t [s]

δ 
[r

ad
]
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Abbildung 6.11.: Sinusförmige Vorgaben der Raderhebung und des Lenkradwinkels.

wie auch bereits bei den Vorgaben für die kinematischen Untersuchungen verwendet (vgl. Ab-
bildung 6.1). Beim wechselseitigen Einfedern werden gegenüber dem gleichseitigen Einfedern
die Amplituden halbiert (vgl. Abbildung 6.11(a)) und die Raderhebung für die rechte Seite
um 180 Grad phasenverschoben vorgegeben. Somit werden die Bewegungen der Freiheitsgra-
de nicht mehr aufgeprägt, sondern interne wie externe Kraft- und Momenteneinflüsse auf
Radaufhängung und Lenksystem berücksichtigt. Aus der Reifenbewegung resultieren ent-
sprechende Kräfte und Momente auf den Radkörper, die in der Radmitte wirken. Neben
der Berücksichtigung der Dynamik von Reifen und Lenksäule hat aufgrund der wechselseiti-
gen Anregung auch der Stabilisator Einfluss auf die Bewegung der Radaufhängungen. Der
vorgegeben Lenkradwinkelverlauf hat eine Amplitude von 480 Grad bzw. 8.3776 rad (vgl.
Abbildung 6.11(b)).

Im Folgenden werden die Techniken zur Verkopplung von Komponentenmodellen über al-
gebraische Nebenbedingungen sowie durch das Aufprägen von Bewegungen betrachtet. Das
monolithische Modell für Achse und Lenksystem aus MapleSim wird im Weiteren nicht mehr
in den Vergleich mit einbezogen, da der Fokus auf der Genaugikeit und Stabilität der ver-
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wendeten Kopplungstechniken liegt. Zur übersichtlicheren Darstellung wird der Verlauf der
relevanten Zustandsgrößen im Weiteren über der Zeit dargestellt.

Kopplung mittels algebraischer Nebenbedingungen

Für den vollständig modularen Modellansatz werden Achse und Lenksystem beispielhaft über
algebraische Nebenbedingungen unter Berücksichtigung des Index 3 Formalismus mit explizi-
ten Freiheitsgraden verkoppelt. Für den Index 3 Formalismus ohne zusätzliche Freiheitsgrade
erhält man qualitativ vergleichbare Ergebnisse.

Genauigkeit. In Abbildung 6.12 werden der Radhub sowie der Vorspurwinkel des linken
Radkörpers analysiert. Dadurch werden die Genauigkeits- und Stabilitätsunterschiede des
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(d) Differenz des Vorspurwinkels zur Referenzlösung.

Abbildung 6.12.: z-Position und Vorspurwinkel des linken Radkörpers und Abweichungen zur Refe-
renzlösung bei wechselseitigem Einfedern und Lenken für das modulare Modell mit
Index 3 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden (----) und das monolithische
DYNA4 Modell als Referenz (---).
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modularen Modells gegenüber der Referenzlösung bei zusätzlichen dynamischen Einflüssen
verdeutlicht. Der Verlauf des Radhubs in Abbildung 6.12(a) spiegelt die Vorgabe der Ra-
derhebung wider. Für den modularen Ansatz zeigt sich bei wechselseitigem Einfedern und
gleichzeitigem Lenken eine sehr gute Übereinstimmung mit dem Referenzmodell (vgl. Abbil-
dung 6.12(b)). Ähnlich wie für die kinematischen Testfälle liegen die Abweichungen in einer
Größenordnung von ca. 10−5 m. Für den Vorspurwinkel in Abbildung 6.12(c) ergibt sich bei
negativer Lenkübersetzung und Darstellung nach DIN 70000 bei positivem Lenkradwinkel ein
negativer Wert. Die Abweichungen kleiner 100 Grad (vgl. Abbildung 6.12(d)) unterscheiden
sich folglich nur geringfügig von den vorangegangenen kinematischen Betrachtungen.

Eine weitere wichtige Größe bei der Analyse von Radaufhängungen stellt die Radlast dar (vgl.
Abbildung 6.13). Aufgrund der Raderhebung als auch bedingt durch den zusätzlichen Hub
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(b) Differenz der Radlast zur Referenzlösung.

Abbildung 6.13.: Radlast am linken Radkörper und Abweichung zur Referenzlösung bei wechselseiti-
gem Einfedern und Lenken für das modulare Modell mit Index 3 Formalismus mit
expliziten Freiheitsgraden (----) und das monolithische DYNA4 Modell als Referenz
(---).

in der Hauptfeder der Radaufhängung beim Lenken ergibt sich eine entsprechende Radlast.
Deren Verlauf ist in Abbildung 6.13(a) dargestellt. Dabei lässt sich der sinusförmige Verlauf
der Reifenanregung ablesen, mit zusätzlichen lokalen Schwankungen gemäß der Frequenz
der Lenkbewegung. Die Analyse der Feder- und Dämpferkraft zeigt auch für den dynami-
schen Lastfall eine geringe Abweichung der Radlast des modularen Modells gegenüber der
Referenzlösung in der Größenordnung von 100 N (vgl. Abbildung 6.13(b)).

Prädiktor zur Bestimmung der Zwangskräfte und -momente. Bei der dynamischen Bean-
spruchung des modularen Modells zeigt sich der stabilisierende Effekt der Verwendung eines
Prädiktors für den Vektor Q der rechten Seite des jeweiligen Bewegungsgleichungssystems
einer Komponente zur Berechnung der Zwangskräfte und -momente (vgl. Abschnitt 5.3.4).
Abbildung 6.14 stellt für unterschiedliche Schrittweiten den zeitlichen Verlauf der z-Position
sowie des Vorspurwinkels des linken Radkörpers für die erste Sekunde der Simulation dar. Bei
Berechnung der Zwangskräfte und -momente mittels des Index 3 Formalismus mit expliziten
Freiheitsgraden zeigt sich unter Verwendung des Prädiktors das bekannte stabile Verhalten.
Ohne Prädiktor hingegen wird die Simulation sogar für eine Schrittweite von h = 10−4 s
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Abbildung 6.14.: z-Position und Vorspurwinkel des linken Radkörpers bei wechselseitigem Einfedern
und Lenken für das modulare Modell mit Index 3 Formalismus mit expliziten Frei-
heitsgraden und Stabilisierung der Zwangskräfte und -momente für die Schrittweiten
h = 10−3 s (----) und h = 10−4 s (---) sowie ohne Stabilisierung für die Schrittweite
h = 10−5 s (-·-).

nach wenigen Zeitschritten instabil (vgl. Abbildungen 6.14(a) und 6.14(b)). Erst bei weiterer
Reduktion der Schrittweite auf h = 10−5 s ergibt sich auch ohne Stabilisierung der Berech-
nung der Zwangskräfte und -momente ein stabiles Verhalten. Dies belegt die Notwendigkeit,
zusätzliche Informationen zur Berechnung der Zwangskräfte und -momente zu berücksichti-
gen, um im Rahmen einer echtzeitfähigen Simulation mit ausreichend großen Schrittweiten
ein stabiles Systemverhalten zu erhalten.

Vergleichbare Ergebnisse erhält man für die Verkopplung der modularen Modellkomponenten
mittels algebraischer Nebenbedingungen bei Verwendung des Index 3 Formalismus ohne zu-
sätzliche Freiheitsgrade. Der Übersichtlichkeit halber werden diese nicht explizit aufgeführt.

Kopplung mittels Aufprägen von Bewegungen

Des Weiteren können einer Komponente Bewegungen in einem gemeinsamen Kopplungssys-
tem aufgeprägt werden (vgl. Abschnitt 4.4.2).

Genauigkeit. Diese Technik wird im Folgenden mit der Kopplung über algebraische Ne-
benbedingungen und der Referenzlösung verglichen. Aufgrund modellierungstechnischer Ein-
schränkungen kann dafür in dieser Arbeit keine variable Kennung für Hauptfeder und Dämp-
fer sowie kein Stabilisator angegebenen werden. Entsprechend wird eine modifizierte Beda-
tung mit konstanter Federsteifigkeit und -dämpfung ohne Anschlagsteifigkeiten verwendet.
Dies entspricht keiner realisitischen Bedatung, ist aber in diesem Fall zur Beurteilung der
Genauigkeit und der Stabilität der Kopplungstechnik nicht ausschlaggebend.

Im zeitlichen Verlauf der z-Position und des Vorspurwinkels des linken Radkörpers zeigen
sich nur geringfügige Unterschiede für die Kopplungstechniken, basierend auf dem Index
3 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden und dem Aufprägen von Bewegungen (vgl.
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Abbildung 6.15). Bei den Abweichungen des Vorspurwinkels (vgl. Abbildung 6.15(d)) er-
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(d) Differenz des Vorspurwinkels zur Referenzlösung.

Abbildung 6.15.: z-Position und Vorspurwinkel des linken Radkörpers und Abweichungen zur Refe-
renzlösung bei wechselseitigem Einfedern und Lenken für das modulare Modell mit
Index 3 Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden (----) und mit Aufprägen von
Bewegungen (---) sowie das monolithische DYNA4 Modell als Referenz (-·-).

zielt die Kopplung über algebraische Nebenbedingungen tendenziell genauere Ergebnisse als
das Aufprägen von Bewegungen. Der Zustandsverlauf wird dabei maßgeblich von der Ab-
bildungsqualität der Kopplung zwischen Zahnstange und Spurstange beeinflusst. Für die
z-Position erhält man vergleichbare Unterschiede (vgl. Abbildung 6.15(b)). Die Ergebnisse
in Abbildung 6.15 beruhen auf einem Modell mit einer modifizierten Dämpfung der Lenk-
säule von dl = 100 Nm/(rad/s) gegenüber der ursprünglichen Bedatung dl = 1 Nm/(rad/s)
(vgl. Abschnitt A.3). Diese Anpassung ist erforderlich, damit die Verkopplung von Achse
und Lenksystem mittels Aufprägen von Bewegungen stabil simuliert werden kann.

Experimentelle Stabilitätsuntersuchung. Dies zeigt sich bei Betrachtung der z-Position
und des Vorspurwinkels für unterschiedliche Schrittweiten für dl = 1 Nm/(rad/s) (vgl. Abbil-
dung 6.16). Unabhängig von der gewählten Schrittweite schwingt sich zu Beginn des Lenk-
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Abbildung 6.16.: z-Position und Vorspurwinkel des linken Radkörpers bei wechselseitigem Einfedern
und Lenken für das modulare Modell mit Aufprägen von Bewegungen für dl =
1 Nm/(rad/s) mit Schrittweiten h = 10−3 s (----), h = 10−4 s (---) und h = 10−5 s
(-·-).

vorgangs bei t = 0.5 s das System auf und führt zu unkontrollierten Oszillationen in der
z-Position und dem Vorspurwinkel des Radkörpers (vgl. Abbildungen 6.16(a) und 6.16(b)).

Bedingt durch hohe Steifigkeiten bei gleichzeitig kleinen Massen ist das Aufprägen von Be-
wegungen zwischen Lenksystem und Vorderachse aus numerischer Sicht kritisch. Aufgrund
zusätzlicher Zeitverzüge kann dies zu instabilen Ergebnissen führen, die sich nur durch an-
gepasste Modellparametrierung stabilisieren lassen. Angesichts einer Modifikation der Fahr-
zeugparametrierung zur Behandlung numerischer Effekte ist dieser Ansatz wenig praktikabel.

Des Weiteren sind zusätzliche Stabilisierungsanteile aus den Reaktionskräften und -momenten,
wie sie für die übrigen generischen Kopplungstechniken bestimmt werden können, für diese
Art der Verkopplung nur schwer erhältlich (vgl. Abschnitt 5.3.4).

6.2. Gesamtfahrzeug

Die Praktikabilität des modularen Ansatzes für ein Gesamtfahrzeugmodell (vgl. Abbildung
4.6) wird im Folgenden anhand eines doppelten Fahrspurwechsel gezeigt. In MapleSim erstell-
te MKS-Modelle für die Vorderachse und das Lenksystem werden dazu in das DYNA4 Basis-
fahrzeugmodell eingebunden und über algebraische Nebenbedingungen mittels des Index 3
Formalismus mit und ohne explizite Freiheitsgrade angekoppelt. Die Hinterachse wird dabei
als eigenständige Komponente aus DYNA4 über die strukturangepasste Technik eingebunden
und die Bewegungsgleichungen werden zentral mit dem frei beweglichen Fahrzeugkörper in-
tegriert. Die Dynamik der Teilmodelle aus MapleSim hingegen wird dezentral integriert (vgl.
Abschnitt 5.3.3). Dieser modulare Ansatz wird mit der Referenzlösung für das monolithische
Fahrzeugmodell aus DYNA4 verglichen.

Für die Bedatung der aus fahrdynamischer Sicht relevanten Fahrzeugkomponenten wird ein
reales Mittelklassefahrzeug [66] zugrundegelegt (vgl. Abbildung 6.17). Die detaillierte Pa-
rametrierung ist aus Anhang A ersichtlich. Die Federraten für die Radaufhängungen sind
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entsprechend der Vorgehensweise in [69] abgeschätzt.

Abbildung 6.17.: Mittelklassefahrzeug.

Die übrigen Kopplungstechniken über Feder-/Dämpferelemente oder mittels Aufprägen von
Bewegungen weisen bereits bei reduzierter Komplexität am Achsprüfstand Stabilitätsproble-
me auf und werden dementsprechend für die Gesamtfahrzeugsimulation nicht berücksichtigt.

6.2.1. Doppelter Fahrspurwechsel

Der doppelte Fahrspurwechsel stellt ein closed-loop Fahrmanöver zur Analyse der querdyna-
mischen Fahreigenschaften des Gesamtfahrzeugs dar. Abbildung 6.18(a) zeigt den Verlauf der
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Abbildung 6.18.: y-Position und Längsgeschwindigkeit des Fahrzeugs bei doppeltem Fahrspurwechsel
für das modulare Modell mit Index 3 Formalismus mit (----) und ohne explizite
Freiheitsgrade (---) sowie das monolithische DYNA4 Modell als Referenz (-·-).
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Querabweichung des Fahrzeugs über der Zeit. Hierbei wird durch Wechseln der Fahrspur und
Zurückkehren in die Ausgangsspur ein Überholmanöver simuliert. Die für die Spurwechsel de-
finierten Abmessungen der Fahrspuren sowie die eingeregelte Geschwindigkeit von 80 km/h
bzw. 22.22 m/s während des Spurwechsels (vgl. Abbildung 6.18(b)) richten sich nach ISO
3888 [38]. Für die Einhaltung der vorgegebenen Geschwindgkeit und des Sollpfades werden
ein Geschwindigkeitsregler bzw. ein nichtlinearer Positionsregler verwendet.

Abbildung 6.19 zeigt den Verlauf der z-Positionen des Fahrzeugkörpers und des linken Rad-
körpers über der Zeit. Von der Einfederphase bis t ≈ 1.5 s, über die Beschleunigungsphase
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(d) Differenz der z-Position des linken Radkörpers zur
Referenzlösung.

Abbildung 6.19.: z-Positionen des Fahrzeugkörpers und des linken Radkörpers und Abweichungen
zur Referenzlösung bei doppeltem Fahrspurwechsel für das modulare Modell mit
Index 3 Formalismus mit (----) und ohne explizite Freiheitsgrade (---) sowie das
monolithische DYNA4 Modell als Referenz (-·-).

und damit verbundenem Ausfedern des Fahrzeugkörpers bis t ≈ 13 s und nachfolgender Kon-
stantfahrt bis hin zum doppelten Fahrspurwechsel ab t ≈ 28 s lassen sich alle fahrdynamisch
relevanten Teilmanöver erkennen (vgl. Abbildungen 6.19(a) und 6.19(c)). Die vertikalen Po-
sitionen für Fahrzeug- und Radkörper werden hierbei bis auf eine Abweichung von 10−4 m
bzw. 10−5 m genau eingehalten (vgl. Abbildungen 6.19(b) und 6.19(d)). Der Index 3 Forma-
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lismus mit expliziten Freiheitsgraden zeigt dabei tendenziell eine etwas geringere Abweichung
gegenüber dem Formalismus ohne zusätzliche Freiheitsgrade.

Betrachtet man weitere aus fahrdynamischer Sicht relevante Größen wie die Querbeschleuni-
gung und die Gierrate des Fahrzeugs (vgl. Abbildung 6.20), so zeigt sich auch hier eine sehr
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(b) Differenz der Querbeschleunigung zur Referenzlö-
sung.
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(d) Differenz der Gierrate zur Referenzlösung.

Abbildung 6.20.: Querbeschleunigung und Gierrate des Fahrzeugs und Abweichungen zur Referenz-
lösung bei doppeltem Fahrspurwechsel für das modulare Modell mit Index 3 For-
malismus mit (----) und ohne explizite Freiheitsgrade (---) sowie das monolithische
DYNA4 Modell als Referenz (-·-).

gute Übereinstimmung der modularen Modellansätze mit der Referenzlösung. Abgesehen
vom Einlenken auf die Fahrspur zu Beginn des Fahrmanövers treten während der Beschleu-
nigungsphase und der nachfolgenden Konstantfahrt keine querdynamischen Effekte auf (vgl.
Abbildungen 6.20(a) und 6.20(c)). Entsprechend gering fallen die Abweichungen von der
Referenzlösung aus. Jedoch auch im querdynamisch anspruchsvollen Bereich während der
Spurwechsel ergibt sich noch eine akzeptable Abweichung von 10−3 m/s2 bis 10−2 m/s2 für
die Querbeschleunigung (vgl. Abbildung 6.20(b)). Auf Geschwindigkeitsniveau erhält man
für die Gierrate Abweichungen von maximal 10−2 Grad/s (vgl. Abbildung 6.20(d)).
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Abbildung 6.21 zeigt den zeitlichen Verlauf von Wank- und Schwimmwinkel des Fahrzeugs.
Ähnlich wie für Querbeschleunigung und Gierrate zeigt sich auch hier eine gute Überein-
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(c) Schwimmwinkel.
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(d) Differenz des Schwimmwinkels zur Referenzlö-
sung.

Abbildung 6.21.: Wank- und Schwimmwinkel des Fahrzeugs und Abweichungen zur Referenzlösung
bei doppeltem Fahrspurwechsel für das modulare Modell mit Index 3 Formalismus
mit (----) und ohne explizite Freiheitsgrade (---) sowie das monolithische DYNA4 Mo-
dell als Referenz (-·-).

stimmung gegenüber der Referenzlösung (vgl. Abbildungen 6.21(a) und 6.21(c)). Während
der Konstantfahrt verringern sich die Abweichungen für den Index 3 Formalismus ohne zu-
sätzliche Freiheitsgrade sogar auf Werte im Bereich von 10−7 Grad. Während der beiden
Spurwechsel treten lediglich Abweichungen mit Werten kleiner gleich 10−2 Grad auf (vgl.
Abbildungen 6.21(b) und 6.21(d)).

Der modulare Modellansatz liefert daher im Vergleich zur Referenzlösung neben den geringen
Abweichungen in den kinematischen und dynamischen Testfällen am Prüfstand auch für
die Gesamtfahrzeugsimulation eine gute Übereinstimmung für die fahrdynamisch relevanten
Bereiche.
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6.2.2. Einhaltung der Nebenbedingungen

Für die Defekte auf Lageniveau zeigt sich für die Verkopplung der Radaufhängung mit dem
Fahrzeugkörper für den Index 3 Formalismus ohne explizite Freiheitsgrade eine geringfügig
genauere Einhaltung gegenüber dem Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden (vgl. Ab-
bildung 6.22(a)). Bei der Verkopplung von Radaufhängung und Lenksystem hingegen (vgl.
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(a) Lagedefekt zwischen Fahrzeugkörper und linker
Radaufhängung.
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(b) Geschwindigkeitsdefekt zwischen Fahrzeugkörper
und linker Radaufhängung.
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(c) Lagedefekt zwischen linker Radaufhängung und
Lenksystem.
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(d) Geschwindigkeitsdefekt zwischen linker Radauf-
hängung und Lenksystem.

Abbildung 6.22.: Euklidische Norm der Defekte in den Nebenbedingungen bei doppeltem Fahrspur-
wechsel für das modulare Modell mit Index 3 Formalismus mit (----) und ohne expli-
zite Freiheitsgrade (---).

Abbildung 6.22(c)) ergibt sich ein nahezu identisches Verhalten. Bei den Geschwindigkeiten
hat der Formalismus mit expliziten Freiheitsgraden leichte Vorteile (vgl. Abbildungen 6.22(b)
und 6.22(d)). Im Allgemeinen ergeben sich für die Nebenbedingungen sowohl auf Lage- als
auch auf Geschwindigkeitsniveau Defekte geringerer Dimension als sie für die zuvor vorge-
stellten Abweichungen der modularen Ansätze von der monolithischen Referenz entstehen
(vgl. Abbildungen 6.19, 6.20 und 6.21).

Für den doppelten Fahrspurwechsel zeigt sich die Stabilität der Kopplungen bei ausreichender
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Genauigkeit über eine längere Simulationsdauer. Durch die direkte Berücksichtigung von La-
genebenbedingungen werden Drift Off Effekte vermieden. Sogar für den Index 3 Formalismus
ohne zusätzliche Freiheitsgrade mit nichtlinearen Nebenbedingungen und einem Abbruch der
Iteration zur Berechnung der Zwangskräfte und -momente nach dem ersten Schritt zeigt sich
ein stabiles und ausreichend genaues Verhalten.

Der Vollständigkeit halber werden in Abbildung 6.23 ausgewählte Kopplungskräfte zwischen
den beiden Seiten der Vorderachse und dem Fahrzeugkörper in vertikaler Richtung sowie der
Vorderachse und dem Lenksystem in lateraler Richtung angegeben. Die vertikale Zwangs-

0 5 10 15 20 25 30 35
−3500

−3000

−2500

−2000

t [s]

λ z [N
]

(a) z-Kraft zwischen Fahrzeugkörper und linker Rad-
aufhängung.
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(b) z-Kraft zwischen Fahrzeugkörper und rechter Rad-
aufhängung.
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(c) y-Kraft zwischen linker Radaufhängung und Lenk-
system.
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(d) y-Kraft zwischen rechter Radaufhängung und
Lenksystem.

Abbildung 6.23.: Zwangskräfte in den Kopplungssystemen bei doppeltem Fahrspurwechsel für das mo-
dulare Modell mit Index 3 Formalismus mit (----) und ohne explizite Freiheitsgrade
(---).

kraft beschreibt die Abstützung des Fahrzeugkörpers an den Achshälften und verläuft bis
auf querdynamische Effekte für die linke und die rechte Seite symmetrisch (vgl. Abbildungen
6.23(a) und 6.23(b)). Die Kopplungskräfte zwischen den Spurstangen und der Zahnstange in
Fahrzeugquerrichtung auf der linken und der rechten Seite zeigen entsprechend der Lenkbe-
wegung ein asymmetrisches Verhalten (vgl. Abbildungen 6.23(c) und 6.23(d)).
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6.3. Rechenaufwand

Gegenüber der Verwendung eines monolithischen Modells aus MapleSim ergeben sich für
einen modularen Aufbau des Basisfahrzeugs mit Komponenten für die Vorderachse und das
Lenksystem geringfügig größere Abweichungen gegenüber der Referenzlösung aus DYNA4.
Zudem erhöht sich aufgrund des modularen Ansatzes und der daraus resultierenden redun-
danten Abbildung von Bewegungsmöglichkeiten die Anzahl der Zustände im Gesamtsystem.

6.3.1. Vergleich generischer Kopplungstechniken

Für das vollständig modulare Fahrzeugmodell ist die Ausführungsgeschwindigkeit der Simu-
lation stark von der verwendeten Kopplungstechnik sowie dem Grad der Modularisierung
abhängig. Tabelle 6.1 gibt einen Überblick über die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellten
Modellansätze und generischen Kopplungstechniken für ein Basisfahrzeugmodell mit hohem
Modularisierungsgrad mit Kopplungen zwischen Lenksystem, linker und rechter Seite der
Vorderachse sowie dem Fahrzeugkörper. Als Referenz für eine Beurteilung der Berechnungs-
aufwände dient das modularisierte Modell aus Abschnitt 6.2 mit einzelnen Komponenten
ohne zusätzliche Kopplungsinformationen. Die Hinterachse wird für die Laufzeitbetrachtung
vernachlässigt. Die Anzahl ny der Systemzustände, nc der kinematischen Bindungen und nf
der Freiheitsgrade ist für die modularen Modelle aufgeteilt auf die einzelnen Komponenten für
den Fahrzeugkörper, das Lenksystem und die beiden Hälften der Vorderachse. Zudem werden
für die modularen Modelle die prozentualen Aufwände zur Berechnung der Kopplungsgrö-
ßen angegeben. Diese Tabelle kann nur einen groben Überblick geben, da die Aufwände je
nach Grad der Modularität und je nach Anzahl der Systemzustände und der kinematischen
Bindungen variieren. Zur Abschätzung der Rechenaufwände wurden die Durchschnittwerte
für mehrere Simulationsläufe in Simulink für die einzelnen Modellierungsansätze erfasst.

Der Rechenaufwand für das monolithische Modell beträgt ca. 80% gegenüber dem modularen
Ansatz ohne Bereitstellung von Kopplungsinformationen und Berechnung von Kopplungs-
kräften und -momenten. Der Mehraufwand für das modulare Modell ist auf eine erhöhte
Gesamtzahl von Systemzuständen, Bindungen und Freiheitsgraden zurückzuführen. Durch
die Modularisierung ergeben sich für jede einzelne Komponente drei translatorische und drei
rotatorische Freiheitsgrade für die Beschreibung der absoluten Position und Orientierung
im Raum. Für das monolithische Modell werden hingegen nur einmalig sechs Freiheitsgra-
de benötigt. Die restlichen drei verbleibenden Freiheitsgrade in Tabelle 6.1 beschreiben den
Radhub links und rechts sowie einen Lenkfreiheitsgrad.

Die Kopplung mittels Aufprägen von Bewegungen benötigt in etwa den gleichen Aufwand
wie das modularisierte Modell mit Kopplung über Feder-/Dämpferelemente. Gegenüber dem
modularisierten Modell ohne Kopplung ergibt sich nur ein geringer Mehraufwand von ca.
10%. Dabei entfallen etwa jeweils 10% des Rechenaufwands auf die Berechnung der Kopp-
lungsgrößen. Demgegenüber besitzen die Kopplungstechniken mit zusätzlichen algebraischen
Nebenbedingungen einen deutlich höheren Rechenbedarf. Der Index 3 Formalismus ohne zu-
sätzliche Freiheitsgrade benötigt ca. 150% mehr Rechenzeit der Formalismus mit expliziten
Freiheitsgraden in etwa 170%. Ca. 60% bzw. 40% der insgesamt benötigten Rechenzeit ent-
fallen dabei auf die Berechnung von Kopplungsgrößen. Bei Berücksichtigung expliziter Frei-
heitsgrade wird weniger Aufwand zur Berechnung der Kopplungsinformationen benötigt, der
Aufwand gegenüber dem Formalismus ohne zusätzliche Freiheitsgrade ist jedoch aufgrund
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Tabelle 6.1.: Anzahl der Systemzustände ny, Bindungen nc und Freiheitsgrade nf sowie zusätzlicher
Rechenaufwand gegenüber einem modularen Modell ohne Kopplungen und Aufwand für
die Berechnung von Kopplungsgrößen für unterschiedliche Ansätze bei hohem Modulari-
sierungsgrad.

Ansätze ny nc nf Gesamtauf-
wand relativ
zu modularem
Modell ohne
Kopplungen [%]

Kopplungsauf-
wand relativ
zu Gesamtauf-
wand[%]

Monolithisch-
es Modell

21 12 9 ∼ 80 0

Modulares
Modell ohne
Kopplungen

6+7+2·17 0+0+2·3 6+7+2·14 100 0

Aufprägen
von Bewegun-
gen

6+4+2·10 0+3+2·9 6+1+2·1 ∼ 110 ∼10

Feder-/
Dämpferele-
mente

6+7+2·17 0+0+2·3 6+7+2·14 ∼ 110 ∼10

Index 3 ohne
explizite Frei-
heitsgrade

6+7+2·17 0+0+2·3 6+7+2·14 ∼ 250 ∼60

Index 3 mit
expliziten
Freiheitsgra-
den

6+19+2·20 0+12+2·6 6+7+2·14 ∼ 270 ∼40

der größeren Anzahl an Systemzuständen und Bindungen für die einzelnen Komponenten
höher. Für den Formalismus ohne zusätzliche Freiheitsgrade liegt der Hauptaufwand in den
zusätzlichen Matrixmultiplikationen zur Projektion der in Abschnitt 5.2 beschriebenen Infor-
mationen aus den Bewegungsgleichungen in die Kopplungssysteme der Schnittstellen.

Die für die Verkopplung benötigten Informationen hängen von der Dimension ng der Ne-
benbedingungen mit Ordnung O(n3

g), von den Dimensionen der Systemzustände ny und
den kinematischen Bindungen nc in den einzelnen Komponentenmodellen hingegen nur mit
O((ny + nc)

2) ab. Für die Lösung der Bewegungsgleichungen zur Berechnung der Systemzu-
stände mit einer LR-Zerlegung wird jedoch ein Aufwand der Ordnung O(ny + nc)

3 benötigt.
Zudem ist die Dimension der Nebenbedingungen in den Kopplungssystemen unabhängig von
der Anzahl der Systemfreiheitsgrade und Bindungen eines Modells. Somit reduziert sich bei
zunehmender Komplexität der Komponentenmodelle entsprechend der Zusatzaufwand für
die Kopplung über algebraische Nebenbedingungen.

Der Aufwand für den Index 3 Formalismus ohne zusätzliche Freiheitsgrade ist in der Tabelle
6.1 für eine rotatorische Verkopplung über Winkel angegeben. Bei der Verwendung von Ro-
tationsmatrizen steigt die Dimension der benötigten Schnittstelleninformationen von sechs
auf zwölf an. Dadurch erhöht sich der Aufwand zusätzlich.

Betrachtet man Lenksystem und Vorderachse als Verbund in MapleSim modelliert und in
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das Basisfahrzeugmodell in DYNA4 eingebunden, so ergibt sich ein geringerer Modularisie-
rungsgrad und damit deutlich reduzierter zusätzlicher Rechenaufwand (vgl. Tabelle 6.2). Es
wird lediglich eine starre Verbindung zwischen dem Fahrzeugkörper und dem Komponen-
tenmodell mit Lenkung und Achse benötigt. Der Zusatzaufwand für die Verkopplung über

Tabelle 6.2.: Anzahl der Systemzustände ny, Bindungen nc und Freiheitsgrade nf sowie zusätzlicher
Rechenaufwand gegenüber einem modularen Modell ohne Kopplungen und Aufwand
für die Berechnung von Kopplungsgrößen für unterschiedliche Ansätze bei niedrigem
Modularisierungsgrad.

Ansätze ny nc nf Gesamtauf-
wand relativ
zu modularem
Modell ohne
Kopplungen [%]

Kopplungsauf-
wand relativ
zu Gesamtauf-
wand[%]

Monolithisch-
es Modell

21 12 9 ∼ 85 0

Modulares
Modell ohne
Kopplungen

6+21 0+12 6+9 100 0

Aufprägen
von Bewegun-
gen

6+15 0+12 6+3 ∼ 105 ∼5

Feder-/
Dämpferele-
mente

6+21 0+12 6+9 ∼ 105 ∼5

Index 3 ohne
explizite Frei-
heitsgrade

6+21 0+12 6+9 ∼ 130 ∼25

Index 3 mit
expliziten
Freiheitsgra-
den

6+21 0+12 6+9 ∼ 130 ∼25

Feder-/Dämpferelemente sowie mittels Aufprägen von Bewegungen liegt bei etwa 5%. Für die
Abbildung der Kopplung über algebraische Nebenbedingungen beträgt der Zusatzaufwand
für die Index 3 Formalismen ca. 30%. Der modulare Modellansatz besitzt sechs Freiheits-
grade für den Fahrzeugkörper und weitere neun Freiheitsgrade für das Komponentenmodell
von Lenksystem und Vorderachse. Von diesen neun Freiheitsgraden entfallen sechs auf die
Beschreibung der absoluten Bewegungen im Raum. Genau diese können für die Verkopplung
über algebraische Nebenbedingungen verwendet werden, so dass kein zusätzlicher Aufwand
für explizite Freiheitsgrade in den Kopplungssystemen der Schnittstelle anfällt. Entsprechend
erhält man für die beiden Formalismen mittels algebraischer Nebenbedingungen einen identi-
schen Rechenaufwand, sofern die rotatorische Kopplung über Winkeldarstellungen und nicht
über Rotationsmatrizen ausgetragen wird.

In den Tabellen 6.1 und 6.2 ist die strukturangepasste Einbindung von Komponentenmodel-
len aus Abschnitt 4.3 nicht mit aufgeführt. Für diese Kopplung erhält man bei zentraler In-
tegration der Systemzustände eine exakte Übereinstimmung mit dem monolithischen Modell
in DYNA4 (vgl. Abschnitt 5.3.1). Die Bereitstellung entsprechender Schnittstelleninformatio-



6. Numerische Simulationen 112

nen bedarf jedoch detaillierten Wissens über die Modellstruktur der einzelnen Komponenten
und einer symbolischen Nachbehandlung der erzeugten Bewegungsgleichungen der Teilmodel-
le (vgl. Abschnitt 4.3). Eine automatisierbare Umsetzung ist somit nur bedingt möglich.

6.3.2. Stabilisierte Zwangskräfte und -momente

Für die Kopplung über algebraische Nebenbedingungen wird zur Stabilisierung der Berech-
nung der Zwangskräfte und -momente ein Prädiktor für den Vektor Q der verallgemeinerten
Kräfte und Momente der einzelnen Komponentenmodelle benötigt (vgl. Abschnitt 5.3.4).
Dadurch muss der Vektor bP , vgl. (5.25), mit dem Prädiktor von Q aktualisiert und ein
Gleichungssystem der Dimension (ny + nc) × (ny + nc) gelöst werden. Gegenüber der LR-
Zerlegung der Massenmatrix M mit einem Berechnungsaufwand der Ordnung O(ny + nc)

3

fällt der Aufwand zur Lösung des linearen Gleichungssystems mit Ordnung O(ny+nc)
2 nicht

ins Gewicht.

Als Voraussetzung dafür muss die Jacobi-Matrix für ein semi-implizites Verfahren zur Ver-
fügung stehen. Die in Abschnitt 5.1.3 skizzierte optimierte Berechnung einer Jacobi-Matrix
beschränkt sich auf wenige zusätzliche Operationen, welche vom Rechenaufwand her ver-
nachlässigbar sind. Verwendet man anstatt der optimierten Jacobi-Matrix für die einzelnen
Komponentenmodelle eine vollbesetzte Jacobi-Matrix mit symbolischer Berechnung der par-
tiellen Ableitungen, so erhöht sich der Rechenaufwand um ein Vielfaches. Für Anwendungen
in der Fahrzeugdynamik sorgt bei einer Schrittweite h = 10−3 s die optimierte Jacobi-Matrix
jedoch bereits für eine ausreichende Stabilisierung [65].

6.4. Fazit

Die Kopplungen mittels Feder-/Dämpferelementen wie mittels Aufprägen von Bewegungen
sind sehr performant, können jedoch für das Modell mit hohem Modularisierungsgrad für
eine Schrittweite von 10−3 s keine stabile oder ausreichend genaue Lösung garantieren. De-
mentgegen verursachen die Kopplungen über algebraische Nebenbedingungen bei gleicher
Schrittweite einen Mehraufwand, ermöglichen dafür jedoch für eine Schrittweite im Bereich
von 10−3 s eine stabile und ausreichend genaue Simulation des modularen Modells. Bei
Verwendung von Feder-/Dämpferelementen wird eine vergleichbar genaue und gleichzeitig
stabile Lösung für das modulare Modell am virtuellen Achsprüfstand erst für eine Schritt-
weite von 10−4 s erreicht; dadurch steigt der Berechnungsaufwand um den Faktor 10 an
(vgl. Abschnitt 6.1.1). Für die Verkopplung von Lenksystem und Radaufhängung mittels
Aufprägen von Bewegungen kann unabhängig von der Schrittweite nur durch Erhöhung der
Lenksäulendämpfung eine stabile Simulation erreicht werden (vgl. Abschnitt 6.1.2).

Somit fällt für eine modulare und gleichzeitig stabile Simulation unabhängig von der verwen-
deten Kopplungstechnik ein erhöhter Rechenaufwand an. Die Kopplung der Teilmodelle über
algebraische Nebenbedingungen stellt unter Berücksichtigung der benötigten Schrittweiten
sogar für ein Basisfahrzeugmodell mit hohem Modularisierungsgrad noch die performantere
Alternative dar. Abhängig von den verfügbaren Informationen über die Komponentenmodel-
le kann zudem zwischen den Index 3 Formalismen mit und ohne explizite Freiheitsgrade in
den Kopplungssystemen gewählt werden.
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Die Höhe des Zusatzaufwands für den modularen Aufbau des Basisfahrzeugmodells hängt
stark vom Grad der Modularität ab. Zur Verdeutlichung der Stabilitäts- und Genauigkeits-
anforderungen wird für die numerischen Simulationen in den Abschnitten 6.1 und 6.2 sowie
die Aufwandsabschätzungen in Abschnitt 6.3.1 ein Modell mit hohem Modularisierungsgrad
verwendet. Sofern aus modelltechnischer Sicht die Einbindung von Achse und Lenksystem
auch als Verbund in einem einzigen Komponentenmodell sinnvoll ist, wird lediglich noch
die Kopplung zum Fahrzeugkörper über eine zentrale Schnittstelle benötigt. Vor allem für
die Verwendung von algebraischen Nebenbedingungen verringert sich dadurch der Aufwand
zur Berechnung von Kopplungsgrößen um ein Vielfaches. Zudem kann dadurch die kritische
explizite Kopplung von Achse und Lenksystem mit Zeitverzug umgangen werden, so dass
auch mittels Aufprägen von Bewegungen eine stabile Simulation möglich ist. Ist jedoch eine
Aufteilung in einzelne Komponenten für Lenksystem und Achse nötig, so stellt die Kopplung
über algebraische Nebenbedingungen die Methode der Wahl dar.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Interdisziplinäre Anwendungen und die dezentrale Entwicklung von Teilmodellen für die Si-
mulation der Fahrzeugdynamik erfordern zunehmend adäquate Ansätze zur kinematischen
Kopplung von Komponentenmodellen aus multiphysikalischen oder MKS-Werkzeugen. Als
Voraussetzung für eine einheitliche Einbindung in Gesamtfahrzeugmodelle aus signalbasier-
ten Simulationsumgebungen werden dabei zentrale mechanische Schnittstellen zwischen den
Modellen benötigt.

Diese Arbeit präsentiert durch die Einführung zusätzlicher starrer Gelenke zwischen den
Komponentenmodellen geeignete Schnittstellen. Die ursprüngliche Modellierung wird somit
nicht beeinträchtigt und eine einfache Austauschbarkeit unterschiedlicher Konfigurationen
von Komponentenmodellen ermöglicht. Basierend auf den definierten Schnittstellen und ei-
ner zweckmäßigen Modularisierung des Gesamtfahrzeugmodells werden verschiedene Ansätze
zur Kopplung von Teilmodellen aus unterschiedlichen Modellierungstools vorgestellt. Diese
Ansätze unterscheiden sich bezüglich der für die Kopplung benötigten Informationen über
die Komponenten, der Genauigkeit in der Abbildung der kinematischen Kopplungen und
ihrer Performanz.

Der strukturangepasste Ansatz zielt darauf ab, in festgelegten Schnittstellen Informatio-
nen für maßgeschneiderte Bewegungsgleichungen von Fahrzeugmodellen bereitzustellen. Auf-
grund impliziter kinematischer Bindungen zwischen den Komponentenmodellen erfordert
dies detailliertes Systemverständnis und spezielle Werkzeuge zur symbolischen Nachbehand-
lung von Bewegungsgleichungen, führt jedoch auf eine genauere und performantere Kopplung.
Des Weiteren werden generische Kopplungstechniken untersucht. Neben der kinematischen
Kopplung über das Aufprägen von Bewegungen und der Verwendung steifer Feder-/Dämp-
ferelemente liegt das Hauptaugenmerk auf der Berücksichtigung zusätzlicher algebraischer
Nebenbedingungen auf Lageniveau.

Die im Allgemeinen nichtlinear von den Zuständen der zu koppelnden Komponenten abhän-
gigen Nebenbedingungen werden mit einem auf die modulare Systemstruktur angepassten
echtzeitfähigen semi-impliziten Euler-Verfahren für DAEs vom Index 3 behandelt. Die Be-
rechnung der auftretenden Zwangskräfte und -momente lässt sich dabei von den System-
gleichungen entkoppelt ohne Iteration über die modularen Komponenten in einer zentralen
Routine in der signalbasierten Simulationsumgebung durchgeführen. Aufgrund der nichtli-
nearen Abhängigkeiten benötigt dieser Ansatz zusätzliche Informationen über die internen
kinematischen Bindungen in den Modellen. Angesichts der zentralen Berücksichtigung er-
möglicht die Verwendung algebraischer Nebenbedingungen im Gegensatz zum Aufprägen
von Bewegungen eine stabilere Abbildung der Kopplungen bei gleichzeitiger Einbindung
mehrerer Komponentenmodelle. Darüber hinaus ist eine genauere Darstellung von starren
Verbindungen zwischen den Komponenten als bei der Verwendung von mehr oder weniger
steifen Feder-/Dämpferelementen möglich.

Diese Arbeit stellt einen neuen Ansatz vor, welcher mittels expliziter Freiheitsgrade in den
zentralen Schnittstellen auf lineare Nebenbedingungen führt und etwaige nichtlineare Neben-
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bedingungen in die einzelnen Komponentenmodelle verlagert. Dies erfordert abhängig vom
jeweiligen Modell zusätzliche Systemfreiheitsgrade, reduziert aber im Gegenzug die Fülle der
zwischen den Teilmodellen auszutauschenden Informationen auf rein kopplungssystemspezi-
fische Größen.

Für die verschiedenen Techniken werden zentrale und dezentrale Integrationsansätze ohne
Iteration aufgezeigt. Die eingebundenen Komponentemodelle berechnen ihr Systemzustände
dabei eigenständig und können somit z. B. auch auf verschiedene Prozessoren verteilt werden.
In diesem Kontext werden echtzeitfähige Stabilisierungsansätze erarbeitet, welche aus den
Kopplungskräften und -momenten zusätzliche Informationen über die für die Anwendung
semi-impliziter Integrationsverfahren erforderliche Jacobi-Matrix ableiten. Zudem sorgt eine
Vorausschau auf die rechte Seite der Bewegungsgleichungen der modularen Systeme für eine
stabilere Berechnung der Zwangskräfte und -momente bei DAEs. Folglich lassen sich so die
aus dem modularen Modellaufbau erwachsenden Zeitverzüge beim Signalaustausch zwischen
den einzelnen Komponentenmodellen geeignet behandeln.

Die entwickelten Kopplungstechniken und numerischen Lösungsverfahren werden durch Inte-
gration von in MapleSim entwickelten Teilmodellen für Radaufhängung und Lenksystem in
das Gesamtfahrzeugmodell von DYNA4 erprobt. Die eingebundenen Komponentenmodelle
für eine Doppelquerlenkerachse und eine Zahnstangenlenkung werden am virtuellen Achs-
prüfstand gegen eine monolithische Referenzlösung validiert und hinsichtlich der Einhaltung
der erforderlichen Genaugikeiten für die unterschiedlichen modularen Ansätze untersucht.
Numerische Simulationen für einen doppelten Fahrspurwechsel bestätigen zudem für das Ge-
samtfahrzeug die Tauglichkeit und Stabilität der modularen Modellierung im Vergleich mit
einem monolithischem Modellansatz.

Im Allgemeinen erfordert die modularisierte Darstellung einen erhöhten Rechenaufwand, der
stark vom Modularisierungsgrad des Gesamtsystems abhängt. Für stark modularisierte Mo-
delle erhöht sich für die Kopplung mittels Aufprägen von Bewegungen oder mittels Feder-/
Dämpferelementen der Rechenaufwand nur geringfügig, dafür ist jedoch eine stabile Simula-
tion häufig nur durch Reduktion der Schrittweite oder Modifikation der Fahrzeugparametrie-
rung möglich. Bei der Verwendung algebraischer Nebenbedingungen fällt der Mehraufwand
höher aus, dementgegen lässt sich auch für Schrittweiten im Bereich von 10−3 s eine stabile
Simulation ermöglichen.

In dieser Arbeit liegt der Fokus auf mechanischen Modellen mit kinematischen Bindungen.
Durch die Verwendung multiphysikalischer Entwicklungsplattformen sind diese Modelle auch
auf interdisziplinäre Anwendungen erweiterbar. Damit lässt sich z. B. eine Radaufhängung
mit aktiver Lenkerkinematik oder ein Lenksystem mit elektrohydraulischer Lenkunterstüt-
zung in einem multiphysikalischen Modellierungswerkzeug entwickeln und mittels der vor-
gestellten Ansätze in einer signalbasierten Simulationsumgebung einbinden. Des Weiteren
können beispielsweise für Radaufhängungen neben reinen kinematischen Verbindungen auch
visko-elastische Elemente wie Bushings berücksichtigt werden.

Voraussetzung für die Verwendbarkeit der entwickelten Integrationsverfahren sind erweiter-
te Informationen über die Systemgleichungen, die in dieser Arbeit durch Analyse des aus
Multiphysik- oder MKS-Tools exportierten Programmcodes und manuelle Erweiterungen ge-
wonnen werden. Für einen kommerziellen Einsatz müssen diese Informationen automatisiert
bereitgestellt werden. Die in dieser Arbeit vorgestellten zentralen Schnittstellen und die da-
zugehörigen Techniken zur Einbindung von Komponentenmodellen legen den methodischen
Grundstein dafür.
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A. Fahrzeugdatensatz

Zur Durchführung der numerischen Simulationen wird ein Datensatz für ein reales Mittel-
klassefahrzeug verwendet [66].

A.1. Gesamtfahrzeugmasse und -trägheit

Tabelle A.1 listet Masse, Trägheitstensor und Lage des Schwerpunktes für das Gesamtfahr-
zeug inklusive Anteilen für die Achsen mit Radkörpern auf. Der Trägheitstensor des Gesamt-
fahrzeugs sowie die Lage des Schwerpunktes werden bezüglich dem fahrzeugkörperfesten
Koordinatensystem B in der Vorderachsmitte angegeben (vgl. Abbildung 4.1).

Tabelle A.1.: Masse, Trägheit und Schwerpunkt des Gesamtfahrzeugs.

Bezeichnungen und Einheiten Werte

Masse des Gesamtfahrzeugs [kg] 1350

Trägheitstensor des Gesamtfahrzeugs [kg· m2]

450 0 0
0 2200 0
0 0 2300


Position des Schwerpunkts [m] [-1.1000 0.0000 0.2500]

A.2. Doppelquerlenkerradaufhängung vorne

Die kinematische Doppelquerlenkerradaufhängung an der Vorderachse ist symmetrisch beda-
tet. Tabelle A.2 beinhaltet Masse und Trägheiten sowie Vorspur- und Nachlaufwinkel für die
initiale Radorientierung nach DIN 70000 [17]. Die Trägheitstensoren der Radkörper sowie

Tabelle A.2.: Masse, Trägheiten und initialen Orientierungen der vorderen Doppelquerlenkerradauf-
hängung.

Bezeichnungen und Einheiten Werte

Radkörpermasse [kg] 40

Trägheitstensor des Radkörpers [kg·m2]

1.1 0 0
0 1.2 0
0 0 1.1


Rotationsträgheit des Rades [kg·m2] 0.9

Vorspurwinkel [◦] (DIN 70000) 0.0000

Sturzwinkel [◦] (DIN 70000) 0.8000

die Rotationsträgheiten der Räder um die Raddrehachse werden bezüglich dem jeweiligen
radkörperfesten Bezugssystem mit Ursprung im Punkt WC angegeben.
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Tabelle A.3 zeigt die Konstruktionspunkte der Radaufhängung für die linke Seite.

Tabelle A.3.: Konstruktionslagen der vorderen Doppelquerlenkerradaufhängung.

Bezeichnungen und Einheiten Werte

Konstruktionslage WC (Radmitte) [m] [ 0.0000 0.7680 0.0000]

Konstruktionslage O1 (Lenker/Fahrzeug hinten unten) [m] [-0.2510 0.3200 -0.0800]

Konstruktionslage O2 (Lenker/Fahrzeug vorne unten) [m] [ 0.1480 0.3200 -0.0940]

Konstruktionslage N1 (Lenker/Radkörper unten) [m] [ 0.0130 0.7370 -0.1450]

Konstruktionslage V1 (Lenker/Fahrzeug hinten oben) [m] [-0.1050 0.4350 0.1960]

Konstruktionslage V2 (Lenker/Fahrzeug vorne oben) [m] [ 0.1220 0.4350 0.2300]

Konstruktionslage U1 (Lenker/Radkörper oben) [m] [-0.0250 0.6800 0.1620]

Konstruktionslage P (Spurstange/Zahnstange) [m] [-0.1500 0.3800 -0.0380]

Konstruktionslage Q (Spurstange/Radkörper) [m] [-0.1370 0.6900 -0.0880]

Konstruktionslage G (Hauptfeder/Fahrzeug oben) [m] [-0.0240 0.5740 0.4610]

Konstruktionslage F (Hauptfeder/Radkörper unten) [m] [-0.0170 0.6160 0.3230]

Konstruktionslage E (Dämpfer/Fahrzeug oben) [m] [-0.0240 0.5740 0.4610]

Konstruktionslage D (Dämpfer/Radkörper unten) [m] [ 0.0000 0.6165 -0.0020]

Konstruktionslage S (Stabilisator/Radkörper) [m] [-0.0625 0.5650 -0.2360]

In Abbildung A.1 wird die Geometrie der vorderen Doppelquerlenkerradaufhängung anhand
der in Tabelle A.3 angegebenen Konstruktionspunkte dargestellt. Die Angaben beziehen sich

Abbildung A.1.: Vordere Doppelquerlenkerradaufhängung mit Geometriepunkten [85].

auf das fahrzeugkörperfeste Koordinatensystem B in der Vorderachsmitte. Für die rechte Sei-
te der symmetrischen Radaufhängung werden die an der x-z-Ebene des fahrzeugkörperfesten
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Koordinatensystems gespiegelten Werte verwendet.

Tabelle A.4 zeigt die Kennungen für Hauptfeder, Dämpfer und Wankstabilisator der vorderen
Radaufhängung. Die Federrate ist entsprechend der Vorgehensweise in [69] abgeschätzt. Die
Federvorspannung beträgt 4300 N. Ein positiver Federweg beschreibt einen eingefederten
Zustand und eine positive Dämpfergeschwindigkeit einen Ausfedervorgang.

Tabelle A.4.: Kennungen für Hauptfeder, Dämpfer und Wankstabilisator der vorderen Doppelquerlen-
kerradaufhängung.

Bezeichnungen und Einheiten Werte

Federkennung (Federweg [m] | Federkraft [N])



−0.0900 1733.33
−0.0833 2320.00
−0.0767 2613.33

0.0567 5546.67
0.0633 5986.67
0.0700 7306.67



Dämpferkennung (Dämpfergeschwindigkeit
[m/s] | Dämpferkraft [N])



−1.5700 −3500.0
−1.0500 −2790.0
−0.5240 −1480.0
−0.3930 −1290.0
−0.2620 −1110.0
−0.1310 −670.0
−0.0520 −180.0

0.0000 0.0
0.0520 110.0
0.2620 230.0
0.3930 270.0
0.5240 330.0
1.0500 580.0
1.5700 700.0


Wankstabilisatorsteifigkeit [N/m] 24000

Die Konstruktionslagen für die Kraftelemente sind in Tabelle A.3 angegeben. Hauptfeder,
Dämpfer und Wankstabilisator stützen sich direkt am Radkörper ab.

A.3. Zahnstangenlenkung

Tabelle A.5 listet für die Zahnstangenlenkung Steifigkeit und Dämpfung der Lenksäule sowie
die Übersetzung im Lenkgetriebe auf. Die Lenkgetriebeübersetzung ist mit einem negativen
Wert angegeben, um aufgrund der Achskonstruktion für einen positiven Lenkradwinkel einen
negativen Vorspurwinkel gemäß DIN 70000 am linken Radkörper zu erhalten. Die Geome-
trie der Zahnstange ist über die Verbindungspunkte zur Spurstange in der Radaufhängung
definiert (vgl. Tabelle A.3). Das Lenkgetriebe sitzt mittig zwischen diesen beiden Punkten.
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Tabelle A.5.: Bedatung der Zahnstangenlenkung.

Bezeichnungen und Einheiten Werte

Lenksäulensteifigkeit [Nm/rad] 150

Lenksäulendämpfung [Nm/(rad/s)] 1

Lenkgetriebeübersetzung [m/rad] -0.008892782445260

A.4. Doppelquerlenkerradaufhängung hinten

Die kinematische Doppelquerlenkerradaufhängung an der Hinterachse ist symmetrisch beda-
tet. Tabelle A.6 beinhaltet Masse und Trägheiten sowie Vorspur- und Nachlaufwinkel für die
initiale Radorientierung nach DIN 70000 auf. Die Trägheitstensoren der Radkörper sowie

Tabelle A.6.: Masse, Trägheiten und initialen Orientierungen der hinteren Doppelquerlenkerradauf-
hängung.

Bezeichnungen und Einheiten Werte

Radkörpermasse [kg] 40

Trägheitstensor des Radkörpers [kg·m2]

1.1 0 0
0 1.2 0
0 0 1.1


Rotationsträgheit des Rades [kg·m2] 0.9

Vorspurwinkel [◦] (DIN 70000) 0.2500

Sturzwinkel [◦] (DIN 70000) -0.5000

die Rotationsträgheiten der Räder um die Raddrehachse werden bezüglich dem jeweiligen
radkörperfesten Bezugssystem mit Ursprung im Punkt WC angegeben.

Tabelle A.7 zeigt die Konstruktionspunkte der linken Seite der Doppelquerlenkerradaufhän-
gung. Die Konstruktionspunkte werden bezüglich der Hinterachsmitte angegeben, welche um

Tabelle A.7.: Konstruktionslagen der hinteren Doppelquerlenkerradaufhängung.

Bezeichnungen und Einheiten Werte

Konstruktionslage WC (Radmitte) [m] [ 0.0000 0.7675 0.0000]

Konstruktionslage O1 (Lenker/Fahrzeug hinten unten) [m] [-0.1570 0.3200 -0.1250]

Konstruktionslage O2 (Lenker/Fahrzeug vorne unten) [m] [ 0.1570 0.3200 -0.1250]

Konstruktionslage N1 (Lenker/Radkörper unten) [m] [ 0.0000 0.6545 -0.1365]

Konstruktionslage V1 (Lenker/Fahrzeug hinten oben) [m] [-0.1570 0.4140 0.0960]

Konstruktionslage V2 (Lenker/Fahrzeug vorne oben) [m] [ 0.1570 0.4140 0.0960]

Konstruktionslage U1 (Lenker/Radkörper oben) [m] [ 0.0000 0.6325 0.1190]

Konstruktionslage P (Spurstange/Zahnstange) [m] [ 0.1570 0.3200 -0.1250]

Konstruktionslage Q (Spurstange/Radkörper) [m] [ 0.1570 0.6545 -0.1365]

Konstruktionslage G (Hauptfeder/Fahrzeug oben) [m] [ 0.0000 0.4760 0.4550]

Konstruktionslage F (Hauptfeder/Radkörper unten) [m] [ 0.0000 0.5885 0.1010]

Konstruktionslage E (Dämpfer/Fahrzeug oben) [m] [ 0.0000 0.4760 0.4550]

Konstruktionslage D (Dämpfer/Radkörper unten) [m] [ 0.0000 0.5885 0.1010]

Konstruktionslage S (Stabilisator/Radkörper) [m] [ 0.0000 0.4700 0.0000]

einen Radstand von 2.7000 m in negativer x-Richtung bezüglich dem fahrzeugkörperfesten
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Koordinatensystem B in der Vorderachsmitte verschoben ist.

Tabelle A.8 stellt die Kennungen für Hauptfeder, Dämpfer und Wankstabilisator der hinteren
Radaufhängung dar. Die Federrate ist entsprechend der Vorgehensweise in [69] abgeschätzt.
Die Federvorspannung beträgt 3200 N. Ein positiver Federweg beschreibt einen eingefederten
Zustand und eine positive Dämpfergeschwindigkeit einen Ausfedervorgang.

Tabelle A.8.: Kennungen für Hauptfeder, Dämpfer und Wankstabilisator der hinteren Doppelquerlen-
kerradaufhängung.

Bezeichnungen und Einheiten Werte

Federkennung (Federweg [m] | Federkraft [N])



−0.0900 −66.67
−0.0833 680.00
−0.0767 1053.33

0.0567 4786.67
0.0633 5346.67
0.0700 7026.67



Dämpferkennung (Dämpfergeschwindigkeit
[m/s] | Dämpferkraft [N])



−1.5700 −2780.0
−1.0500 −2170.0
−0.5240 −1340.0
−0.3930 −1200.0
−0.2620 −1060.0
−0.1310 −590.0
−0.0520 −150.0

0.0000 0.0
0.0520 110.0
0.2620 250.0
0.5240 350.0
1.0500 660.0
1.5700 900.0


Wankstabilisatorsteifigkeit [N/m] 12000

Die Konstruktionslagen für die Kraftelemente sind in Tabelle A.7 angegeben. Hauptfeder,
Dämpfer und Wankstabilisator stützen sich direkt am Radkörper ab.

A.5. Reifen

Die Bedatung der Reifen an der Vorder- und der Hinterachse ist identisch gewählt. In der
Tabelle A.9 sind die geometrischen Daten abgelegt.

Tabelle A.9.: Reifenabmessungen.

Bezeichnungen und Einheiten Werte

Statischer Reifenradius [m] 0.295

Felgenradius [m] 0.200

Reifenbreite [m] 0.185

Die aus dynamischer Sicht wichtigsten Kenngrößen für das verwendete Reifenmodell sind in
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Tabelle A.10 angegeben.

Tabelle A.10.: Dynamische Kenngrößen des Reifens.

Bezeichnungen und Einheiten Werte
Längssteifigkeit [N/m] 180000

Quersteifigkeit [N/m] 160000

Vertikalsteifigkeit [N/m] 220000

Drehsteifigkeit [Nm/rad] 1500

Dämpfung in Längsrichtung [N/(m/s)] 200

Dämpfung in Querrichtung [N/(m/s)] 180

Dämpfung in vertikaler Richtung [N/(m/s)] 220

Rotatorische Dämpfung [Nm/(rad/s)] 1.2
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3.5. Drift Off der numerischen Lösung ỹ von der exakten Lösung y in der Mannig-

faltigkeit M. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

4.1. Mehrkörpersystem für das Basisfahrzeug sowie geometrische Radaufhängun-
gen in DYNA4 [67, 66]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.2. Natürliche Schnittstellen des modularisierten Basisfahrzeugs für Doppelquer-
lenkerradaufhängung und Zahnstangenlenkung an der Vorderachse. . . . . . . 30

4.3. Doppelquerlenkerradaufhängung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.4. Zahnstangenlenkung inklusive Anbindung an eine Radaufhängung [89]. . . . . 31
4.5. Erweitertes MapleSim Modell der linken Hälfte einer Doppelquerlenkerrad-

aufhängung mit Schnittstellen SB zum Fahrzeugkörper und SLS zum Lenk-
system. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.6. Zentrale Schnittstellen des modularisierten Basisfahrzeugs. . . . . . . . . . . . 33
4.7. Schnittstelleninformationen für strukturangepasste Kopplung bei modulari-

siertem Basisfahrzeug. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.8. Schnittstelleninformationen bei modularisiertem Basisfahrzeug unter Verwen-
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A.4. Kennungen für Hauptfeder, Dämpfer und Wankstabilisator der vorderen Dop-

pelquerlenkerradaufhängung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
A.5. Bedatung der Zahnstangenlenkung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
A.6. Masse, Trägheiten und initialen Orientierungen der hinteren Doppelquerlen-

kerradaufhängung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
A.7. Konstruktionslagen der hinteren Doppelquerlenkerradaufhängung. . . . . . . 119
A.8. Kennungen für Hauptfeder, Dämpfer und Wankstabilisator der hinteren Dop-

pelquerlenkerradaufhängung. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
A.9. Reifenabmessungen. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
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