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Kurzfassung

Steuerbarkeit bzw. Beobachtbarkeit stellen fundamentale Konzepte bei der Untersuchung von
linearen, zeitinvarianten Systemen dar. Es existiert eine Reihe von Kriterien zur Überprüfung
dieser Systemeigenschaften. Die Anwendung dieser Kriterien liefert allerdings nur eine Ja-Nein
Aussage. Dadurch wird lediglich eine qualitative Charakterisierung des betrachteten Systems
wiedergegeben.
In den vergangenen 50 Jahren wurde eine Vielzahl unterschiedlicher Maßzahlen zur Quantifi-
zierung der Begriffe Steuer- und Beobachtbarkeit eingeführt. Bei der Formulierung eines Ma-
ßes, welches die Steuerbarkeit geeignet quantifiziert, stellt sich die zentrale Frage, wie die Be-
griffe „gut“ bzw. „schlecht“ steuerbar zu verstehen und wie diese qualitativen Begriffe in die
Sprache der Mathematik zu übersetzen sind. Hierfür gibt es mehrere Möglichkeiten. Die dar-
aus entstehenden Definitionen der Maßzahlen werden zusammengefasst, deren Eigenschaften
einer mathematischen Untersuchung und einer kritischen Bewertung unterzogen. Die Analy-
se der Vor- und Nachteile der einzelnen Definitionen und deren Vergleich bringen nützliche
und lehrreiche Einblicke in das „Wesen der Steuerbarkeit“. Ein anderer, etwas pragmatische-
rer Blickwinkel für eine solche Analyse ist jener aus der Sicht der Anwendung. Es werden
unterschiedlichste Anwendungsgebiete der Maße vorgestellt und anhand von ausgewählten
Beispielen wird überprüft, welche Maße sich in der Anwendung als effizient und zuverlässig
erweisen.

Abstract

Controllability and observability are important properties of linear time-invariant systems. The-
se properties play a crucial role in many control problems. Usually criteria for controllability
and observability only provide binary results. This means that such an algebraic criterion for
controllability tells us whether a system is controllable or not. It is of particular interest to know
how close a controllable system is to an uncontrollable one. To this end, several measures to
quantify these properties were introduced in the past 50 years. To define a measure of control-
lability it is important to clarify in advance what “well-controllable” or “badly-controllable”
means. For this various possibilities exist. The resulting definitions of the measures are summa-
rised and are subjected to a mathematical examination and a critical evaluation. This analysis
provides an interesting insight into the quality of controll- and observability. Moreover sever-
al areas of application are introduced and the efficiency and reliability of these measures are
verified based on selected examples.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind von fundamentaler Bedeutung bei der
Analyse und Synthese zeitkontinuierlicher, linearer, zeitinvarianter Systeme (LZI-Systeme)

(A,B,C) :
dx
dt = Ax + Bu x(0) = x0

y = Cx
(1.1)

mit A ∈ R
nxn, B ∈ R

nxm und C ∈ R
pxn. Für die Probleme Polvorgabe, Minimalrealisierung,

Entwurf optimaler Systeme und flachheitsbasierte Steuerung ist die Steuer- bzw. Beobachtbar-
keit Voraussetzung für die Existenz der Lösung. Ist ein System steuerbar, dann existiert eine
Eingangsfunktion u derart, dass ausgehend von einem beliebigen Anfangszustand x0 ein belie-
biger Endzustand in endlicher Zeit erreicht werden kann. Ist ein System beobachtbar, so kann
der unbekannte Anfangszustand x0 auf Grund des Verlaufs der Aus- und Eingangsgrößen y

und u in einem endlichen Zeitintervall ermittelt werden.
Auf Grund der Dualität zweier LZI-Systeme existiert zwischen der Steuer- und der Beobacht-
barkeit folgender Zusammenhang: Das System (A,B,C) ist genau dann steuerbar (beobacht-
bar), wenn das duale System (−AT ,CT ,BT ) beobachtbar (steuerbar) ist. Deshalb wird in dieser
Arbeit meist nur die Steuerbarkeit behandelt.
Für das Verständnis des Steuerbarkeitsbegriffs ist folgende Tatsache von Bedeutung:

Theorem 1 (LEE und MARKUS [28]): Betrachtet man ein steuerbares System (A,B), so exi-
stiert eine positive Konstante εs derart, dass jedes System (Â, B̂) mit der Eigenschaft

||A − Â|| < εs und ||B − B̂|| < εs

ebenfalls steuerbar ist. Umgekehrt, falls ein System (Ã, B̃) nicht steuerbar ist, so existiert zu
jeder positiven Konstante ε ein steuerbares System (A,B) mit der Eigenschaft

||A − Ã|| < ε und ||B − B̃|| < ε.

Dieses Theorem sagt somit aus, dass die Menge der steuerbaren LZI-Systeme offen und dicht
ist bzw. dass es in der Menge der LZI-Systeme nur an singulären Punkten nicht steuerbare Sys-
teme gibt. Mit anderen Worten: Die Steuerbarkeit ist eine generische Eigenschaft, man kann
sagen, dass ein LZI-System im „Normalfall“ steuerbar ist.

Es existiert eine Reihe von einfach anzuwendenden Kriterien zur Untersuchung der Steuer- und

1



2 Kapitel 1. Einleitung

Beobachtbarkeit von LZI-Systemen. Diese Kriterien liefern im Allgemeinen nur eine Ja-Nein
Aussage. Das heißt, man erhält die Information, ob ein System steuerbar bzw. beobachtbar ist
oder nicht. Neben dem Vorhanden- oder nicht Vorhandensein dieser Systemeigenschaften stel-
len sich aber weitere interessante Fragen: Wie „leicht“ ist die Strecke überhaupt zu steuern? Wo
sollen Aktoren und Sensoren angebracht werden, damit die Strecke „gut“ steuerbar ist? Welche
Zustandsvariablen sollen gemessen werden um ein „gute“ Beobachtbarkeit zu erzielen? Wie
groß ist die benötigte Stellgröße bzw. wieviel Energie ist notwendig, um den gewünschten Zu-
stand zu erreichen? Wie kann das System verändert werden, um die benötigte Steuerenergie zu
minimieren?

Die vorhandenen, einfach strukturierten Kriterien liefern bei der numerischen Auswertung in
manchen Fällen falsche Aussagen. Im Folgenden wird dies für das Kriterium nach KALMAN
bzw. für jenes nach HAUTUS gezeigt.
Das KALMAN-Kriterium besagt, dass ein System (A,B) genau dann steuerbar ist, wenn die
rechteckige (n, nm)-Steuerbarkeitsmatrix

Su = [B,AB,A2B, . . . ,An−1B]

den Rang n besitzt.
Nach HAUTUS ist das System (A,B) genau dann steuerbar, wenn die rechteckige (n, n + m)-
Matrix

Hu = [λE − A,B]

für alle Eigenwerte λ = λi (i = 1, . . . , n) der Matrix A den Rang n hat.
Sowohl für das KALMAN- als auch für das HAUTUS-Kriterium ist die Rangbestimmung ei-
ner Matrix notwendig. Der Rang kann durch eine Singulärwertzerlegung der Matrix bestimmt
werden. Hierfür gilt folgender Satz:

Lemma 2: Es seien
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn

die geordneten Singulärwerte einer (n, l)-Matrix M. Genau dann, wenn

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0 und σr+1 = · · · = σn = 0

gilt, hat die Matrix M den Rang r.

Die Rangbestimmung mittels Singulärwertzerlegung ist zuverlässig, da die Singulärwerte nicht
sehr empfindlich auf Änderungen der Matrixeinträge reagieren [38]. Trotzdem kann die Rang-
bestimmung im Rahmen der numerischen Ermittlung fehlerhaft ausfallen.

Wir betrachten das aus [48] entnommene Beispiel mit der Systemmatrix in Dreieckstruktur

A =





1 0 . . . . . . 0

20 2
...

0
. . . . . .

...
... 20 19 0
0 . . . 0 20 20
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und den beiden möglichen Eingangsvektoren

B1 =





20
0
...
0




bzw. B2 =





0
...
0
20




.

Es kann analytisch bestimmt werden, dass das System (A,B1) steuerbar ist, da B1 Komponen-
ten in alle Eigenrichtungen von A besitzt. Das System (A,B2) ist nicht steuerbar, da B2 ein
Eigenvektor von A ist.
Durch Singulärwertzerlegung der Steuerbarkeitsmatrix Su des Systems (A,B1) erhält man nu-
merisch Singulärwerte gleich Null. Daraus wird die falsche Schlussfolgerung gezogen, dass Su

nicht den vollen Rang hat und somit das System (A,B1) nicht steuerbar ist. Der Grund für die-
se numerischen Probleme liegt darin, dass die Matrix Su sowohl sehr kleine als auch Elemente
der Größenordnung 2019 enthält.
Obige Matrix A besitzt die Eigenwerte λi = i (i = 1, . . . , 20), die schlecht konditioniert sind.
D.h., modifiziert man die Matrix A, indem man das Element a1,20 = 10−12 statt Null wählt,
erhält man eine Matrix Ã mit den Eigenwerten

λ̃1 = 1 λ̃12,13 = 12,6260 ± j0,9150

λ̃2 = 2,0008 λ̃14,15 = 14,6438 ± j0,4678

λ̃3 = 2,9927 λ̃16 = 16,1443

λ̃4 = 4,0449 λ̃17 = 16,9551

λ̃5 = 4,8557 λ̃18 = 18,0073

λ̃6,7 = 6,3562 ± j0,4678 λ̃19 = 18,9992

λ̃8,9 = 8,3740 ± j0,9150 λ̃20 = 20,0000.

λ̃10,11 = 10,5000 ± j1,0686

Fast alle der obigen Eigenwerte unterscheiden sich nicht nur betragsmäßig von den ursprüng-
lichen, sondern man erhält durch die „Störung“ konjugiert komplexe Eigenwerte, während die
Originalmatrix nur reelle Eigenwerte besitzt.
Das Vorhandensein schlecht konditionierter Eigenwerte erklärt, warum die numerische Über-
prüfung der Steuerbarkeit mit Hilfe des HAUTUS-Kriteriums in manchen Fällen zu falschen
Ergebnissen führen kann. Numerisch stabile Algorithmen zur Bestimmung der Eigenwerte λi

einer gegebenen Matrix A liefern die Eigenwerte einer in der Nähe liegenden Matrix Ã [38], die
sich gerade im Falle schlecht konditionierter Eigenwerte stark von den ursprünglichen unter-
scheiden können. Angenommen, der verwendete Algorithmus liefert wegen numerischer Feh-
ler die „falschen“ Eigenwerte λ̃i. Wird nun zur Überprüfung der Steuerbarkeit der Rang von
[λ̃iE − A,B2] berechnet, so ist dieser gleich n für alle Eigenwerte λ̃i. Daraus wird die falsche
Schlussfolgerung gezogen, dass das System (A,B2) steuerbar ist.
Auf die bei der Auswertung von Steuerbarkeitskriterien auftretenden numerischen Schwierig-
keiten (Rang- sowie Eigenwertbestimmung) wird z. B. in [38] näher eingegangen.

Die Tatsachen, dass ein LZI-System im Normalfall steuerbar ist, die bekannten Kriterien zur
Überprüfung der Steuerbarkeit nur eine Ja-Nein Aussage und in manchen Fällen falsche Er-
gebnisse liefern sind nur einige der Gründe, die die Einführung von Maßzahlen zur Quantifi-
zierung der Steuerbarkeit motivieren. Zur Bewertung der Steuer- und Beobachtbarkeit linearer
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Systeme wurden in der Vergangenheit eine Vielzahl unterschiedlicher Maßzahlen eingeführt.
Diese können auf Grund der Art der Quantifizierung und damit wegen ihrer prinzipiellen
Aussage über die Steuerbarkeit in drei Klassen eingeteilt werden: Modalmaß, Energiemaß und
Distanzmaß.
Im ersten Teil dieser Arbeit werden in den Abschnitten 2.1 - 2.3 die wichtigsten Definition der
Modal- und Energiemaße vorgestellt. Auf Grund der Ähnlichkeit der beiden Klassen werden
diese gemeinsam in Kapitel 2 behandelt und in Abschnitt 2.4 direkt miteinader verglichen.
Die Maße dieser beiden Klassen ermöglichen, eine Information darüber zu erhalten, wie „gut“
oder „schlecht“ eine Zustandsvariable steuerbar bzw. beobachtbar ist. D.h. diese Maßzahlen be-
werten die Steuer- und/oder Beobachtbarkeit einzelner Zustandsvariablen. Damit können dann
Aussagen darüber getroffen werden, welche Zustandsvariablen gemessen werden müssen, um
eine hinreichend gute Beobachtbarkeit zu erreichen. Hat man bei der Wahl der Platzierung der
Aktoren und Sensoren gewisse Freiheiten, kann mit Hilfe der Maße versucht werden, diese
möglichst effektiv anzuordnen. Des Weiteren kann man mit Hilfe der Maße eine Aussage über
die Empfindlichkeit des Systems bezüglich Parameterungenauigkeiten treffen. D.h., wenn das
nicht exakt modellierte System beispielsweise „schlecht“ steuerbar ist, ist unter Umständen das
reale System auf Grund von Parametertoleranzen oder Parameterschwankungen nicht steuer-
bar. Mit Hilfe der Maßzahlen kann die Dominanz einzelner Systemteile beurteilt werden. Sie
ermöglicht, die Ordnung eines komplexen Systems durch Vernachlässigung der Systemteile
mit geringem Einfluss auf das Gesamtsystem zu reduzieren.
Auf Grund der erwähnten numerischen Schwierigkeiten wurde von PAIGE in [38] für eine zu-
verlässige Beurteilung der Steuerbarkeit die Maßzahl µ eingeführt. Diese Maßzahl liefert eine
Aussage über die „Größe“ der Störung, die notwendig ist, damit ein steuerbares System nicht
steuerbar wird. Ist µ größer als ein bestimmter Wert µ0, dann ist das System mit Sicherheit steu-
erbar. Der Wert µ0 wird aus den Unsicherheiten der Systemmatrizen und einer vorgegebenen
Toleranzschranke für die numerischen Fehler berechnet. Das Theorem nach LEE und MARKUS
lässt folgende Interpretation zu: Der Wert µ kann als der kleinste Abstand zu einem nicht steu-
erbaren System interpretiert werden und wird aus diesem Grund als Distanzmaß bezeichnet.
Kapitel 3 beschäftigt sich mit dem Distanzmaß µ und dessen Berechnungsmöglichkeiten. Die-
ses Maß liefert eine Aussage über die Güte der Steuerbarkeit des gesamten Systems.
Anhand einfacher Beispiele werden die Schwierigkeiten, die bei der Anwendung der verschie-
den Maße auftreten können, aufgezeigt.
Im zweiten Teil werden die vorgestellten Maße miteinander verglichen und anhand von Bei-
spielen auf deren Anwendbarkeit überprüft. Mögliche Anwendungsgebiete für die Maßzahlen
werden in Abschnitt 4.3 genauer erläutert. Kapitel 5 beinhaltet die Anwendung der Maße auf
zeitdiskrete, lineare, zeitinvariante Systeme.

An dieser Stelle sei erwähnt, dass die Steuerbarkeit eine notwendige und hinreichende Bedin-
gung für die Flachheit von LZI-Systemen ist. Diese beiden Systemeigenschaften sind für LZI-
Systeme somit äquivalent. Für diesen Fall können die Steuerbarkeitsmaße damit auch als Maß
für die Flachheit eines Systems verstanden und die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse
auch auf diese Systemeigenschaft übertragen werden.



Kapitel 2

Modal- und Energiemaße

Will man die Steuerbarkeit eines Systems quantifizieren, muss zunächst geklärt werden, wie die
Begriffe „gut“ und „schlecht“ steuerbar zu verstehen sind. Um einen besseren Einblick zu erhal-
ten, betrachten wir zunächst ein zeitkontinuierliches LZI-System mit einer besonderen Struktur,
der sogenannten Modalform. Die auf der Modalform basierenden Maße werden der Klasse der
Modalmaße zugeordnet.

2.1 Modalform

Die Modalform kann aus Gleichung (1.1) durch die Zustandstransformation

x = [xR1,xR2, . . . ,xRn]z = XRz

erhalten werden. Die Spalten der Matrix XR entsprechen Rechts-Eigenvektoren xRi der Matrix
A. Unter der Voraussetzung, dass die (n, n)-Matrix A verschiedene Eigenwerte λi (i = 1, . . . , n)
besitzt, sind die zugehörigen Eigenvektoren linear unabhängig und die Transformationsmatrix
XR ist regulär. Mit der Beziehung

X−1
R = XL,

wobei die Zeilen von XL Links-Eigenvektoren xLi der Matrix A entsprechen, erhält man das in
Modalform transformierte System

dz

dt
= XLAXRz + XLBu

y = CXRz (2.1)

mit der nun in Diagonalform vorliegenden Systemmatrix

Â := XLAXR = diag(λi) =





λ1 0 . . . 0

0 λ2
...

...
. . . 0

0 . . . 0 λn




.
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6 Kapitel 2. Modal- und Energiemaße

Die Ein- und Ausgangsmatrizen des modaltransformierten Systems erhält man durch die Be-
ziehungen

B̂ := XLB =





b̂T
1

b̂T
2
...

b̂T
n




und Ĉ := CXR =

[
ĉ1 ĉ2 . . . ĉn

]
.

Relevante Eigenschaften des Systems, wie z.B. Stabilität, Steuer- und Beobachtbarkeit, bleiben
bei einer regulären Zustandstransformation erhalten.
Die Transformation auf Modalform führt zu einem entkoppelten System mit n Differentialglei-
chungen der Form

dzi

dt
= λizi + b̂T

i u.

Der Einfluss der Zeilen b̂T
i der transformierten Eingangsmatrix B̂ auf die Steuerbarkeit bzw. auf

die Beeinflussbarkeit der entsprechenden Teilsysteme ist nun direkt sichtbar, wie Abbildung 2.1
zeigt.

ĉn

b̂T
2

b̂T
n

1
s−λ2

1
s−λm

1
s−λ1

b̂2m

b̂21

b̂11

b̂1m

b̂n1

b̂nm

u1

um

y1

b̂T
1

yp

ĉ1n

ĉpn

ĉp2

ĉ12

ĉp1

ĉ11

Zeilen von B̂ Spalten von Ĉ

ĉ1

ĉ2

Abbildung 2.1: Modalform [39]

Dies führt direkt zum

Theorem 3 (Kriterium nach GILBERT): Ein System der Ordnung n in Modalform ist bei ein-
fachen Eigenwerten λi (i = 1, . . . , n) genau dann steuerbar, wenn die Eingangsmatrix B̂ des
transformierten Systems keine Nullzeile besitzt.
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2.1.1 Definitionen von Steuerbarkeitsmaßen

Die Steuerbarkeitsmaße beruhen auf der Idee, dass kleine Einträge in den entsprechenden Zei-
len b̂T

k der Eingangsmatrix B̂ auf eine „schlecht“ steuerbare Zustandsvariable hinweisen. Es
werden Aussagen im sogenannten Modalraum getroffen, weshalb in der Literatur oft von der
Steuerbarkeit eines Eigenwertes gesprochen wird, da sich die Zustandsvariablen zi direkt ei-
nem Eigenwert λi zuordnen lassen. In der Vergangenheit wurden unter Benutzung der Zeilen
von B̂ Maßzahlen definiert, die im Folgenden kurz zusammengefasst werden.

KONNO [25]: Das modale Steuerbarkeitsmaß ergibt sich durch Normieren der Zeilen der trans-
formierten Eingangsmatrix B̂ zu

ai =

√
b̂H

i b̂i. (2.2)

LÜCKEL und MÜLLER [27]: Das Maß

κsi =
xH

LiBBTxLi

xH
LixLi

e−2Re{λi} =
b̂H

i b̂i

xH
LixLi

e−2Re{λk} (2.3)

beinhaltet einerseits die Zeilen der Eingangsmatrix B̂ und andererseits den Term e−2Re{λi}. Die-
ser bewirkt eine unterschiedliche Bewertung von stabilen und instabilen Eigenwerten. Die zu
Grunde liegende Idee für die Einführung dieses Terms ist, dass ein stabiler Eigenwert den Re-
gelvorgang in den Ursprung unterstützt, während ein instabiler Eigenwert diesem entgegen-
wirkt.

LITZ [32]: Da die von LÜCKEL und MÜLLER eingeführte Verkoppelung zwischen Steuerbar-
keit und Stabilität zu unerwünschten Verzerrungen der Maßzahlen führen kann, wie später
gezeigt wird, wurde das von der Stabilitätsverkopplung bereinigte Maß

κi =
xH

LiBBTxLi

xH
LixLi

(2.4)

eingeführt.

2.2 Übertragungsmatrix des modaltransformierten Systems

Die Übertragungsmatrix des Systems (2.1) errechnet sich unmittelbar aus

G(s) = Ĉ(sE − Â)−1B̂

=
[
ĉ1 ĉ2 . . . ĉn

]





1
s−λ1

0 . . . 0

0 1
s−λ2

...
...

. . . 0
0 . . . 0 1

s−λn









b̂T
1

b̂T
2
...

b̂T
n





=
n∑

i=1

ĉib̂
T
i

1

s − λi
.
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Die Übertragungsmatrix Gi(s) eines entkoppelten Teilsystems mit dem Eigenwert λi lautet



y1
...

yp



 =
1

s − λi




ĉ1ib̂i1 . . . ĉ1ib̂im

...
. . .

...
ĉpib̂i1 . . . ĉpib̂im





︸ ︷︷ ︸
Gi(s)




u1
...

um



 .

Es wird ersichtlich, dass das Produkt aus ĉki und b̂ij für die Steuer- und Beobachtbarkeit von
Bedeutung ist. Wird nämlich die Matrix Gi zur Nullmatrix, dann ist dieses Teilsystem nicht
steuerbar oder nicht beobachtbar bzw. weder steuerbar noch beobachtbar. Wenn eine Spalte
ĉib̂ij dieser Matrix dem Nullvektor entspricht, hat die zugehörige Eingangsgröße uj keinen
Einfluss auf die Ausgangsgrößen. Enthält die Matrix Gi eine Nullzeile b̂T

i ĉji, dann enthält die
zugehörige Ausgangsgröße yj keinerlei Information.

2.2.1 Maßdefinitionen

Auch hier kann wieder die Überlegung angestellt werden, dass „kleine“ Werte von ĉkib̂ij auf
„schlechte“ Steuerbarkeit und/oder Beobachtbarkeit hinweisen. Die im Folgenden vorgestell-
ten Maße für Regelbarkeit, Polverschiebbarkeit und Dominanz wurden auf Grund unterschied-
licher Überlegungen eingeführt, wodurch verschiedene Interpretationen zustandekommen. Die-
se Maße bemessen, unter Benutzung des Produkts ĉkib̂ij , die gleiche Systemeigenschaft und lie-
fern somit, wie auch anhand der Maßdefinitionen leicht erkennbar, ähnliche Ergebnisse.

Regelbarkeitsmaß nach HIPPE [21]: Das Regelbarkeitsmaß gibt Auskunft über die Beeinfluss-
barkeit eines Eigenwerts durch einen Regler. Beim Entwurf eines optimalen Zustandsreglers
zeigt sich, dass u.U. einige Eigenwerte der Strecke relativ stark verändert werden, während
sich andere nur sehr wenig von der ursprünglichen Lage entfernen. Letztere werden in [21]
als schlecht regelbar bezeichnet. Das die Regelbarkeit bewertende Maß für den Eigenwert λi,
bezogen auf das Eingangs-Ausgangspaar (uj , yk), ist definiert zu

|%kj
i | = |ĉkib̂ij |. (2.5)

Polempfindlichkeitsmaß nach LITZ [30]: Bei konstanter Rückführung des Systemausgangs auf
den Systemeingang

u = Ry =




r11 . . . r1p

...
. . .

...
rm1 . . . rmp



y

ist das absolute Polempfindlichkeitsmaß durch

Sλi
rjk

=
∂λi

∂rjk
= ĉkib̂ij (2.6)

und das relative Polempfindlichkeitsmaß durch

sλi
rjk

=
∂λi

∂rjk

1

λi
=

ĉkib̂ij

λi
(2.7)
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mit λi als Eigenwert des rückgekoppelten Systems definiert. Beide Polempfindlichkeitsmaße
können im Allgemeinen komplexe Werte annehmen. Hierbei entspricht Re{Sλi

rjk
} bzw. Re{sλi

rjk
}

der Empfindlichkeit des Realteils und Im{Sλi
rjk

} bzw. Im{sλi
rjk

} der Empfindlichkeit des Imagi-
närteils des Eigenwerts λi.

Dominanzmaß nach LITZ [32, 29]: Das Maximalmaß Mi und das Summenmaß Σi, bezogen
auf den Eigenwert λi, beruhen auf der Untersuchung der Antwort der k-ten Zustandsvariable
bei Erregung des j-ten Eingangs durch eine Sprungfunktion. Die Antwort hängt in einfacher

Weise von Faktoren der Form ĉkib̂ij

λi
ab. Aus den für jeden Eigenwert λk vorliegenden m · p

Faktoren werden zwei Gesamtmaße wie folgt definiert

Mi = maxp
k=1

(
maxm

j=1

∣∣∣∣∣
ĉkib̂ij

λi

∣∣∣∣∣

)
(2.8)

Σi =

p∑

k=1

m∑

j=1

∣∣∣∣∣
ĉkib̂ij

λi

∣∣∣∣∣ . (2.9)

Das Maximalmaß trifft eine generelle Aussage über die Dominanz des Eigenwertes. Durch die
Bestimmung des Summenmaßes wird der Fall erfasst, dass ein Eigenwert mit einem hohen Bei-
trag in einem einzigen Übertragungskanal trotz eines hohen Maximalmaßes nur einen geringen
Beitrag zum Systemverhalten leistet [39].

2.3 Minimale Energie

Eine weitere Möglichkeit zur Quantifizierung der Steuerbarkeit ergibt sich, wenn ein Zustand
x1 besser steuerbar als ein Zustand x2 genannt wird, falls für die Überführung nach 0 weniger
Steuerenergie notwendig ist. Hierbei wird die Steuerenergie im vorgegebenen Intervall [0 t1]
durch

W (t1,u) =

∫ t1

0
uT (τ)u(τ)dτ

definiert. Mit der Wahl
u(t) = −BT e−AT tQ−1

S (t1)x0

unter Verwendung der GRAMschen Steuerbarkeitsmatrix

QS(t1) :=

∫ t1

0
e−AτBBT (e−Aτ )T dτ (2.10)

wird der beliebige Anfangszustand x0 eines steuerbaren Systems mit der minimal notwendigen
Energie

WS := min
u

{W (t1,u)} = xT
0 Q−1

S (t1)x0 (2.11)

in den Zustand x(t1) = 0 überführt. Die minimale Energie bzw. die GRAMsche Steuerbarkeits-
matrix ist die Grundlage für die in den nachfolgenden Abschnitten angeführten Maße, weshalb
diese der Klasse der Energiemaße zugeordnet werden.
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2.3.1 Steuerbarkeitsmaße nach KALMAN

KALMAN schlägt als Maß für die „Güte“ der Steuerbarkeit die Spur bzw. die Determinante der
Inversen GRAM-Matrix Q−1

S vor.
Die Determinante ist proportional zum Volumen eines Hyperellipsoids [37]

Volumen
{
xT

0 Q−1
S (t1)x0 = 1

}
∼

√
det{QS(t1)},

in dem Anfangszustände liegen, die mit einer bestimmten minimalen Energie nach Null ge-
bracht werden können [23]. Eine mögliche Maßdefinition ist

d1 = det{Q−1
s }. (2.12)

Die Spur gibt den Mittelwert der minimal notwendigen Steuerenergie an, um Anfangswerte,
die der Beziehung

||x0|| = 1

genügen, nach Null zu überführen. Als Maß eignet sich der mit der Systemordnung n gewich-
tete Kehrwert der Spur

d2 =
n

spur{Q−1
s }

, (2.13)

da dadurch für die beiden Maße d1 und d2 gilt, je kleiner das Maß desto „schlechter“ steuerbar
ist das System [37].
Eine weitere Möglichkeit für ein Maß ist der größte Eigenwerte der Inversen GRAMschen Ma-
trix, da dieser die maximal notwendige minimale Energie angibt:

max
‖x0‖=1

{WS} = λmax(Q
−1
S )

Im Gegensatz zu den in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Maßen, bewerten diese Ma-
ße nicht die Steuerbarkeit der einzelnen Zustandsvariablen, sondern die Steuerbarkeit des Ge-
samtsystems und zählen somit nicht zu den Modalmaßen.

2.3.2 Steuerbarkeitsmaße nach BENNINGER und RIVOIR

Die von BENNINGER und RIVOIR in [2] definierten Maße resultieren aus der Beziehung (2.11).
Die Idee besteht darin, die Energie WS vorzugeben und die zugehörigen Auslenkungen ei-
ner Zustandsvariablen zu untersuchen. Die Menge aller Zustände, die bei einem vorgegebenen
Wert WS in den Ursprung überführt werden können, entspricht einem Hyperellipsoid, dessen
Form und Lage im Zustandsraum von WS bestimmt wird. Für WS = 1 wird als Maß für die
Steuerbarkeit der Zustandsvariablen xi der Abstand zwischen Koordinatenursprung und dem
Schnittpunkt des Ellipsoids mit der positiven xi-Achse vorgeschlagen. Er ist durch

mi = [(Q−1
S )ii]

− 1

2 (2.14)

gegeben, wobei mit (Q−1
S )ii das i-te Diagonalelement der Matrix Q−1

S symbolisiert wird.
Ein weiteres, in [2] eingeführtes Maß bewertet die Beeinflussbarkeit einer Zustandsvariablen.
Eine Zustandsvariable xi heißt beeinflussbar, wenn es zu jedem x0 eine Eingangsfunktion u(t)
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gibt, welche die i-te Komponente des Zustandvektors in endlicher Zeit T nach Null überführt.
Zur Bestimmung des Beeinflussbarkeitsmaßes dient die maximale Auslenkung der i-ten Kom-
ponente, die durch

vi = [(QS)ii]
1

2 (2.15)

berechnet wird (vgl. Abbildung 2.2).
Das Steuerbarkeitsmaß mi gibt demnach die größt-

- 1 - 0 . 5 0 0 . 5 1
- 0 . 2

- 0 . 1 5

- 0 . 1

- 0 . 0 5

0

0 . 0 5

0 . 1

0 . 1 5

x
1

x
2

m
1

v
1

Abbildung 2.2: Bestimmung der Maßzahlen
nach BENNINGER

mögliche Auslenkung auf der xi-Achse an, wäh-
rend das Beeinflussbarkeitsmaß vi angibt, wie weit
die i-te Komponente ausgelenkt werden kann, wenn
auf die übrigen Komponenten keine Rücksicht ge-
nommen wird.
Wenn mindestens eine Zustandsvariable nicht steu-
erbar ist, ist die GRAMsche Matrix singulär. Um
die Steuerbarkeitsmaße der übrigen Zustandsva-
riablen zu berechnen, wird in diesem Fall bei der
Ermittlung der Inversen auf die Pseudoinverse zu-
rückgegriffen (siehe [2]).

2.3.2.1 Wahl der Endzeit t1

In der Definitionsgleichung der GRAMschen Matrix (2.10) ist der Parameter t1 frei wählbar,
weshalb sich die Frage stellt, wie dieser möglichst sinnvoll gewählt werden kann. Folgendes
Beispiel zeigt, wie sich die Wahl von t1 auf das Steuerbarkeitsmaß auswirkt.

Beispiel 2.1: Gegeben sei das System

A =

[
α 1
0 −2

]
b =

[
1
1

]

mit den Eigenwerten λ1 = α und λ2 = −2. In Abbildung 2.3 ist das Steuerbarkeitsmaß m1 der
Zustandsvariablen x1 für sechs verschiedene Werte des Parameters α in Abhängigkeit der Zeit
t1 dargestellt.
Für negative Eigenwerte sieht man, dass die Wahl von t1 einen großen Einfluss auf das Steu-
erbarkeitsmaß hat. Je größer t1 wird, desto größer wird auch das Maß, da bei asymptotisch
stabilen Eigenwerten mehr Zeit vorhanden ist, um den Anfangszustand ohne Einwirkung von
außen in den Ursprung zu überführen. Dadurch wird die notwendige minimale Energie natür-
lich klein. Man sieht auch, dass je „schneller“ der Eigenwert ist (d.h. je größer |α| mit α < 0),
desto größer wird das Steuerbarkeitsmaß. Auf Grund dieses „schnelleren“ Eigenwerts kann der
Anfangszustand auch schneller nach Null überführt werden.
Genau das Gegenteil gilt für positive Eigenwerte. In diesem Fall führen die „schnellen“ Ei-
genwerte zu einem kleineren Steuerbarkeitsmaß, da die Eigenwerte der Überführung in den
Ursprung stärker entgegen wirken. Für einen positiven Eigenwert strebt das Maß für t1 → ∞
einem konstanten Wert zu. In diesem Fall wirkt sich die Wahl von t1 für hinreichend große t1
nur noch wenig auf das Steuerbarkeitsmaß aus.

Wird t1 klein gewählt, werden die „schnellen“ Eigenwerte (betragsmäßig große Eigenwerte)
bzw. wird t1 groß gewählt, werden die „langsamen“ Eigenwerte (betragsmäßig kleine Eigen-
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Abbildung 2.3: Steuerbarkeitsmaß nach BENNINGER für unterschiedliche Wahl von t1

werte) stärker gewichtet. Ist t1 groß, so haben auch die langsamen Eigenwerte „Zeit, ihren Bei-
trag zur Überführung des Anfangszustandes“ zu leisten. Daraus lässt sich folgendes erkennen:
Wählt man t1 zu klein, geht die Abhängigkeit der Eigendynamik des Systems verloren. Wählt
man die Zeit t1 hingegen zu groß, so führt dies zu einer Überbewertung der Dynamik und der
Einfluss der Eingangsmatrix verschwindet.
BENNINGER schlägt als mögliche Wahl für t1 die dominante Zeitkonstante des betrachteten
Systems vor. Soll das Maß für den Reglerentwurf verwendet werden, erachtet er es als zweck-
mäßig, t1 gleich der gewünschten Einschwingzeit zu wählen.
Eine weitere Möglichkeit zur Wahl der Endzeit t1 wird in [44] vorgestellt. Die Idee dieses An-
satzes ist, t1 so zu wählen, dass der Einfluss der Systemmatrix A und der Eingangsmatrix B

auf die Berechnung der GRAMschen Matrix QS gleich groß ist. Daraus folgt

‖e−At1‖ !
= ‖B‖. (2.16)

In [44] wurde die Norm ‖M‖ = maxi,j |mij | auf Grund ihrer einfachen Berechenbarkeit vorge-
schlagen. Wählt man diese Norm, kann Gleichung (2.16) nicht immer erfüllt werden. Wird die
Gleichung jedoch folgendermaßen verändert

‖e−At1‖ !
= ‖B‖ + γ γ ≥ 0,

ist sie für geeignet gewählt Werte γ in Abhängigkeit der Eigenwerte von A lösbar. Auf Basis
dieser Überlegungen ergibt sich für die Wahl der Endzeit t1 (vgl. [44]):

topt =






− ln(maxi,j |bi,j |+1)
λmin

für λmin < 0

maxi,j |bi,j | + 1 für λmin = 0

− ln 0.01
λmin

für λmin > 0 .

Neben der „gleichmäßigen“ Bewertung der Dynamik der Systemmatrix A und des Einflusses
des Eingangs hat diese Wahl den Vorteil, dass sie i.A. zu einer hinreichend kleinen Endzeit t1
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führt, sodass bei der numerischen Berechnung der GRAMschen Matrix keine Probleme auftre-
ten. Das aus [44] entnommene Beispiel mit den Daten

A =

[
−49 24
−64 31

]

b =

[
30
10

]

t1 = [0,1 1,5]

topt = 0,202

zeigt die numerischen Probleme, die bei einer „schlechten“ Wahl von t1 auftreten können (siehe
Abbildung 2.4). Für t1 > 1 liefert die numerische Berechnung der Maßzahlen keine brauchbaren
Ergebnisse mehr.

0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8 0 . 9 1 1 . 1
0

1 0

2 0

3 0

4 0

5 0

6 0

7 0

t
1

 

 m
1

m
2

t
o p t

Abbildung 2.4: Maßzahlen für unterschiedliche Werte der Endzeit t1

2.3.2.2 Berechnung des Steuerbarkeitsmaßes

Für die Berechnung der GRAMschen Matrix nutzt BENNINGER die durch die Zustandstrans-
formation x = XRz erhaltene Modalform. Die GRAMsche Matrix Q̂S eines Systems in Modal-
form kann analytisch angegeben werden und wird mittels der Beziehung

QS = XRQ̂SX−1
R

rücktransformiert, um die GRAMsche Matrix QS des ursprünglichen Systems zu ermitteln. Da
die Elemente der Matrix Q̂S i.A. komplex sein können, muss in diesem Fall eine zusätzliche
Transformation durchgeführt werden, um eine reelle Darstellung der GRAMschen Matrix zu
erhalten (siehe [1]). Der Nachteil bei der Berechnung von QS über die Modalform besteht je-
doch darin, dass die Modalform nur existiert, wenn die Systemmatrix A n voneinander linear
unabhängige Eigenvektoren besitzt und kann daher zur Berechnung nicht immer herangezo-
gen werden.
Deshalb wurde in [44] eine andere Methode zur Berechnung der GRAMschen Matrix QS imple-
mentiert und getestet. Die zugrunde liegende Idee dieser Methode ist die Darstellung der für
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die Berechnung von QS benötigten Transitionsmatrix Φ(t) = eAt als TAYLOR-Reihe. Dadurch
ergibt sich für die GRAMsche Matrix der Ausdruck

QS(t1) =
∞∑

i=0

∞∑

j=0

(
(−1)i+j 1

i!j!
AiBBT (AT )i ti+j+1

1

i + j + 1

)
,

der iterativ berechnet werden kann. Untersuchungen haben ergeben, dass 15 Iterationen i.A.
ausreichen, um die ersten drei Kommastellen exakt zu ermitteln. Ferner ergab sich, dass je grö-
ßer die Endzeit gewählt wird, desto mehr Iterationsschritte benötigt werden, um eine gleich
bleibende Genauigkeit zu erzielen [44]. Der Vorteil dieser Methode ist, dass keinerlei Anforde-
rungen an die Systemmatrix A gestellt werden.

Die für die Berechnung des Steuerbarkeitsmaßes notwendige Inversion der GRAMschen Ma-
trix bereitet vor allem bei Eigenwerten der Matrix A mit unterschiedlichen Vorzeichen und für
große Werte t1 Schwierigkeiten, da die Größenordnungen der Elemente in QS in diesem Fall
sehr unterschiedlich sind. Über eine RICCATI-Gleichung kann die Inverse jedoch direkt berech-
net werden: Die GRAMsche Matrix QS(t) erfüllt nämlich die LYAPUNOV-Differentialgleichung

dQS

dt
= −AQS − QSAT + BBT . (2.17)

Berechnet man nun die Ableitung von

QS(t)Q−1
S (t) = E

und setzt Gleichung (2.17) ein, so erfüllt die Matrix Q−1
S (t) die RICCATI-Differentialgleichung

dQ−1
S

dt
= Q−1

S A + ATQ−1
S − Q−1

S BBTQ−1
S .

Nimmt man an, dass für hinreichend große t1 die Inverse GRAMsche Matrix konstant ist, dann
gilt

dQ−1
S

dt
= 0

und die Matrix Q−1
S kann über die sogenannte algebraische RICCATI-Gleichung ermittelt wer-

den. Für negative Eigenwerte der Matrix A ergibt sich für das zugehörige Element in der Ma-
trix Q−1

S der Wert Null. Das lässt sich leicht dadurch erklären, dass ein asymptotisch stabiles Sy-
stem, das sehr lange Zeit hat (t1 → ∞), ohne Einwirkung von außen in den Ursprung gelangt. In
diesem Fall ist die benötigte Energie somit gleich Null, und das Steuerbarkeitsmaß wäre damit
unendlich groß. Somit liefert die Ermittlung des Maßes über die RICCATI-Gleichung im Fal-
le asymptotisch stabiler Eigenwerte keine brauchbaren Ergebnisse. Jedoch kann die RICCATI-
Gleichung zur Bewertung der zu positiven Eigenwerten gehörigen Zustandsvariablen heran-
gezogen werden, wenn die direkte Methode der Invertierung der Matrix QS keine korrekten
Ergebnisse liefert. Wird das Maß mit Hilfe der algebraischen RICCATI-Gleichung bestimmt, so
entspricht dies der Wahl t1 = ∞.
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2.4 Vergleich der Maße

Die Maße sollen bezüglich folgender Forderungen miteinander verglichen werden (vgl. [39]):

- Unabhängigkeit von Zustandstransformationen.
Eine Maßzahl soll für jedes äquivalent transformierte System das gleiche Ergebnis liefern.

- Unabhängigkeit von der Wahl der Eigenvektoren.
Da Links- bzw. Rechts-Eigenvektoren einer Matrix nicht eindeutig sind, ist auch die Mo-
dalform eines Systems nicht eindeutig. Die Maßzahlen sollen aber unabhängig von der
Transformation in die Modalform das gleiche Ergebnis liefern.

- Konsistenz mit der Definition nach KALMAN.
Das bedeutet, dass das Steuerbarkeitsmaß Null wird, wenn das System die Steuerbarkeit
verliert.

- Stetigkeit.
Bei nichtlinearen Systemen sollen linearisierte Modelle, deren Arbeitspunkte „direkt ne-
ben einander“ liegen, zu ähnlichen Werten der Maße führen. Natürlich sollen bei linearen
zeitinvarianten Systemen, deren Matrizen A bzw. B stetig von einem Parameter abhän-
gen, auch die Maße stetige Ergebnisse liefern.

- Physikalische Interpretierbarkeit.
Es soll möglich sein anhand der Maßzahlen direkt auf die Steuerbarkeit der realen nicht
transformierten Zustandsvariablen zu schließen.

Es hat sich Folgendes gezeigt: Das Maß a nach KONNO ist invariant gegenüber einer orthogo-
nalen Zustandstransformation, da sich durch die Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix
die Norm des Eingangsvektors nicht ändert. Die Maße κ nach LÜCKEL und MÜLLER und κs

nach LITZ sind wegen der Normierung (Divison durch der Term xH
LixLi) ebenfalls invariant

gegenüber solchen Transformationen. Alle übrigen modalen Maße weisen eine Unabhängig-
keit gegenüber regulären Zustandstransformationen auf. Diese Maße enthalten das Produkt
aus transformierter Ein- und Ausgangsmatrix ĈB̂, welches eine Invariante des Systems dar-
stellt. Bei dem Steuerbarkeitsmaß m nach BENNINGER kann aus methodischen Gründen keine
Invarianz gegenüber Transformationen gefordert werden, da in diesem Fall eine Untersuchung
der Steuerbarkeit der Zustandsvariablen erfolgt.
Das Regelbarkeitsmaß, die Polempfindlichkeitsmaße und die Dominanzmaße sind auf Grund
der Produktbildung ĈB̂ = CXRXLB = CB, die Steuerbarkeitsmaße κ und κs wegen der Nor-
mierung mit XL invariant gegenüber der Mehrdeutigkeit der Eigenvektoren. Auch die Ener-
giemaße sind unabhängig von der Mehrdeutigkeit der Eigenvektoren.
Die Forderungen nach Konsistenz und Stetigkeit werden nun anhand von zwei einfachen Bei-
spielen untersucht.

Beispiel 2.2: Gegeben seien die Systemdaten

A =

[
α 1
0 −2

]
b =

[
1
1

]
C =

[
1 0
0 1

]
.



16 Kapitel 2. Modal- und Energiemaße

Hierbei ist α eine reelle Konstante. Die Eigenwerte lauten λ1 = α und λ2 = −2. Durch Ermitt-
lung der Determinante der Steuerbarkeitsmatrix Su

|Su| =

∣∣∣∣
1 α + 1
1 −2

∣∣∣∣ = −(α + 3)

kann festgestellt werden, dass das System (A,b) für α = −3 nicht steuerbar ist.
Der Parameter α wird nun von −5,5 bis 1,5 variiert. Abbildung 2.5 zeigt die Steuerbarkeitsmaße
κ nach LITZ und κs nach LÜCKEL und MÜLLER in Abhängigkeit von α.

- 5 - 4 - 3 - 2 - 1 0 1
0

0 . 2

0 . 4

0 . 6

0 . 8

1

1 . 2

1 . 4

1 . 6

1 . 8

2

a 

 k
1

k
2

- 5 - 4 - 3 - 2 - 1 0 1
0

1 0

2 0

3 0

4 0

5 0

6 0

7 0

8 0

9 0

a 

 k
s
1

k
s
2

Abbildung 2.5: Steuerbarkeitsmaß κ nach LITZ (links) und κs nach LÜCKEL und MÜLLER (rechts)

Beide Maße für den Eigenwert λ1 sind für α = −3 gleich 0, d.h., sie zeigen den Steuerbar-
keitsverlust korrekt an und sind somit konsistent zu den KALMANschen Begriffen. Dies gilt
in diesem Beispiel auch für alle anderen Maße. Der Term e−2Re{λi} in der Maßdefinition von
κs nach MÜLLER und LÜCKEL bewirkt eine Verkopplung der Steuerbarkeit mit der Stabilität
des betrachteten Eigenwertes. Dies führt, wie in Abbildung 2.5 zu sehen, zu Verzerrungen des
Steuerbarkeitsmaßes. Für α < −3 steigt das Maß sehr rasch an und strebt für positive Werte von
α gegen 0. Instabile Eigenwerte werden dadurch prinzipiell als schlecht steuerbar beurteilt. Im
Allgemeinen ist eine Verkopplung zwischen Steuerbarkeit und Stabilität nicht wünschenswert,
da beide Systemeigenschaften unabhängig voneinander sind.
Das System hat an der Stelle α = −2 einen doppelten Eigenwert, der, wie in Abbildung 2.6
beispielhaft für das Maß a nach KONNO dargestellt, zu einer Unstetigkeitsstelle führt. In der
Nähe dieser Stelle nehmen die Maße sehr hohe Werte an, was fälschlicherweise als „gute Steu-
erbarkeit“ interpretiert werden kann. Die Unstetigkeit bei mehrfachen Eigenwerten zeigen all
die Maße, die auf der Modalform bzw. dem Kriterium von GILBERT fußen, da dieses nur für
einfache Eigenwerte definiert ist. Auch die Maße κ und κs besitzen für mehrfache Eigenwer-
te eine Unstetigkeitsstelle bzw. sind für diesen Fall nicht definiert. Diese Unstetigkeitstelle ist
allerdings in Abbildung 2.5 nicht zu sehen, da die Inverse XL der singulären Matrix XR nume-
risch berechnet wird. Das so erhaltene XL besitzt zwar sehr hohe Werte, die sich jedoch durch
die Normierung mit xLi nicht auf das Maß auswirken. Daher ist das Problem der zu hohen
Werte in der Umgebung der Unstetigkeitsstelle nicht gegeben.
Das in Abbildung 2.6 dargestellte relative Polempfindlichkeitsmaß nach LITZ sλ1

r11
zeigt an der

Stelle α = 0 eine weitere Unstetigkeitsstelle, die aus der Normierung mit dem Eigenwert resul-
tiert. Alle Maße deren Definition eine solche Normierung ausweist, zeigen diese Unstetigkeit.
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Abbildung 2.6: Steuerbarkeitsmaß a nach KONNO (links) und Polempfindlichkeitsmaße S und s nach
LITZ (rechts)

Beispiel 2.3: Gegeben sei das in Modalform vorliegende System

A =

[
−1 0
0 −1 + α

]
b =

[
1
1

]
C =

[
1 0
0 1

]

mit den Eigenwerten λ1 = −1, λ2 = −1 + α und einer reellen Konstante α. Für α = 0 besitzt
das System den doppelten Eigenwert λ1,2 = −1 und ist nicht steuerbar. Beide Zustandsvaria-
blen können über den Stelleingang u beeinflusst werden. Es kann jedoch trotzdem nicht jeder
beliebige Zustand erreicht werden, da die beiden entkoppelten Teilsysteme identisch sind und
somit das gleiche dynamische Verhalten aufweisen.
Diesen Sachverhalt geben nur die auf der Idee der minimalen Energie basierenden Maße kor-
rekt wieder. Beispielhaft sind in Abbildung 2.7 die Steuer- und Beeinflussbarkeitsmaße m und v
nach BENNINGER und RIVOIR dargestellt. Das Steuerbarkeitsmaß m zeigt an der Stelle α = 0
den Steuerbarkeitsverlust an. Das Beeinflussbarkeitsmaß v zeigt, dass das System im betrachte-
ten Intervall α ∈ [−0,5 0,5] beeinflussbar bleibt.
Da das System in Modalform vorliegt, erhält man konstante, von α unabhängige Eigenvektoren.
Daraus resultiert, dass die Modalmaße den Steuerbarkeitsverlust bei α = 0 nicht wiedergeben
können (vgl. Abbildung 2.7). Dies lässt den Schluss zu, dass die Maße für den Fall mehrfacher
Eigenwerte nicht konsistent zu den KALMANschen Begriffen sind. Da die Maße gerade im
Falle des Steuerbarkeitsverlustes durch innere Verkopplungen falsch liegen, liegt der Verdacht
nahe, dass nicht die Steuerbarkeit bewertet wird, sondern Aussagen über die Beeinflussbarkeit
getroffen werden [2]. Für den Fall des Steuerbarkeitsverlustes bei einem doppelten Eigenwert
sind somit nur die auf der Idee der minimalen Energie basierenden Maße konsistent. Dies liegt
daran, dass für die Berechnung der Maße die GRAMsche Matrix benötigt wird, die für ein nicht
steuerbares System singulär ist. Daraus folgt, dass die Determinante der Matrix gleich Null ist
und die Spur ihrer Inversen theoretisch unendlich groß wird. Dadurch werden die beiden Maße
d1 und d2 nach KALMAN für nicht steuerbare Systeme zu Null.

Die in diesem Abschnitt untersuchten Eigenschaften der modalen Maße sind in Tabelle 2.1 zu-
sammengefasst.
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Abbildung 2.7: Das Summenmaß Σ nach LITZ als Beispiel eines nicht konsistenten Maßes (links) und
das konsistente Maß m nach BENNINGER und RIVOIR (rechts)

Tabelle 2.1: Vergleich der Modalmaße
Invariant gegenüber

Mehrd. der EV Koord.trans. Konsistenz Stetigkeit
KONNO a (Gl. 2.2) x orthogonal x x
LÜCKEL, MÜLLER κs (Gl. 2.3) X orthogonal x x*

LITZ κ (Gl. 2.4) X orthogonal x x *

HIPPE % (Gl. 2.5) X regulär x x
BENNINGER m (Gl. 2.14) X – X X

**

BENNINGER v (Gl. 2.15) X – – X
**

KALMAN:
Determinante d1 (Gl. 2.12) X regulär X X

Spur d2 (Gl. 2.13) X regulär X X

LITZ:
abs. Polempf. S (Gl. 2.6) X regulär x x
rel. Polempf. s (Gl. 2.7) X regulär x x
Maximalmaß M (Gl. 2.8) X regulär x x
Summenmaß Σ (Gl. 2.9) X regulär x x

* Besitzt Unstetigkeitsstelle für mehrfache Eigenwerte; durch numerische Fehler bei der Inversion von
XR erhält man jedoch meist einen stetigen Funktionsverlauf.
** In manchen Fällen Unstetigkeiten durch numerische Fehler bei der Berechnung.

Zum Abschluss dieses Abschnittes wird untersucht, ob es sich bei den betrachteten Maßzahlen
auch um ein Maß bzw. eine Norm im mathematischen Sinn handelt. Hierzu folgende Definition:

Definition 1 (Norm): Eine Abbildung ‖ · ‖ : V → R+
0 in die nichtnegativen reellen Zahlen heißt

Norm auf V , wenn für alle Vektoren x,y ∈ V und alle Skalare λ die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

1. ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0 (Definitheit).
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2. ‖x‖ > 0 ⇔ x 6= 0 (Positivität).

3. ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (Homogenität).

4. ‖x + y|| ≤ ‖x‖ + ‖y‖ (Dreiecksungleichung).

Handelt es sich um eine Matrixnorm, so gilt zusätzlich für zwei Matrizen X,Y passender Di-
mension

5. ‖XY‖ ≤ ‖X‖‖Y‖ (Submultiplikativität).

Für die modalen Steuerbarkeitsmaße wird überprüft, ob das Maß eine Norm des Zeilenvektors
b̂T

i der transformierten Eingangsmatrix darstellt. Das Maß κ nach LITZ erfüllt die Eigenschaft
der Definitheit und der Positivität. Die beiden übrigen Eigenschaften werden von dieser Maß-
zahl nicht erfüllt. Wählt man jedoch stattdessen als Maß

√
κ, so können alle vier Eigenschaften

erfüllt werden. Die Erfüllung der Eigenschaft 4 ist unter der Voraussetzung gleicher Links-
Eigenvektoren möglich. D.h., wenn V die Menge der Eingangsvektoren eines Systems beschreibt,
dann ist das Maß

√
κ eine Norm auf V . Analoges gilt auch für das Maß κS nach MÜLLER und

LÜCKEL. Für die Maßzahl
√

κs müssen zur Erfüllung der Dreiecksungleichung sowohl die
Links-Eigenvektoren als auch die Eigenwerte übereinstimmen. Das Maß a nach KONNO er-
füllt alle vier Eigenschaften.
Bei den Steuer- und Beobachtbarkeitsmaßen ist zu prüfen, ob es sich um eine Matrixnorm han-
delt, da sich in diesem Fall das Maß auf die Matrix Gi aus Gleichung (2.2) bezieht. Da für das
Regelbarkeitsmaß nach HIPPE und für die Polempfindlichkeitsmaße nach LITZ die einzelnen
Elemente der Matrix Gi betrachtet werden, handelt es sich bei diesen Maßen um keine Nor-
men, da sie die Abbildung R

pxm → R
pxm beschreiben. Das Maximal- und das Summenmaß

Mi und Σi nach LITZ erfüllen die Eigenschaften 1-3. Für gleiche Eigenwerte λi wird auch die
4. Eigenschaft erfüllt. Die Eigenschaft der Submultiplikativität erfüllen diese Maße nicht. Unter
der Vorraussetzung, dass das System gleich viele Ein- wie Ausgänge (m = p) besitzt, erfüllt
das Produkt aus der Anzahl der Eingänge m und dem Maximalmaß Mi auch diese Eigenschaft.
Somit stellt mMi eine Matrixnorm dar.
Die über die minimale Energie definierten Maße nach BENNINGER und RIVOIR sind keine
Normen, da sie die GRAMsche Matrix QS auf n Werte abbilden.

2.4.1 Mögliche Erweiterung

Die Untersuchung der Modalmaße hat gezeigt, dass die Verwendung einiger Maße zu falschen
Ergebnissen führt, wenn die Eigenwerte der Systemmatrix nahe beieinanderliegen. Besitzt die
Matrix A einen doppelten Eigenwert, dann haben diese Maße eine Unstetigkeitsstelle und der
Steuerbarkeitsverlust auf Grund eines doppelten Eigenwertes wird vom Maß nicht angezeigt.
In der Umgebung dieser Unstetigkeitsstelle, d.h., wenn der Abstand zwischen den Eigenwerten
klein ist, liefern diese Maße fälschlicherweise sehr hohe Werte. Leider kann kein maximaler
Abstand angegeben werden, den die Eigenwerte besitzen müssen, damit dieser Effekt nicht
auftritt. Durch Multiplikation des Maßes mit dem kleinsten Abstand

δλ := min{|λi − λj |} für i 6= j i, j = 1, . . . , n
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zwischen zwei Eigenwerten kann diesem Effekt entgegengewirkt werden. In diesem Abschnitt
wird die Auswirkung der Multiplikation mit δλ am Beispiel des Maßes a nach KONNO unter-
sucht. Für die sich aus der Multiplikation ergebende Funktion wird die Bezeichnung

ã := aδλ

eingeführt.
Das in Beispiel 2.3 untersuchte System verliert für α = 0 wegen des doppelten Eigenwertes
λ1,2 = −1 die Steuerbarkeit. Dies wird vom Maß a nicht angezeigt, da es für alle α konstant
gleich Eins ist. Der Abstand zwischen den Eigenwerten ist für α = 0 gleich Null, und somit ist
auch ã gleich Null (vgl. Abbildung 2.8). Durch die Multiplikation von a mit δλ wird für dieses
Beispiel der Steuerbarkeitsverlust nun korrekt angezeigt.
Das System aus Beispiel 2.2 verliert für α = −3 die Steuerbarkeit und hat für α = −2 einen dop-
pelten Eigenwert. Da das Maß a den Steuerbarkeitsverlust für α = −3 korrekt wiedergibt (vgl.
Abbildung 2.6), wird auch ã zu Null. Für den doppelten Eigenwert bei α = −2 ist das System
steuerbar. Da gilt δλ(α = −2) = 0, wird auch ã(α = −2) zu Null, wodurch fälschlicherweise
angezeigt wird, dass das System für α = −2 nicht steuerbar ist.
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Abbildung 2.8: Funktion aδλ für System aus Beispiel 2.2 (rechts) und Beispiel 2.3 (links)

Die Multiplikation von a mit δλ hat die zuvor gewünschte Auswirkung: ã besitzt immer noch
eine Unstetigkeitstelle für mehrfache Eigenwerte (siehe Abbildung 2.8 (rechts) für α = −2).
Den fälschlicherweise hohen Werten in der Umgebung der Unstetigkeitsstellen von a wird al-
lerdings entgegengewirkt. Der Nachteil von ã ist, dass im Falle eines doppelten Eigenwertes
δλ = 0 gilt. Dadurch zeigt ã immer an, dass das System nicht steuerbar ist, unabhängig davon,
ob der doppelte Eigenwert zu einem Steuerbarkeitsverlust führt oder nicht.

2.4.2 Diskussion der Ergebnisse

Die in diesem Kapitel vorgestellten Maße lassen sich in zwei Klassen einteilen: Modalmaß und
Energiemaß. Die Klasse der Modalmaße zeichnet sich durch einfache Berechenbarkeit aus, be-
sitzt aber auch Schwächen: Sie beschränkt sich auf diagonalisierbare Systemmatrizen A. Da-
durch ergeben sich Unstetigkeitsstellen in den Maßen. Bei einigen Maßdefinitionen ergeben
sich weitere Unstetigkeiten durch die Normierung mit dem Eigenwert. Es hat sich gezeigt, dass
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die Maße in der Nähe dieser Unstetigkeitstellen i.A. sehr hohe Werte annehmen, was fälsch-
licherweise als „gute Steuerbarkeit“ interpretiert werden kann. Da diese Definitionen nur die
Eingangsmatrix B̂ berücksichtigen, zeigen die Maße einen Steuerbarkeitsverlust auf Grund in-
nerer Verkopplungen, hervorgerufen durch mehrfache Eigenwerte, nicht an. Durch die Betrach-
tung im Modalraum ist i.A. eine Zuordnung zu den ursprünglichen (physikalischen) Zustands-
variablen nicht möglich.

Betrachtet man die Klasse der Energiemaße, erkennt man, dass die Stabilität des Systems einen
Einfluss auf das Steuerbarkeitsmaß hat. Liegt z.B. ein asymptotisch stabiles System vor, so wird
bei konstantem Endzeitpunkt t1 das Maß größer, je weiter die Eigenwerte des Systems von der
imaginären Achse entfernt sind. Der Grund hierfür ist, dass je „stabiler“ ein Eigenwert, desto
schneller wird der Anfangzustand x0 in den Ursprung überführt. Somit ist die über den Ein-
gang u zugeführte Energie klein. Dieser Effekt verstärkt sich, je größer t1 gewählt wird. Die
Verkopplung zwischen Steuerbarkeit und Stabilität kommt daher, dass man in dieser Defini-
tionsklasse die minimale Energie betrachtet, die benötigt wird, um einen Anfangszustand in
den Ursprung zu überführen. Bei der Definition der Steuerbarkeit wird jedoch die Überführ-
barkeit eines Anfangszustandes in jeden beliebigen Endzustand gefordert. Je nach Lage von
Anfangs- und Endzustand kann auch ein instabiler Eigenwert dazu beitragen, dass die benö-
tigte minimale Energie klein ist. Das wird von den Energiemaßen nicht berücksichtigt. Diese
Maße bewerten genau genommen nicht die Steuerbarkeit, sondern die „Steuerbarkeit in den
Ursprung“. Die Berechnung der Maße ist im Vergleich zu den Modalmaßen aufwendiger, da
die Inverse der GRAMschen Matrix berechnet werden muss. In [1] wird für die Berechnung die
Modalform benutzt, da für diese Systeme die GRAMsche Matrix analytisch angegeben werden
kann. Damit ergibt sich aber der Nachteil, dass die Berechnung nur für diagonalisierbare Sy-
stemmatrizen möglich ist. Im Unterschied zu den Modalmaßen ist die Definition an sich nicht
auf diese Systemklasse beschränkt, sondern diese Einschränkung ergibt sich erst durch die Be-
rechnung. Dieses Problem kann durch die in Abschnitt 2.3.2.2 vorgestellte Berechnung über den
Reihenansatz umgangen werden.
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Kapitel 3

Distanzmaß

Da das in der Einleitung angeführte Theorem 1 nach LEE und MARKUS für ein tieferes Ver-
ständnis des Steuerbarkeitsbegriffes von großer Bedeutung ist, wird dieses hier erneut ange-
führt und erläutert.

Theorem 4 (LEE und MARKUS [28]): Betrachtet man ein steuerbares System (A,B), so exi-
stiert eine positive Konstante εs derart, dass jedes System (Â, B̂) mit der Eigenschaft

||A − Â|| < εs und ||B − B̂|| < εs (3.1a)

ebenfalls steuerbar ist. Umgekehrt, falls ein System (Ã, B̃) nicht steuerbar ist, so existiert zu
jeder positiven Konstante ε ein steuerbares System (A,B) mit der Eigenschaft

||A − Ã|| < ε und ||B − B̃|| < ε. (3.1b)

Relation (3.1a) sagt aus, dass um jedes steuerbare System eine Umgebung existiert, in welcher
sich nur steuerbare Systeme befinden. In Relation (3.1b) kann der Parameter ε beliebig klein
gewählt werden. Somit besagt diese Ungleichung, dass sich beliebig nahe bei einem nicht steu-
erbaren System ein steuerbares befindet (vgl. Abbildung 3.1).

Abbildung 3.1: Theorem nach LEE und MARKUS

Damit ist die Menge der steuerbaren Systeme offen und dicht im metrischen Raum aller LZI-
Systeme. In diesem Raum befinden sich nur an singulären Punkten nicht steuerbare Systeme.
Es wird nun folgende Größe eingeführt:

µ(A,B) := min
δA∈Cnxn,δB∈Cnxm

{‖[δA, δB]‖ : (A + δA,B + δB) nicht steuerbar}. (3.2)

23
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Mit der Spektralnorm einer (rechteckigen) Matrix 1

‖M‖ :=
√

λmax(MHM) = σmax(M),

die dem größten Singulärwert der Matrix M entspricht. Aus dem Theorem nach LEE und MAR-
KUS ist erkennbar, dass die Größe µ dem kleinsten Abstand zu einem nicht steuerbaren System
entspricht, weshalb sie als Distanzmaß bezeichnet wird. Ist dieser kleinste Abstand zu einem
nicht steuerbaren System klein, wird das System als „schlecht“ steuerbar bezeichnet.
Diese Größe kann jedoch auch anders interpretiert werden: In Relation (3.2) wird nach ei-
ner Störung [δA, δB] mit der kleinstmöglichen Norm gesucht, die das System (A,B) nicht
steuerbar macht. Ist das Maß klein, heißt das, dass eine kleine Störung ausreicht, um das Sy-
stem (A + δA,B + δB) nicht steuerbar zu machen. In diesem Fall wird das System (A,B) als
„schlecht“ steuerbar bezeichnet.
PAIGE führt in [38] die Größe µ für eine numerisch zuverlässige Überprüfung der Steuerbar-
keit ein, da, wie in der Einleitung gezeigt wurde, die numerische Überprüfung der Steuerbar-
keit mit Hilfe der Kriterien nach KALMAN oder HAUTUS in manchen Fällen zu fehlerhaften
Ergebnissen führt. Ist µ(A,B) größer als ein bestimmter Wert µ0, der sich aus Unsicherheiten
der Systemmatrizen und aus einer Schranke für die zu erwartenden numerischen Fehler bei
der Berechung von µ zusammensetzt, dann ist das System (A,B) mit Sicherheit steuerbar. An-
dernfalls kann keine zuverlässige Aussage über die Steuerbarkeit des Systems gemacht werden.

EISING hat in [9, 10] gezeigt, dass Relation (3.2) zu der Beziehung

µ(A,B) = inf
s∈C

{σmin([sE − A,B])} =: inf
s∈C

{σ(s)} (3.3)

äquivalent ist. Hierbei ist s eine beliebige komplexe Zahl und σmin(M) der kleinste Singulär-
wert der Matrix M. Diese Gleichung beschreibt ein Optimierungsproblem mit dem freien Pa-
rameter s. Somit erhält man unabhängig von der Systemordnung ein Problem mit zwei reellen
Optimierungsparametern: dem Real- und dem Imaginärteil der komplexen Variablen s. Im Ver-
gleich dazu kann im Optimierungsproblem nach (3.2) an den Matrizen δA und δB „gedreht“
werden, woraus sich n(n + m) Optimierungsparameter ergeben.
Die Zusammenhänge zwischen (3.2) und (3.3) können leicht gezeigt werden: Angenommen das
System (A + δA,B + δB) ist nicht steuerbar. Dann gilt für mindestens ein s ∈ C

Rang([sE − (A + δA),B + δB]) < n.

Da die kleinste Störung, die einen Rangverlust der Matrix [sE−A,B] hervorrufen kann, gleich
σmin([sE − A,B]) ist, gilt

σmin([sE − A,B]) ≤ ‖[δA, δB]‖.
Das Gleichheitszeichen gilt für

[δA, δB] = −σminunv
H
n

mit den zum Singulärwert σmin gehörigen normierten Links- und Rechtssingulärvektoren un

und vn.

1Hierbei symbolisiert λmax(M) den größten Eigenwert der Matrix M.
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Gleichung (3.3) besagt, dass µ das Minimum des durch σmin([sE − A,B]) über der komplexen
Ebene aufgespannten „Gebirges“ ist. Die Visualisierung dieses „Gebirges“ kann mit Hilfe des
sogenannten Pseudospektrums erfolgen (siehe hierfür Anhang A.1).
Eine einfache obere Schranke für das Distanzmaß ist durch die Norm der Matrix A

µ(A,B) ≤ ‖A‖

gegeben [16].
Der Bereich, in dem sich das Minimum befindet, kann wie folgt eingeschränkt werden: Es sei

f(s) := vH
n (s)

[
un(s)

0

]
(3.4)

mit un(s) und vn(s) den normalisierten n-ten Spalten der Matrizen U und V aus der Singulär-
wertzerlegung

[sE − A,B] = UΣVH .

Die kritischen Punkte von σ(s) genügen der Beziehung

s = un(s)HAun(s). (3.5)

Diese folgt aus
σ(s)f(s) = un(s)H(sE − A)un(s),

da
[sE − A,B]Hun(s) = σ(s)vn(s)

gilt. Da alle kritischen Punkte s = x + jy Gleichung (3.5) erfüllen, liegen alle Minima im Werte-
bereich2 von A

F (A) = {xHAx : ‖x‖ = 1,x ∈ C}.
Damit und durch Aufspalten der Matrix A in einen symmetrischen und einen schiefsymmetri-
schen Anteil kann der Bereich, in dem das Minimum liegen, auf das Rechteck3

λmin

(
A + AT

2

)
≤ x ≤ λmax

(
A + AT

2

)

λmin

(
A − AT

2j

)
≤ y ≤ λmax

(
A − AT

2j

)
(3.6)

beschränkt werden [7]. Da σmin([sE−A,B]) = σmin([s̄E−A,B]) gilt, gibt es nur reelle oder kon-
jugiert komplexe Minima. Deshalb muss nur in einer der beiden Hälften des oben angegeben
Rechtecks nach dem globalen Minimum gesucht werden. Die Schwierigkeit der Minimumsu-
che ergibt sich dadurch, dass Gleichung (3.3) ein nichtlineares, nicht glattes, nicht konvexes
Optimierungsproblem beschreibt.

Zur Bestimmung von µ nach Gleichung (3.2) wird nach der kleinsten Norm einer Störung
[δA, δB] gesucht, die das System nicht steuerbar macht. Hierbei werden zwei Fälle unterschie-
den:

2Zur Definition und zu den Eigenschaften des Wertebereichs einer Matrix siehe [46].
3Da hier nur Systeme mit reellen Daten betrachtet werden, wird die transponierte Matrix benutzt. Andernfalls

muss diese durch die konjugiert transponierte Matrix ersetzt werden.
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- Die Matrizen δA und δB können komplexe Elemente besitzen. Das sich dadurch ergeben-
de µ wird im Weiteren als µC bezeichnet.

- Die Matrizen δA und δB beinhalten nur reelle Elemente, da im Allgemeinen reelle Stö-
rungen von praktischem Interesse sind. Das Optimierungsproblem zur Bestimmung des
als µR bezeichneten Maßes entspricht einer Minimumsuche entlang der reellen Achse des
Pseudospektrums.

Wird in weiterer Folge vom Distanzmaß µ (ohne Indizierung) gesprochen, dann ist sowohl µC

als auch µR gemeint.

In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, wie das Maß µC bzw. µR ermittelt werden kann.
Für bestimmte Systeme 1. und 2. Ordnung kann das Distanzmaß analytisch angegeben wer-
den (siehe Abschnitt 3.1). Die analytische Berechnung wird jedoch mit zunehmender Ordnung
schwieriger bzw. unmöglich. Das Maß µ wird dann numerisch ermittelt. In Abschnitt 3.2.1 wer-
den Algorithmen vorgestellt, die eine obere und untere Schranke für das zu ermittelnde Mini-
mum µC liefern. In Abschnitt 3.2.2 werden Verfahren zur Bestimmung von Schranken für µR

vorgestellt.

3.1 Analytische Lösung

Die analytische Lösung liefert einen tieferen Einblick und ein besseres Verständnis für das Di-
stanzmaß. Zuerst werden Systeme 1. Ordnung und in Modalform vorliegende Systeme 2. Ord-
nung betrachtet, da für diese Systeme das Distanzmaß in einigen Fällen durch Lösen des Op-
timierungsproblems (3.3) nach EISING analytisch ermittelt werden kann. Mit Hilfe dieser ana-
lytischen Lösungen und weiterer Abschätzungen können dann auch für allgemeine Systeme
höherer Ordnung Aussagen über das Verhalten des Distanzmaßes gemacht werden.

3.1.1 Systeme 1. Ordnung

Für das System 1. Ordnung
dx

dt
= ax + bu

wird nun das Distanzmaß

µ = inf
s∈C

{σmin([s − a, b])} = inf
s∈C

{σ(s)} = σ(s∗) (3.7)

mit s = x + jy analytisch berechnet.
Mit der Abkürzung M := [s − a, b] ergibt sich für den Singulärwert σ

σ(x, y) =
√

λmax(MMH) =
√

(x − a)2 + y2 + b2.

Das Rechteck (3.6) beschreibt den Bereich in der komplexen Ebene in dem sich das Minimum
befindet. Für Systeme 1. Ordnung entartet dieses Rechteck zu einer Geraden entlang der reellen
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Achse. Somit gilt für die Lage des Minimums s∗ = x∗. Um dies zu berechnen, wird σ für y = 0
nach x abgeleitet und die Ableitung Null gesetzt. Dadurch ergibt sich

dσ

dx

!
= 0 y x∗ = a.

Da die 2. Ableitung von σ an der Stelle x = a positiv ist, handelt es sich bei der gefundenen
Lösung tatsächlich um ein Minimum. Setzt man dieses Ergebnis in Gleichung (3.7) ein, so erhält
man für das Distanzmaß

µ = σ([a − a, b]) = |b|.

Aus diesem Ergebnis ist ersichtlich, dass der Eigenwert a des Systems die Lage des Minimums
s∗ bestimmt, während die Größe des Distanzmaßes µ nur vom Betrag von b abhängig ist. Da
y = 0 gilt, ist s∗ reell und somit µC = µR.
Für das System 1. Ordnung wird zum Vergleich das Steuerbarkeitsmaß κ nach LITZ berechnet.
Da für die Eigenvektoren xR = xL = 1 gilt, vereinfacht sich die Berechnung von κ zu

κ =
xH

L bbHxL

xH
L xL

= b2.

Daher gilt zwischen κ und µ der einfache Zusammenhang µ2 = κ.

Zusammenfassung (Systeme 1. Ordnung):

1. µC = µR.

2. a bestimmt die Lage des Minimums s∗.

3. b bestimmt das Steuerbarkeitsmaß µ.

4. µ2 = κ.

3.1.2 Systeme 2. Ordnung

In diesem Abschnitt wird die analytische Ermittlung des Distanzmaßes µ für Systeme 2. Ord-
nung angegeben. Der Einfachheit halber wird das Distanzmaß µ für das in Modalform vorlie-
gende System

dx

dt
=

[
λ1 0
0 λ2

]
x +

[
b1

b2

]
u (3.8)

ermittelt. Mit der Abkürzung M := [sE−A,b] berechnen sich die Singulärwerte der Matrix M

mit s = x + jy gemäß

σ(x, y) =
√

λ(MMH).
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3.1.2.1 Reelle Eigenwerte

Besitzt die Matrix A reelle Eigenwerte, entartet das Rechteck (3.6) in dem sich das Minimum
befindet zu einer Geraden auf der reellen Achse. Damit gilt für die Lage des Minimums s∗ =
x∗ ∈ R und somit µC = µR. Über die analytische Lösung kann folgendes festgehalten werden:
Es gilt λ1, λ2, b1, b2 ∈ R und man erhält

MMH =

[
α1 b1b2

b1b2 α2

]
(3.9)

mit
α1 := (x − λ1)

2 + y2 + b2
1 und α2 := (x − λ2)

2 + y2 + b2
2.

Für die Ableitung von σ(x, y = 0) nach x ergibt sich ein Polynom 4. Grades, dessen Nullstel-
len nicht analytisch angegeben werden können. Für den Spezialfall, dass die Systemmatrix A

zwei gleiche Eigenwerte λ1 = λ2 =: λ besitzt, vereinfacht sich die Berechnung. Für das globale
Minimum gilt in diesem Fall s∗ = λ mit µ(s∗) = 0. Daraus folgt, dass das Distanzmaß für Sy-
steme 2. Ordnung in Diagonalform den Steuerbarkeitsverlust auf Grund doppelter Eigenwerte
korrekt wiedergibt.

Leider kann schon für einfache Systeme 2. Ordnung keine analytische Lösung für das Distanz-
maß µ ermittelt werden. Um das Distanzmaß trotzdem analysieren zu können, wird nun eine
asymptotische Lösung für das Maß ermittelt. Hierfür wird wieder das System in Modalform
(3.8) betrachtet. Der Einfachheit halber soll vorerst b1 = b2 =: b gelten. Durch diese vereinfa-
chende Annahme kann eine Lösung für

∂σ

∂x
= 0

und somit ein lokales Extremum angegeben werden mit

x∗
1 =

1

2
(λ1 + λ2).

Berechnet man für dieses Extremum den Wert für das Distanzmaß µ, so ergibt sich

µ(x∗
1) =

1

2
δ (3.10)

mit δ = |λ1 − λ2|, dem Abstand zwischen den beiden Eigenwerten. Diese Gleichung beschreibt
eine Asymptote in Abhängigkeit von δ. Eine weitere Asymptote erhält man für die Lösung
x∗

2 = λ1,2. Strebt δ gegen Unendlich, dann gilt

lim
δ→∞

∂σ

∂x

∣∣∣∣
x=x∗

2

= 0.

D.h., wird der Abstand zwischen den Eigenwerten der Systemmatrix A größer, strebt die Lö-
sung x∗

2 einem Extremum entgegen. Für den Wert des Distanzmaßes gilt in diesem Fall

lim
δ→∞

µ(x∗
2) = b, (3.11)
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Abbildung 3.2: Numerische und asymptotische Lösung für das Minimum x∗ (links) und das Distanz-
maß µ (rechts)

welcher die zweite Asymptote beschreibt. Der Schnittpunkt der beiden Asymptoten (3.10) und
(3.11) ergibt sich zu δ = 2b.
Abbildung 3.2 zeigt die numerisch bestimmten Werte für die Lage des Minimums x∗, das Di-
stanzmaß µ sowie die ermittelten Asymptoten, aufgetragen über dem Abstand δ zwischen den
Eigenwerten der Systemmatrix A. Es ist ersichtlich, dass die asymptotische Darstellung mit grö-
ßer werdenden Werten für b schlechter wird. Trotzdem liefert diese Darstellung wichtige Ein-
blicke in das Verhalten des Distanzmaßes µ bzw. in das Steuerbarkeitsverhalten des Systems.
Ist der Abstand δ hinreichend groß, dann ist der Einfluss der Systemmatrix vernachlässigbar
klein, und nur noch der Eingangsvektor b ist ausschlaggebend für das Distanzmaß µ. Für hin-
reichend kleine Werte von b liegt das Minimum in der Mitte der beiden Eigenwerte von A, und
für den Wert des Distanzmaßes µ ist nur der Abstand δ entscheidend.
Für den Fall b1 6= b2 ist die Lösung µ(x∗

1) = 1
2δ kein Extremum des Distanzmaßes µ. Jedoch

liefert die zuvor ermittelte Asymptote aus Gleichung (3.10) auch in diesem Fall eine brauchbare
Abschätzung. Für x∗

2 = λ1,2 gilt analog zum Fall b1 = b2, dass diese Lösung für δ → ∞ einem
Extremum mit dem Wert

lim
δ→∞

µ(x∗
2) = b1,2

zustrebt. Als Asymptote kann somit der Wert min{b1, b2} betrachtet werden. Abbildung 3.3
zeigt die Ergebnisse der Untersuchung des Distanzmaßes µ für b1 6= b2. Hierbei wurde der
Wert b1 konstant gleich Eins gewählt, und der Wert b2 variiert.
Aus dieser Abbildung ist ersichtlich, dass mit größer werdenden Werten für b2 die asympto-
tische Darstellung schlechter wird. Es können jedoch folgende Schlüsse gezogen werden. Für
hinreichend große Werte δ strebt das Distanzmaß gegen den Wert min{b1, b2}. Für kleine Werte
der Elemente von b und kleine δ wird das Maß fast ausschließlich durch den Abstand der Ei-
genwerte δ bestimmt.
Zusammenfassend kann aus der erarbeiteten asymptotischen Darstellung geschlossen werden,
dass, wenn die Eigenwerte nahe beieinander liegen, das Distanzmaß klein und somit die Steu-
erbarkeit schlecht ist. Liegen die Eigenwerte hinreichend weit von einander entfernt, sind die
Werte im Eingangsvektor b für die Güte der Steuerbarkeit verantwortlich. Ist das kleinste Ele-
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Abbildung 3.3: Numerische und asymptotische Lösung für das Minimum x∗ (links) und das Distanz-
maß µ (rechts)

ment in b klein, so führt dies zu einer kleinen Maßzahl und deutet somit auf schlechte Steuer-
barkeit hin.

3.1.2.2 Konjugiert komplexe Eigenwerte

Es sei4

λ1 = λ2 =: λ = σ + jω und b1 = b2 =: b.

Damit erhält man mit M = [sE − A,b] die Matrix

MMH =

[
α1 b2

b
2

α2

]

mit
α1 := (x − σ)2 + (y − ω)2 + |b|2 und α2 := (x − σ)2 + (y + ω)2 + |b|2.

Für die Eigenwerte Λ1,2 der Matrix MMH gilt

Λ1,2 = (x − σ)2 + y2 + ω2 + |b|2 ±
√
|b|4 + 4y2ω2.

Durch Nullsetzen der Ableitung nach x ergibt sich

∂Λ1,2

∂x
= 2x − 2σ

!
= 0 y x∗ = σ. (3.12)

Analog erhält man durch die Ableitung nach y die drei Lösungen y∗1 = 0 und

y∗2,3 = ± 1

2ω

√
4ω4 − |b|4. (3.13)

Dadurch ergeben sich folgende mögliche Lösungen für das Distanzmaß µC : Ist an der Stelle
s∗1 = x∗ + jy∗1 das globale Minimum von Gleichung (3.3), gilt für das Distanzmaß

µ1 := µC |s=s∗
1

= ω.

4Mit z̄ wird die zu z konjugiert komlexe Zahl symbolisiert.
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Da σmin([sE−A,B]) = σmin([sE−A,B]) gilt, liefern die Werte s∗2,3 = x∗+jy∗2,3 für das Distanz-
maß µC das identische Ergebnis

µ2 := µC |s=s∗
2,3

=
1

2

∣∣∣∣
b

ω

∣∣∣∣
√

4ω2 − |b|2. (3.14)

Die Lösung µ2 ist nur dann gültig, wenn sie reell ist. D.h., es muss die Ungleichung

4ω2 ≥ |b|2

erfüllt sein. Ist |b|2 > 4ω2, womit nur s∗1 gültig sein kann, dann gilt für das Distanzmaß µC die
Lösung µ1. Anderenfalls sind µ1 und µ2 mögliche Lösungen für µC . Da jedoch für diesen Fall
immer µ2 < µ1, gilt für |b|2 ≤ 4ω2 die Lösung µ2.
Auffällig ist, dass beide Lösungen µ1 und µ2 unabhängig von Realteil des Eigenwertes der
Matrix A sind. Für hinreichend große Werte für b wird die Lage des Minimums allein durch
den Realteil des Eigenwertes von A bestimmt, während das Distanzmaß µC selbst nur vom
Imaginärteil des Eigenwertes abhängig ist.

3.1.2.2.1 Distanzmaß µR für Systeme 2. Ordnung mit komplexen Eigenwerten Werden bei
der Bestimmung des Distanzmaßes nur reelle Störungen (δA ∈ R

nxn und δB ∈ R
nxm) berück-

sichtigt, so entspricht das Maß dem Minimum von Gleichung (3.3) auf der reellen Achse. Von
den drei zuvor ermittelten lokalen Minima liegt nur eines auf der reellen Achse, und somit gilt
für das Minimum s∗ = σ und µR = µ1 = ω. Das Distanzmaß µR für Systeme 2. Ordnung in
Modalform ist folglich nur vom Imaginärteil der Eigenwerte der Matrix A abhängig. Der Ein-
gangsvektor b hat keinen Einfluss auf das Distanzmaß µR.

Zusammenfassend können folgende Ergebnisse festgehalten werden:

Zusammenfassung (Systeme 2. Ordnung in Modalform):

- λ(A) ∈ R:

- µC = µR

- λ(A) ∈ C und komplexe Störungen (Distanzmaß µC):

|b|2 > 2ω2

- Lage des Minimums s∗ = σ ⇒ µC = µR

- Steuerbarkeitsmaß µC = ω

|b|2 ≤ 2ω2

- Lage des Minimums s∗ = σ ± 1
2ω

√
4ω4 − |b|4

- Steuerbarkeitsmaß µC = 1
2

∣∣ b
ω

∣∣ √
4ω2 − |b|2

- λ(A) ∈ C und reelle Störungen (Distanzmaß µR):

- Lage des Minimums s∗ = σ
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- Steuerbarkeitsmaß µR = ω

⇒ der Eingangsvektor b hat keinen Einfluss auf das Maß

3.1.3 Systeme höherer Ordnung

Für Systeme höherer Ordnung stellt sich die Ermittlung einer analytischen Lösung erheblich
schwieriger dar. Durch den höheren Grad der durch das Ableiten von σ nach x bzw. y entste-
henden Polynome erschwert sich das Auffinden von Nullstellen. Ebenfalls werden die Unglei-
chungen, die bei mehreren Nullstellen zu betrachten sind, wesentlich komplizierter.
Trotzdem kann eine Reihe nützlicher Aussagen getroffen werden: Besitzt die Systemmatrix A

bestimmte Eigenschaften, dann kann gezeigt werden, dass für das Distanzmaß µC = µR gilt.
Dadurch vereinfacht sich die Berechnung von µ bzw. die Suche nach dem Minimum erheblich,
da nur noch entlang der reellen Achse gesucht wird. Damit können bei der numerischen Be-
stimmung des Maßes die in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten Algorithmen zur Ermittlung von µR

eingesetzt werden. Diese sind i.A. einfacher und vor allem verringert sich der Aufwand der
numerischen Berechnung (siehe 3.2.6).
Ist die Systemmatrix A symmetrisch, dann gilt µC = µR. Dies folgt direkt aus dem in Unglei-
chung (3.6) definierten Rechteck, in welchem die Minima liegen. In diesem Fall entartet dieses
Rechteck zu einer Geraden auf der reellen Achse.

Da Singulärwerte invariant gegenüber einer unitären Zustandstransformation sind, folgt dar-
aus, dass auch das Distanzmaß gegenüber einer solchen Transformation invariant ist. Im Allge-
meinen ist die Transformation auf Modalform jedoch nicht unitär. Dann gilt (vgl. [20]): Für

A = XRÂX−1
R mit ‖XR‖ = 1

erhält man wegen

X−1
R [sE − A,B]

[
XR 0

0 E

]
= [sE − Â, B̂]

den Zusammenhang

µ(A,B) ≥ 1

K(XR)
µ(Â, B̂).

Hierbei ist K(XR) := ‖XR‖‖X−1
R ‖ die sogenannte Konditionszahl der Matrix der Rechtseigen-

vektoren der Systemmatrix A. Für die Konditionszahl gilt

K(XR) =
σmax(XR)

σmin(XR)
.

Durch diese Beziehung kann eine untere Schranke für das Distanzmaß angegeben werden, in-
dem das Maß des Systems in Modalform mit dem Verhältnis des größten zum kleinsten Singu-
lärwerts der Matrix XR skaliert wird:

µ(A,B) ≥ σmin(XR)

σmax(XR)
µ(Â, B̂).



3.1. Analytische Lösung 33

Im Folgenden wird eine obere Schranke für das Distanzmaß µC in Abhängigkeit der Eigenwer-
te der Matrix A und des Eingangsvektors b angegeben. Dadurch erhält man auch für Systeme
höherer Ordnung ein besseres Verständnis für das Distanzmaß und somit für das Steuerbar-
keitsverhalten des Systems. Für das Distanzmaß gilt der Zusammenhang

µC ≤ min
i
{σ(λi)} i = 1, . . . , n.

Hierbei sind λi die Eigenwerte von A und σ(λi) der kleinste Singulärwert der Matrix

M(λi) := [λiE − A,b].

In Abschnitt 3.2.3 wird gezeigt, dass diese Schranke eine gute Abschätzung für das Distanzmaß
liefert.
Der kleinste Singulärwert kann nun folgendermaßen abgeschätzt werden:

σ(λi) =
1

‖M†(λi)‖2
≤ ‖M(λi)‖2.

Hierbei wird mit M† die Pseudoinverse der Matrix M bezeichnet.
Die Spektralnorm ‖ · ‖2 kann wiederum durch die Wurzel aus dem Produkt der Spaltensum-
mennorm ‖ · ‖1 und der Zeilensummennorm ‖ · ‖∞ abgeschätzt werden

‖M(λi)‖2 ≤
√

‖M(λi)‖1‖M(λi)‖∞.

Für ein in Modalform vorliegendes System

(A = diag(λi),b)

hat die Matrix M(λi) die Struktur5

M(λi) =





λi − λ1 0 · · · 0 b1

0 λi − λ2
...

...
...

. . . 0
...

0 · · · 0 λi − λn bn




.

Die Normen können nun wie folgt berechnet werden: Wir definieren den Abstand zwischen
zwei Eigenwerten der Matrix Â

δij = |λi − λj | i, j = 1, . . . n

und den maximalen Abstand des Eigenwerts λi zu den übrigen Eigenwerten

δi,max = max
j,j 6=i

{δij}.

Mit diesen Abkürzungen gilt für die Spaltensummennorm der Matrix M(λi)

‖M(λi)‖1 = max{δi,max,
n∑

i=1

|bi|}.

5Die durchgeführten Überlegungen lassen sich sehr einfach auf Mehrgrößensysteme übertragen. Aus Gründen
der Übersichtlichkeit ist hier nur der Eingrößenfall angeführt.
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Die Zeilensummennorm dieser Matrix lässt sich berechen durch

‖M(λi)‖∞ = max
j,j 6=i

{δij , |bj |}.

Diese obere Schranke für das Distanzmaß µ verdeutlicht, dass sowohl die Elemente im Vektor
b als auch der Abstand zwischen den Eigenwerten der Systemmatrix den Wert µ beeinflussen.
Da für die Schranke das Minimum

µC ≤ min
i

‖M(λi)‖2

gebildet wird, gilt für hinreichend kleine Elemente im Vektor b, dass der kleinste Maximalab-
stand zwischen den Eigenwerten entscheidend ist. Sind die Abstände zwischen den Eigenwer-
ten klein, so wird die obere Schranke von den Elementen des Vektors b bestimmt. Sind diese
klein, dann ist die obere Schranke und somit auch das Distanzmaß µ klein. Somit kommt man,
wie schon bei der Betrachtung der Systeme 1. und 2. Ordnung, zu dem Ergebnis, dass das Di-
stanzmaß µ klein bzw. die Steuerbarkeit schlecht ist, wenn die Eigenwerte der Systemmatrix A

nahe beieinanderliegen oder die Elemente des Eingangsvektors b klein sind.
Für Systeme allgemeiner Form liefert die Betrachtung dieser Schranke kein so einfaches Ergeb-
nis.

3.2 Numerische Bestimmung

Um für Systeme höherer Ordnung das Distanzmaß zu ermitteln, muss auf eine numerische
Bestimmung zurückgegriffen werden. Prinzipiell können die hier vorgestellten Verfahren zur
Bestimmung von µC bzw. von µR in folgende Gruppen unterteilt werden:

Ansatz: Optimierungsproblem
Einige der Verfahren gehen direkt von dem Optimierungsproblem (z.B. nach Gleichung (3.3))
aus, um durch geeignete Suchverfahren das Minimum näherungsweise zu ermitteln. D.h., es
wird in dem über der komplexen Ebene aufgespannten 3D-Gebirge nach Minima gesucht. Hier-
bei gibt es zwei unterschiedliche Vorgehensweisen. Eine ist die direkte Suche nach dem globa-
len Minimum. Die zweite Möglichkeit ist die Suche nach lokalen Minima mit einer zusätzlichen
Überprüfung, ob es sich bei dem gefundenen Minimum um das Globale handelt. Bei der Be-
stimmung von µR wird sich zeigen, dass durch die Beschränkung der Suche auf die reelle Achse
die Algorithmen im Wesentlichen einer Vereinfachung derer zur Bestimmung von µC entspre-
chen.

Ansatz: Störungstheorie
Eine andere Vorgangsweise ergibt sich, wenn das Problem aus Sicht der Störungstheorie be-
trachtet wird. Hierbei werden die Matrizen δA und δB als Störung interpretiert und mit Hilfe
der aus der Störungstheorie bekannten Theoreme die Eigenwerte bzw. Singulärwerte des ge-
störten Systems untersucht.

Abbildung 3.4 gibt einen Überblick über die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren zur Ab-
schätzung von µC bzw. µR. Der Algorithmus nach WICKS und DeCARLO liefert einen Schätz-
wert, wohingegen alle übrigen Ansätze Schranken für das Distanzmaß µ liefern. Die mit (*)
gekennzeichneten Ansätze liefern nur eine obere Schranke, während die übrigen sowohl eine
unter als auch eine obere Schranke für das Distanzmaß bestimmen.
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Abbildung 3.4: Übersicht über die numerische Berechnung von Schranken für das Distanzmaß µ
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3.2.1 Numerische Bestimmung der Größe µC

Im Folgendem werden vier Methoden vorgestellt, die basierend auf dem Optimierungspro-
blem Schranken für das Distanzmaß µC ermitteln (Abschnitt 3.2.1.2 bis 3.2.1.5). Beim Trisection-
Algorithmus, sowie bei der Methode nach GOA und NEUMANN wird direkt nach dem glo-
balen Minimum gesucht. Bei der BFGS-Methode und dem Algorithmus nach WICKS und De-
CARLO werden nach lokalen Minima gesucht. Die notwendige Überprüfung, ob es sich um
das globales Minimum handelt, erfolgt mit Hilfe von GUs Test (Abschnitt 3.2.1.1). In den Ab-
schnitten 3.2.1.6 und 3.2.1.7 werden zwei Methoden vorgestellt, bei denen die Störungstheorie
zur Bestimmung von Schranken für µC genutzt wird.

3.2.1.1 GUs Test

Werden zwei positive Zahlen δ1 und δ2 vorgegeben, liefert der Test eine Aussage über den Wert
von µC in Relation zu δ1 bzw. δ2:

µC ≤ δ1 oder µC > δ2.

Hierfür wird von folgendem Theorem ausgegangen [18]:

Theorem 5: Es sei δ1 eine Zahl mit der Eigenschaft

δ1 > µC(A,B).

Für alle Werte von η mit
0 ≤ η ≤ 2(δ1 − µC(A,B))

existieren mindestens zwei Paare reeller Zahlen α und β, so dass

σmin([A − (α + βi)E,B]) = δ1 und (3.15a)

σmin([A − (α + η + βi)E,B]) = δ1 (3.15b)

gilt. Existiert kein Paar (α, β), so gilt

η > 2(δ1 − µC(A,B)),

und daraus folgt

µC(A,B) > δ1 −
η

2
=: δ2.

Zum leichteren Verständnis dieses Theorems dient folgende graphische Darstellung:
Es sei δ1 ≥ µC(A,B). Für

σmin([A − (α + βi)E,B]) = δ1

muss gelten
det([A − (α + βi)E][AH − (α − βi)E] + BBH − δ2

1E) = 0. (3.16)

Die Lösung dieser Gleichung entspricht einer endlichen Anzahl geschlossener Kurven in der
αβ - Ebene. Diese Kurven entsprechen den Höhenschichtlinien mit dem Wert δ1 des durch
Gleichung (3.3) aufgespannten Gebirges. Abbildung 3.5 zeigt eine mögliche Lösung in der αβ
- Ebene. Alle Punkte (α, β) auf dem Rand ∂G des Gebietes G erfüllen Gleichung (3.16). Die
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Lösung (α∗, β∗), die Relation (3.3) zu einem Minimum macht, muss aufgrund der Annahme
δ1 ≥ µC(A,B) im Inneren einer dieser Kurven liegen, d.h. (α∗, β∗) ∈ G. Die beiden Punkte
P1 = (α∗ − η1, β

∗) und P2 = (α∗ + η2, β
∗) werden nun so gewählt, dass P1, P2 ∈ ∂G gilt. Damit

gilt
σ(α∗ − η1 + β∗i) = σ(α∗ + η2 + β∗i) = δ1.

Unter Benutzung des Theorems nach MIRSKY (siehe Anhang A.4.2) gilt folgende Ungleichung

δ1 − µC(A,B) ≤ ‖[A − (α∗ − η1 + β∗i)E,B] − [A − (α∗ + β∗i)E,B]‖.

Daraus folgt
η1 ≥ δ1 − µC(A,B) und analog η2 ≥ δ1 − µC(A,B). (3.17)

Das Gebiet G wird nun um den Wert η nach links verschoben. Das so entstandene Gebiet Ĝ
ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Liegt die Verschiebung η im Intervall [0 2(δ1 − µC(A,B)],
dann ist wegen (3.17) sichergestellt, dass sich die beiden Kurven ∂G und ∂Ĝ schneiden. Für
die Schnittpunkte P̃i = (α̃i, β̃i) gilt P̃i ∈ ∂G und (α̃i + η, β̃i) ∈ ∂G. Damit existieren für
η ∈ [0 2(δ1 − µC(A,B)] mindestens zwei Punkte P̃i, welche die Gleichungen (3.15) aus Theo-
rem 5 erfüllen.

Abbildung 3.5: Mögliche Lösung von Gleichung (3.16)

Abbildung 3.6: Um η verschobene Lösung



38 Kapitel 3. Distanzmaß

Die Existenz eines in Theorem 5 beschriebenen Paares (α, β) kann nach [18] folgendermaßen
festgestellt werden: Da δ1 ein Singulärwert von [A− (α+βi)E,B] ist, existieren Vektoren g,h, z
mit der Eigenschaft:

(A − (α + βi)E,B)

(
g

h

)
= δ1z und

(
AH − (α − βi)E

BH

)
z = δ1

(
g

h

)
. (3.18)

Obige Gleichungen können folgendermaßen umgeformt werden:
(

A − αE BQ22 − δ1Q12

−δ1Q
−1
12 Q−1

12 (AH − αE)Q12

)

︸ ︷︷ ︸
=:H(α,δ1)

(
g

h1

)
= βi

(
g

h1

)
. (3.19)

Die Matrizen Q11 bis Q22 ergeben sich aus der QR-Zerlegung
(

B

−δ1E

)
=

(
Q11 Q12

Q21 Q22

) (
R

0

)
.

Der Vektor h1 ergibt sich aus
h1 = QH

22h.

Analoges gilt auch für Gleichung (3.15b), und man erhält
(
A − (α + η)E BQ22 − δQ12

−δ1Q
−1
12 Q−1

12 (AH − (α + η)E)Q12

)

︸ ︷︷ ︸
H(α+η,δ1)

(
g

h1

)
= βi

(
g

h1

)
. (3.20)

Damit die Gleichungen (3.15a) und (3.15b) mindestens ein reelles Lösungspaar (α, β) besitzen,
müssen die Gleichungen (3.19) und (3.20) einen gemeinsamen rein imaginären Eigenwert βi
haben. Um dies zu erfüllen, muss die SYLVESTER-Gleichung

H(α, δ1)X − XHH(α + η, δ1) = 0

eine nicht triviale Lösung besitzen. Diese Gleichung führt nach einigen mühevollen Umfor-
mungen (siehe [18]) zu einem generalisierten Eigenwertproblem der Form

Av = 2αBv.

Mit Hilfe dieser Erkenntnisse kann nun GUs Test gemäß folgendem Algorithmus durchgeführt
werden:

Algorithmus 3.1: GUs Test

1. Berechne die reellen Eigenwerte von Av = 2αBv.

2. Überprüfe für jeden reellen Eigenwert α, ob die Matrizen H(α, δ1) und H(α + η, δ1)
einen gemeinsamen rein imaginären Eigenwert βi besitzen.

Wird entweder kein reelles α oder kein reelles β gefunden, folgt daraus

µ(A,B) > δ2.

Ansonsten gilt
µ(A,B) ≤ δ1.
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3.2.1.2 BFGS-Methode unter Verwendung von GUs Test

Bei dem in [6] vorgestellten Algorithmus wird mit Hilfe der Methode nach Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno (BFGS) ein lokales Minimum gesucht und mit GUs Test bestimmt, ob es sich
um das globale Minimum handelt. Die BFGS-Methode ist ein sogenanntes Quasi-NEWTON-
Verfahren. Beim NEWTON-Verfahren werden die Nullstellen einer Funktion f gesucht, wobei
f durch eine quadratische Funktion approximiert wird.
Durch eine TAYLOR-Reihenentwicklung von f(x + ∆x) um x ergibt sich

f(x + ∆x) = f(x) + ∆xT∇f(x) +
1

2
∆xTH(f)(x)∆x + . . .

mit dem Gradienten von f

∇f(x) =

(
∂f(x)

∂x

)T

=





∂f(x)
∂x1

∂f(x)
∂x2

...
∂f(x)
∂xn





und mit H(f) der sogenannten HESSE-Matrix

H(f) :=





∂2f
∂x1∂x1

∂2f
∂x1∂x2

. . . ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2∂x2

. . . ∂2f
∂x2∂xn

...
...

. . .
...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

. . . ∂2f
∂xn∂xn




.

Wir betrachten nur eine „kleine“ Umgebung von x, sodass Terme höherer Ordnung vernachläs-
sigt werden können. Die Funktion f verhält sich in dieser Umgebung annähernd quadratisch.
Im k-ten Schritt des Verfahrens wird die Funktion f in der Umgebung von xk durch eine qua-
dratische Funktion approximiert. Für die Berechnung des nächsten Schrittes xk+1 wird das Ex-
tremum der quadratischen Funktion wie folgt ermittelt

∆xk = −(H(f)(xk))
−1∇f(xk).

Damit ergibt sich für den (k + 1)-ten Schritt

xk+1 = xk + ∆xk.

Es existieren eine Vielzahl von Verfahren, die, um den Aufwand zu reduzieren, die Inverse
HESSE-Matrix approximieren. Diese werden in der Literatur oft als Quasi-NEWTON-Verfahren
bezeichnet (siehe z.B. [47]).
Unter der Voraussetzung, dass der kleinste Singulärwert in Relation (3.3) einfach auftritt, kann
der Gradient der zu minimierenden Funktion σ(s) mit Hilfe der in Gleichung (3.4) eingeführten
Größe f(s) analytisch angegeben werden. ELSNER und HE haben gezeigt, dass für die Ablei-
tung von σ(s) nach x und y gilt

∂σ(s)

∂x
= −Re{f} bzw.

∂σ(s)

∂y
= −Im{f}.
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Auch die HESSE-Matrix kann für diesen Fall durch Bestimmung der 2. Ableitung analytisch
ermittelt werden (siehe [11]).
Für die hier durchgeführten Berechnungen wird ein Quasi-NEWTON-Verfahren, die so ge-
nannte BFGS-Methode, verwendet, um das Invertieren dieser Matrix zu umgehen. Diese Me-
thode benötigt nur den Gradienten der zu minimierenden Funktion und konvergiert allerdings
ein wenig langsamer als das NEWTON-Verfahren.
Wenn ein Minimum ermittelt wurde, kann mit GUs Test festgestellt werden, ob es sich um das
globale Minimum handelt: Das ermittelte Minimum sei mit µ̃C bezeichnet. Man wählt

δ1 = µ̃C

(
1 − 1

2
ε

)
und δ2 = µ̃C (1 − ε)

mit einem kleinen, positiven Wert ε. Liefert GUs Test das Ergebnis µC ≤ δ1, handelt es sich
um ein lokales Minimum. Erhält man als Ergebnis µC > δ2, dann handelt es sich bei dem
gefundenen Minimum µ̃C um das globale Minimum (siehe Abbildung 3.7).

Abbildung 3.7: Detektion des globalen Minimums mit Hilfe von GUs Test

3.2.1.3 Algorithmus nach WICKS und DeCARLO

EISING hat in [10] gezeigt, dass das Optimierungsproblem

µ2 = inf
δA,δB

{dA‖δA‖2 + dB‖δB‖2}

= inf
q∈Cn,‖q‖=1

{dAqHA(E − qqH)ATq + dBqHBBTq} (3.21)

für dA = dB = 1 dem Optimierungsproblem (3.3) äquivalent ist. Die reellen und positiven
Parameter dA und dB ermöglichen eine unterschiedliche Gewichtung der Störungen auf die
Matrizen A und B. Für die Herleitung obiger Beziehung geht EISING von folgendem Theorem
aus:

Theorem 6: Das System (A + δA,B + δB) ist genau dann nicht steuerbar, wenn ein von Null
verschiedener Vektor qH existiert, so dass gilt

qH(A + δA) = sqH qH(B + δB) = 0.

EISING nimmt nun an, dass die Matrizen A und B sowie der Vektor q gegeben seien und sucht
nach den beiden Matrizen δA und δB, so dass obiges Theorem für irgendein s ∈ C erfüllt ist.
Dadurch erhält man für das δA und δB mit der kleinsten Norm

δA =
q

(
−qHA + qHAq

qHq
qH

)

qHq
und δB = −qqHB

qHq
.
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Durch die Berechnung von ‖δA‖2 und ‖δB‖2 mit qHq = 1 erhält man das Optimierungspro-
blem (3.21).
WICKS und DeCARLO kamen mit dem Ansatz der KALMAN-Zerlegung (siehe Anhang A.2)
auf das gleiche Ergebnis. Wie aus der KALMAN-Zerlegung bekannt, gilt bei einer Partitionie-
rung der Matrizen

Ã = PAPT =

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]
und B̃ = PB =

[
B̃1

B̃2

]
, (3.22)

dass das System (A,B) genau dann nicht steuerbar ist, wenn Ã21 und B̃2 Nullmatrizen sind.
Für die kleinst mögliche Störung, die das System nicht steuerbar macht, genügt es, den Fall zu
betrachten, für den Ã21 und B̃2 skalare Nullen sind [49]. Mit Hilfe dieses Ansatzes kann µC

durch die Minimierung der Norm ‖[Ã21, B̃2]‖ berechnet werden. Dies führt, wie von WICKS
und DeCARLO in [49] gezeigt, zu dem Optimierungsproblem

µC(A,B) = inf
q∈Cn,‖q‖=1

{
‖[qHA(E − qqH),qHB]‖

}
, (3.23)

welches dem Optimierungsproblem aus Gleichung (3.21) entspricht. Die Zusammenhänge zwi-
schen den Gleichungen (3.3) und (3.23) motivieren die in [49] vorgestellten Algorithmen. In Re-
lation (3.23) sucht man nach einem Eigenvektor und in Relation (3.3) nach einem Eigenwert des
nächstliegenden nicht steuerbaren Systems.
Es sei s∗ der Wert der (3.3) minimiert und q∗ der Vektor, der zu einem Minimum von (3.23)
führt. Dann gelten die Zusammenhänge

s∗ = q∗HAq∗

und
q∗H

Av = σmin([s
∗E − A,B]).

D.h. der Vektor q∗ ist linker Singulärvektor des kleinsten Singulärwertes von [s∗E−A,B]. Die in
[49] vorgestellten Algorithmen basieren auf dem „parallelen“ Lösen der beiden Optimierungs-
aufgaben (3.3) und (3.23). Es wird davon ausgegangen, dass, wenn ein Schätzwert ŝ gefunden
wurde, der linke Singulärvektor des kleinsten Singulärwertes von [ŝE−A,B] berechnet werden
kann, welcher eine Approximation von q∗ darstellt. Das ermittelte q̂ kann wiederum für eine
bessere Schätzung von s∗ genutzt werden, indem ŝ = q̂HAq̂ berechnet wird (vgl. Abbildung
3.8).
In [49] werden Algorithmen vorgestellt, die diese Idee nutzen, aber die aufwendige Singulär-
wertzerlegung umgehen. Weiters wird gezeigt, dass die Algorithmen in ein lokales Minimum
konvergieren, wodurch das Ergebnis stark vom Startwert abhängig ist. Auch hier kann auf die
gleiche Weise wie bei der BFGS-Methode mit Hilfe von GUs Test entschieden werden, ob es sich
bei dem gefunden Minimum um ein lokales oder um das globale Minimum handelt.
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Abbildung 3.8: Algorithmus nach WICKS und DeCARLO

3.2.1.4 Trisection-Algorithmus mit GUs Test

Mit Hilfe des in [6] vorgestellten Algorithmus wird durch wiederholte Anwendung von GUs
Test eine obere Schranke U und eine untere Schranke L von µC bestimmt. Die Arbeitsweise des
Algorithmus soll anhand von Abbildung 3.9 verdeutlicht werden.

Abbildung 3.9: Trisection-Algorithmus

Je nach Ausgang von GUs Test wird entweder die obere oder die untere Schranke verschoben,
so dass sich das Intervall [L, U ] bei jedem Durchlauf um ein Drittel reduziert. Dies geschieht so
lange, bis der Abstand zwischen den beiden Schranken unterhalb eines vorgegebenen, positi-
ven Toleranzwertes tol ist.

Algorithmus 3.2: Trisection

1. Setze δ1 = L + 2(U − L)/3 und δ2 = L + (U − L)/3.

2. Wenn µC(A,B) ≤ δ1, dann setze U = δ1;
andernfalls ist µC(A,B) > δ2 und man setze L = δ2.

3. Wiederhole Schritt 2 bis U − L < tol.



3.2. Numerische Bestimmung 43

Um die Genauigkeit bei der Bestimmung von µC zu erhöhen, kann tol nicht beliebig klein vor-
gegeben werden. Sind die beiden Werte δ1 und δ2 zu dicht aneinander, kann dies zu nume-
rischen Schwierigkeiten führen, da der notwendige Vergleich der imaginären Eigenwerte von
H(α, δ1) und H(α+ η, δ1) auf Grund von Rundungsfehlern nicht mit beliebiger Zuverlässigkeit
durchgeführt werden kann [6].

3.2.1.5 Minimumsuche nach GAO und NEUMANN

Bei dem von GAO und NEUMANN in [16] vorgestellten Algorithmus wird von folgendem
Lemma ausgegangen:

Lemma 7: Es seien s0, p komplexe Zahlen und |p| = 1. Für die Gerade

s = s0 + kp, k ∈ R

gilt
α ≥ α∗(s0) := min

k∈R

{σmin([(s0 + kp)E − A,B])}

genau dann, wenn die Matrix

H(s0, α) = j

(
p̄(s0E − A) p̄(BBH − α2E)

−pE p(s̄0E − AH)

)
(3.24)

einen rein imaginären Eigenwert besitzt.

Obiges Lemma geht von folgendem Ansatz aus: Der Wert α ist ein Singulärwert der Matrix
[sE − A,B]. Deshalb existieren die Vektoren g, h, z, so dass

(sE − A,B)

(
g

h

)
= αz und

(
sE − AH

BH

)
z = α

(
g

h

)
(3.25)

mit h = 1
αBHz gilt. Durch Variablensubstitution wird das Gleichungssystem in ein System

niedrigerer Ordnung umgeformt. Man erhält dadurch

H(s0, α)y = −iky mit y =

(
g
1
αz

)

und somit Lemma 7.
Auch GUs Test benutzt das Gleichungssystem (3.25), welches durch geeignete Umformung auf
ein System niedrigerer Ordnung reduziert wird. In beiden Fällen wird das ursprüngliche Pro-
blem in ein Eigenwertproblem umgeformt. Der Nachteil der von GAO und NEUMANN durch-
geführten Umformung ist, dass bei der Eigenwertbestimmung von H(s0, α) ein Punkt s0 in der
komplexen Ebene benötigt wird. Deshalb muss z.B. ein geeignetes Gitter über die komplexe
Ebene gespannt werden, an dessen Gitterpunkten das Eigenwertproblem ausgewertet wird,
um das globale Minimum und somit µC zu bestimmen. Die Genauigkeit bei der Bestimmung
des Distanzmaßes µC hängt daher von der Enge des Gitternetzes ab. Bei der Umformung nach
GU ist die Auswertung des Eigenwertes aufwendiger, hat jedoch den Vorteil, dass für das Ei-
genwertproblem kein Punkt in der komplexen Ebene gewählt werden muss.Die von GAO und
NEUMANN verwendete Umformung kann jedoch auch für GUs Test eingesetzt werden, um



44 Kapitel 3. Distanzmaß

die Berechnungsdauer des Tests zu reduzieren (siehe Abschnitt 3.2.6.1).
Eine Möglichkeit, wie der Ansatz von GAO und NEUMANN für die Bestimmung des Distanz-
maßes µC genutzt werden kann bzw. wie das bereits angesprochene Gitternetz aufgespannt
werden kann, wird in [16] vorgestellt und im Folgenden kurz zusammengefasst.
Für die in Lemma 7 angeführte Gerade s = s0 + kp wähle man die Parameter p = i und s0 ∈ R.
Damit entspricht s0 dem Realteil und k dem Imaginärteil der komplexen Zahl s. Eine Vorgabe
von s0 bedeutet die Auswahl einer zur imaginären Achse parallelen Gerade. Für ein vorgege-
benes α kann mittels des Lemmas entschieden werden, ob der Wert α größer gleich oder kleiner
als das Minimum α∗(s0) auf dieser Geraden ist. Um den gesamten Bereich (für eine mögliche
Wahl siehe Abschnitt 3) der komplexen Ebene in dem das Minimum gesucht wird abzudecken,
wird dieser in immer kleiner werdende Dreiecke unterteilt (siehe Abbildung 3.10).

Abbildung 3.10: Vorgangsweise des Algorithmus nach GAO und NEUMANN

Jedem Eckpunkt ei,j mit den Koordinaten (s0,i, αj) kann ein eindeutiger Wert

l(ei,j) =






0 H(s0,i, αj) aus Gleichung (3.24) hat keinen rein imaginären

Eigenwert, d.h. α < α∗(s0)

1 H(si) hat einen rein imaginären Eigenwert,

d.h. α ≥ α∗(s0)

(3.26)

zugeordnet werden. Der Algorithmus bestimmt Schranken von µC , indem das durch die Drei-
ecke aufgespannte Gitter folgendermaßen durchlaufen wird:
Ausgangspunkt ist die linke obere Ecke e1,1 des Gitters mit den Koordinaten (s0,1, α1). Da gilt
α1 ≥ µC wird dieser Ecke gemäß (3.26) der Wert l(e1,1) = 1 zugeordnet. Durch Halbieren des
Wertes αi (i = 1, 2, . . . ) wird das Gitter senkrecht nach unten durchlaufen und die dazugehö-
rigen Werte l(e1,i) bestimmt. Dies wird so lange wiederholt bis eine Ecke e1,t mit l(e1,t) = 0
gefunden wird. Es gilt αt < α∗(s0). d.h. der Wert αt ist kleiner als das Minimum der durch s0

verlaufenden Parallele zur imaginären Achse. Als nächstes muss somit der Wert von s0 verän-
dert werden, was einen Schritt in die waagrechte Richtung zur Ecke e2,t entspricht. Ist der Wert
von l(e2,t) gleich 1, dann ist [e1,t, e2,t] eine sogenannte DV-Kante (different-valued), d.h. die
Eckpunkte haben nicht den gleichen Wert. Ist l(e2,t) = 0, muss [e1,t−1, e2,t] eine DV-Kante sein.
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Ausgehend von der gefundenen DV-Kante gelangt man in das Dreieck < e2,t, e1,t−1, e2,t−1 >,
dessen Eckpunkt e2,t−1 als einzigem noch kein Wert zugeordnet wurde. Durch die Bestimmung
von l(e2,t−1) erhält man eine weitere DV-Kante, die in das nächste Dreieck führt, bis entweder
der obere oder der rechte Rand des zu durchsuchenden Bereichs erreicht wird. Der Algorith-
mus bestimmt dann das Minimum der Koordinate αi aller Eckpunkte ei,j mit l(ei,j) = 1, die
durchlaufen wurden. Aus dem so erhaltenen Minimum werden schlussendlich die obere und
die untere Schranke von µC berechnet.
In Abbildung 3.10 ist ein Teil des Gitters mit der Vorgehensweise des Algorithmus für einige
Schritte dargestellt. Die roten Linen entsprechen den DV-Kanten, die in das nächste Dreieck
führen.
Die Arbeitsweise des Algorithmus wird in Abschnitt 4.1.1 an einem Beispiel erläutert.

3.2.1.6 Berechnung mittels KRONECKER Form

Das von BOLEY in [4] vorgestellte Verfahren zur Bestimmung von µC nutzt Eigenschaften der
KRONECKER kanonischen Form (KCF), in die jede Matrix der Form F+sG (sogenannte Matri-
zenbüschel) überführt werden kann. Die KRONECKER kanonische Form ist eine Blockdiagonal-
matrix, bestehend aus den Blöcken N, L, LT und/oder J + sE (siehe Anhang A.3). Die Theorie
der Matrizenbüschel bzw. der KRONECKER kanonischen Form kann für die Überprüfung der
Steuerbarkeit des Systems (A,B) angewendet werden. Hierfür wird das Büschel

F + sG :=

[
AT

BT

]
+ s

[
−E

0

]

eingeführt. Nach dem HAUTUS-Kriterium ist ein LZI-System genau dann steuerbar, wenn die-
ses Büschel für jeden beliebigen komplexen Wert s den vollen Rang besitzt. Auf Grund der spe-
ziellen Struktur des hier betrachteten Büschels kann die KCF nur LT und/oder J + sE Blöcke
besitzen. Dies entspricht dem sogenannten singulären und regulären Anteil des Büschels. Ist
das System (A,B) nicht steuerbar, verliert das Büschel F + sG für einen endlichen Wert s den
vollen Rang. Daraus folgt, dass ein regulärer Anteil der Form J + sE existiert, denn es gibt kei-
nen Wert s, der einen Rangverlust in einem LT Block verursachen kann.
Die Steuerbarkeit des Systems kann auch durch folgendes Eigenwertproblem beurteilt werden:
Betrachtet man beliebige Matrizen C und D passender Dimension, erhält man das generalisier-
te Eigenwertproblem

[F,C]xR = s[−G,−D]xR bzw. [F + sG,C + sD]xR = 0. (3.27)

Der Vektor xR wird zerlegt in
xT

R = [xT ,yT ]

mit x, einem Vektor der Länge n, und y, einem Vektor der Länge m. Für beliebige Matrizen C

und D mit vollem Rang sind die folgenden Aussagen äquivalent:

- F + sG ist nicht steuerbar.

- Es existiert ein von Null verschiedener Vektor x und eine skalare Größe s0, so dass

Fx = −s0Gx,
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d.h., für den Wert s0 verliert die Matrix F+ sG den vollen Rang. Die KCF von F+ sG be-
sitzt somit einen regulären Anteil, und der Wert s0 ist der Eigenwert des nicht steuerbaren
Teilsystems.

- Der zu s0 gehörende Vektor y des generalisierten Eigenwertproblems (3.27) ist gleich dem
Nullvektor.

Bevor erläutert wird, wie diese Zusammenhänge zur Ermittlung von Schranken für das Di-
stanzmaß µC genützt werden, werden diese Beziehungen anhand des bereits in Beispiel 2.2
verwendeten Systems verdeutlicht.

Beispiel 3.1: Für das System

A =

[
α 1
0 −2

]
b =

[
1
1

]

mit n = 2 und m = 1 ergibt sich für

F =




α 0
1 −2
1 1



 und G =




−1 0
0 −1
0 0



 .

Daraus folgt

F + sG =




α − s 0

1 −2 − s
1 1



 .

Es werden nun für zwei verschiedene Werte von α die KCF sowie die Eigenwerte und Eigen-
vektoren des generalisierten Eigenwertproblems (3.27) berechnet.

Steuerbares System: α = −1.
Der Index k = 2 ist der kleinstmögliche Wert, der die Ungleichung aus Lemma 15 (siehe Anhang
A.3) erfüllt. Daraus folgt, dass für das hier untersuchte System die Gleichung (FT + sGT )x = 0

ein nichttriviales Lösungspolynom x(s) zweiten Grades besitzt. Somit gilt η1 = 2 und die KCF
besteht aus einer Matrix LT der Dimension (3, 2). Da dies der Dimension des betrachteten Bü-
schels F+ sG entspricht, folgt daraus, dass die KCF nur aus diesem einen Block besteht. Damit
erhält man

U−1(F + sG)V = S + sT =




s 0
1 s
0 1





mit den Transformationsmatrizen

U−1 =




3 1 2
−1 −1 −3
0 0 1



 und V =
1

2

[
−1 −1
1 3

]
.

Da die KCF keinen regulären Anteil besitzt, ist das System steuerbar.
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Bei der Lösung des generalisierten Eigenwertproblems ergeben sich für die Eigenwerte bzw.
die Eigenvektoren folgende Werte:

s1 = 1,73

xT
R,1 = [ 0,37 0,37 1 ]

s2 = −1,73

xT
R,2 = [ −1 −1 0,37 ]

s3 = −2

xT
R,3 = [ −0,5 −1 0,5 ]

Der Wert y (entspricht der dritten Komponente des Vektors xR) ist für alle Eigenvektoren un-
gleich Null, da das System steuerbar ist.

Nicht steuerbares System: α = −3.
Die Ungleichung aus Lemma 15 ist für den kleinstmöglichen Wert k = 1 erfüllt, weshalb für
diesen Fall Gleichung (FT + sGT )x = 0 ein nichttriviales Lösungspolynom x(s) ersten Grades
besitzt. Somit gilt η1 = 1, und die KCF besitzt einen LT Block der Dimension (2, 1) und einen
regulären Anteil der Dimension (1, 1). Mit den Matrizen

U−1 =




1 1 2
0 0 −1
−1 2 −2



 und V =
1

3

[
−2 1
−1 −1

]

erhält man die KCF

S + sT =




s 0
1 0

0 3 + s



 .

Da die Matrix S + sT für s = −3 den vollen Rang verliert, gilt s0 = −3. Dieses s0 entspricht
genau dem Eigenwert des nicht steuerbaren Teilsystems.
Betrachtet man nun die Eigenwerte und Eigenvektoren des generalisierten Eigenwertproblems,
ergeben sich folgende Werte:

s1 = 1,56

xT
R,1 = [ 0,22 0,34 1 ]

s2 = −3

xT
R,2 = [ −1 1 0 ]

s3 = −2,56

xT
R,3 = [ 0,39 −1 0,17 ].

Man sieht, dass für den zum Eigenwert s2 = −3 gehörenden Eigenvektor y = 0 gilt, da das
System nicht steuerbar ist.

3.2.1.6.1 Ermittlung von oberen Schranken für µC Für die Bestimmung einer oberen Schran-
ke von µC wird eine Störung δF betrachtet, so dass F+δF+sG einem nicht steuerbaren System
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entspricht. Besitzt G den vollen Rang und ist das System F + δF nicht steuerbar, dann muss
die KRONECKER Form der Matrix F + δF + sG einen regulären Teil haben oder es existiert in
Äquivalenz hierzu ein Eigenwert si, für den yi = 0 gilt. Durch Umformen von Gleichung (3.27)
zu

− (siG + F)xi︸ ︷︷ ︸
=:ri

= (C + siD)yi

sieht man, dass die Wahl der Störung

δFi = − rix
T
i

‖xi‖2
= −(siG + F)

xix
T
i

‖xi‖2
= (C + siD)

yi

‖xi‖
xT

i

‖xi‖

für jedes i, für das gilt 1 ≤ i ≤ m + n, zu einem nicht steuerbaren System F + δFi + siG führt.
Eine obere Schranke für µC ist somit gegeben durch

β1 = min
i

{‖δFi‖} = min
i

{‖(C + siD)yi‖
‖xi‖

}
.

BOLEY schlägt basierend auf der Schranke β1 eine weitere obere Schranke vor: Es seien σi,
ui und vi der Singulärwert und zugehörige Singulärvektoren von F + siG für den in obiger
Gleichung gefundenen Wert i. Dann ist

δF′
i := −σiuiv

H
i ,

eine in Bezug zu δFi kleinere Störung, die zu einem nicht steuerbaren System führt. Dadurch
erhalten wir eine kleinere obere Schranke

β2 = min
i

{σmin(F + siG)} .

Für die Berechnung der oberen Schranken von µC wird durch die spezielle Wahl von

D = [0,−E]T

Gleichung (3.27) zu einem gewöhnlichen Eigenwertproblem. Um das Eigenwertproblem so gut
wie möglich zu konditionieren, wird die Matrix C so gewählt, dass sie orthonormale Spalten
besitzt.

3.2.1.6.2 Ermittlung einer unteren Schranke für µC In [4] bestimmt BOLEY mit Hilfe der
Matrix-Störungstheorie folgendermaßen eine untere Schranke für µC . Wir betrachten Gleichung
(3.3)

µ(A,B) = inf
s∈C

{σmin([sE − A,B])} = inf
s∈C

{σmin(F + sG)}.

Es sei s∗ der komplexe Wert, der obige Relation minimiert. Mit σ(s) wird der kleinste Singu-
lärwert der Matrix F + sG bezeichnet. Auf Grund des Theorems nach MIRSKY (siehe Anhang
A.4.2) gilt

|σ(λi) − σ(s∗)| ≤ ‖(F + λiG) − (F + s∗G)‖.
Eine weitere Ungleichung kann mit Hilfe des BAUER-FIKE-Theorems (siehe Anhang A.4.1)
ermittelt werden. BOLEY nutzt folgende leicht modifizierte Variante dieses Theorems:



3.2. Numerische Bestimmung 49

Theorem 8 (BAUER-FIKE (modifiziert)): Gegeben sei eine (n, n)-Matrix A mit den einfachen
Eigenwerten λ1, . . . , λn. Es sei

XR := (xR,1, . . . ,xR,n)

die Matrix von zugehörigen linear unabhängigen Eigenvektoren xR,i. Es seien ∆ eine beliebige
(n, n)-Matrix und λ̃ ein Eigenwert der Matrix A + ∆. Dann gilt für mindestens ein λi, für das
gilt

|λ̃ − λi| ≤ Ki‖∆‖ 1 ≤ i ≤ n

mit

Ki = min

{
K(XR) = ‖XR‖‖X−1

R ‖, n
‖xL,i‖‖xR,i‖

xH
L,ixR,i

}
.

Dieses Theorem wird nun auf das erweiterte Matrizenbüschel nach Gleichung (3.27)

([F,C] + s[G,D])xR = 0

mit

F =

[
AT

BT

]
und [G,D] = −E

angewendet. Obige Gleichung beschreibt somit ein gewöhnliches Eigenwertproblem der qua-
dratischen Matrix [F,C]. Es sei τ der kleinste Singulärwert von [F,C]−s∗E. Dann gilt τ ≤ σ(s∗),
da das Hinzufügen von Spalten zu einer Matrix mit mehr Zeilen als Spalten den kleinsten Sin-
gulärwert nur verkleinern kann. Es kann eine Matrix ∆ mit ‖∆‖ = 1 gefunden werden, so
dass der Wert s∗ ein Eigenwert von [F,C] + τ∆ ist. Für mindestens einen der Eigenwerte λi

(i = 1, . . . , n) von [F,C] impliziert damit das modifizierte BAUER-FIKE-Theorem, dass

|λi − s∗| ≤ τKi

gilt. Somit erhält man die Ungleichungen

|σ(λi) − σ(s∗)| ≤ ‖(F + λiG) − (F + s∗G)‖ ≤ |λi − s∗| ≤ τKi ≤ σ(s∗)Ki.

Daraus folgt σ(λi) ≤ σ(s∗)(Ki + 1), wodurch man die untere Schranke

µC = σ(s∗) ≥ σ(λi)

Ki + 1
≥ β2

Ki + 1

erhält.

3.2.1.7 Bestimmung von Schranken durch Eigenwertabschätzung

Die in [20] von HE vorgestellte Abschätzung basiert auf folgendem Theorem:

Theorem 9 (Eigenwertabschätzung): Es sei M eine (n, n)-Diagonalmatrix

M = diag(di) i = 1, . . . , n

mit d1 < d2 < · · · < dn. Wird die Matrix M durch eine additive Störung zzT verändert

M̃ := M + zzT mit z = [z1, z2, . . . , zn]T ,
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dann gilt für den kleinsten Eigenwert der so entstandenen Matrix λ1 = min{Λ(M̃)}

λ1 ≥ min

{
d1 +

1

2
(d2 − d1), d1 +

1

2
z2
1 ,

(d2 − d1)z
2
1

4l2
+ d1

}
mit l =

n∑

j=2

z2
j .

Obiges Theorem kann für die Ermittlung einer unteren Schranke für das Distanzmaß µC be-
nutzt werden. Für das in Modalform vorliegende System

dz

dt
= XLAXRz + XLBu =: Âz + B̂u

mit

XLAXR = Â =





λ1 0 . . . 0

0 λ2
...

...
. . . 0

0 . . . 0 λn




und XLB = B̂ =





b̂T
1

b̂T
2
...

b̂T
n





ist µ2
C der kleinste Eigenwert der Matrix

(s∗E − Â)(s∗E − Â)H + B̂B̂
H

mit s∗ dem extremalen Wert von (3.3). Obige Matrix besitzt die gleiche Struktur wie M̃, wo-
durch Theorem 9 eine untere Schranke für das Distanzmaß µC(Â, B̂) angibt. Mittels der Bezie-
hung

1

K(XR)
µC(Â, B̂) ≤ µC(A,B)

mit der Konditionszahl K(XR) = ‖XR‖‖X−1
R ‖ erhält man folgendes Theorem zur Bestimmung

einer unteren Schranke für das Distanzmaß µC des Systems (A,B):

Theorem 10: Wir definieren folgende Größen

γi = max
j

|b̂ij |
2
√∑

k,k 6=i |b̂kj |2
,

ϑ = min
i,γi<

√
0,5

(
γi√
2

min
k,k 6=i

|λi − λk|
)

,

β̂ = max
j

min
i

|b̂ij | und

λ̂ = min
i,j

|λi − λj | mit i 6= j.

Für
‖XR‖ = 1

gilt

1

K(XR)
min

{
β̂√
2
,
λ̂

2
, ϑ

}
≤ µC .
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Als obere Schranke schlägt HE Folgendes vor: Für die Indizes i1 und j1 gelte

|λi1 − λj1 | = λ̂.

Es seien i2, j2 die Indizes, so dass die Gleichung

β̂ = |b̂i2,j2 |

erfüllt ist. Dann gilt
µC ≤ min{σ(λi1), σ(λj1), σ(λi2)}.

Hierbei entspricht σ(s) dem kleinsten Singulärwert der Matrix [sE−A,B]. Diese obere Schran-
ke für das Distanzmaß µC ist durch Theorem 10 motiviert. Aus diesem Theorem folgt, dass σ(λ)
für die Werte λi1 , λj1 und λi2 nahe bei der unteren Schranke liegen könnte und somit eine gute
obere Schranke darstellt [20].
Weiters gilt

µC ≤ min
k

{σ(λk)} =: µλ ≤ min{σ(λi1), σ(λj1), σ(λi2)} mit k = 1, . . . , n,

d.h., der kleinste Wert von σ, ausgewertet für alle Eigenwerte der Matrix A, liefert eine klei-
nere obere Schranke für µC als die von HE vorgeschlagene Abschätzung. Für die Berechnung
der Schranke µλ sind bei verschiedenen Eigenwerten n Singulärwertzerlegungen durchzufüh-
ren, während für die Bestimmung der Schranke nach HE unabhängig von der Systemordnung
maximal drei Singulärwertzerlegungen benötigt werden. Allerdings muss für die Bestimmung
dieser Schranke das System in Modalform transformiert werden. Auch für die Bestimmung der
unteren Schranke wird die Modalform benötigt. Die von HE vorgeschlagenen Schranken kön-
nen daher nur berechnet werden, wenn die Modalform existiert, wenn also die Matrix A linear
unabhängige Eigenvektoren besitzt.

3.2.2 Numerische Bestimmung der Größe µR

In den folgenden Abschnitten werden Ansätze für die Berechnung von µR vorgestellt, die für
die Störungen δA und δB in (3.2) nur reelle Werte zulassen. Durch diese Voraussetzung ist s∗

eine reelle Größe. Somit kann die Suche nach dem Minimum auf die reelle Achse beschränkt
werden. Die Lage der lokalen Minimuma in der komplexen Ebene sowie deren Werte ändern
sind stetig, wenn A oder B sich stetig ändern. Da bei der Bestimmung von µR nur die reelle
Achse betrachtet wird, kann es zu Unstetigkeiten kommen, wenn das globale Minimum nicht
auf der reellen Achse liegt (d.h. µC 6= µR).
Verfolgt man, wie schon in Abschnitt 3.2.1.3, die Idee, dass gemäß der KALMAN-Zerlegung
für ein nicht steuerbares System die Matrizen Ã21 und B̃2 in Gleichung (3.22) Null sind, so
kann auch für die Berechnung von µR das Minimum von ‖[Ã21, B̃2]‖ herangezogen werden.
Wie in [49] gezeigt, muss im reellen Fall nicht nur eine Matrix Ã21 mit Rang eins sondern auch
mit Rang zwei berücksichtigt werden. Diese Minimierung führt nach WICKS und DeCARLO
in [49] zu dem Optimierungsproblem

µR(A,B) = min
Q∈{Rnx1∪Rnx2},‖Q‖=1

{
‖[QTA(E − QQT ),QTB]‖

}
.
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Das Optimierungsproblem über Q ∈ R
nx1 ist jenem aus Gleichung (3.23) ähnlich mit dem ein-

zigen Unterschied, dass in diesem Fall nur reelle Werte für Q zulässig sind. Die für die Be-
rechnung von µR notwendige Optimierung über Q ∈ R

nx2 stellt ein deutlich aufwendigeres
Optimierungsproblem dar.
Im Gegensatz dazu vereinfachen sich die anderen auf dem Optimierungsproblem basierenden
Algorithmen zur Bestimmung von µC durch die auf die reelle Achse beschränkte Suche. Daher
wird hier auf den Algorithmus nach WICKS und DeCARLO für reelle Störungen nicht näher
eingegangen.
In den Abschnitten 3.2.2.1 und 3.2.2.2 werden zwei Methoden zur Mimumsuche auf der reellen
Achse vorgestellt. Auch im reellen Fall werden in der Literatur Methoden zur Berechnung von
Schranken für µR vorgestellt, die nicht auf dem Optimierungsproblem basieren. Diese werden
in den Abschnitten 3.2.2.3 - 3.2.2.5 erläutert.

3.2.2.1 Berechnung von µR durch Nullstellensuche

Die Methoden zur Bestimmung von µC , welche nach lokalen Minima suchen, können für die
Suche auf der reellen Achse genutzt werden. Die Suche ist beendet, wenn z.B. durch die reelle
Variante von GUs Test oder durch die Methode nach GAO und NEUMANN festgestellt wird,
dass es sich bei dem gefundenen Minimum um das Globale handelt. Mit Hilfe der bereits in
Abschnitt 3 definierten Funktion

f(s) = vH
n (s)

[
un(s)

0

]

ergibt sich folgende einfache Bestimmung von lokalen Minima. Für die Ableitung von

σ(s) = σmin([sE − A,B])

gilt mit s = x + iy

∂σ(s)

∂x
= −Re {f(s)} und

∂σ(s)

∂y
= −Im {f(s)} .

Daraus folgt, dass die Nullstellen von f(s) den Extremalen von σ(s) entsprechen. Für die Be-
stimmung von µR müssen somit die reellen Nullstellen von f(s) bestimmt werden. Hierfür
kann beispielsweise der in [7] angeführte Algorithmus verwendet werden.

Algorithmus 3.3: Nullstellensuche

1. Finde ein Intervall [a, b], sodass f(a)f(b) < 0.

2. Berechne c = (a + b)/2.

3. Ist f(c)f(b) < 0, dann setze a = c und gehe zu Schritt 2.
Ist f(c)f(a) < 0, dann setze b = c und gehe zu Schritt 2.

4. Wiederhole Schritt 2 und 3 bis (b − a) < tol.

Durch Bestimmen aller Nullstellen von f(s) können alle lokalen Minima auf der reellen Achse
bestimmt werden.
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3.2.2.2 Minimumsuche nach GAO und NEUMANN

Für die direkte Suche nach dem globalen Minimum auf der reellen Achse können die bereits für
die Bestimmung von µC vorgestellten Algorithmen in vereinfachter Form benutzt werden. Zum
Beispiel: Basierend auf Lemma 7 wird in [16] ein Bisection Algorithmus vorgestellt, der einen
Wert für µR mit einer vorgebbaren Toleranzschranke tol bestimmt. Hierfür wird in Gleichung
(3.24) s0 = 0 und p = 1 gesetzt. Es sei eine positive Schranke tol vorgegeben. Man wähle zwei
positive Werte a und b, so dass

a ≤ µR ≤ b.

Algorithmus 3.4: Bisection

1. Setze c = (a + b)/2 und berechne die Eigenwerte von H(c) aus Gleichung (3.24).

2. Hat H(c) einen rein imaginären Eigenwert, dann setze b = c, andernfalls setze a = c.

3. Falls (b − a) ≥ tol gehe zu Schritt 1, ansonsten ist der Algorithmus beendet.

Der beim letzten Schritt ermittelte Wert c ist eine Schätzung für µR.
Für die in dieser Arbeit durchgeführten Beispiele wurden gemäß Abschnitt 3 a = 0 und b =
‖A‖2 gewählt.

Natürlich kann hier stattdessen der Trisection-Algorithmus (siehe Abschnitt 3.2.1.4) benutzt
werden. An Stelle der Überprüfung nach GAO und NEUMANN kann auch eine reelle Variante
von GUs Test verwendet werden.

3.2.2.3 Abschätzung von µR, falls µC vorliegt

Eine einfach zu berechnende Schranke für µR kann ermittelt werden, wenn µC bereits bekannt
ist. GAHINET hat gezeigt, dass zwischen µC und µR der Zusammenhang

µC ≤ µR ≤ 2 max

{√
2µC , ‖A − AT ‖ 1

3 µ
2

3

C

}
(3.28)

besteht [14].

3.2.2.4 Bestimmung einer oberen Schranke mittels Quasi-KALMAN-Zerlegung

Eine Möglichkeit zur Bestimmung einer oberen Schranke basiert auf der in Anhang A.2 be-
schriebenen KALMAN-Zerlegung.

Lemma 11 (Quasi-KALMAN-Zerlegung [5]): Für ein steuerbares System (A,B) existiert eine
orthogonale Matrix P, so dass

Ã = PAPT =

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]
B̃ = PB =

[
B̃1

B̃2

]
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mit Ã11 ∈ R
rxr, B̃1 ∈ R

rxm. Für beliebige r gilt

‖Ã21‖ ≤ σr+1

σr
‖AB‖ und ‖B̃2‖ ≤ σr+1.

Hierbei symbolisieren σi die Singulärwerte der Steuerbarkeitsmatrix Su und AB die Begleitma-
trix von A.
Ausgehend von diesem Theorem schlagen BOLEY und LU in [5] Folgendes vor: Zur Bestim-
mung einer oberen Schranke von µR werden nur diejenigen Störungen betrachtet die Ã21 und
B̃2 zu skalaren Nullen und somit das System nicht steuerbar machen. Dadurch erhält man mit
r = n − 1 die Schranke

µR(A,B) ≤
(

1 +
‖AB‖
σn−1

)
σn.

Theoretisch wäre aber auch eine Störung denkbar, die Ã21 und B̃2 zu einer Nullmatrix bzw.
einen Nullvektor macht und eine kleinere Norm besitzt als jene Störung, die dazu führt, dass
Ã21 und B̃2 zu skalaren Nullen werden. Deshalb liefert

µR(A,B) ≤ min
r

{(
1 +

‖AB‖
σr−1

)
σr

}
r = 1, . . . , n − 1

eine engere obere Schranke.
Als einfache Abschätzung der Größenordnung von µC schlagen BOLEY und LU den größten
Abstand zwischen zwei benachbarten Singulärwerten vor. Diese Abschätzung führt jedoch zu
keinen zufriedenstellenden Ergebnissen, da sie in vielen Fällen deutlich zu groß ist bzw. auch
falsche Schlussfolgerungen zulässt. Besitzt die Steuerbarkeitsmatrix eines Systems 2. Ordnung
einen doppelten Singulärwert, so ist der größte Abstand zwischen zwei benachbarten Singulär-
werten gleich Null. Dadurch würde fälschlicherweise angezeigt, dass das System nicht steuer-
bar ist.
Da in vielen Fällen gilt ‖AB‖

σr−1
À 1, ist für eine Abschätzung neben der Norm von AB auch das

kleinste Verhältnis von zwei benachbarten Singulärwerten entscheidend.

3.2.2.5 Bestimmung einer oberen Schranke mittels Stufenform

Durch eine orthogonale Transformation kann ein beliebiges System (A,B) in die sogenannte
Stufenform

[
UHB UHAU

]
=





X1 A1,1 A1,2 · · · A1,k A1,k+1

0 X2 A2,2
...

...
...

. . . . . . . . .
...

...
...

. . . Xk Ak,k Ak,k+1

0 · · · · · · 0 Xk+1 Ak+1,k+1





mit
Ai,i ∈ C

pixpi und Xi ∈ C
pixpi−1 für 1 ≤ i ≤ k
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überführt werden. Die Matrizen Ai,i und Xi haben vollen Zeilenrang pi und es gilt

Ak+1,k+1 ∈ C
(n−σk)x(n−σk) mit σk =

k∑

i=1

pi.

Für Informationen zur Bestimmung der Transformationsmatrix U siehe z.B. [7]. Da es sich hier-
bei um eine orthogonale Transformation handelt, gilt

µ(A,B) = µ(UHAU,UHB).

Liegt das System in Stufenform vor, kann das Vorhanden- bzw. nicht Vorhandensein der Steu-
erbarkeit direkt abgelesen werden. Ist das System nicht steuerbar, dann ist Xk+1 = 0, und
die Matrix Ak+1,k+1 beschreibt den nicht steuerbaren Systemanteil. Das System ist genau dann
steuerbar, wenn alle Matrizen Xi den vollen Rang haben. Daraus ergibt sich eine einfache obere
Schranke [48]

µR ≤ min
i

‖Xi‖2.

Für Eingrößensysteme entspricht die Stufenform der HESSENBERG-Form und die Matrizen Xi

sind Skalare xi. Für die obere Schranke gilt in diesem Fall [48]

µR ≤ min
i

|xi|.

Ein von MIMINIS und PAIGE in [36] angeführtes Beispiel zeigt, dass sich die Stufenform vor al-
lem für große n zur Bestimmung des Distanzmaßes µR nicht eignet. D.h., es kann vorkommen,
dass trotz hoher xi Werte das „wahre“ µR sehr klein ist. Dies liegt vermutlich an der besonderen
Struktur, die ein System in Stufenform aufweist. Große xi Werte scheinen zwar darauf hinzu-
weisen, dass eine große Störung nötig ist, um eines dieser Elemente zu Null zu machen, jedoch
zerstört eine sehr kleine Störung an der Stelle, an der sich eine Null befinden muss, die Struktur
der Stufenform. Wird nun das gestörte System auf Stufenform gebracht, so kann man sich leicht
vorstellen, dass durch die Transformation die xi Werte groß werden. Je größer n, desto größer
ist die Auswirkung dieses Effekts, da immer mehr Elemente unverändert bleiben müssen, um
die Struktur der Matrizen zu erhalten. Aus diesem Grund liefert die durch die Stufenform er-
mittelt obere Schranke, wie später in den Beispielen gezeigt wird, oft Werte, die viel größer als
µR sind.

3.2.3 Einfache Methoden zur Abschätzung von µ

Da die Berechnung des Distanzmaßes recht kompliziert ist, wird anhand von Beispielen die
Aussagekraft der einfach zu bestimmenden oberen Schranke

µ = inf
s∈C

{σmin([sE − A,B])} ≤ min{σmin([λiE − A,B])} =: µλ (3.29)

mit λi, den Eigenwerten der Matrix A, untersucht.
Im Allgemeinen können die Singulärwerte der Steuerbarkeitsmatrix Su nicht direkt zur Bestim-
mung des Distanzmaßes herangezogen werden (siehe Abschnitt 3.2.2.4). Da die Singulärwerte
jedoch numerisch gut bestimmt werden können, werden der kleinste Singulärwert der Steuer-
barkeitsmatrix σmin(Su) und auch das kleinste Verhältnis von zwei benachbarten Singulärwer-
ten bestimmt und deren Aussagekraft untersucht.
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3.2.4 Überblick über die Methoden zur Ermittlung von µ

Abbildung 3.11 zeigt eine Zusammenfassung der vorgestellten Methoden zur Bestimmung des
Distanzmaßes µ.
Die auf den Optimierungsproblemen basierenden Ansätze liefern obere und untere Schranken,
deren Differenz vorgebbar ist. Wird allerdings der gewünschte maximale Abstand zwischen
oberer und unterer Schranke zu klein gewählt, so kann es auf Grund von numerischen Fehlern
zu falschen Ergebnissen führen. Die Ansätze gehen von der Beziehung

µ ≤ δ := σmin([sE − A,B]) (3.30)

aus. Somit ist δ der kleinste Singulärwert der Matrix [sE−A,B], weshalb die Singulärwertglei-
chungen (3.18) erfüllt sein müssen. Die Gleichungen führen zu einem Gleichungssystem beste-
hend aus drei vektoriellen Gleichungen. Besitzt dieses Gleichungssystem eine Lösung, dann ist
Gleichung (3.30) erfüllt. GAO und NEUMANN formen das Gleichungssystem durch Variablen-
substitution in ein Eigenwertproblem niedrigerer Ordnung um. Der Nachteil dieser Methode
ist, dass nicht nur ein Wert für δ, sondern auch ein Wert für s vorgeben werden muss, um das
Gleichungssystem bzw. Eigenwertproblem auswerten zu können. Deshalb ist eine Rasterung
des zu durchsuchenden Gebietes notwendig. Auch GU formt das Gleichungssystem in Eigen-
wertprobleme um. Die von GU vorgeschlagene Umformung ist deutlich aufwendiger als jene
von GAO und NEUMANN. GU nutzt Theorem 5, welches ermöglicht, den Wert s zu berech-
nen, um die Gültigkeit von (3.30) zu überprüfen. Benutzt man für GUs Test die Umformung
nach GAO und NEUMANN, kann die Berechnungsdauer deutlich verkürzt werden (siehe Ab-
schnitt 3.2.6). Sowohl für die Methode nach GAO und NEUMANN als auch für die Methode
nach GU existieren reelle Varianten, um das globale Minimum auf der reellen Achse und somit
das Distanzmaß µR zu bestimmen.
Eine Ausnahme von den auf den Optimierungsproblemen basierenden Ansätzen ist der Algo-
rithmus nach WICKS und DeCARLO, welcher keine Schranken, sondern einen Schätzwert für
µC liefert. Im Gegensatz zu den übrigen Methoden arbeitet dieser Algorithmus mit der Idee der
parallelen Lösung von zwei Optimierungsproblemen. Diese Methode kann nicht so einfach für
reelle Störungen bzw. für die Berechnung von µR herangezogen werden.
Die übrigen vorgestellten Methoden nutzen unterschiedlichste Ansätze, um obere und unte-
re Schranken für das Distanzmaß zu bestimmen. Der Abstand zwischen oberer und unterer
Schranke kann hier nicht gewählt werden.

3.2.5 Überprüfung der Forderungen

Im Folgenden werden die Distanzmaße anhand der bereits bei den modalen Maßen in Ab-
schnitt 2.4 verwendeten einfachen Beispiele auf Invarianz gegenüber Koordinatentransforma-
tionen, Konsistenz und Stetigkeit überprüft.

Beispiel 3.2 (Fortsetzung von Beispiel 2.2): Die Systemmatrizen seien gegeben durch

A =

[
α 1
0 −2

]
b =

[
1
1

]

mit einem doppelten Eigenwert bei α = −2 und einem Verlust der Steuerbarkeit für den Wert
α = −3.



3.2. Numerische Bestimmung 57

Abbildung 3.11: Übersicht über die numerische Berechnung von Schranken für das Distanzmaß µ
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Die durch die vorgestellten Algorithmen bestimmten Schranken von µC haben i.A. ähnliche
Verläufe und geben den Steuerbarkeitsverlust korrekt wieder. Der Algorithmus nach GAO und
NEUMANN liefert eine weder stetige noch konsistente Schätzung für µC , da ein Gitternetz be-
nutzt wird. Das Minimum kann somit nur dann exakt bestimmt werden, wenn es genau auf
einem Gitterpunkt liegt.
Sehr enge Schranken (mit tol = 10−9) liefert der Trisection-Algorithmus, dessen Ergebnisse
in Abbildung 3.12 dargestellt sind. Ähnlich enge Schranken liefert auch die BFGS-Methode.
Abbildung 3.12 zeigt die mittels der KRONECKER-Form erhaltenen Schranken, die deutlich
weiter auseinander liegen. Das den Ergebnissen überlagerte „Rauschen“ kann durch die Ver-
kleinerung der Elemente in der Matrix C in Gleichung (3.27) verbessert, jedoch nicht gänzlich
beseitigt werden.
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Abbildung 3.12: Mittels Trisection-Algorithmus (links) und aus KRONECKER-Form (rechts) erhaltene
Schranken für µC

Der auf Eigenwertabschätzung basierende Ansatz nach HE aus Abschnitt 3.2.1.7 liefert bei dem
doppelten Eigenwert α = λ1,2 = −2 kein eindeutiges Ergebnis. Obwohl das System an dieser
Stelle steuerbar ist, wird die untere Schranke zu Null, wodurch nicht mehr mit Sicherheit be-
stimmt werden kann, dass das System steuerbar ist.
Alle Ansätze zur Bestimmung des Distanzmaßes µR geben den Verlust der Steuerbarkeit kor-
rekt wieder. Aus dem Pseudospektrum ist ersichtlich, dass das gesuchte Minimum auf der re-
ellen Achse liegt, daher gilt µC = µR. Dieser Sachverhalt wird nur von dem Algorithmus nach
GAO und NEUMANN (beschrieben in Abschnitt 3.2.2.2) sowie durch die Nullstellensuche von
f(s) (siehe Abschnitt 3.2.2.1) wiedergegeben. Die anderen Schätzungen für µR liefern zwar ähn-
liche Verläufe, sind aber ca. um Faktor 3 höher als µC .
In Abbildung 3.13 sind die Ergebnisse der in Abschnitt 3.2.3 vorgestellten einfachen Metho-
den zur Abschätzung von µ dargestellt. Zum Vergleich zeigt diese Abbildung zusätzlich das
mittels Trisection-Algorithmus ermittelte µC . Der Wert µλ befindet sich in der gleichen Größen-
ordnung wie µC und ist der einzige Wert, der eine obere Schranke darstellt. Auch die übrigen
Werte befinden sich in der Größenordnung von µC . Alle Abschätzungen zeigen den Steuerbar-
keitsverlust für α = −3 korrekt an.
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Abbildung 3.13: Einfache Methoden zur Bewertung der Steuerbarkeit

Beispiel 3.3 (Fortsetzung von Beispiel 2.3): Gegeben sei das in Modalform vorliegende System

A =

[
−1 0
0 −1 + α

]
b =

[
1
1

]
.

Im Gegensatz zu den Modalmaßen liefern die Distanzmaße konsistente Ergebnisse wegen des
durch innere Verkopplung hervorgerufenen Steuerbarkeitsverlustes auf Grund des doppelten
Eigenwerts λ1,2 = −1 an der Stelle α = 0. Auch für dieses Beispiel gilt µC = µR. Die Algorith-
men zur Bestimmung von µC und µR sind, mit Ausnahme der Berechnung von µC nach GAO
und NEUMANN, konsistent und liefern ähnliche gute Ergebnisse wie im vorigen Beispiel. Im
Falle der Bestimmung von µR sind bei diesem Beispiel nur die durch die Quasi-KALMAN-
Zerlegung und die durch die Formel nach GAHINET erhaltenen Werte um Faktor 2 zu groß.
Auch für dieses Beispiel erhält man für die einfachen Abschätzungen die gleichen Erkenntnisse
wie schon beim vorherigen Beispiel:
Es gilt:

- Alle Abschätzungen liegen in der Größenordnung von µC und zeigen den Steuerbarkeits-
verlust an.

- Es gilt µC ≤ µλ.

Die Eigenschaften der Distanzmaße sind in den Tabellen 3.1 und 3.2 zusammengefasst. Da die
Distanz zu dem nähesten nicht steuerbaren System selbst nur invariant gegenüber unitären
Transformationen ist, wird bei den Maßen natürlich nur diese Eigenschaft überprüft. Im Falle
von reellwertigen Störungen ist die Distanz µR, wie schon in Abschnitt 3.2.2 erläutert, nicht
stetig, weshalb auch die Maße unstetig sein müssen.

3.2.6 Berechnungsdauer der Algorithmen

Da bei der Bestimmung von µC und µR auch die Berechnungsdauer der Algorithmen von In-
teresse ist, wurde diese mit dem Matlab Profiler gemessen und in Tabelle 3.3 zusammengestellt.
Es wird ein mit Zufallszahlen gefülltes Eingrößensystem der Ordnung n = 10 herangezogen.



60 Kapitel 3. Distanzmaß

Tabelle 3.1: Vergleich der Distanzmaße zur Bestimmung von µC

Invariant gegenüber
unitären

Koordinatentrans. Konsistenz Stetigkeit
Trisection mit GUs Test X X X

BFGS mit GUs Test X X X

KRONECKER-Form X X X

Eigenwertabschätzung nach HE x X X

WICKS und DeCARLO x X x
GAO und NEUMANN X x x

Tabelle 3.2: Vergleich der Distanzmaße zur Bestimmung von µR

Invariant gegenüber
unitären

Koordinatentrans. Konsistenz
Formel nach GAHINET X X

Nullstellen von f(s) X X

Quasi-KALMAN-Zerlegung X X

Stufenform X X

GAO und NEUMANN X X

Bei der Berechnungsdauer der Algorithmen ist nicht die absolute Zeit von Interesse, da diese
natürlich stark vom verwendeten Rechner abhängig ist. Die ermittelte Berechnungsdauer dient
als Vergleich der Algorithmen untereinander.

Tabelle 3.3: Vergleich der Berechnungsdauer (für 50 Durchläufe)
absolute Zeit [s] Zeit [%] * Bemerkung

µC

Trisection mit GUs Test 360,908 92,0 99% GUs Test
BFGS mit GUs Test 25,681 6,5 98,2% GUs Test,

1,6% BFGS
GAO und NEUMANN 5,475 1,4
WICKS und DeCARLO 0,219 < 1
Eigenwertabschätzung nach HE 0,159 < 1
KRONECKER-Form 0,020 < 1

µR

Nullstellensuche von f(s) 0,930 60,0 97% Bisection,
3% Überprüfung nach
GAO und NEUMANN

GAO und NEUMANN 0,254 16,4
Quasi-KALMAN-Zerlegung 0,225 14,5
Stufenform 0,141 9,1

* Bezogen auf die benötigte Berechnungsdauer aller Algorithmen für die Berechnung von µC bzw. µR.
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Tabelle 3.3 zeigt, dass der Trisection-Algorithmus deutlich mehr Zeit benötigt als die übrigen
Methoden. Hierbei beansprucht GUs Test aus zwei Gründen einen Großteil der Zeit (99%). Ei-
nerseits benötigt der Test an sich viel Zeit, da bei jedem Aufruf ein Eigenwertproblem der Grö-
ße 2n2x2n2 gelöst sowie eine QR-Zerlegung durchgeführt werden. Andererseits wird der Test
bei jeder Reduktion der oberen oder unteren Schranke aufgerufen. In dem hier für 50 Systeme
durchgeführten Beispiel wurde GUs Test 458 Mal zur Berechnung des Distanzmaßes benötigt.
Auch bei der BFGS-Methode benötigt GUs Test einen großen Anteil der Gesamtzeit (98%). In
diesem Fall wird er jedoch nur für die Entscheidung benötigt, ob ein globales oder lokales Mini-
mum gefunden wurde. Somit wurde GUs Test nur 88 Mal ausgeführt, weshalb diese Methode
deutlich schneller ist als der Trisection-Algorithmus.
Bei der Methode nach GAO und NEUMANN muss für die Entscheidung wie das Gitternetz
durchlaufen wird, ein Eigenwertproblem gelöst werden. Dieses wird zwar 3964 Mal durchge-
führt, jedoch hat das Problem nur eine Größe von 2nx2n.
Die Berechnungsdauer der übrigen Ansätze ist sehr gering.

Die Berechnungsdauer der Algorithmen zur Bestimmung von µR ist deutlich kleiner als jene
bei der Bestimmung von µC .
Von diesen benötigen die Nullstellensuchen von f(s) deutlich mehr Zeit als die übrigen Ansät-
ze. Den Hauptteil der Zeit benötigt der Algorithmus zur Suche der Nullstellen (97%) bzw. zur
Auswertung der Funktion f(s) an den Stützstellen. Die Funktion f(s) wird 4158 Mal ausgewer-
tet, wofür jeweils eine Singulärwertzerlegung notwendig ist.

3.2.6.1 Verbesserungen

Bei der Bestimmung des Distanzmaßes µC mit Hilfe des Trisection-Algorithmus bzw. der BFGS-
Methode benötigt GUs Test einen Großteil der Zeit. Die Umformung in GUs Test kann durch
jene nach GAO und NEUMANN ersetzt werden (siehe [19]). Damit ist keine QR-Zerlegung
notwendig, und das generalisierte Eigenwertproblem wird zu einem einfachen Eigenwertpro-
blem. Dies führt zu einer erheblichen Zeitersparnis bei der Berechnung des Distanzmaßes, wie
nachfolgende Tabelle zeigt.6

Tabelle 3.4: Umformung nach GU vs. Umformung nach GAO und NEUMANN (für 50 Durchläufe)
Umformung nach

Algorithmus GU GAO und NEUMANN
Trisection 74% 26%
BFGS 68% 32%

Für eine weitere Beschleunigung der Algorithmen wird ausgenützt, dass die reelle Variante von
GUs Test deutlich schneller ist als die komplexe. Ist für einen Wert δ zu prüfen, ob die Unglei-
chung δ ≥ µC erfüllt ist, wird zuerst mit der reellen Variante von GUs Test überprüft, ob δ ≥ µR

gilt. Ist das der Fall, gilt wegen µR ≥ µC auch δ ≥ µC . Andernfalls muss die Ungleichung mit
der komplexen Variante von GUs Test überprüft werden. Die Ergebnisse sind in nachfolgender
Tabelle dargestellt.6Für die Berechnungen wurde GUs Test mit der Umformung nach GAO und
NEUMANN benutzt.
Für den Trisection-Algorithmus ergibt sich durch diese Änderung eine erhebliche Verkürzung
der Berechungsdauer. Die komplexe Variante von GUs Test wurde 453 Mal aufgerufen, wäh-
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Tabelle 3.5: Benutzung der reellen Variante von GUs Test (für 50 Durchläufe)
ohne mit

Algorithmus Ausnutzung der reellen Variante
Trisection 61% 39%
BFGS 50,8% 49,2%

rend diese bei der ursprünglichen Version des Algorithmus 738 Mal benutzt wurde. Bei der
BFGS-Methode ist die Verbesserung sehr gering, da GUs Test im Vergleich zum Trisection-
Algorithmus weniger oft zum Einsatz kommt. Die komplexe Variante wurde 87 anstatt 88 Mal
verwendet.

Nachfolgend ein erneuter Vergleich der Berechnungsdauer der Algorithmen zur Ermittlung
von µC nun mit den beiden Verbesserungen.

Tabelle 3.6: Vergleich der Berechnungsdauer für µC(für 50 Durchläufe)
absolute Zeit [s] Zeit [%] Bemerkung

Trisection mit GUs Test 99,599 85,0 99% GUs Test
BFGS mit GUs Test 11,188 9,6 96,6% GUs Test, 2,8% BFGS
GAO und NEUMANN 5,475 4,7
WICKS und DeCARLO 0,219 < 1
Eigenwertabschätzung nach HE 0,159 < 1
KRONECKER Form 0,020 < 1

Tabelle 3.6 zeigt, dass der Trisection-Algorithmus und die BFGS-Methode immer noch mehr
Zeit benötigen als die übrigen Methoden. Im Vergleich zu den ursprünglichen Versionen (siehe
Tabelle 3.3) benötigt die verbesserte Version des Trisection-Algorithmus weniger als ein Drittel
und die der BFGS-Methode weniger als die Hälfte der Zeit.

Durch die Umformung nach GAO und NEUMANN in GUs Test kann dieser deutlich beschleu-
nigt werden. Jedoch wird immer noch relativ viel Zeit für das Lösen des Eigenwertproblems
der Größe 2n2x2n2 benötigt. Motiviert durch die Tatsache, dass nur reelle Eigenwerte bestimmt
werden müssen, werden in [19] zwei Verfahren vorgestellt, die die reelle Achse absuchen, um
die gewünschten Eigenwerte zu finden. Dadurch kann die Anzahl der benötigten Operationen
und damit die Berechnungsdauer von GUs Test weiter reduziert werden.

3.2.7 Diskussion der Ergebnisse

Auf Grund der beiden einfachen Beispiele können folgende Aussagen gemacht werden: Die auf
dem Optimierungsproblem basierenden Ansätze liefern i.A. stetige und konsistente Ergebnis-
se. Nur auf die Methode nach GAO und NEUMANN zur Bestimmung des Distanzmaßes µC

trifft das wegen der benötigten Rasterung des zu durchsuchenden Gebietes nicht zu.
Für die Bestimmung des Distanzmaßes µC liefern der Trisection-Algorithmus und die BFGS-

6Die Prozentangabe bezieht sich auf die Summe der Berechnungsdauer der beiden Varianten für den jeweiligen
Algorithmus.
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Methode identische Ergebnisse. Allerdings ist die Wahl des Toleranzwertes bei der BFGS-Me-
thode kritischer. Wie erwähnt, kann der Test von GU ein falsches Ergebnis liefern, wenn der
Abstand zwischen den Werten δ1 und δ2 zu klein ist. Dieser Abstand ist beim Trisection-Algo-
rithmus sehr klein, wenn die obere und untere Schranke bereits eng beieinander liegen. Daher
wirkt sich ein falsches Ergebnis von GUs Test nicht sehr stark auf das Ergebnis für das Di-
stanzmaß µC aus. Wird jedoch bei der BFGS-Methode der Abstand zwischen δ1 und δ2 zu klein
gewählt, so kann u.U. ein lokales Minimum als das globale Minimum interpretiert werden, was
sich stark auf das Ergebnis für das Distanzmaß µC auswirken kann.
Diese beiden Methoden lassen sich sehr einfach auf die Minimumsuche auf der reellen Achse
und somit zur Bestimmung des Distanzmaßes µR adaptieren. Für die hier durchgeführten Bei-
spiele liefern die Nullstellensuchen von f(s) und die reelle Variante der Methoden nach GAO
und NEUMANN bzw. von GUs Test das identische konsistente und stetige Ergebnis.
Wie bereits in Abschnitt 3.2.2 erwähnt, kann der Ansatz des parallelen Lösens von zwei Opti-
mierungsproblemen von WICKS und DeCARLO nicht einfach zur Bestimmung von µR heran-
gezogen werden. Die reelle Variante dieses Ansatzes führt nämlich zu einem deutlich schwieri-
geren Optimierungsproblem.
Der Ansatz der KRONECKER kanonischen Form und die Methode der Eigenwertabschätzung
nach HE liefern im Vergleich zu den übrigen Methoden eine gute obere Schranke für µC . Beim
Ansatz über die KCF ist die untere Schranke allerdings um einiges kleiner als das Distanzmaß
µC . Hierbei ist das Ergebnis von der für die Berechnung benötigten mit Zufallszahlen gefüllten
Matrix abhängig. Da der Ansatz der Eigenwertabschätzung nach HE auf der Modalform ba-
siert, ist diese Abschätzung nicht anwendbar, wenn die Matrix A mehrfache Eigenwerte besitzt.
Die untere Schranke wird in diesem Fall zu Null, weshalb keine Aussage über die Steuerbarkeit
des Systems möglich ist.
Der Ansatz über die Stufenform führt in manchen Fällen zu einer oberen Schranke, die deut-
lich höher ist als das Distanzmaß µC . Ein möglicher Grund dafür ist die besondere Struktur der
Stufenform. Zur Bestimmung des Maßes werden nur ausgewählte Elemente dieser Struktur be-
trachtet. Die Norm der Störung, die diese Elemente zu Null macht (d.h. das System ist nicht
mehr steuerbar), kann durchaus größer sein als die Norm der Störung, die auf andere Elemente
der Matrix wirkt und dazu führt, dass das System nicht steuerbar wird.
Der Nachteil der Formel von GAHINET zur Bestimmung von µR besteht darin, dass vorab das
Distanzmaß µC bestimmt werden muss.
Die Methoden für eine einfache Abschätzung liefern für die beiden Beispiele gute Ergebnisse,
wobei nur der Wert µλ eine obere Schranke darstellt.
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Kapitel 4

Anwendungen und Beispiele

In diesem Kapitel werden die Steuerbarkeitsmaße und deren Eigenschaften für ausgewählte
Systeme weiteren mathematischen Untersuchungen unterzogen. In Abschnitt 4.1 werden die
Maße für ein besonderes System in Steuerbarkeitsnormalform und für ein spezielles Mehr-
größensystem betrachten. Weiters wird in Abschnitt 4.2 die Effizienz und Anwendbarkeit der
unterschiedlichen Maßzahlen an praxisnahen Beispielen untersucht. In Abschnitt 4.3 werden
mögliche Anwendungsgebiete der Maßzahlen erläutert. Hierbei wird auf die Wahl der Eigen-
werte beim Zustandsreglerentwurf, auf die Fehlerdiagnose mit Hilfe von Steuerbarkeitsmaßen
sowie auf die Bestimmung des optimalen Eingangsvektors bezüglich des Distanzmaßes näher
eingegangen.

4.1 Beispiele

In Abschnitt 4.1.1 wird ein System in Steuerbarkeitsnormalform (SNF) betracht, für welches
das Distanzmaß µ für beliebige Systemordnungen n analytisch angegeben werden kann. Einer-
seits werden dadurch wichtige Erkenntnisse über das Steuerbarkeitsverhalten dieser Systeme
gewonnen. Andererseits können Aussagen über die Qualität der durch die verschiedenen Al-
gorithmen und Ansätze ermittelten Schätzungen bzw. Schranken durch direkten Vergleich mit
der analytischen Lösung gemacht werden. In Abschnitt 4.1.2 wird gezeigt, dass die Maße pro-
blemlos auch auf Mehrgrößensysteme anwendbar sind.

4.1.1 Steuerbarkeitsnormalform

Das in Steuerbarkeitsnormalform vorliegende System n-ter Ordnung mit den Systemdaten

A =





0 1 0
0

. . .

. . . 1

0 0




b =





0
...
0
1
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entspricht der Serienschaltung von n Integratoren. KENNEY und LAUB haben in [24] die ana-
lytische Lösung des Distanzmaßes für diese Systeme

µC = sin

(
π

n + 1

)

bestimmt. Auffallend ist, dass mit anwachsender Systemordnung n das Distanzmaß kleiner, al-
so die Steuerbarkeit des Systems schlechter wird. Die Singulärwerte der Steuerbarkeitsmatrix
Su sind für beliebige n alle gleich Eins. Dadurch zeigt dieses Beispiel, dass die Singulärwerte
von Su als Maß nicht geeignet sind, da sie den Verlauf des Steuerbarkeitsverhaltens i.A. nicht
wiedergeben. Eine mögliche Erklärung für das Abnehmen der Steuerbarkeit mit zunehmender
Systemordnung liefert die besondere Struktur dieser Systeme. Man kann sich leicht vorstellen,
dass nur eine geringe Störung notwendig ist um die Struktur der Steuerbarkeitsnormalform
zu verändern. Dadurch kann ein nicht steuerbares System entstehen. Dieser Effekt wird deut-
licher, je größer die Systemordnung n ist, da mehr Elemente unverändert bleiben müssen, um
die Struktur zu erhalten.
Aus Abbildung 4.1 ist ersichtlich, dass auch das Pseudospektrum eine außergewöhnliche Struk-
tur aufweist. Die Funktion σmin([sE − A,B]) nimmt an unendlich viele Stellen s den Wert des
globalen Minimums an. Diese befinden sich auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt s = 0, dessen
Radius r von der Systemordnung n abhängt. Mit steigender Systemordnung wird der Radius
größer und nähert sich dem Wert Eins an.
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Abbildung 4.1: Pseudospektrum des Systems in SNF für n = 10 (links) und Abstand vom globalen
Minimum zum Ursprung über Systemordnung n (rechts)

4.1.1.1 Distanzmaß µC

In Abbildung 4.2 wird die analytische Lösung für das Distanzmaß µC mit den aus den verschie-
den Methoden erhaltenen Schranken für µC verglichen.
Der Trisection-Algorithmus und die BFGS-Methode liefern sehr gute Schranken, die sich ma-
ximal durch den vorgegebenen Toleranzwert von der analytischen Lösung unterscheiden. Die
Abweichung zwischen der analytischen Lösung und den durch den Algorithmus nach WICKS
und DeCARLO ermittelten Schätzwertes ist kleiner als der vorgegebene Toleranzwert. Der An-
satz der KCF liefert eine gute obere Schranke. Die untere Schranke ist allerdings deutlich kleiner
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Abbildung 4.2: Distanzmaß µ des Systems in SNF über Systemordnung n1

als die analytisch ermittelten Werte für µC .
Der Ansatz der Eigenwertabschätzung nach HE kann nicht angewendet werden, da mehrfache
Eigenwerte vorliegen und diese Methode auf der Modalform basiert.
Auch an diesem Beispiel fällt bei der Methode nach GAO und NEUMANN auf, dass die be-
rechneten Schranken stückweise konstant sind und sich meist deutlich von der analytischen
Lösung unterscheiden. Dies liegt an der zu durchlaufenden Gitterstruktur. Die linke Seite der
Abbildung 4.3 zeigt, den Ablauf des Algorithmus für n = 1, . . . , 5 (vgl. Abschnitt 3.2.1.5). Für
diese Systemordnungen liegt der Wert des Distanzmaßes µC in dem mit A bezeichneten Recht-
eck. Das zu durchsuchende Gebiet kann gemäß Abschnitt 3 und auf Grund der Symmetrie
auf 0 < α ≤ ‖A‖ = 1 und 0 < so ≤ ‖A‖ = 1 beschränkt werden. Ausgangspunkt ist
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Abbildung 4.3: Algorithmus nach GAO und NEUMANN für n = 1, . . . , 5 (links) und für n = 6, . . . , 11
(rechts)

die linke obere Ecke e1,1 mit den Koordinaten (s0 = 0, α = 1). Dieser Ecke wird der Wert
l(e1,1) = 1 zugewiesen, da α ≥ µC gilt. In Schritt (i) gelangt man durch Halbieren von α zur
Ecke e1,2 = (s0 = 0, α = 1

2). Da α < µC gilt, erhält diese Ecke den Wert l(e1,2) = 0. In Schritt
(ii) wird nun der Wert s0 verändert. Dadurch gelangt man zur Ecke e2,2 = (1

2 , 1
2) mit dem Wert

1Für eine anschaulichere Darstellung wurden die ermittelten Werte durch Geraden verbunden.
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l(e2,2) = 0. Das Dreieck D1 besitzt eine DV-Kante (different value) [e1,2 e2,2], d.h. eine Kante
deren Ecken verschiedene Werte zugeordnet sind. Diese Kante ist nun der Ausgangspunkt für
das nächste zu betrachtende Dreieck D2 (Schritt (iii)). Die Ecke dieses Dreiecks, der noch kein
Wert zugeordnet wurde ist der Punkt e2,1. Da sich dieser Punkt am rechten Rand des zu durch-
suchenden Dreiecks befindet ist die Suche hier zu Ende. Die obere Schranke wird nun durch
das Minimum der α Werte jener Ecken, denen der Wert Eins zugeordnet wurde ermittelt. Für
die Ordnungen n = 1, . . . , 5 gilt das nur für die Ecke e1,1 mit dem Wert α = 1.
Die rechte Seite der Abbildung 4.3 zeigt die Vorgangsweise des Algorithmus für die Ordnun-
gen n = 6, . . . , 11. Hier liegt der Wert µ in Rechteck B. Ausgehend von der linken oberen
Ecke e1,1 = (0, 1) läuft die Suche durch Halbieren von α senkrecht nach unten bis zur Ecke
e1,3 = (0, 1

4) mit dem Wert l(e1,3) = 0. Durch Verändern des Wertes s0 gelangt man zur Ecke
e2,3 = (1

4 , 1
4) und erhält die DV-Kante [e2,3 e1,2] die in Schritt (iv) ins Dreieck D2 führt. Wird

nun der noch fehlenden Ecke dieses Dreiecks e2,2 ein Wert zu gewiesen, erhält man wieder ei-
ne DV-Kante, die in das Dreieck D3 führt. Analog gelangt die Suche übere weitere DV-Kanten
in den Schritten (vi)-(vii) ins Dreieck D5. Die Ecke dieses Dreiecks liegt am Rand des Gebiets
und die Suche wird beendet. Der kleinste α Wert der Ecken mit dem Wert Eins ist α = 1

2 .
Dies entspricht der durch den Algorithmus ermittelten oberen Schranken. An diesem Beispiel
lassen sich einerseits die ermittelten konstanten Werte der Schranken als auch die große Ab-
weichung der Schranken vom wahren Wert µC erklären. Ist der Wert µC groß, liegt dieser im
oberen Bereich des zu durchsuchenden Gebiets, wo das Gitter noch sehr großmaschig ist und
somit eine große Abweichung zustande kommt. Erst für kleine µC liefert der Algorithmus gute
Schranken. Die Schranken können beispielsweise durch erneutes Anwenden des Algorithmus
in einem kleineren Gebiet verbessert werden. Für die Ordnungen n = 1, . . . , 5 (linke Seite der
Abbildung) würde das bedeuten, dass der Algorithmus auf das Rechteck A erneut angewendet
werden muss. Analog kann der Algorithmus für die Ordnungen n = 6, . . . , 11 (rechte Seite der
Abbildung) erneut auf das Rechteck B angewendet werden.

4.1.1.2 Distanzmaß µR

Zur Bestimmung des Distanzmaßes µR wird nur die reelle Achse betrachtet. Auf Grund der
Struktur des Pseudospektrums ist ersichtlich, dass zwei reelle Werte s existieren, die das Opti-
mierungsproblem minimieren. Somit gilt µR = µC . Dadurch kann die analytische Lösung auch
zur Verifizierung der Ansätze zur Ermittlung von Schranken für das Distanzmaß µR genutzt
werden. Der Algorithmus nach GAO und NEUMANN und die Nullstellen von f(s) liefern
Werte, die sich nur um den vorgegebenen Toleranzwert von der analytischen Lösung unter-
scheiden. Die übrigen Ansätze liefern weniger zufrieden stellende Ergebnisse. Die durch die
Formel nach GAHINET ermittelte obere Schranke liefert zwar einen ähnlichen Verlauf wie die
analytische Lösung, ist aber ca. um Faktor 2 größer. Der Ansatz über die Stufenform liefert
den konstanten Wert Eins und die über die Quasi-KALMAN-Zerlegung ermittelte Schranke ist
konstant gleich Zwei. Somit liefern diese beiden Ansätze gerade für Systeme hoher Ordnung
Schranken, die deutlich größer sind als der wahre Wert des Distanzmaßes.

4.1.1.3 Einfache Methoden

Die in Abschnitt 3.2.3 vorgestellten einfachen Methoden liefern alle für beliebige Systemord-
nungen den Wert Eins. Einige dieser Methoden benutzen die Singulärwerte der Steuerbarkeits-
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matrix bzw. das Verhältnis zwischen benachbarten Singulärwerten. Die Singulärwerte und so-
mit die Verhältnisse sind für dieses Beispiel für beliebige Systemordnungen alle gleich Eins.
Das Pseudospektrum ist an der Stelle s = 0 für beliebige Systemordnungen gleich Eins, wes-
halb auch die Schranke µ(λ) = min{σ(λi)} = 1 konstant ist.

4.1.2 Mehrgrößensystem

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Maße ohne Schwierigkeiten auf Mehrgrößensysteme an-
wendbar sind. Hierfür dient das durch [35] motivierte akademische Beispiel

A =




0,5 0,2 0,3
0,4 0,32 + α 0,3
0,2 0,5 0,26



 B =




5 1
5 1
5 5



 C =

[
1 0 1
0 1 0

]

mit n = 3 Zustandsvariablen, m = 2 Eingangsgrößen und p = 2 Ausgangsgrößen. Für α =
−0,02 ist das System nicht steuerbar. Die Mindestanforderung an ein Maß ist, dass dieses den
Steuerbarkeitsverlust anzeigt. Der Parameter α wird von −0,05 bis 0,02 variiert und die Maße
werden in Abhängigkeit dieses Parameters α dargestellt.

4.1.2.1 Modal- und Energiemaße

Alle Maße werden für mindestens einen Eigenwert bzw. für ein Eingangs-Ausgangspaar für
α = −0,02 gleich Null und geben somit den Steuerbarkeitsverlust korrekt wieder (vgl. Abbil-
dung 4.4). Die Polempfindlichkeitsmaße S und s nach LITZ und das Regelbarkeitsmaß ρ nach
HIPPE liefern nmp = 12 Werte, wodurch, wie in Abbildung 4.4 zu sehen, diese Maße für Mehr-
größensysteme sehr unübersichtlich werden.

- 0 . 0 5 - 0 . 0 4 - 0 . 0 3 - 0 . 0 2 - 0 . 0 1 0 0 . 0 1 0 . 0 2
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1 0

a 

 
a
1

a
2

a
3

- 0 . 0 5 - 0 . 0 4 - 0 . 0 3 - 0 . 0 2 - 0 . 0 1 0 0 . 0 1 0 . 0 2
0

5 0

1 0 0

1 5 0

2 0 0

2 5 0

3 0 0

3 5 0

4 0 0

4 5 0

5 0 0

a 

 S
1

S
2

S
3

- 0 . 0 5 - 0 . 0 4 - 0 . 0 3 - 0 . 0 2 - 0 . 0 1 0 0 . 0 1 0 . 0 2
- 2

0

2

4

6

8

1 0

1 2

a 

 
S l

1
r

1 1S l
1r
2 1

S l
1r
1 2

S l
1r
2 2

S l
2r
1 1

S l
2r
2 1

S l
2r
1 2

S
l
2r
2 2

S l
3r
1 1

S l
3r
2 1

S l
3r
1 2

S l
3r
2 2

Abbildung 4.4: Modalmaße: Steuerbarkeitsmaß a nach KONNO (links), Summenmaß Σ (Mitte) und
absolutes Polempfindlichkeitsmaß S (rechts) nach LITZ

Um die Maße bei Mehrgrößensystem für die verschieden Ein- und Ausgangsgrößen verglei-
chen zu können, sollten diese normiert werden. LITZ schlägt hierfür die Normierung mit dem
betragsmäßig größten stationären Wert der Sprungantworten der Zustandsvariablen vor [29].
Da das hier untersuchte Beispiel positive Eigenwerte besitzt und damit instabil ist, ist diese
Normierung in diesem Fall nicht möglich.
Auch die Energiemaße zeigen den Steuerbarkeitsverlust für α = −0,02 an. Das Maß nach BEN-
NINGER wird für die Zustandsvariablen x1 und x2 zu Null, was scheinbar im Widerspruch zu
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den Modalmaßen steht, die anzeigen, dass ein Eigenwert nicht steuerbar ist. Betrachtet man die
Transitionsmatrix des Systems für α = −0,02

Φ =




0,39et + 1,03e0,10t − 0,42e−0,03t 0,33et − 1,03e0,10t + 0,71e−0,03t 0,29et − 0,29e−0,03t

0,39et + 0,03e0,10t − 0,42e−0,03t 0,33et − 0,03e0,10t + 0,71e−0,03t 0,29et − 0,29e−0,03t

0,37et − 1,40e0,10t + 1,03e−0,03t 0,31et + 1,40e0,10t − 1,72e−0,03t 0,28et + 0,72e−0,03t



 ,

erkennt man, dass sich die Lösungen x1(t) und x2(t) für x1(0) = x2(0) nicht voneinander un-
terscheiden. Da auch die Eingänge in gleicher Weise auf diese beiden Zustände wirken, kön-
nen diese somit nicht beliebig beeinflusst werden und sind damit nicht steuerbar. Das Maß
nach BENNINGER erlaubt somit einen besseren Einblick in das Steuerbarkeitsverhalten des
Systems, da auch innere Verkopplungen berücksichtigt werden. Dies gilt nicht nur für mehrfa-
che Eigenwerte (vgl. Beispiel 2.3) sondern wie dieses Beispiel zeigt, auch im Falle verschiedener
Eigenwerte.

4.1.2.2 Distanzmaß µC

Alle in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen zur Bestimmung von µC bzw. von Schranken
für µC zeigen den Steuerbarkeitsverlust für α = −0,02 korrekt an. Der Trisection-Algorithmus
und die BFGS-Methode liefern, wie in Abbildung 4.5 zu sehen, sehr enge Schranken. Alle übri-
gen Methoden liefern etwas weitere Schranken. Der Algorithmus nach WICKS und DeCARLO,
der keine Schranken bestimmt, sondern µC direkt schätzt, liefert sehr gute Ergebnisse.
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Abbildung 4.5: Distanzmaß µC : Trisection-Algorithmus und BFGS-Methode (links), Algorithmus nach
WICKS und DeCARLO (Mitte) und Algorithmus nach GAO und NEUMANN (rechts)

4.1.2.3 Distanzmaß µR

Das Pseudospektrum sowie das mittels der BFGS-Methode ermittelte globale Minimum (vgl.
Abbildung 4.6) zeigen, dass der Wert s∗, welcher Relation (3.3) minimiert, auf der reellen Achse
liegt, d.h. s∗ ∈ R. Damit gilt µC = µR.
Abbildung 4.7 zeigt, dass die mittels des Algorithmus nach GAO und NEUMANN und die
Nullstellensuche von f(s) für µR gleich den Werten von µC sind. Für dieses Beispiel gilt das
auch für die mittels Stufenform ermittelten Werte. Die durch die Eigenwertabschätzung nach
HE und durch die Quasi-KALMAN-Zerlegung ermittelten oberen Schranken liefern etwas hö-
here Werte.
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Abbildung 4.6: Pseudospektrum für α = −0,05 (links), durch BFGS-Methode ermittelte Lage des globa-
len Minimums (rechts)
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Abbildung 4.7: Distanzmaß µR (links) und einfache Methoden zur Berechnung von Schranken für µC

(rechts)

4.1.2.4 Einfache Methoden

Wie aus Abbildung 4.7 ersichtlich, geben alle mittels der einfachen Methoden berechneten
Schätzungen für das Distanzmaß den Steuerbarkeitsverlust korrekt an. Die Ergebnisse sind de-
nen durch den Trisection-Algorithmus ähnlich, wobei der Wert µλ diesen Schranken am näch-
sten kommt.

4.2 Elektromechanische Beispiele

Nachfolgend werden für drei unterschiedliche Systeme Steuer- bzw. Beobachtbarkeitsmaße be-
stimmt. Durch die Anwendung der Maße auf mathematische Modelle von elektromechani-
schen Aufbauten können die Aussagen der Maße physikalisch interpretiert werden.
Als erstes Beispiel dient ein als „Wagen mit Stab“ bezeichneter Aufbau. Anhand dieses Aufbaus
werden die notwendigen Schritte erläutert, die durchzuführen sind, um mit Hilfe der vorge-
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stellten Maße Aussagen über die „Güte“ der Steuerbarkeit des betrachteten Systems zu treffen.
Die erforderlichen Schritte lassen sich wie folgt unterteilen:

1. Modellbildung: Durch physikalische Zusammenhänge (NEWTONsche Axiome, KIRCH-
HOFFsche Gesetze, Bauelementgleichungen, Reibung, ...) erhält man i.A. nichtlineare Dif-
ferentialgleichungen als mathematische Beschreibung des realen Systems.

2. Linearisierung: Da mit den hier vorgestellten Methoden nur die Steuerbarkeit von LZI-
Systemen beurteilt werden kann, wird das nichtlineare System um den zu untersuchen-
den Arbeitspunkt linearisiert.

3. Berechnung der Maßzahlen.

4. Interpretation.

Als zweites Beispiel dient der sogenannte „Hubmagnet“. Hierbei handelt es sich um ein La-
bormodell, das am Institut für Regelungs- und Automatisierungstechnik an der Technischen
Universität Graz aufgebaut ist.
Als drittes Beispiel wurde das „Doppelpendel“ gewählt. Dieser Aufbau wird durch ein LZI-
System 6. Ordnung beschrieben. Es wird untersucht, ob die Effizienz und Interpretierbarkeit
der Maße auch für Systeme höherer Ordnung gegeben ist. Als eine andere Herangehenswei-
se bei der Modellbildung, wird anhand dieses Beispiels kurz erläutert, wie man mit Hilfe des
LAGRANGE-Formalismus ein Modell erhält.

4.2.1 Wagen mit Stab

Im ersten Beispiel werden die Steuerbarkeitsmaße an

Abbildung 4.8: Wagen mit Stab

einem sehr einfachen Modell, dem in Abbildung 4.8
dargestellten Wagen mit Stab, untersucht. Aus dem 2.
NEWTONschen Axiom erhält man die Bewegungsglei-
chung des Wagens

(
1 +

m

M

) d2x

dt2
=

F

M
+

m

M
l

(
dϕ

dt

)2

sinϕ− m

M
l
d2ϕ

dt2
cos ϕ

(4.1)
und mit dem Drallsatz die Differentialgleichung für
die Bewegung des Stabes

d2x

dt2
cos ϕ + l

d2ϕ

dt2
= g sin ϕ.

Unter der Annahme, dass die Masse des Pendels im Vergleich zum Wagen vernachlässigbar
klein ist, d.h.

∣∣ m
M

∣∣ ¿ 1, erhält man aus Gleichung (4.1)

d2x

dt2
=

F

M

Durch die Wahl der Zustandsvariablen

x1 := ϕ, x2 :=
dϕ

dt
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und mit der Abkürzung

u :=
F

M

erhält man für die Bewegung des Stabes das Zustandsraummodell der Form dx
dt = f(x, u)

dx1

dt
= x2

dx2

dt
=

g

l
sinx1 −

1

l
u cos x1.

Aus Gründen der Einfachheit gilt für die weiteren Berechnungen l = 1. Das System besitzt die
Ruhelagen xR, für deren Komponenten gilt

x2,R = 0 und uR = g tan x1,R.

Für das linearisierte System
dζ

dt
= Aζ + bv

werden die JACOBI Matrizen in der Ruhelage

A :=
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=xR,u=uR

=

[
0 1

g cos x1,R + uR sin x1,R 0

]
=

[
0 1
g

cos x1,R
0

]

b :=
∂f

∂u

∣∣∣∣
x=xR,u=uR

=

[
0

− cos x1,R

]

berechnet. Im Folgenden werden die Steuerbarkeitsmaße des linearisierten Modells im Intervall
x1,R ∈ [−π, π] betrachtet. Die Matrix A besitzt die Eigenwerte

λ1,2 = ±
√

g

cos x1,R
.

Ist x1,R ∈
[−π

2 , π
2

]
, nimmt der Kosinus positive Werte an, die Matrix A besitzt zwei reelle Ei-

genwerte. Im restlichen Intervall ist der Kosinus negativ, und die Matrix besitzt somit ein rein
imaginäres Eigenwertpaar. Für die Determinante der Steuerbarkeitsmatrix gilt

det(Su) = det([b,Ab]) = − cos2 x1,R.

Für die Ruhelage x1,R = ±π
2 , dies entspricht der waagrechten Lage des Stabes, wird die De-

terminante zu Null. Somit ist das System in diesen Punkten nicht steuerbar. Um den Stab in
dieser Lage zu halten, muss die Eingangsgröße uR unendlich groß sein. Obwohl diese Stablage
damit in der Praxis nicht realisierbar ist, wird diese hier genauer untersucht um ein besseres
Verständnis für die Maßzahlen und die Algorithmen zu deren Berechnung zu erhalten. In der
Systemmatrix A tritt für die waagrechte Stablage im Element a2,1 eine Division durch Null auf.
Deshalb gibt, wie anschließend gezeigt wird, nicht jedes Steuerbarkeitsmaß den Steuerbarkeits-
verlust korrekt wieder.



74 Kapitel 4. Anwendungen und Beispiele

4.2.1.1 Modal- und Energiemaße

Für das modaltransformierte System erhält man

dζ

dt
=

√
g

cos x1,R

[
1 0
0 −1

]
ζ +

(cos x1,R)
3

2

2
√

g

[
−1
1

]
v.

Für die waagrechte Lage des Pendels wird der Eingangsvektor b zum Nullvektor. Daraus er-
kennt man, dass die Modalmaße den Steuerbarkeitsverlust korrekt wiedergeben. Für diese Lage
des Pendels wird ein Element der Systemmatrix A unendlich groß. Auf Grund der Numerik ist
jedoch cos(±π

2 ) nicht exakt gleich Null. Dadurch ergibt sich trotzdem eine numerisch ermittel-
te Modalform, aus welcher sich für diesen Punkt Steuerbarkeitsmaße (mit Ausnahme von κs)
kleiner 10−16 ergeben. In Abbildung 4.9 ist beispielhaft das Ergebnis für das Steuerbarkeitsmaß
κ nach LITZ und a nach KONNO dargestellt. Die übrigen Maße, mit Ausnahme des Steuerbar-
keitsmaßes κs nach LÜCKEL und MÜLLER, liefern einen ähnlichen Verlauf der Steuerbarkeit.
Da die Realteile der Eigenwerte der Matrix A für x1,R ∈

[−π
2 , π

2

]
betragsmäßig sehr hohe Werte

annehmen, während sie im Rest des untersuchten Intervalls gleich Null sind, liefern die Steu-
erbarkeitsmaße κsi auf Grund der Multiplikation mit e−2Re{λ} unbrauchbare Ergebnisse. Das
Steuerbarkeitsmaß nach BENNINGER gibt an, dass die Zustandsvariable x2 (Winkelgeschwin-
digkeit) besser steuerbar ist als x1 (Winkel), was rein intuitiv nicht unmittelbar erkennbar ist.
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Abbildung 4.9: Steuerbarkeitsmaße κ und a für verschiede Stabpositionen

4.2.1.2 Distanzmaß µC

Der Trisection-Algorithmus und die BFGS-Methode liefern gute und sehr eng beieinanderlie-
genden Schranken (mit tol = 10−9), dargestellt in Abbildung 4.10. Auch der nach WICKS und
DeCARLO ermittelte Schätzwert für µC liefert gute Ergebnisse. Alle auf dem Optimierungs-
problem basierenden Algorithmen haben Schwierigkeiten an den Stellen x1,R = ±π

2 . Dies ent-
spricht der waagrechten Lage des Stabes für die das System nicht steuerbar ist. Die Maße stre-
ben zwar in der Umgebung dieser Unstetigkeitsstellen gegen Null, liefern aber für x1,R = ±π

2
Werte ungleich Null und somit falsche Ergebnisse. Dies kann folgendermaßen erklärt werden:
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Abbildung 4.10: Bestimmung von µC mittels Trisection-Algorithmus (links) und der KRONECKER ka-
nonischen Form (rechts) für verschieden Stabpositionen

Optimiert wird über den kleinsten Singulärwert der Matrix M := [sE − A,b]. Da die Singulär-
werte der Matrix M gleich den Quadratwurzeln der Eigenwerte von MMH sind, wird für die
Berechnung die Beziehung

det(zE − MMH) = 0

betracht. Ist das System nicht steuerbar, so ist der kleinste Singulärwert von M gleich Null.
Daraus folgt das die Matrix MMH einen Eigenwert bei Null besitzen muss, d.h. z = 0 bzw.

det(MMH) = 0.

Es muss also ein Wert s existieren, der obige Bedingung für x1,R = ±π
2 erfüllt. Die Determinante

lautet

det(MMH) = |s|4 + |s|2 cos2 x1,R −
(

g

cos x1,R

) (
s2 − s̄2

)
+

(
g

cos x1,R

)2

+ cos2 x1,R

Durch Einsetzen von

s̃ =

√
g

cos x1,R

erhält man

det(MMH)
∣∣
s=s̃

= cos2 x1,R

(∣∣∣∣
g

cos x1,R

∣∣∣∣ + 1

)
.

Strebt der Winkel x1,R gegen ±π
2 wird diese Determinante zu Null

lim
x1,R→±π

2

det(MMH)
∣∣
s=s̃

= 0.

Der gesuchte Wert s̃ strebt in diesem Fall gegen Unendlich. Das erklärt warum die numeri-
sche Suche nach diesem Wert nicht funktioniert und die darauf basierenden Algorithmen keine
brauchbaren Ergebnisse liefern. Die durch die KRONECKER-Form und durch die Eigenwert-
abschätzung nach HE bestimmten Werte liefern gute obere Schranken. Jedoch sind die unteren
Schranken deutlich kleiner als µC (siehe Abbildung 4.10). Mit beiden Methoden erhält man für
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die untere Schranke bei waagrechter Lage des Stabes den Wert Null. Der von GAO und NEU-
MANN vorgestellte Algorithmus gibt zwar den Verlauf der Steuerbarkeit i.A. richtig wieder,
weist aber im betrachteten Intervall Sprungstellen auf. Ein Grund dafür ist das fest vorgegebe-
ne Gitter, welches über den zu durchsuchenden Teil des „Gebirges“ gelegt wird. Wie gut das
Ergebnis ist, hängt davon ab, wie nahe sich das Minimum an einem Gitterpunkt befindet (vgl.
Abschnitt 4.1.1.1).

4.2.1.3 Distanzmaß µR

Bei der Bestimmung von µR liefern der Algorithmus nach GAO und NEUMANN und die Null-
stellensuche von f(s) das gleiche Ergebnis (Abbildung 4.11).
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Abbildung 4.11: Bestimmung von µR mit dem Algorithmus nach GAO und NEUMANN sowie der
Nullstellensuche von f(s) (links) und durch die Formel nach GAHINET (rechts) für verschieden Stab-
positionen

Der etwas eigentümliche Verlauf des durch die beiden Algorithmen bestimmten Maßes µR kann
durch die Betrachtung des Pseudospektrums erklärt werden. Im Intervall x1,R ∈

[−π
2 , π

2

]
hat das

Pseudospektrum zwei Minima auf der reellen Achse. Dadurch gilt in diesem Intervall µC =
µR. Im Rest des Intervalls tritt ein konjugiert komplexes Minimum auf. In der Mitte davon
befindet sich das Minimum auf der reellen Achse, welches konstant bleibt (vgl. Abbildung 4.12).
Abbildung 4.11 zeigt auch die durch die Formel nach GAHINET bestimmten Werte µR, deren
Verlauf denen von µC ähnelt, jedoch nicht das durch das Pseudospektrum zu sehende Verhalten
wiedergibt.
Die Bestimmung von µR mittels der Quasi-KALMAN-Zerlegung liefert in der Umgebung von
x1,R = ±π

2 sehr hohe Werte, wodurch fälschlicherweise gute Steuerbarkeit anzeigt wird. Das
liegt daran, dass das Element a21 = g

cos x1,R
der Matrix A für diese Werte von x1,R sehr groß

wird, während das Element a12 konstant 1 bleibt. Dies führt dazu, dass die Norm der Begleit-
matrix AB einen großen Wert annimmt und dass die Singulärwerte σ1,2 = cos x1,R der Steu-
erbarkeitsmatrix Su in der Umgebung von x1,R = ±π

2 sehr klein werden, wodurch die großen
Werte von µR in dieser Umgebung zustande kommen. Die Singulärwerte σ1,2 = cos x1,R der
Steuerbarkeitsmatrix sind Null, doch die numerische Auswertung von cos±π

2 liefert einen sehr
kleinen Wert, weshalb der Steuerbarkeitsverlust nicht korrekt wiedergegeben wird.
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Abbildung 4.12: Pseudospektrum für x1,R = 0 (links) und für x2,R = 3π
4

(rechts)

Das linearisierte System liegt in HESSENBERG Form vor, und das Element a21 ist immer größer
gleich 1, weshalb die Bestimmung mittels Stufenform µR = 1 für alle x1,R liefert.

4.2.1.4 Einfache Methoden

Für die obere Schranke µλ nach Gleichung (3.29) gilt, wie in Abbildung 4.13 zu sehen, µC ≈ µλ.
Der Verlauf des Singulärwerts der Steuerbarkeitsmatrix ähnelt dem von µC , liefert aber deut-
lich höhere Werte. Da die Steuerbarkeitsmatrix Su einen doppelten Singulärwert besitzt, gilt

σr

σr−1
= 1 für alle Werte von x1,R, womit diese Schranke in diesem Fall keine brauchbaren Er-

gebnisse liefert. Da die Norm ‖AB‖ für dieses Beispiel sehr groß ist, liefert auch die Abschät-
zung ‖AB‖ σr

σr−1
Werte, die sehr viel größer sind als µC . Auch bei diesem Beispiel zeigen µλ und

σmin(Su) den Steuerbarkeitsverlust richtig an.
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Abbildung 4.13: Einfache Methoden zur Abschätzung von µ
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4.2.1.5 Betrachtung des nichtlinearen Systems

Ein Einblick in das Steuerbarkeitsverhalten von nichtlinearen Systemen kann durch eine mit
Hilfe von LIE-Klammern erzeugte Steuerbarkeitsmatrix S̃u erfolgen. Hierfür kann für ein soge-
nanntes AI-System (affine input)

dx

dt
= f(x) + g(x)u

die Steuerbarkeitsmatrix
S̃u = [g, adfg, . . . , adn−1

f g]

herangezogen werden [42]. Hierbei bezeichnet adfg die sogenannte LIE-Klammer, die folgen-
dermaßen definiert ist:

Definition 2 (LIE-Klammer): Es seien f und g zwei Vektorfelder im R
n. Die LIE-Klammer von

f und g ist ein drittes Vektorfeld, beschrieben durch

adfg = ∇gf −∇fg

mit

∇f(x) =
∂f

∂x
,

der JACOBI-Matrix von f .

Alternativ wird die LIE-Klammer auch als [f ,g] geschrieben. Das wiederholte Ausführen einer
LIE-Klammer kann rekursiv durch

ad0
fg = g

adi
fg = [f , adi−1

f g]

definiert werden.
Berechnet man nun diese Steuerbarkeitsmatrix für das Beispiel „Wagen mit Stab“ so erhält man

S̃u =

[
0 − cos(x1)

cos(x1) − sin(x1)x2

]
.

Man sieht, dass im Gegensatz zum linearisierten System in diesem Fall die Steuerbarkeit auch
von der Winkelgeschwindigkeit des Stabes x2 = ω̇ abhängig ist. Als ein Hinweis auf gu-
te oder schlechte Steuerbarkeit ist in Abbildung 4.14 der kleinste Singulärwert der Matrix S̃u

über x1 ∈ [−π, π] für unterschiedliche Werte von x2 aufgetragen. Vergleicht man den Verlauf
von σmin(Su) mit dem Verlauf der Steuerbarkeitsmaße des linearisierten Systems (vgl. Abbil-
dung 4.9), erkennt man, dass diese sich stark ähneln. Jedoch erhält man aus dem Verlauf von
σmin(Su) die zusätzliche Information, dass für größer werdende Winkelgeschwindigkeiten x2

die Steuerbarkeit des Systems schlechter wird. Diese Information geht durch die Linearisie-
rung des Systems verloren, da beim linearen System die Abhängigkeit der Steuerbarkeit von
der Winkelgeschwindigkeit verschwindet. Diese zusätzliche im nichtlinearen System enthalte-
ne Information lässt sich auch physikalisch interpretieren: Wenn sich der Stab mit einer grö-
ßeren Winkelgeschwindigkeit bewegt, ist das System schwerer zu steuern. An diesem Beispiel
lässt sich die Notwendigkeit für die Quantifizierung der Steuerbarkeit nichtlinearer Systeme er-
kennen. Jedoch lassen sich die in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen nicht ohne Weiteres
auf nichtlineare Systeme übertragen.
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Abbildung 4.14: Wagen mit Stab: σmin(S̃u)

4.2.2 Hubmagnet

Als zweites Beispiel werden die Steuerbarkeitsmaße des

y

RL

M g

u

i

Abbildung 4.15: Hubmagnet

in Abbildung 4.15 dargestellten Hubmagneten für ver-
schiedene Kugelmassen untersucht. Für den elektrischen
Kreis gilt

u = Ri +
d

dt
(Li).

Für die Bewegung der Kugel in vertikaler Richtung

M
d2y

dt2
= Mg +

i2

2

dL

dy
.

Die Induktivität L setzt sich aus der Selbstinduktivität L0 und einem von der Position der Kugel
abhängigen Teil zusammen. Näherungsweise gilt die Gleichung:

L = L0 + LR
yR

y
.

Die Induktivität L wird umso größer, je näher sich die Eisenkugel bei dem Elektromagneten
befindet. Die Induktivität LR steht für die zusätzliche Induktivität, die durch die Eisenkugel in
der Position yR hervorgerufen wird.
Mit

x :=

[
y,

dy

dt
, i

]T

als Zustandsvektor erhält man das nichtlineare Modell

dx1

dt
= x2

dx2

dt
= g − c

M

x3
2

x1
2

dx3

dt
= −R

L
x3 +

2c

L

x2x3

x1
+

1

L
u
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mit

c =
LRyR

2
.

Für die Ruhelage gilt

xR =

[
x1,R, 0,

√
Mg

c
x1,R

]T

und uR = R

√
Mg

c
x1,R.

Durch Linearisierung um den Arbeitspunkt erhält man die Systemmatrizen

A =




0 1 0
2g
yR

0 − 2
yR

√
cg
M

0 2
LyR

√
cMg −R

L



 und b =




0
0
1
L



 .

Im Folgenden wird die Änderung der Güte der Steuerbarkeit durch Variation der Kugelmasse
m von 0,01 bis 0,1 kg betrachtet. Für die übrigen Parameter siehe Anhang B.

4.2.2.1 Modalmaße

Intuitiv kann man sich leicht vorstellen, dass bei größer werdender Masse der Kugel die Steuer-
barkeit abnimmt, was auch von allen modalen Maßen angezeigt wird. Im untersuchten Intervall
ändern sich die Eigenwerte der Matrix A nur wenig. Sie liegen ungefähr bei λ1,2 ≈ ±38 und
λ3 ≈ −17,5.
Die Steuerbarkeitsmaße a nach KONNO und κ nach LITZ zeigen, dass der Eigenwert λ3 am be-
sten steuerbar ist. Auch die Dominanz-, Regelbarkeits- und Polempfindlichkeitsmaße liefern für
diesen Eigenwert die größten Werte. Betrachtet man das Maß κs nach MÜLLER und LÜCKEL,
so ist der Eigenwert λ2 am besten steuerbar. Dies liegt an der Verkopplung zwischen Steuer-
barkeit und Stabilität. Es ist nicht möglich, die Eigenwerte und somit die Modalmaße einer
physikalischen Zustandsvariable zuzuordnen. Erst anhand des Steuerbarkeitsmaßes m nach
BENNINGER kann festgestellt werden, dass die Zustandsvariable x3 = i am besten steuerbar
ist. Das kann dadurch erklärt werden, dass der Strom i direkt über u beeinflusst werden kann,
während die Änderung von y und dy

dt indirekt über den Spulenstrom erfolgen muss. Als Bei-
spiel für die Ergebnisse sind in Abbildung 4.16 das Steuerbarkeitsmaß a nach KONNO und das
Steuerbarkeitsmaß m nach BENNINGER dargestellt.

4.2.2.2 Distanzmaß µC

Für dieses Beispiel liefern fünf der sechs Algorithmen das Ergebnis, dass korrekterweise bei
größer werdender Kugelmasse das Distanzmaß µC kleiner wird. Wie schon bei den Beispielen
zuvor liefern der Trisection-Algorithmus und die BFGS-Methode sehr enge Schranken, wäh-
rend die Differenz zwischen oberer und unterer Schranke bei der Bestimmung mittels der
KRONECKER-Form und der Eigenwertabschätzung nach HE deutlich größer ist (vgl. Abbil-
dung 4.17).
Die mittels KALMAN-Zerlegung ermittelte Schranke ist bis zu 24 Mal größer als die durch
die übrigen Algorithmen ermittelten Schranken. Die Methode nach GAO und NEUMANN lie-
fert auch für dieses Beispiel stückweise konstante Ergebnisse und weit auseinander liegende
Schranken.
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Abbildung 4.16: Steuerbarkeitsmaße a nach KONNO und m nach BENNINGER für unterschiedliche
Kugelmassen
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Abbildung 4.17: Obere und untere Schranken für µC mittels Trisection-Algorithmus (links) und
KRONECKER-Form (rechts)

4.2.2.3 Distanzmaß µR

Durch die Betrachtung des Pseudospektrums sieht man, dass das zu bestimmende Minimum
auf der reellen Achse liegt. Aus diesem Grund gilt µC = µR. Nur der Algorithmus nach GAO
und NEUMANN und die Nullstellensuche von f(s) liefern dieses Ergebnis. Der auf der Stufen-
form basierende Ansatz liefert für das gesamte Intervall M ∈ [0,01 0,1] einen konstanten Wert.
Das liegt daran, dass, wenn die Matrix [b,A] auf HESSENBERG-Form transformiert wird, das
Element h3,3 der resultierenden Matrix H für jede Masse M im betrachteten Intervall gleich −1
und die übrigen Elemente betragsmäßig größer 1 sind.
Die Bestimmung von Schranken mittels Quasi-KALMAN-Zerlegung liefert Werte, die um den
Faktor 105 größer sind als µC und sind damit unbrauchbar. Der Grund dafür ist auch hier, dass
die Norm der Begleitmatrix AB sehr große und die beiden kleinsten Singulärwerte der Steuer-
barkeitsmatrix Su sehr kleine Werte annehmen.
Die übrigen Ansätze zur Bestimmung von µR haben den gleichen Verlauf wie µC , liefern aber
alle deutlich zu hohe Werte.
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4.2.2.4 Einfache Methoden

Auch für dieses Anwendungsbeispiel gilt µC ≈ µλ. Die Schätzwerte ‖AB‖ σr

σr−1
und σmin(Su)

sind deutlich größer als das Distanzmaß µ. Die Werte für σr

σr−1
sind im betrachteten Intervall

kleiner als µ und zeigen an, das die Steuerbarkeit mit steigender Kugelmasse zunimmt.

4.2.3 Doppelpendel

Zwei Stäbe sind gemäß Abbildung 4.18 gelenkig und reibungsfrei auf der Masse m3 gelagert,
welche durch eine horizontale Kraft bewegt werden kann. Die Bewegung wird durch eine Fe-
der, deren Kraft proportional zur Längenänderung wirkt, und durch viskose Reibung beein-
flusst. Die Bewegungsgleichungen werden mit Hilfe der LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art
ermittelt.

Abbildung 4.18: Doppelpendel

Das in Abbildung 4.18 dargestellte System aus drei Massenpunkten (N = 3) unterliegt drei
Zwangsbedingungen (k = 3) und besitzt somit drei Freiheitsgrade (n = 2N − k = 3). Es sind
mindestens n Ortskoordinaten zur eindeutigen Beschreibung der Lage der Massenpunkte not-
wendig. Durch die LAGRANGE Gleichungen 2. Art erhält man die für die Beschreibung der
Bewegung der Massenpunkte notwendige minimale Anzahl von drei Gleichungen.

Generalisierte Koordinaten und Ortsvektoren: Die drei generalisierten Koordinaten (n = 3),
die die Lage der Massenpunkte eindeutig beschreiben und die Zwangsbedingungen für belie-
bige Werte erfüllen, werden wie folgt gewählt:

q1 = α
q2 = β
q3 = x.

Dadurch ergeben sich die Ortsvektoren

r1 =

[
q3 + l1 sin q1

l1 cos q1

]
r2 =

[
q3 + l1 sin q1 + l2 sin q2

l1 cos q1 + l2 cos q2

]
r3 =

[
q3

0

]
.
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Kinetische Energie: Für die kinetischen Energie der drei Massenpunkte gilt

TM =
3∑

i=1

miṙ
2
i

2
.

Da die beiden Stäbe als homogen angenommen werden, wird zusätzlich der Term

Trot =
Θ

2
q̇2
1 +

Θ

2
q̇2
2

für die Energie der Drehbewegung der Stäbe addiert. Für das Trägheitsmoment Θ eines Stabes
bezüglich einer Drehachse um einen Endpunkt gilt

Θ =
1

3
m2l2.

Für die gesamte kinetische Energie des Systems ergibt sich aus T = TM + Trot, somit

T =
1

2
m2(q̇

2
3 − 2q̇1q̇3l1 cos q1 − 2q̇2l2 cos q2[q̇3 − q̇1l1 cos q1] + 2q̇1q̇2l1l2 sin q1 sin q2

+ l1
2q̇2

1 + l2
2q̇2

2) +
1

2
m1(q̇

2
3 − 2q̇1q̇3l1 cos q1 + l1

2q̇2
1) +

1

6
m1l1

2q̇2
1 +

1

6
m2l2

2q̇2
2 +

1

2
m3q̇

2
3.

Potential: Die Gewichtskraft

FG =

[
0

−mg

]
,

die auf beide Stäbe wirkt, sowie die Federkraft

FF =

[
−cq3

0

]

sind konservative Kräfte und können mit Hilfe einer Potentialfunktion durch die Beziehung

F = −gradri
V

beschrieben werden. Für das Potential des Systems gilt

V =
cq3

2

2
+ m1gl1 cos q1 + m2g(l1 cos q1 + l2 cos q2).

Generalisierte Kraft: Die Masse m3 kann durch eine äußere Kraft F horizontal bewegt werden,
dadurch erhält man die generalisierten Kräfte

Q3 = F∗
i

∂r3

∂q3
= F Q1 = Q2 = 0.

Dissipationfunktion: Die viskose Reibkraft

FR = −kṙ3
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kann mit Hilfe einer Dissipationfunktion über die Beziehung

F = −gradṙi
P

beschrieben werden. Die Dissipationfunktion lautet

P =
k q̇2

3

2
.

Bewegungsgleichungen: Durch die LAGRANGE Gleichungen 2. Art

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= −∂P

∂q̇i
+ Qi

mit L = T − V erhält man drei Differentialgleichungen 2. Ordnung.

1:
1

3
l1

(
3 cos q1[m2l2(q̈2 cos q2 − q̇2

2 sin q2) − q̈3(m1 + m2)]

+3 sin q1[m2l2(q̇
2
2 cos q2 + q̈2 sin q2) − g(m1 + m2)] + l1q̈1(3m2 + 4m1)

)
= 0

2:
1

3
m2l2

(
3 cos q2[l1(q̈1 cos q1 − q̇2

1 sin q1) − q̈3] + 3 sin q2[l1(q̇
2
1 cos q1 + q̈1 sin q1) − g]

+4l2q̈2

)
= 0

3: [l1(q̇
2
1 sin q1 + q̈1 cos q1)](m1 + m2) + m2l2(q̇

2
2 sin q2 − q̈2 cos q2) + q̈3(m1 + m2 + m3)

+c q3 = F − k q̇3

Zustandsraummodell: Zur Beschreibung der Bewegung der drei Massenpunkte mit Hilfe eines
Zustandsraummodells werden die drei Bewegungsgleichungen folgendermaßen angeschrie-
ben:

q̇ = v

v̇ = M−1(h − p) mit M =
∂l

∂q̈
und p = l − Mq̈.

Hierbei ist l ein (3, 1)-Vektor, bestehend aus den linken Seiten der Bewegungsgleichungen. Der
Vektor h besteht aus den rechten Seiten der Gleichungen. Der Vektor v ist somit nur von q und
v bzw. q̇ abhängig, aber nicht von q̈.

Linearisierung: Durch Einführung des Vektors

x :=

[
q

v

]
=

[
α β x dα

dt
dβ
dt

dx
dt

]T

ergibt sich ein nichtlineares System der Form dx
dt = f(x, F ). Für F = 0 erhält man für die

Ruhelagen des Systems

f(xR) = 0 y xR = [0, 0, 0, lπ, kπ, 0]T mit k, l ∈ Z.
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Durch Linearisierung um die instabile Ruhelage xR = 0, d.h., beide Stäbe stehen senkrecht nach
oben, und durch Einführen der Konstanten
M1 = 3m2m3 + m1m2 + 4m1

2 + 16m1m3,
M2 = 5m1m2 + 4m1

2 + m2
2,

M3 = 3m2m3 + 4m1m3 + m1m2 + m1
2

und
M4 = 3m2 m3 + m1 m2 + 4m1

2 + 16m1 m3

können die Systemmatrizen wie folgt angeschrieben werden:

A =





0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

3g(M2+4m2m3+4m1m3)
l1M1

−9m3m2g
l1M1

3c(4m1+m2)
l1M1

0 0 3k(4m1+m2)
l1M1

−9m3g(m2+m1)
l2M1

3gM3

l2M1

3m1c
l2M1

0 0 3m1k
l2M1

−3gM2

M1
− 3m1m2g

M1
− c(16m1+3m2)

M1
0 0 − k(16m1+3m2)

M1





b =





0
0
0

−3(m2+4m1)
l1M4

− 3m1

l2M4
16m1+3m2

M4





.

Die Zahlenwerte der Parameter sind im Anhang B angegeben.
Mit Hilfe dieses Beispiels wird gezeigt, dass die in dieser Arbeit erhaltenen Erkenntnisse be-
züglich der Steuerbarkeit einfach auf die Beobachtbarkeit übertragbar sind. Aussagen über
die Beobachtbarkeit liefern auf Grund der Dualität die Steuerbarkeitsmaße von (AT ,CT ). Im
Folgenden werden die Beobachtbarkeitsmaße für verschiedene „Sensorpositionen“ berechnet.
Hierfür wird der vektorielle Ausgang gleich den Ortskoordinaten der Sensorposition gewählt
(vgl. Abbildung 4.18):

r = y =

[
α sin q1 − (α − l1)σ(α − l1) sin q1 + (α − l1)σ(α − l1) sin q2 + q3

α cos q1 − (α − l1)σ(α − l1) cos q1 + (α − l1)σ(α − l1) cos q2

]

Der Parameter α entspricht dem auf den Stäben zurückgelegten Weg. Wird α von Null bis Sie-
ben variiert, so wandert der Sensor den Stäben entlang bis zur Spitze des zweiten Stabes. Der
Ausgang wird um die Ruhelage xR linearisiert. Somit erhält man für die linearisierte Ausgangs-
matrix

C =

[
α − (α − l1)σ(α − l1) (α − l1)σ(α − l1) 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

]
.

4.2.3.1 Modalmaße

Für dieses Beispiel kann eine physikalische Interpretation folgendermaßen aussehen (vgl. Ab-
bildung 4.19):
Die Maße κ1 und κ2 beschreiben die Beobachtbarkeit des Stabes 1 mit der Länge l1 = 2. Das
Maß nimmt bis zur Spitze des Stabes bei α = 2 zu und nimmt dann wieder ab, je weiter sich
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Abbildung 4.19: Beobachtbarkeitsmaße κ nach LITZ für unterschiedliche Sensorpositionen

der Sensor von Stab 1 entfernt. Die Maße κ3 und κ4 messen die Beobachtbarkeit des 2. Stabes.
Auch hier nimmt das Maß zu, je weiter sich der Sensor der Spitze des Stabes nähert. Die Maße
geben somit an, dass je weiter sich der Sensor an der Stabspitze befindet, desto größer ist die
Beobachtbarkeit. Dies lässt sich dadurch erklären, dass die Spitze mit größerer Geschwindigkeit
längere Wege durchläuft als Punkte im Stabinneren, weshalb die Bewegung besser zu beobach-
ten ist.
Das Beobachtbarkeitsmaß m nach BENNINGER liefert für dieses Beispiel keine zufrieden stel-
lenden Ergebnisse. Der Grund dafür sind numerische Probleme bei der Invertierung der GRAM-
schen Matrix QS , da diese fast singulär ist. Dies ist durch den kleinsten Singulärwert der Matrix
QS erkennbar, der für verschiedene Sensorpositionen kleiner 10−15 ist.

4.2.3.2 Distanzmaß µC

In Abbildung 4.20 und 4.21 sind beispielhaft die obere und untere Schranke von µC dargestellt,
die durch den auf der Eigenwertabschätzung nach HE basierenden Ansatz bzw. durch den
Trisection-Algorithmus ermittelt wurden. Die Maße zeigen, dass die Beobachtbarkeit schlecht
ist, wenn sich der Sensor am Ankerpunkt des 2. Stabes befindet. Weiters wird angezeigt, dass
die bestmögliche Beobachtbarkeit erreicht wird, wenn sich der Sensor ungefähr bei einem Drit-
tel des 2. Stabes befindet. Fraglich ist wie dieser Sachverhalt physikalisch zu interpretieren ist,
da ein „Knick“ der Beobachtbarkeit, während sich der Sensor auf Stab 2 befindet, unlogisch
erscheint.
Der Ansatz nach HE liefert für dieses Beispiel eine sehr kleine untere Schranke, wodurch der
Bereich zwischen oberer und unterer Schranke, in dem sich µC befinden kann, groß ist.
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Abbildung 4.20: Schranken für µC mittels Eigen-
wertabschätzung nach HE
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Abbildung 4.21: Schranken für µC , ermittelt
durch den Trisection-Algorithmus

4.2.3.3 Distanzmaß µR

Auch für dieses Beispiel gilt µR = µC . Abbildung 4.22 zeigt das durch den Algorithmus von
GAO und NEUMANN erhaltene Ergebnis, welches dem durch die Minimumsuche von f(s)
entspricht. Dies sind die einzigen der fünf vorgestellten Methoden, deren Ergebnisse mit dem
für µC bestimmten Schranken übereinstimmen. Die übrigen Methoden liefern obere Schranken,
die den Verlauf, mit Ausnahme der Schranke nach GAHINET, nicht wiedergeben (vgl. Abbil-
dung 4.22).
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Abbildung 4.22: Ergebnisse der Bestimmung von µR mittels des Algorithmus nach GAO und NEU-
MANN und der Nullstellensuche von f(s) (links) und mittels Stufenform (rechts)

4.2.3.4 Einfache Methoden

Die obere Schranke µλ liefert einen sehr ähnlichen Verlauf, wie das durch den Trisection-Al-
gorithmus ermittelte Distanzmaß µC . Der einfach zu berechnenden Schätzwert σmin(Su) liefert
Werte in der Größenordnung von µC , gibt aber den Verlauf von µC nicht korrekt wieder. Auch
in diesem Beispiel liefert die Abschätzung ‖AB‖ σr

σr−1
Werte, die deutlich größer sind als µC .
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4.2.4 Zusammenfassung der Beispiele

Um einen Überblick zu erhalten, sind die Ergebnisse der verschiedenen Maßzahlen für die
durchgeführten Beispiele in nachfolgender Tabelle stichwortartig zusammengefasst.
Die in diesem Kapitel angeführten Beispiele zeigen, dass die Modalmaße, die Energiemaße und
auch das Distanzmaß in einigen Fällen gute Ergebnisse liefern, die sich auch physikalisch inter-
pretieren lassen.
Die Beispiele haben folgende Tatsachen bestätigt: Das Maß κS nach MÜLLER und LÜCKEL lie-
fert wegen der Verkopplung von Stabilität und Steuerbarkeit oft unbrauchbare Ergebnisse. Die
Polempfindlichkeitsmaße nach LITZ werden auf Grund der großen Anzahl an Maßzahlen sehr
schnell unübersichtlich. Die übrigen Modalmaße liefern sehr ähnliche Ergebnisse. Das Beispiel
„Doppelpendel“zeigt, dass obwohl diese Maße Aussagen im Modalraum treffen, die Ergebnis-
se in manchen Fällen physikalisch interpretierbar sind.
Obwohl die Probleme bei der Berechnung der GRAMschen Matrix bei mehrfachen Eigenwer-
ten durch den Reihenansatz umgangen werden können, bleiben die numerischen Probleme bei
der Inversion dieser Matrix bestehen, was zu fehlerhaften Ergebnissen führen kann.
Über die Berechnung des Distanzmaßes wird Folgendes festgehalten: Für die Bestimmung von
µC liefern der Trisection-Algorithmus sowie die BFGS-Methode die besten und engsten Schran-
ken. Auch die Schätzung von µC nach WICKS und DeCARLO liefert, bei geeignet gewähltem
Startwert, gute Ergebnisse. Der Ansatz über die KRONECKER-Form liefert eine gute obere
Schranke, jedoch ist die untere Schranke in vielen Fällen viel kleiner als der wahre Wert von
µC . Analoges gilt bei Systemen mit einfachen Eigenwerten auch für den Ansatz über die Ei-
genwertabschätzung nach HE. Die durch die übrigen Methoden ermittelten Werte sind i.A. viel
größer als µC . Für die Bestimmung von µR liefern der Algorithmus nach GAO und NEUMANN
sowie die Nullstellensuche von f(s) die besten und engsten Schranken. Auch hier liefern die
übrigen Methoden meist Werte, die um ein Vielfaches größer sind als der „wahre“ Wert von µR.
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4.3 Anwendungen

Zum Abschluss dieses Kapitels werden Anwendungen der Steuerbarkeitsmaße bei der Analyse
von Systemen bzw. bei der Synthese von Regelkreisen vorgestellt.
Die Wahl des Steuerbarkeitsmaßes ergibt sich direkt aus der jeweiligen Anwendung. Für diese
ist entscheidend, ob die Steuerbarkeit des Gesamtsystems oder der einzelnen Zustandsvaria-
blen bewertet werden soll.
Betrachtet man z.B. das Problem der Platzierung von Aktoren und Sensoren, eignet sich das
Energiemaß m nach BENNINGER besonders gut, da einzelne Zustandsvariablen bewertet wer-
den. Ein Beispiel für die Stellgliedpositionierung einer flexiblen Raumfahrtstruktur mit Hilfe
eines Energiemaßes ist in [1] aufgeführt.
Da Modalmaße die Eigenwerte bewerten, sind diese für die Ordnungsreduktion gut geeignet.
Die Ordnung eines komplexen Systems kann durch Vernachlässigung der Systemteile mit ge-
ringem Einfluss auf das Gesamtsystem reduziert werden. Die Modellreduktion mit Hilfe von
Modalmaßen wurde erfolgreich für unterschiedlichste Systeme angewendet, wie z.B. für einen
Dampferzeuger, in [1], eine Destillationskolonne, in [29], eine Durchlaufglühanlage, in [31] und
für einen Hinterachsprüfstand, in [13].
Wie am Anwendungsbeispiel „Doppelpendel “gezeigt, können die Maße bei der Wahl von
Aktor- und Sensorpositionen nützlich sein. Weitere Beispiele dafür können für die Sensorplat-
zierung an einem elastischen Roboter in [39] nachgelesen werden.

Das Distanzmaß, welches die Steuerbarkeit des Gesamtsystems bewertet, kann folgenderma-
ßen eingesetzt werden: Da die numerische Bestimmung der Steuerbarkeit mit Hilfe der Kri-
terien nach KALMAN oder HAUTUS in manchen Fällen zu fehlerhaften Ergebnissen führt,
wird das Distanzmaß µ für eine zuverlässige Bestimmung der Steuerbarkeit benutzt. PAIGE
führt in [38] eine Schranke µ0 ein, welche sich aus Unsicherheiten der Systemmatrizen und aus
einer Schranke für die zu erwartenden numerischen Fehler bei der Berechnung von µ zusam-
mensetzt. Ist das berechnete Distanzmaß µ größer als der Wert µ0, dann ist das System mit
Sicherheit steuerbar. Anderenfalls kann keine zuverlässige Aussage über die Steuerbarkeit des
Systems gemacht werden.
Weiters kann eine Aussage über die Empfindlichkeit des Systems auf Grund von Paramete-
rungenauigkeiten getroffen werden: Wenn das (nicht exakt) modellierte System beispielsweise
schlecht steuerbar ist, ist zu erwarten, dass das reale System auf Grund von Parametertoleran-
zen oder -schwankungen nicht steuerbar ist.
Auch für die Wahl bzw. die Bewertung eines Arbeitspunktes eines nichtlinearen Systems kön-
nen die Maße hilfreich sein. Wird ein nichtlineares System

dx

dt
= f(x,u)

um einen Arbeitspunkt (xR,uR) linearisiert, um einen linearen Zustandsregler zu entwerfen,
so entsteht ein lineares System, dessen Steuerbarkeitsgüte mit Hilfe der Maße bewertet werden
kann. Wird ein guter Arbeitspunkt dadurch definiert, dass das linearisierte System gut steuer-
bar ist, kann somit mittels der Maße die Qualität des Arbeitspunktes bewertet werden.

Im Weiteren wird auf drei Anwendungsgebiete näher eingegangen. In Abschnitt 4.3.1 wird un-
tersucht, ob die Maßzahlen bei der Wahl der Eigenwerte für den Zustandsreglerentwurf nütz-
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lich sind. In Abschnitt 4.3.2 wird die Aussagekraft der Maßzahlen bei der Wahl der Sensorposi-
tionierung zur Fehlerdiagnose behandelt. D.h., es wird untersucht, wie mit Hilfe der Maßzah-
len Sensoren zu platzieren sind, dass auftretende Fehler detektiert und isoliert werden können.
In Abschnitt 4.3.3 wird die Optimierung der Systemdaten, insbesondere des Eingangsvektors,
bezüglich des Steuerbarkeitsmaßes behandelt.

4.3.1 Zustandsreglerentwurf

Für ein steuerbares LZI-System
dx

dt
= Ax + bu

wird ein Zustandsregler
u = −hTx + V r

entworfen. Für den geschlossenen Regelkreis ergibt sich die Zustandsbeschreibung

dx

dt
= Ãx + b̃r

mit
Ã = A − bhT und b̃ = bV.

Damit der Regler für konstante Eingangsgrößen stationär genau ist, wird der Verstärkungsfak-
tor V wie folgt gewählt

V = − 1

cT (A − bhT )−1b
. (4.2)

Durch Vorgabe der gewünschten n Eigenwerte λ̃i (i = 1, . . . , n) der Matrix Ã des geschlossenen
Regelkreises kann der Vektor hT bestimmt werden.

In [34] wird die Konditionierung des Problems der Polvorgabe beim Zustandsregelerentwurf in
Abhängigkeit von Ungenauigkeiten bzw. Störungen der Systemdaten analysiert. Hierbei zeigt
sich, dass ein Zusammenhang zwischen der Konditionierung und der Konditionszahl der Ei-
genvektormatrix des geschlossenen Kreises Ã, der Norm des Rückkopplungsvektors h und
des Distanzmaßes µC besteht. Arbeitet man mit gestörten Systemdaten, kann ein kleines Di-
stanzmaß µC zu einem großen Fehler zwischen dem Rückführvektor des gestörten und des
nichtgestörten Systems führen. Ist µC klein, kann somit nicht davon ausgegangen werden, dass
die Wunscheigenwerte mit den Eigenwerten des geschlossenen Kreises übereinstimmen.
Im Gegensatz dazu wird hier die Frage beantwortet, wie die Wunscheigenwerte plaziert wer-
den müssen um einen möglichst großen Wert für das Distanzmaß µC zu erhalten. Die Wahl
der Wunscheigenwerte λ̃i ist i.A. unter Berücksichtigung der Stabilität frei. Durch die Vorgabe
eines gewünschten Reglerverhaltens (maximales Überschwingen, Mindest-Anstiegszeit, Stell-
größenbeschränkung, . . . ), wird die Position der Eigenwerte λ̃ auf einen Bereich der s-Ebene
eingeschränkt. Es existieren i.A. keine Methoden zur Bestimmung der Wunscheigenwerte λ̃i.
Mit Hilfe der Steuerbarkeitsmaße können die Eigenwerte so innerhalb dieses Bereiches plat-
ziert werden, dass die Steuerbarkeit des geregelten Systems maximal wird, was im Folgenden
für Systeme 1. und 2. Ordnung gezeigt wird. In Reglerkaskaden kann durch diese Eigenwert-
platzierung die Steuerbarkeit des inneren Kreis maximiert werden.
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4.3.1.1 Systeme 1. Ordnung

Für ein System 1. Ordnung
dx

dt
= ax + bu y = cx

erhält man für den geschlossenen Regelkreis

dx

dt
= (a − bh)x + bV r = λ̃x + b̃r.

Der Reglerparameter h ergibt sich durch Vorgabe des Wunscheigenwertes λ̃ zu

λ̃ = a − bh y h = − λ̃ − a

b
.

Für den Verstärkungsfaktor gilt

V = − λ̃

cb
.

Damit erhält man das geregelte System

dx

dt
= λ̃x − λ̃

c
r.

Man kommt zu der Schlussfolgerung, dass wenn |b̃| =
∣∣∣− λ̃

c

∣∣∣ größer wird, die Steuerbarkeit zu-

nimmt. D.h., je weiter links der Wunscheigenwert λ̃ in der s-Ebene liegt, desto besser steuerbar
ist das System.
Die Maße, die durch den Eigenwert normiert werden (relatives Polempfindlichkeitsmaß s = −1
nach LITZ, Summen- und Maximalmaß M = 1 und Σ = 1 nach LITZ) zeigen an, dass die Steu-
erbarkeit des geregelten Systems unabhängig von der Wahl von λ̃ konstant bleibt. Die übrigen

Maße (Steuerbarkeitsmaß κ = λ̃2

c2
, absolutes Polempfindlichkeitsmaß S = −λ̃ nach LITZ und

Distanzmaß µ = |−λ̃
c |, . . . ) zeigen, dass die Steuerbarkeit mit kleiner werdenden Werten für λ̃

(λ̃ < 0) zunimmt.
Betrachtet man für das nicht geregelte System das Steuerbarkeitsmaß κ = b2 und das Distanz-
maß µ = |b|, so kommt man zu dem Ergebnis, dass für λ̃ < −|cb| die Steuerbarkeit des geregel-
ten Systems größer ist als die des nicht geregelten Systems.

4.3.1.2 Systeme 2. Ordnung

Gegeben sei das System 2. Ordnung

dx

dt
= Ax + bu =

[
a11 a12

a21 a22

]
x +

[
b1

b2

]
u

y = cTx = [c1 c2]x.

Für eine übersichtlichere Darstellung der nachfolgenden Ergebnisse werden die Abkürzungen

α := a12b2 − a22b1 und β := a21b1 − a11b2 (4.3)
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eingeführt. Für die Wunscheigenwerte λ̃1,2 erhält man für den Zustandsregler den Vektor

h =





β(a11−λ̃2−λ̃1)−a21α−b2λ̃1λ̃2

b1β−b2α

α(−a22+λ̃1+λ̃2)+a12β+b1λ̃1λ̃2

b1β−b2α





und für den Verstärkungsfaktor gilt

V = − λ̃1λ̃2

c1α + c2β
.

Um die Modalmaße zu berechnen, müssen für das geregelte System

dx

dt
= (A − bhT )x + bV r = Ãx + b̃r

y = cTx

die Eigenvektoren bestimmt werden. Eine mögliche Wahl für die Rechts-Eigenvektoren ist

XR =

[
α+b1λ̃1

β+b2λ̃1

α+b1λ̃2

β+b2λ̃2

1 1

]
.

Damit kann nun das Steuerbarkeitsmaß κ nach LITZ

κi =
xH

Lib̃b̃TxLi

xH
LixLi

= V 2xH
LibbTxLi

xH
LixLi

berechnet werden. Mit dem Verstärkungsfaktor V aus Gleichung (4.2), den Links-Eigenvektoren
xLi, die den Zeilen der Matrix XL = X−1

R entsprechen, und den Abkürzungen α und β gemäß
(4.3) erhält man das Steuerbarkeitsmaß

κ1,2 =
(b1β − b2α)2(λ̃1,2λ̃2,1)

2

(c1α + c2β)2(β2 + α2 + 2Re{λ̃2,1}(b2β + b1α) + (b2
1 + b2

2)|λ̃2,1|2)
.

Für λ̃1,2 → −∞ streben die Maße gegen Unendlich. Somit gilt, wie schon bei Systemen 1. Ord-
nung, dass je kleiner die Wunscheigenwerte λ̃1,2 gewählt werden, desto steuerbarer wird das
geregelte System.
Berechnet man für das geregelte System das Polempfindlichkeitsmaß, so erhält man

S1,2 =
λ̃1,2λ̃2,1(c1α + c2β + c1b1λ̃1,2 + c2b2λ̃1,2)

(λ̃1,2 − λ̃2,1)(c1α + c2β)
.

Für λ̃1 → −∞ bzw. λ̃2 → −∞ streben die Maße S1 bzw. S2 gegen ±∞. Dieses Resultat stimmt
mit den aus dem Steuerbarkeitsmaß κ nach LITZ erhaltenen Ergebnis überein. Für λ̃1 = λ̃2 be-
sitzt das Polempfindlichkeitsmaß eine Unstetigkeitsstelle, in deren Umgebung der Term λ̃1,2 −
λ̃2,1 im Nenner zu hohen Werten führt, wodurch für nahe beieinander liegende Eigenwerte λ̃1,2

eine gute Steuerbarkeit angezeigt wird.
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Das Distanzmaß µ ist für diesen Fall nicht analytisch berechenbar. Deshalb wurde, um die Aus-
wirkungen der Wunscheigenwerte auf das Maß zu untersuchen, die numerische Lösung her-
angezogen. Hierfür wurden die Systemdaten mit unterschiedlichen Zufallszahlen gefüllt. Die
Simulationen zeigen, dass das Distanzmaß µ für weit links liegende Wunscheigenwerte λ̃1,2 i.A.
recht hohe Werte liefert. Im Gegensatz zu den Modalmaßen erhält man nicht unabhängig von
den Systemdaten die größten Maßwerte, wenn die Wunscheigenwerte gegen Unendlich stre-
ben. Das Distanzmaß kann durchaus das Maximum für Wunscheigenwerte, die nahe bei der
imaginären Achse liegen, erreichen.

Die in diesem Abschnitt durchgeführten Untersuchungen zeigen, dass das Steuerbarkeitsmaß
des zustandsgeregelten Systems für kleine Wunscheigenwerte λ̃ i.A. groß ist. Somit sollten die
Wunscheigenwerte innerhalb des oben erwähnten Bereichs möglichst weit „links “ liegen.

Für Systeme höherer Ordnung ist eine analytische Berechnung nicht mehr sinnvoll bzw. nicht
möglich. In [40] wird anhand zweier ausgewählter Systeme 3. Ordnung gezeigt, dass das Di-
stanzmaß i.A. größer wird, je weiter links die Eigenwerte liegen.

4.3.2 Sensorplatzierung zur Fehlerdiagnose

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie das Steuerbarkeitsmaß nach BENNINGER bei der Feh-
lerdiagnose eingesetzt werden kann. Mit Hilfe des Maßes wird eine Aussage darüber getrof-
fen, welcher Fehler auf welche Zustandsvariable wirkt. Daraus kann ermittelt werden, welche
Zustandsvariablen für die Fehlerdiagnose gemessen werden müssen. Vorab werden benötigte
Begriffe (vgl. z.B. [33]) erläutert und einige Annahmen getroffen:

Fehler Ein Fehler ist eine unzulässige Abweichung eines oder mehrerer Merkmale einer tech-
nischen Anlage. Diese äußern sich in einer Veränderung der gemessenen Signale. In der
hier durchgeführten Untersuchung werden die Fehler in Systemfehler und Sensorfehler un-
terteilt. Ein Systemfehler, z.B. ein blockierendes Ventil, beeinflusst direkt die Systemeigen-
schaften und wird hier als additiver Term modelliert. Ein Sensorfehler bedeutet, dass der
Sensor entweder keine oder fehlerhafte Messwerte liefert. Es wird angenommen, dass zur
gleichen Zeit immer nur ein Fehler auftritt, d.h. entweder ein System- oder ein Sensorfeh-
ler.

Fehlerdiagnose Aufgabe der Fehlerdiagnose ist, mit Hilfe der erhaltenen Messinformationen
auftretende Fehler zu erkennen. Hierbei wird zwischen der Fehlerdetektion und der Fehle-
risolation unterschieden. Bei der Detektion wird erfasst, ob ein Fehler aufgetreten ist. Bei
der Isolation wird bei Auftritt eines Fehlers bestimmt, um welchen Fehler es sich handelt
bzw. die fehlerhafte Komponente des Systems ermittelt.

Residuum und Residuengenerator Ein Residuum ist eine Größe, die die Abweichung des Ver-
haltens der realen Strecke vom Modell anzeigt. Der sogenannte Residuengenerator errech-
net diese aus den gemessenen Ein- und Ausgangsgrößen. In der hier durchgeführten Un-
tersuchung wird als Residuengenerator eine sogenannte Beobachterbank benutzt (siehe
Abbildung 4.23). Die Residuen entsprechen den Differenzen zwischen den gemessenen
Größen xi und den durch den Beobachter ermittelten Größen x̂i. Diese werden in binäre
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Abbildung 4.23: Strecke mit Diagnoseeinheit

Größen umgewandelt, indem überprüft wird, ob vorgegebene Schranken r̃i überschritten
werden:

ri =

{
0 für |xi − x̂i| ≤ r̃i

1 für |xi − x̂i| > r̃i .

Diagnoseeinheit Die Diagnoseeinheit besteht aus einem Residuengenerator und Auswerteein-
heiten, die anhand der Residuen bestimmen, ob und welcher Fehler aufgetreten ist (siehe
Abbildung 4.23).

Die Aufgabe besteht nun darin, festzustellen welche Zustandsvariablen gemessen werden müs-
sen, um eine Fehlerdetektion bzw. -isolation mit Hilfe einer Beobachterbank zu ermöglichen.

4.3.2.1 Fehlerdiagnose mit Hilfe eines Steuerbarkeitsmaß

An dem aus [53] entnommenen System soll gezeigt werden, wie die Maßzahlen bei der Wahl
der Sensorplatzierung zur Fehlerdiagnose genutzt werden können. Gegeben sei das System

dx

dt
=





−1 −1 0 −1 −3
3 −2 −4 −2 1
−1 0 −3 2 −4
5 5 −3 −4 −2
−4 2 3 4 −5




x +





1
0
0
0
0




u +





f1

f2

0
f3

0




.

Es wirken drei Fehler fi (i = 1, 2, 3) auf das System, die als zusätzlicher Summand fi in den
Gleichungen 1, 2 und 4 modelliert werden. Die Idee besteht nun darin, diese Fehler als Ein-
gangsgrößen des Systems zu interpretieren. Hierfür betrachten wir obiges System (für u = 0)
und erhalten mit der Abkürzung f := [f1, f2, f3]

T die Systemdarstellung

dx

dt
= Ax + Bf f
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mit

Bf =





1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1
0 0 0




=:

[
b1 b2 b3

]
.

Durch Betrachtung des Steuerbarkeitsmaßes m nach BENNINGER (siehe Abschnitt 2.3.2) für
jede Spalte von Bf (d.h. für dieses Beispiel für die Systeme (A, b1), (A, b2) und (A,b3)) wird
ersichtlich, welche Zustandsvariablen vom jeweiligen Fehler beeinflusst werden. Der Zusam-
menhang zwischen den möglichen Fehlern und deren Auswirkung auf die Zustandsvariablen
ist in nachfolgender Tabelle dargestellt.

Tabelle 4.1: Steuerbarkeitsmaße für die Fehler fi

x1 x2 x3 x4 x5

(A,b1) =̂ f1 0,3359 0,0226 0,0371 0,6390 0,0291
(A,b2) =̂ f2 0,1807 0,3359 0,8804 0,5867 0,5009
(A,b3) =̂ f3 0,1513 0,0107 0,0169 0,3359 0,0139

Jede Zeile steht für einen Fehler fi und jede Spalte für eine Zustandsvariable xi. Die erste Spalte
der Tabelle gibt somit an, wie stark die drei Fehler auf die Zustandsvariable x1 wirken. Da kein
Eintrag der Tabelle Null ist, wirkt jeder Fehler auf jede Zustandsvariable. Für eine kompaktere
Schreibweise werden die Einträge der Tabelle spaltenweise normiert und in der so genannten
Auswirkungsmatrix M zusammengefasst.

M =




1 0,0673 0,0422 1 0,0581

0,5379 1 1 0,9182 1
0,4505 0,0318 0,0192 0,5257 0,0277



 .

Anschließend wird eine Schranke angegeben, ab welcher die Wirkung des Fehlers vernachläs-
sigt werden kann. Bei der Wahl der Schranke muss darauf geachtet werden, dass einerseits der
Unterschied zwischen den Werten die vernachlässigt und denen die berücksichtig werden mög-
lichst groß ist. Andererseits muss versucht werden möglichst viele linear unabhängige Spalten
zu erzeugen, da diese für die Fehlerisolation benötigt werden. Für dieses Beispiel wurde die
Schranke gleich 0,5 gewählt. Damit erhält man die binäre Auswirkungsmatrix

Mb =




1 0 0 1 0
1 1 1 1 1
0 0 0 1 0



 . (4.4)

Mit Hilfe dieser Matrix kann nun die Menge der zu messenden Zustandsvariablen für die Fehl-
erdetektion bzw. -isolation ermittelt werden. Für die Detektion eines Fehlers muss eine Zu-
standsvariable gemessen werden, auf welche jeder Fehler eine Auswirkung hat. Da die Matrix
Mb zeigt, dass Fehler 3 nur auf x4 wirkt, ist dies die einzig mögliche Wahl. Weiters kann noch
in Betracht gezogen werden, dass die Sensoren fehlerhafte Messwerte liefern, wodurch die Re-
siduen ebenfalls beeinflusst werden. Sensorfehler können durch redundante Messungen de-
tektiert werden. D.h., eine Zustandsvariable wird mit zwei verschiedenen Sensoren gemessen
(siehe Abbildung 4.23). Da für dieses Beispiel zur Systemfehlerdetektion x4 gemessen werden
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Abbildung 4.24: Ergebnisse der Fehlerdiagnose

muss, ist für die Detektion von System- und Sensorfehler die Menge {x4, x4} jene, welche am
wenigsten Sensoren benötigt.
Wenn bereits sichergestellt wurde, dass ein Systemfehler aufgetreten ist, müssen für die Fehler-
isolation aus der Menge der Zustandsvariablen Residuen ermittelbar sein, die sich bei jedem
Fehler eindeutig voneinander unterscheiden. D.h., die zu den Zustandsvariablen gehörenden
Spalten der Matrix Mb müssen voneinander unterscheidbar sein. Für das hier betrachtete Bei-
spiel ergeben sich die Mengen {x1, x2}, {x1, x3} oder {x1, x5}. Die Auswirkungsmatrix M zeigt,
dass sich Fehler 2 an der Zustandsvariablen x3 ein wenig deutlicher von den beiden übrigen
Fehlern abhebt als bei x2 und x5. Deshalb fällt die Wahl bei der nachfolgenden Simulation auf
die Menge {x1, x3}. Durch die zusätzlich anzubringenden Sensoren können Sensorfehler de-
tektiert und isoliert werden. Für eine rechnerunterstützte Ermittlung möglicher Mengen von
Zustandsvariablen siehe [53].

Abbildung 4.24 zeigt die Simulationsergebnisse für die Fehlerdiagnose unter Berücksichtigung
von Sensorfehlern. Die Residuen werden aus der zuvor ermittelten Menge {x1, x3, x4, x4} er-
halten. Es werden zu unterschiedlichen Zeitpunkten unterschiedlich lang andauernde System-
als auch Sensorfehler simuliert. Zu Beginn der Simulation sind die Residuen auch im fehlerfrei-
en Fall ungleich Null, da der Beobachterfehler erst abklingen muss. Die Fehler werden durch
die ermittelte Menge von Zustandsvariablen zufrieden stellend isoliert. Auch hier muss eine
Einschwingphase abgewartet werden. Ebenfalls muss nach dem Wegfallen des Fehlers eine ge-
wisse Zeitspanne eingehalten werden. Erst danach ist wieder eine zuverlässige Fehlerdiagnose
möglich.
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In der Literatur werden andere Methoden zur Ermittlung geeigneter Mengen von zu messen-
den Zustandsvariablen vorgeschlagen (siehe z.B. [26]). Gegenüber diesen Methoden bietet die
Fehlerdiagnose mittels Steuerbarkeitsmaßen folgende Vorteile:

- Man kommt schnell und einfach zu einer Lösung.

- Die Maße bieten einen tieferen Einblick in das Systemverhalten, d.h., es kann festgestellt
werden, welcher Fehler welches Teilsystem beeinflusst.

- In obigem Beispiel führen die drei Messungen {x1, x2}, {x1, x3} oder {x1, x5} zu Fehler-
isolierbarkeit. Die durch die Steuerbarkeitsmaße zusätzlich erhaltene Information, wie
stark die Fehler auf die einzelnen Variablen wirken, ermöglicht die Auswahl der best-
möglichen Messung bezüglich der Fehlerempfindlichkeit.

4.3.3 Bestimmung des optimalen Eingangsvektors

In diesem Abschnitt wird als weitere Anwendung für Steuerbarkeitsmaße die Wahl des „op-
timalen“ Eingangsvektors untersucht. Als optimaler Eingangsvektor b wird derjenige Vektor
bezeichnet, der dazu führt, dass das System (A,b) bestmöglich steuerbar ist. Durch die Be-
stimmung dieses Vektors können beispielsweise Sensoren bzw. Aktoren bestmöglich platziert
werden.
Für diese Anwendung eignet sich der Ansatz über die minimale Energie (siehe Abschnitt 2.3)
auf Grund der einfachen Definition. Im Folgenden wird beschrieben, wie der optimale Ein-
gangsvektor derart bestimmt werden kann, dass die minimale Energie, die notwendig ist, um
einen Anfangszustand in den Ursprung zu überführen minimal wird. Um Beschränkungen im
Eingagnsvektor b zu berücksichtigen wird das Optimierungsproblem unter der Nebenbedin-
gung

bRb ≤ 1

gelöst. Hierbei ist R eine symmetrische, positiv definite (n, n)-Matrix. Damit lässt sich das Op-
timierungsproblem folgendermaßen zusammenfassen:

min
b

{
|det

(
Q−1

S

)
|
}

unter bRb ≤ 1 R > 0 (4.5)

Hierbei entspricht QS der GRAMschen Steuerbarkeitsmatrix nach Gleichung (2.10). Für das
etwas allgemeiner definierte Maß

mk =

(
1

n
spur(QS)k

)1/k

untersuchten MÜLLER und WEBER in [37] das Optimierungsproblem

max
b

{mk} unter bRb ≤ 1 R > 0.

Für k = 0 entspricht dieses Optimierungsproblem dem hier betrachten Problem (4.5). In [37]
und in [22] wurde das Problem mit Hilfe einer LAGRANGE Funktion gelöst. Verwendet man
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für den hier betrachteten speziellen Fall (k = 0) den von MÜLLER und WEBER in [37] gewähl-
ten Lösungsansatz und führt zusätzlich eine geschickte Transformation des Systems durch (sie-
he [22]), so kann die Lösung des Optimierungsproblems wesentlich vereinfacht werden. Hierfür
wird die Matrix QS durch die Beziehung

QS = SuFST
u (4.6)

ausgedrückt. Für die Elemente der Matrix F gilt

fi,j =

∫ t1

0
αi(−τ)αj(−τ)dτ.

Die Parameter αi(t) können aus der Relation

Φ(t) = eAt =
n−1∑

i=0

αi(t)A
i

ermittelt werden. Durch die Beziehung (4.6) erhält man für die Determinate der Inversen GRAM-
schen Matrix

det(Q−1
S ) =

1

det(Su)2det(F)
.

Da die Matrix F von b unabhängig ist, kann das Optimierungsproblem (4.5) beschrieben wer-
den durch

max
b

{|det(Su|)} unter bRb ≤ 1.

Da gilt
|det(Su(αb))| > |det(Su(b))| für α > 1

befindet sich die optimale Lösung am Rand der Nebenbedingung bTRb und die Ungleichung
kann durch die Gleichung bTRb = 1 ersetzt werden [22]. Um das Problem weiter zu verein-
fachen wird das System (A,b) durch die Zustandstransformation x = Tz in ein System (J, f)
in JORDAN-Normalform überführt. Die Spalten der Transformationsmatrix T entsprechen den
Eigen- bzw. Hauptvektoren der Systemmatrix A. Die Steuerbarkeitsmatrix des ursprünglichen
Systems (A,b) lässt sich somit ausdrücken durch

Su = TS̃u

mit S̃u der Steuerbarkeitsmatrix des transformierten Systems (J, f). Durch die Transformation
ergibt sich für die Nebenbedingung

fT R̃f = 1 mit R̃ = TTRT.

Da die Transformationsmatrix T unabhängig vom Eingangsvektor b ist, ist es für das Optimie-
rungsproblem ausreichend, die Steuerbarkeitsmatrix S̃u zu betrachten. Der Einfachheit halber
wird nun vorerst angenommen, dass die Matrix A n von einander verschiedene Eigenwerte
si (i = 1, . . . , n) besitzt. Damit entspricht die Transformation der Modaltransformation mit
T = XR der Matrix der Rechts-Eigenvektoren, und die Matrix J wird zur Diagonalmatrix
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J = diag(si). Für diesen Fall kann die Steuerbarkeitsmatrix des transformierten Systems an-
geschrieben werden als das Produkt

S̃u = diag(fi)V mit T−1b = f =




f1
...

fn





mit der sogenannten VANDERMONDE-Matrix

V =





1 s1 s2
1 · · · sn−1

1

1 s2 s2
2 · · · sn−1

2
...

...
. . .

...
1 sn s2

n · · · sn−1
n




.

Da auch die Matrix V unabhängig vom Eingangsvektor b ist, ergibt sich für das Optimierungs-
problem

max
f

{
|det(S̃u|)

}
= max

f
{|det(diag(fi))|} = max

f

{
n∏

i=1

|fi|
}

unter fT R̃f = 1.

Zur Lösung des Optimierungsproblems wird nun die LAGRANGE Funktion

L :=
n∏

i=1

|fi| − λ(fT R̃f − 1)

mit dem LAGRANGEn Multiplikator λ eingeführt. Für den transformierten Eingangsvektor f ,
der das Problem maximiert, gilt die notwendige Bedingung

∂L

∂f

!
= 0 =

∂

∂f

(
n∏

i=1

|fi|
)

− λ2R̃f . (4.7)

Multipliziert man diese Gleichung von links mit fT erhält man einen Ausdruck für λ:

0 = fT ∂

∂f

(
n∏

i=1

|fi|
)

− λ2 fT R̃f︸ ︷︷ ︸
=1

y λ =
1

2
fT ∂

∂f

(
n∏

i=1

|fi|
)

.

Setzt man dieses Erbegnis in die notwendige Bedingung (4.7) ein, erhält man den Ausdruck

∂

∂f

(
n∏

i=1

fi

)
− fT ∂

∂f

(
n∏

i=1

fi

)
R̃f = 0.

Da es sich bei dem Term
∏n

i=1 fi um eine homogene Funktion vom Grad n handelt, gilt nach
dem Satz von EULER über homogene Funktionen

n
n∏

i=1

fi = fT ∂

∂f

(
n∏

i=1

fi

)
.



102 Kapitel 4. Anwendungen und Beispiele

Weiters gilt

∂

∂f

(
n∏

i=1

fi

)
=

n∏

i=1

fi





1
f1

...
1
fn



 .

Aus diesen Beziehungen erhält man nach einigen Umformungen schlussendlich das nichtlinea-
re Gleichungssystem

Rb − 1

n
T−T





1
f1

...
1
fn



 = 0 mit Tf = b.

Daraus kann, i. A. numerisch zuverlässig, der optimale Eingangsvektor b ermittelt werden.

Im Folgenden wird das Optimierungsproblem für den Fall von mehrfachen Eigenwerten der
Matrix A betrachtet. Hierbei sei mi die Vielfachheit des Eigenwertes si, wobei gelte i = 1, . . . , r
mit r der Anzahl der von einander verschieden Eigenwerte von A. Für eine im Weiteren einfa-
che Beschreibung des Problems wird der transformierte Eingangsvektor wie folgt zerlegt

fT = [f1,1, . . . , f1,m1
, f2,1, . . . , f2,m2

, . . . fr,1, . . . , fr,mr ].

Für diesen Fall ist eine ähnliche Faktorisierung der Steuerbarkeitsmatrix S̃u des transformierten
System möglich

S̃u = diag(Fi)V für i = 1, . . . , r.

Die Struktur der modifizierten Matrix V kann beispielsweise in [22] nachgelesen werden. Sie
ist für das Optimierungsproblem irrelevant, da V von f unabhängig ist. Für die Matrizen Fi gilt

Fi =





fi,1 fi,2 . . . fi,mi

fi,2
... 0

...
... ...

...
fi,mi

0 . . . 0





mit der Determinante
det(Fi) = −fmi

i,mi
.

Für das Optimierungsproblem gilt somit

max
f

{
|det(S̃u)|

}
= max

f
{|det(F1) . . .det(Fr)|} = max

f

{
|(−1)r

r∏

i=1

fmi

i,mi
|
}

unter fR̃f = 1.

Analog zur oben beschriebenen Vorgangsweise erhält man die notwendige Bedingung

∂

∂f

(
(−1)r

r∏

i=1

fmi

i,mi

)
− nR̃f(−1)r

r∏

i=1

fmi

i,mi
= 0.

Für den Lösungsvektor dieses Problems gilt fi,j = 0 mit i = 1, . . . , r und j = 1, . . . , mr − 1, da
die Ableitung nach diesem Element zu Null wird. Somit verbleiben r nichlineare Gleichungen
für die übrigen Elemente des Vektors f , die numerisch bestimmt werden.
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Beispiel 4.1: Wir betrachten zwei Systeme, für die eine analytische Lösung des Optimierungs-
problems existiert.
System in Diagonalform: Gegeben sei das System

dx

dt
= diag(si)x + bu mit i = 1, . . . , n und bT = [b1, . . . , bn].

Für die Lösung des Optimierungsproblem erhält man mit der Gewichtungsmatrix R = diag(ri)
die n notwendigen Bedingungen

ribi =
1

nbi
,

woraus folgt

bi =
1√
nri

i = 1, . . . , n.

Der optimale Eingangsvektor ist unabhängig von der Systemmatrix A und die Elemente dieses
Vektors sind für den Fall, dass die einzelnen Zustandvarablen gleich gewichtet sind, alle gleich
groß.
System in JORDAN-Form: Gegeben sei

dx

dt
=





λ 1 0
. . . . . .

λ 1

0 λ




x +




b1
...

bn



u und R = diag(r1, . . . , rn).

Aus den notwendigen Bedingungen

∂

∂b
(−bn

n) + nbn
nRb = 0

ergibt sich für den optimalen Eingangsvektor

bT =

[
0, . . . , 0,

1√
rn

]
.

Liegt das System in JORDAN-Form vor, so ist für den optimalen Eingangsvektor nur der n-te
Eintrag entscheidend.

4.3.3.1 Bemerkungen zum Distanzmaß

Aufgabenstellungen dieser Art können auch mit Hife des Distanzmaßes gelöst werden. Aller-
dings muss hier über das i.A. bereits aufwendige Optimierungsproblem zur Berechnung des
Distanzmaßes ein weiteres Optimierungsproblem „gestülpt“ werden:

max
b

{
inf
s∈C

{σmin([sE − A,B])}
}

.

Analog können auf diesen Weg auch Parameter der Systemmatrix A bezüglich des Steuerbar-
keitsmaßes optimiert werden, wie nachfolgendes Beispiel aus [6] zeigt.
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Beispiel 4.2: Gegeben sei das System

A =





1 1 2 3
−1 1 4 5
0 x1 1 2
x2 0 −2 1



 und b =





1
1
0
0



 .

Hierbei sind x1 und x2 frei wählbare, reelle Konstanten. Für die Wahl x1 = x2 = 1 ergibt sich
das Distanzmaß µC = 0,19. Durch Optimierung über x1 und x2 kann ein lokales Minimum für
x1 = 1,98 und x2 = −1,87 mit dem Wert µC = 0,49 ermittelt werden. In Abbildung 4.25 sind
die Pseudospektren für diese beiden Fälle dargestellt.
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Abbildung 4.25: Pseudospektrum für x1 = x2 = 1 (links) und für x1 = 1,98 und x2 = −1,87 (links)



Kapitel 5

Anwendung der Maße auf zeitdiskrete
Systeme

In der Praxis kommt den zeitdiskreten, linearen und zeitinvarianten Systemen beim Entwurf
von Abtastregelkreisen eine große Bedeutung zu. Die Struktur der Kriterien für die Steuer- bzw.
Erreichbarkeit von zeitdiskreten Systemen stimmen weitgehend mit denen für zeitkontinuier-
liche Systeme überein, weshalb die eingeführten Maße auch auf diese Systeme angewendet
werden können. Dadurch ergibt sich i.A. die gleiche Auswertung der Maße für diskrete Syste-
me. In diesem Kapitel wird geklärt, inwiefern die für zeitkontinuierliche Systeme entwickelten
Maße auch für zeitdiskrete Systeme geeignet sind.
Als mögliche Anwendung der Maße in diesem Bereich wird die Wahl der Abtastzeit für zeit-
diskretisierte Systeme untersucht. Abgesehen von physikalischen Einschränkungen gibt es für
die Wahl der Abtastzeit eine von KALMAN formulierte Einschränkung (vgl. Abschnitt 5.2.2).
Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der Frage, ob es nicht nur nicht erlaubte Werte für Td gibt,
sondern auch eine „gute“ bzw. „schlechte“ Wahl für die Abtastzeit, die die Steuerbarkeit des
zeitdiskreten Systems beeinflusst. Für die durchgeführten Untersuchungen werden nur ausge-
wählte Maße, angeführt in Abschnitt 5.1, betrachtet, welche sich durch die Analyse der voran-
gegangen Kapitel als zuverlässig und effizient berechenbar erwiesen haben.
Wie in den folgenden Abschnitten gezeigt wird, liefern die in dieser Arbeit betrachteten Ma-
ße sehr unterschiedliche Resultate. Daher werden die ermittelten Ergebnisse in Abschnitt 5.3.1
mit Hilfe eines diskreten Zustandsreglerentwurfs genauer untersucht. Da sowohl mit Hilfe der
Verstärkung des Zustandsreglers als auch mittels der benötigten Stellleistung Aussagen über
die „Güte” der Steuerbarkeit getroffen werden können, können diese mit den aus den Maß-
zahlen erhaltenen Erkenntnissen verglichen werden (siehe Abschnitt 5.3.1). Abschließend wird
die Anwendbarkeit der Maßzahlen auf diskrete Systeme an den Beispielen „Wagen mit Stab“,
„Hubmagnet “ und „Doppelpendel“ überprüft und die Ergebnisse zusammengefasst.

5.1 Diskretisierungsmethode und Maßzahlen

Diskreter Simulator: Werden für das zeitdiskrete System

ξi+1 = Adξi + Bdui ηi = Cdξi

105
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die Matrizen

Ad = eATd und Bd =

∫ Td

0
eAτBdτ (5.1)

gewählt, dann gilt

ξi = x(iTd)

für eine stückweise konstante Eingangsfunktion

u(τ) = u(iTd) für iTd ≤ τ < (i + 1)Td mit i ≥ 0.

Durch die weitere Wahl

Cd = C (5.2)

erreicht man, dass die Beziehung

ηi = y(iTd) für i ≥ 0 (5.3)

gilt. Hierbei ist Td die sogenannte Abtast- oder Diskretisierungszeit mit der natürlichen Eigen-
schaft Td > 0. Ein System mit den Eigenschaften (5.1) und (5.3) nennt man diskreten Simulator.

Maßzahlen: Für die durchzuführenden Untersuchungen wird als modales Steuerbarkeitsmaß
das Maß κ nach LITZ

κi =
xH

LiBdB
T
d xLi

xH
LixLi

herangezogen.
Für die Beurteilung der Steuerbarkeit des Gesamtsystems dient das Distanzmaß

µC(Ad,Bd) = inf
s∈C

σmin([sE − Ad,Bd]). (5.4)

Für dessen Berechnung wird in den folgenden Abschnitten der Trisection-Algorithmus benützt,
da sich dieser als sehr zuverlässig erwiesen hat.

5.2 Maße in Abhängigkeit der Abtastzeit

Im Folgenden werden die ausgewählten Maße sofern möglich analytisch berechnet. Somit er-
hält man für jede Maßzahl eine Funktion der unabhängigen Variablen Td, deren Eigenschaften
in den folgenden Abschnitten untersucht werden. Durch Betrachtung von Systemen niedriger
Ordnung soll Einsicht in das Steuerbarkeitsverhalten von Abtastsystemen gewonnen werden,
die es ermöglicht allgemeine Aussagen zu treffen.
Beginnend mit Systemen 1. Ordnung werden die Eigenschaften der Maßfunktionen für den dis-
kreten Simulator diskutiert. In Abschnitt 5.2.2 erfolgt eine analoge Untersuchung für Systeme
2. Ordnung. Die Ergebnisse werden in Abschnitt 5.2.3 soweit möglich auf Systeme höherer Ord-
nung übertragen.
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5.2.1 Systeme 1. Ordnung

Für Systeme 1. Ordnung kann die Abhängigkeit der Maße von der Abtastzeit Td noch einfach
analytisch ermittelt werden. Dadurch ist es möglich, das Verhalten (Monotonie, Grenzwerte,
Unstetigkeitsstellen, . . . ) dieser Funktionen zu untersuchen. Interessant ist die analytische Lo-
kalisierung von Extrema der Funktion, wodurch die optimale Abtastzeit T ∗

d ermittelt werden
kann, für die das zeitdiskrete System bestmöglich steuerbar ist.
Das Steuerbarkeitsmaß κ nach LITZ und das Distanzmaß µ sind immer positiv, somit ist die
optimale Abtastzeit T ∗

d genau jene für die κ(Td) bzw. µ(Td) ein globales Maximum besitzt.
Aus dem zeitkontinuierlichen, steuerbaren System 1. Ordnung (mit b 6= 0)

dx

dt
= ax + bu y = cx

ergibt sich für den diskreten Simulator nach Gleichung (5.1) und (5.2)

ξi+1 = eaTdξi +
b

a
(eaTd − 1)ui =: adξi + bdui ηi = cξi =: cdξi. (5.5)

Der diskrete Simulator ist genau dann nicht steuerbar, wenn gilt

bd =
b

a
(eaTd − 1) = 0.

D.h., das System ist für beliebige Abtastzeiten (Td > 0) steuerbar.

5.2.1.1 Steuerbarkeitsmaß κ

Die Berechnung des Steuerbarkeitsmaßes κ(Td) nach LITZ für das diskrete System 1. Ordnung
(5.5) ergibt

κ(Td) = b2
d =

b2

a2

(
eaTd − 1

)2
. (5.6)

Für die erste Ableitung nach der Abtastzeit Td gilt

dκ

dTd
=

2b2

a2

(
eaTd − 1

)
eaTd > 0,

woraus folgt, dass κ(Td) eine monoton steigende Funktion ist.
Je nach Vorzeichen von a hat die Funktion κ(Td) zwei unterschiedliche Verhalten, dargestellt in
Abbildung 5.1. Für a > 0 strebt die Funktion κ(Td) für Td → ∞ gegen Unendlich und für a < 0
ergibt sich der Grenzwert

lim
Td→∞

κ(Td) =
b2

a2
.

Für Td → 0 strebt die Funktion unabhängig vom Vorzeichen von a gegen Null.
Aus diesen Ergebnissen schließt man, dass je größer Td wird, desto größer wird auch κ, und
desto besser steuerbar wird das diskrete System.
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5.2.1.2 Distanzmaß µ

Für das zeitdiskrete System 1. Ordnung (5.5) kann das Distanzmaß µ nach Gleichung (5.4) ana-
lytisch berechnet werden. Für s∗ = ad wird Gleichung (5.4) zu einem Minimum mit dem Wert

µ(Td) = inf
s∈C

σmin([s
∗ − ad, bd]) = |bd| =

∣∣∣∣
b

a
(eaTd − 1)

∣∣∣∣ .

Da µ2 = κ gilt, weisen die beiden Maße das gleiche qualitative Verhalten auf.

0 1 2 3 4 5 6
0

5

1 0

1 5

2 0

2 5

3 0

3 5

4 0

4 5

5 0

T
d

k

 

 a < 0

a > 0

G r e n z w e r t

0 1 2 3 4 5 6
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1 0

T
d

m

 

 a < 0

a > 0

G r e n z w e r t

Abbildung 5.1: Steuerbarkeitsmaß κ(Td) (links) und Distanzmaß µ(Td) (rechts) für den diskreten Simu-
lator 1. Ordnung

5.2.1.3 Diskussion der Ergebnisse

Für kleiner werdende Abtastzeiten Td → 0 gleicht das zeitdiskrete System immer mehr dem
kontinuierlichen System. Somit würde man erwarten, dass auch die Maßzahl dem Steuerbar-
keitsmaß des kontinuierlichen Systems (µ = |b| und κ = b2) zustrebt. Beide Maße streben je-
doch für Td → 0 gegen Null. Das bedeutet, dass die Maße für kleine Abtastzeiten eine schlechte
Steuerbarkeit anzeigen. Der Grund dafür liegt an dem Wert bd, welcher mit abnehmender Ab-
tastzeit gegen Null strebt. Dementsprechend wird eine große Eingangsgröße u benötigt um den
gewünschten Einfluss auf das System zu bewirken. Dies kann als schlechte Steuerbarkeit des
diskreten Systems gedeutet werden.

Zusammenfassung (Diskreter Simulator für Systeme 1. Ordnung):

1. Beide Maße κ und µ streben nach Null für Td → 0 und zeigen für kleine Werte der Abtast-
zeit Td schlechte Steuerbarkeit an.

2. Für steigende Werte der Abtastzeit Td nehmen beide Maße betragsmäßig höhere Werte
an. D.h., die Güte der Steuerbarkeit nimmt mit größer werdender Abtastzeit zu.

3. Für a < 0 kann für die beiden Funktionen κ(Td) und µ(Td) eine endliche obere Schranke
angegeben werden. Für a > 0 existiert keine endliche Schranke.
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5.2.2 Systeme 2. Ordnung

Für Systeme der Ordnung n ≥ 2 muss bei der Wahl der Abtastzeit der Satz von KALMAN
beachtet werden:

Theorem 12 (Satz von KALMAN): Ein aus einem steuerbaren und zeitkontinuierlichen System
(1.1) entstandes zeitdiskretes System

ξi+1 = eATdξi +

(∫ Td

0
eAτBdτ

)
ui ηi = Cξi

ist steuerbar und beobachtbar, wenn gilt: für alle Eigenwerte

λµ = σ + jωµ und λν = σ + jων

der Matrix A mit gleichem Realteil erfüllt die Abtastzeit Td die Ungleichung:

(ωµ − ων)Td 6= ±k2π mit k = 1, 2, . . . (5.7)

Für einen skalaren Eingang u (m = 1) ist obige Bedingung notwendig und hinreichend. Handelt
es sich um eine vektorielle Eingangsgröße u (m > 1), ist obiger Satz nur hinreichend [43].
Nach diesem Satz gibt es für den diskreten Simulator Abtastzeiten Td, für welche das System
die Steuer- und Beobachtbarkeit verliert. Diese Abtastzeit, im Weiteren mit Td,K bezeichnet,
lässt sich durch Umformen von Gleichung (5.7) berechnen:

Td,K =
π

ω
. (5.8)

Der diskrete Simulator ist für Vielfache dieser Abtastzeit Td,K nicht steuerbar.
Ein Steuerbarkeitsmaß ist für den diskreten Simulator nur dann sinnvoll, wenn es mit dem Satz
von KALMAN konsistent ist. Es muss für Vielfache der Abtastzeit Td,K zu Null werden und
somit den Steuerbarkeitsverlust korrekt wiedergeben.
Im Folgenden wird der Einfluss der Abtastzeit Td auf die Steuerbarkeit des aus dem steuerbaren
und zeitkontinuierlichen, in Modalform vorliegenden Systems

A =

[
λ1 0
0 λ2

]
b =

[
b1

b2

]
(5.9)

entstandenen diskreten Simulator untersucht. Für den diskreten Simulator ergeben sich nach
den Gleichungen (5.1) und (5.2) die Systemmatrizen

Ad =

[
eλ1Td 0

0 eλ2Td

]
und bd =

[
b1
λ1

(eλ1Td − 1)
b2
λ2

(eλ2Td − 1)

]
. (5.10)

Berechnet man die Steuerbarkeitsmatrix

Su =
[
bd Adbd

]

nach KALMAN, so ergibt sich

Su =

[
b1
λ1

(eλ1Td − 1) b1
λ1

(eλ1Td − 1)eλ1Td

b2
λ2

(eλ2Td − 1) b2
λ2

(eλ2Td − 1)eλ2Td

]
.
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Für die Determinante dieser Matrix erhält man

det(Su) = b1b2

[
(eλ1Td − 1)

λ1

(eλ2Td − 1)

λ2
(eλ2Td − eλ1Td)

]
.

Sie ist offensichtlich Null für
eλ1Td = 1 bzw. eλ2Td = 1

oder
eλ1Td = eλ2Td .

Letztere Bedingung kann, da λ1 6= λ2 gilt, nur bei komplexen Eigenwerten auftreten. Für λ1,2 =
σ ± jω erhält man

eλ1Td − eλ2Td = eσTd
(
e−jωTd − ejωTd

)
= −eσTd2j sin(ωTd).

Damit ist leicht erkennbar, dass für Td = kTd,K mit k = 1, 2, . . . obige Determinante zu Null
wird.
Da sich die Abhängigkeit der Maße von Td für λ1, λ2 ∈ R und λ1, λ2 ∈ C teilweise stark unter-
scheidet, werden diese Fälle für das jeweilige Maß separat betrachtet.

5.2.2.1 Steuerbarkeitsmaß κ

Da auch das zeitdiskrete System (5.10) in Modalform vorliegt, sind die Einheitsvektoren eine
mögliche Wahl für die Eigenvektoren. Damit lässt sich das Modalmaß κ nach LITZ leicht ermit-
teln und man erhält

κ1,2(Td) =

∣∣∣∣∣
b2
1,2(−1 + eTdλ1,2)2

λ2
1,2

∣∣∣∣∣ . (5.11)

Wie schon bei Systemen 1. Ordnung gilt auch hier

lim
Td→0

κ(Td) = 0.

1. Fall: Reelle Eigenwerte Besitzt die Matrix A zwei reelle Eigenwerte (λ1 6= λ2), so erhält
man für κ1(Td) und κ2(Td) zwei unterschiedliche, monoton steigende Maßfunktionen für die
beiden Eigenwerte. Die Maße entsprechen der Lösung für Systeme 1. Ordnung nach Gleichung
(5.6), auf die bereits in Abschnitt 5.2.1.1 eingegangen wurde.
Da beide Maßfunktionen monoton steigend sind, kommt man, wie schon bei Systemen 1. Ord-
nung, zu dem Ergebnis, dass mit steigender Abtastzeit Td auch die Steuerbarkeit des Systems
besser wird. Somit liegt die optimale Abtastzeit theoretisch im Unendlichen.
Für die Praxis könnten zwei Fragen von Interesse sein, die sich mit dem Steuerbarkeitsmaß κ
folgendermaßen beantworten lassen:

- Wie groß ist bei einer vorgegebenen Abtastzeit Td die Mindest-Güte Γ der Steuerbarkeit?
Für die vorgegebene Abtastzeit Td errechnet sich die Mindest-Güte zu

Γ = min{κ1(Td), κ2(Td)}.
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- Wie klein kann die Abtastzeit Td gewählt werden, wenn eine Mindest-Güte Γ nicht unter-
schritten werden soll?
Für die vorgegebene Mindest-Güte Γ erhält man

Td = max

{
1

λ1
ln

(
1 + λ1

√
Γ

b2
1

)
,
1

λ2
ln

(
1 + λ2

√
Γ

b2
2

)}
. (5.12)

Diese Abtastzeit darf nicht unterschritten werden, wenn das System die Mindest-Güte Γ
besitzen soll.

2. Fall: Konjugiert komplexe Eigenwerte Für das System (5.9) gelte λ1,2 = σ ± jω und
b1 = b̄2 =: b. Daraus folgt: κ1 = κ2 =: κ. Man erhält eine einzige Funktion κ(Td), die in Abhän-
gigkeit von σ drei unterschiedliche Verhalten aufweist (siehe Abbildung 5.2).
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Abbildung 5.2: Steuerbarkeitsmaß κ für konjugiert komplexe Eigenwerte der Matrix A

1. Fall σ < 0: Für σ < 0 strebt die Funktion κ(Td) dem Grenzwert

lim
Td→∞

κ(Td) =
|b|2

σ2 + ω2

zu. Die Funktion κ(Td) besitzt ein Maximum, das jedoch bisher nicht analytisch ermittelt wer-
den konnte.
2. Fall σ > 0: Ist σ > 0, strebt die Funktion κ(Td) für größer werdende Abtastzeiten Td gegen
Unendlich.
In beiden Fällen (σ > 0 oder σ < 0) spiegelt die Funktion κ(Td) den Satz von KALMAN (siehe
Theorem 12) nicht wieder, da κ(Td = Td,K) nicht Null ist und somit der Steuerbarkeitsverlust
nicht anzeigt wird.
3. Fall σ = 0: Gilt σ = 0, vereinfacht sich Gleichung (5.11) zu

κ(Td) =
2|b|2
ω2

(1 − cos(ωTd)) . (5.13)
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Diese Funktion besitzt Nullstellen für Td = 2kπ
ω = 2kTd,K (k = 1, 2, . . . ) und Extrema an den

Stellen Td = kπ
ω = kTd,K (k = 1, 2, . . . ). Dabei handelt es sich bei ungeradzahligen Werten für k

um Maxima der Funktion (5.13). Für geradzahlige k erhält man die Minima bzw. die Nullstel-
len der Funktion κ(Td). Man beachte, dass für Td = kTd,K (k = 1, 2, . . . ) nach KALMAN das
diskrete System nicht steuerbar ist!

Der Grund für die Inkonsistenz mit dem Satz von KALMAN liegt darin, dass das Steuerbar-
keitsmaß κ nach LITZ den Verlust der Steuerbarkeit nur durch das Nullwerden des Eingangs-
vektors bd detektieren kann. Für Vielfache der Abtastzeit Td,K ist der Eingangsvektor mit

bd(kTd,K) =

[
b

σ+jω
b̄

σ−jω

] (
(−1)kek σπ

ω − 1
)

gegeben. Für σ 6= 0 kann |bd| nicht gleich Null werden. Gilt σ = 0, so wird der Betrag von bd

nur für geradzahlige Werte von k zu Null. Für Td = kTd,K (k = 1, 2, . . . ) liegen allerdings die
beiden identischen Eigenwerte der Matrix Ad

e(σ±jω)kTd,K = (−1)ke
σπ
ω

vor, die zu dem Steuerbarkeitsverlust führen. Da das Steuerbarkeitsmaß κ auf der Modalform
basiert, kann das Maß den Steuerbarkeitsverlust nicht anzeigen.

5.2.2.2 Distanzmaß µ

Abschnitt 3.1.2 beinhaltet die Ermittlung einer analytischen Lösung des Distanzmaßes für kon-
tinuierliche Systeme. Die erhaltenen Ergebnisse werden nun auf die diskreten Systeme übertra-
gen. Hierfür werden die Systemdaten des kontinuierlichen Systems (A,b) durch die des diskre-
tisierten Systems (Ad, bd) ersetzt.

1. Fall: Reelle Eigenwerte Für ein System 2. Ordnung mit reellen Eigenwerten kann der Wert
s∗ nicht analytisch berechnet werden, da zur Bestimmung von x∗ das Lösen einer Polynom-
gleichung 4. Ordnung notwendig ist. In Abschnitt 3.1.2.1 wurden für kontinuierliche Systeme
Asymptoten zur Abschätzung des Distanzmaßes ermittelt. Führt man für den Abstand zwi-
schen den Eigenwerten die Abkürzung

δ = |eλ1Td − eλ2Td |

ein, ergeben sich für diskrete Systeme die beiden Asymptoten

µa1
:=

1

2
δ und µa2

:= min{bd1
, bd2

}.

Für eine vorgegebene Abtastzeit Td ergibt sich dadurch analog zu den kontinuierlichen Syste-
men eine einfache Abschätzung des Distanzmaßes. Eine genaue Analyse der Abhängigkeit der
Asymptoten von der Abtastzeit gestaltet sich allerdings schwierig. Durch die Untersuchung der
Grenzwerte kann jedoch ein Einblick in das generelle Verhalten dieser Abhängigkeit gewonnen
werden: Strebt die Abtastzeit gegen Null, so wird der Abstand δ zwischen den Eigenwerten
immer kleiner. Für kleine δ muss die Asymptote µa1

betrachtet werden. Für diese gilt:

lim
Td→0

µa1
= 0.
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Auf analoge Weise wird auch der Grenzwert der Asymptoten für Td → ∞ untersucht, woraus
man auf die Grenzwerte des Distanzmaßes µ(Td) schließen kann:

λ1 > 0, λ2 > 0 limTd→∞ µ(Td) = ∞
λ1 < 0, λ2 > 0 limTd→∞ µ(Td) =

∣∣∣ b1
λ1

∣∣∣

λ1 > 0, λ2 < 0 limTd→∞ µ(Td) =
∣∣∣ b2
λ2

∣∣∣
λ1 < 0, λ2 < 0 limTd→∞ µ(Td) = 0.

Diese Ergebnisse konnten durch numerische Berechnung des Distanzmaßes bestätigt werden.
Sind beide Eigenwerte positiv, existiert keine endliche optimale Abtastzeit T ∗

d . Für die übrigen
Fälle sind endliche Werte für die optimale Abtastzeit möglich.

2. Fall: Konjugiert komplexe Eigenwerte Man nimmt an, dass die Matrix A des kontinuierli-
chen Systems (5.9) konjugiert komplexe Eigenwerte λ1,2 = σ±jω besitzt und für den Eingangs-
vektor b1 = b̄2 := b gilt. Damit besitzt das diskrete System konjugiert komplexe Eigenwerte:

Λ1,2 = eσTd cos(ωTd) ± jeσTd sin(ωTd) =: σd ± jωd

sowie konjugiert komplexe Elemente für den Eingangsvektor

bd1
= b̄d2

:= bd =
b

σ + jω

(
e(σ+jω)Td − 1

)
.

Für Systeme mit dieser Struktur wurden in Abschnitt 3.1.2.2 zwei mögliche Lösungen des Di-
stanzmaßes analytisch ermittelt. Die Lage eines Minimums wird durch den Realteil der Eigen-
werte Λ1,2

s∗1 = σd = eσTd cos(ωTd)

bestimmt. Der Wert dieses Minimums ergibt sich aus dem Betrag des Imaginärteils zu

µ1 := µ|s=s∗
1

= eσTd |sin(ωTd)| .

Aus dem konjugiert komplexen Minimum

s∗2,3 = σd ±
1

2ωd

√
4ω4

d − |bd|4

ergibt sich nach Gleichung (3.14) eine weitere mögliche Lösung für das Distanzmaß

µ2 := µ|s=s∗
2,3

=
1

2

∣∣∣∣
bd

ωd

∣∣∣∣
√

4ω2
d − |bd|2. (5.14)

Gültigkeitsbereiche der Lösungen Im Folgenden werden einfache Bedingungen erarbeitet, de-
ren Erfüllung nur noch eine der beiden möglichen Lösungen zulässt. Die Lösung µ2 ist unzuläs-
sig, wenn sie eine komplexe Zahl ist, wodurch µ1 die einzige gültige Lösung ist. Dies ist genau
dann der Fall, wenn die Ungleichung

|bd|2 > 4ω2
d
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erfüllt ist. Daraus ergibt sich

e2σTd − 2eσTd cos ωTd + 1 >
4

K
e2σTd sin2 ωTd mit K :=

|b|2
σ2 + ω2

> 0. (5.15)

Obige Ungleichung wird nun mit dem Term e−2σTd multipliziert und die reelle und nicht nega-
tive Variable x := e−σTd eingeführt. Dadurch erhält man die quadratische Ungleichung

f(x) := x2 − 2x cos ωTd + 1 − 4

K
sin2 ωTd > 0. (5.16)

Durch Lösen der quadratischen Gleichung f(x) = 0 kann obige Ungleichung umgeschrieben
werden zu

(x − x1)(x − x2) > 0

mit

x1,2 = cos ωTd ±
√

4

K
− 1 sinωTd (5.17)

Die Funktion f(x) beschreibt eine nach oben offene Parabel. Besitzt sie konjugiert komplexe
Nullstellen x1,2, so liegt der Scheitelpunkt über der x-Achse. Damit ist die Ungleichung für alle
x ∈ R erfüllt. Die Funktion f(x) besitzt genau dann konjugiert komplexe Nullstellen, wenn gilt

K > 4. (5.18)

D.h., für K > 4 bzw. |b|2 > 4|λ|2 ist µ2 keine gültige Lösung, weshalb µC = µ1 gilt.
Berücksichtigt man nun, dass x = e−σTd ein reeller und positiver Wert sein muss, besitzt die
quadratische Gleichung nur dann eine gültige Lösung, wenn mindestens eine Lösung x1,2 po-
sitiv ist. Sind beide Lösungen x1,2 negativ, dann ist die Ungleichung (5.16) nicht erfüllt und nur
µ1 kann einen gültige Lösung für das Distanzmaß µC sein. Durch die Substitution

cot ψ :=

√
4

K
− 1 0 < ψ <

π

2

kann die Beziehung (5.17) umgeschrieben werden zu

x1,2 =
1

sinψ
sin(ψ ± ωTd).

Damit beide Lösungen negativ sind, muss

sin(ψ ± ωTd) < 0

gelten. Diese Ungleichung ist im offenen Intervall

ωTd ∈ (π − ψ π + ψ) mit ψ = arcsin

√
K

4
(5.19)

erfüllt. D.h., für dieses Intervall gilt µC = µ1.
Um die erhalten Ergebnisse zu verdeutlichen, wurde Ungleichung (5.15) für die Abtastzeiten
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Abbildung 5.3: Graphische Darstellung der Ungleichung für Td = 0,1 s (links) und Td = 10 s (rechts)

Td = 0,1 s und Td = 10 s numerisch ausgewertet und über σ und ω in Abbildung 5.3 aufge-
tragen. Die Abbildung zeigt wie unterschiedlich sich die Ungleichung für kleine und große
Abtastzeiten Td verhält.
Die Wertepaare (σ, ω), für welche die Ungleichung erfüllt ist, werden durch die schwarzen
Flächen symbolisiert. Für diese Paare ist sowohl µ1 als auch µ2 eine mögliche Lösung für das
Distanzmaß µC .
Die übrigen Flächen zeigen an, dass für diese Wertepaare (σ, ω) die Ungleichung nicht gilt, und
somit nur µ1 eine gültige Lösung sein kann. Die roten Flächen entsprechen den durch Gleichung
(5.18) und die grünen Flächen den durch das Intervall (5.19) ermittelten Gültigkeitsbereich von
µ1. Da das exakte Lösen der Ungleichung sehr aufwendig ist, können die weißen Flächen nicht
durch eine analytische Lösung beschrieben werden.
Um weitere Aussagen über die Lösung der Ungleichung machen zu können, werden im Fol-
genden die Grenzwerte betrachtet. Untersucht man Ungleichung (5.15) für hinreichend große
Abtastzeiten Td, so kommt man zu dem Ergebnis, dass diese Ungleichung für σ < 0 nicht erfüllt
ist. In diesem Fall gilt die Lösung µ1, und der Grenzwert von µ1 bzw. µ geht für Td → ∞ gegen
Null. Für hinreichend große Td und σ > 0 gilt, dass im Intervall

ωTd ∈ (0 ψ) ∧ (π − ψ π + ψ) ∧ (2π − ψ 2π) mit ψ = arcsin

√
K

4

Lösung µ1 gültig ist. Dieses Ergebnis stimmt mit der in Abbildung 5.3 dargestellten numeri-
schen Auswertung überein.

Distanzmaß µ für die Abtastzeit Td = Td,K Für Vielfache der Abtastzeit Td,K ist die Unglei-
chung (5.15) nicht erfüllbar. Somit ist für diese Abtastzeiten immer Lösung µ1 gültig. Für sie
gilt

µ(kTd,K) = µ1(kTd,K) = 0 mit k = 0, 1, 2, . . . ,

wodurch das Distanzmaß µ den Satz von KALMAN korrekt wiedergibt.
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Ermittlung der optimalen Abtastzeit T ∗
d Die Maxima der Lösung µ1 bezüglich der Abtastzeit

Td können einfach ermittelt werden. Man erhält

Td,max =
1

ω
arctan

(
−ω

σ

)
+

kπ

ω
mit k = 0, 1, 2, . . . . (5.20)

Die Extrema der Lösung µ2 konnten nicht analytisch ermittelt werden.

Spezialfall σ = 0 Für σ = 0 vereinfacht sich Ungleichung (5.15) zu

K − 2 ≤ 2 cos ωTd für ωTd 6= kπ.

Die Lösung µ1 ergibt sich zu
µ1(σ = 0) = | sinωTd|

mit den Maxima
Td,max = (2k + 1)

π

2ω
mit k = 0, 1, 2, . . . .

Für diesen Fall können auch die Extrema der Lösung (5.14)

µ2
2(σ = 0) =

K(2 sin2 ωTd + K cos ωTd − K)

1 + cos ωTd

ermittelt werden. Da Td,max nur positive, reelle Werte annehmen kann, erhält man für die mög-
lichen Extrema

cos ωTd,max = −1 +
√

K mit 0 < K < 1. (5.21)

Es kann gezeigt werden, dass es sich bei diesem Extremum um ein Maximum der Lösung µ2

handelt und dass es für das Intervall
K ∈ (0 1)

dem Maximum des Distanzmaßes µ entspricht, da an der Stelle des Maximums gilt

µ1(Td,max) ≥ µ2(Td,max).

Beispiel 5.1: Es wird nun das zeitkontinuierliche System

A =

[
σ ω
−ω σ

]
b =

[
1
1

]

herangezogen. Für die Fälle σ = 0, σ < 0 und σ > 0 werden die Verläufe des Distanzmaßes µ
untersucht und die optimale Abtastzeit T ∗

d ermittelt. Die oben erarbeiten analytischen Lösun-
gen gelten nur für Systeme in Modalform. Das betrachtete System liegt nicht in Modalform vor.
Die Ergebnisse können jedoch angewendet werden, da das System durch eine unitäre Transfor-
mation auf Modalform transformiert werden kann und das Distanzmaß invariant gegenüber
dieser Transformation ist.
Die numerische Berechnung des Distanzmaßes erfolgt mittels Trisection-Algorithmus (siehe
Abschnitt 3.2.1.4).

1. Fall σ = 0: Gegeben sei das zeitkontinuierliche System

A =

[
0 1
−1 0

]
b =

[
1
1

]
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mit den Eigenwerten λ1,2 = ±j. Das Distanzmaß µ sowie die optimale Abtastzeit können ana-

lytisch ermittelt werden. Da gilt K = |b|2
σ2+ω2 = 1, ist das mit Hilfe der Lösung µ1 ermittelte

Maximum gültig und man erhält für die optimale Abtastzeit

T ∗
d = (2k + 1)

π

2ω
mit k = 0, 1, 2, . . .

und den größtmöglichen Wert für das Distanzmaß µ(T ∗
d ) = 1 (siehe Abbildung 5.4).

Wählt man hingegen als Eingangsvektor b =
[

1
2

1
2

]T
, dann gilt K = 1

4 . Um ein optimales T ∗
d

zu berechnen, muss das für die Lösung µ2 geltende Maximum aus Gleichung (5.21) benutzt
werden. Man erhält die Maxima

T ∗
d = arccos(−1 +

√
K) = 2,1 s bzw. T ∗

d = 2π − arccos(−1 +
√

K) = 4,2 s

mit dem Wert µ(T ∗
d ) = 3

4 .
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Abbildung 5.4: Distanzmaß µ(Td) für σ = 0 und b = [1 1]T (links) und b = [1
2

1

2
]T (rechts)

2. Fall σ < 0: Für das zeitkontinuierliche System

A =

[
−1 1
−1 −1

]
b =

[
1
1

]

gilt λ1,2 = −1 ± j und K = 1. In obigem Abschnitt wurde gezeigt, dass für K ≤ 4 der Gül-
tigkeitsbereich der Lösungen µ1 und µ2 nicht für alle Abtastzeiten Td bestimmt werden kann.
Jedoch gilt in diesem Fall für hinreichend große Abtastzeiten Lösung µ1. Da für den Grenzwert
von µ1(Td) gilt

lim
Td→∞

µ1 = 0

und somit die Keulen zwischen den Nullstellen immer kleiner werden, wird angenommen,
dass das Maximum T ∗

d im Intervall T ∗
d ∈ [0 Td,K ] liegt, d.h. zwischen den ersten beiden Null-

stellen von µ(Td). Sucht man in diesem Intervall mit der BFGS-Methode nach einem Maximum,
so erhält man die optimale Abtastzeit T ∗

d = 0,786 s mit µ(T ∗
d ) = 0,322. Im Intervall [Td,K 2Td,K ]
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befindet sich das Maximum an der Stelle Td = 3,927 s mit dem Wert µ = 0,014 (vgl. Abbil-
dung 5.5).
Für die analytisch ermittelbaren Maxima der Lösung µ1 nach Gleichung (5.20) ergeben sich

Td,max = 0,786 s, 3,927 s, . . . .

In diesem Beispiel scheinen die Abtastzeiten Td,max hinreichend groß zu sein, so dass für diese
Werte die Lösung µ1 gilt und die maximale Abtastzeiten somit analytisch berechenbar wären.
Jedoch kann vorab „hinreichend große Abtastzeit“ nicht näher spezifiziert werden.

3. Fall σ > 0: Für das kontinuierliche System

A =

[
1 1
−1 1

]
b =

[
1
1

]

ist σ = 0,5 > 0 und K = 1. In diesem Fall kann auch für große Td außerhalb des Intervalls (5.19)
kein Gültigkeitsbereich angegeben werden, weshalb die Maxima bzw. die optimale Abtastzeit
für σ > 0 und K ≤ 4 algorithmisch bestimmt werden müssen. Die numerische Berechnung
zeigt, dass die Keulen zwischen den Nullstellen von µ(Td) mit größer werdenden Abtastzeiten
höher werden. Man kann in einem Intervall zwischen zwei Nullstellen nach einer suboptimalen
Abtastzeit suchen. Abbildung 5.5 zeigt die ersten beiden mit der BFGS-Methode gefundenen
Maxima für die Abtastzeit Td = 2,17 s mit dem Wert µ = 2,43 und Td = 5,46 s mit µ = 10,66.
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Abbildung 5.5: Distanzmaß µ für σ < 0 (links) und σ > 0 (rechts)

5.2.2.3 Vergleich der Maße

In dem nun folgenden Beispiel werden die hier untersuchten Maße κ nach LITZ sowie das
Distanzmaß µ und die mit deren Hilfe ermittelten optimalen Abtastzeiten für reelle als auch
komplexe Eigenwerte der Matrix A verglichen.

Beispiel 5.2:
Reelle Eigenwerte: Gegeben sei das kontinuierliche System

A =

[
−2 0
0 −1

]
b =

[
−1
1

]
.
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Abbildung 5.6 zeigt das Distanzmaß µ über der Abtastzeit Td. Hier wurde die optimale Ab-
tastzeit T ∗

d mit Hilfe der BFGS-Methode ermittelt. Man erhält das Ergebnis T ∗
d = 0,65 s und

µ(T ∗
d ) = 0,12. Die Maßfunktionen κi besitzen keine Maxima und streben für Td → ∞ einem

endlichen Grenzwert zu.
Für eine gewünschte Mindest-Güte Γ = 0,1 errechnet sich nach Gleichung (5.12) aus dem Steu-
erbarkeitsmaßen κi, dass diese für Td > 0,5 s gegeben ist. Mittels des Distanzmaßes µ kommt
man zu dem Ergebnis, dass die Mindest-Güte im Intervall Td ∈ [0,33 1,13] erreicht wird. Dieses
Intervall kann nicht analytisch bestimmt werden und wurde aus Abbildung 5.6 abgelesen.
Man erhält zwei widersprüchliche Ergebnisse: Während κ anzeigt, dass mit steigender Abtast-
zeit die Steuerbarkeit zunimmt, kann durch Betrachten der Maßfunktion µ darauf geschlossen
werden, dass die Steuerbarkeit mit steigender Abtastzeit wieder abnimmt.

Konjugiert komplexe Eigenwerte: Für das kontinuierliche System

A =

[
−1 1
−1 −1

]
b =

[
1
1

]

mit dem konjugiert komplexen Eigenwertpaar λ1,2 = −1± j wurde in Beispiel 5.1 das Distanz-
maß µ berechnet. Mit Hilfe der BFGS-Methode wurde die optimale Abtastzeit T ∗

d = 0,786 s bei
µ(T ∗

d ) = 0,322 ermittelt. In Abbildung 5.6 ist die Maßfunktion κ dargestellt. Für dieses Maß
erhält man mit der BFGS-Methode die Werte T ∗

d = 2,29 s und κ(T ∗
d ) = 0,52.
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Abbildung 5.6: Maße für reelle Eigenwert (rechts) und Steuerbarkeitsmaß κ für konjugiert komplexe
Eigenwerte (links); vgl. Distanzmaß in Abbildung 5.5 (rechts)

Auch dieses Beispiel zeigt, dass die unterschiedlichen Maßfunktionen zu sehr unterschiedli-
chen Ergebnissen führen, weshalb in Abschnitt 5.3 eine genauere Untersuchung anhand eines
Zustandsreglerentwurfs durchgeführt wird.

Zusammenfassung (Diskreter Simulator für Systeme 2. Ordnung):

1. Die Maße streben für Td → 0 gegen Null.
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2. Sind die Eigenwerte der Matrix A reell (λ1,2 ∈ R), können die ermittelten Ergebnisse wie
folgt zusammengefasst werden:

Grenzwerte optimale Abtastzeit T ∗
d

κ λ1,2 < 0 limTd→∞ κ ≤ c < ∞ liegt im Unendlichen
λ1 > 0 ∨ λ2 > 0 limTd→∞ κ = ∞ liegt im Unendlichen

µ λ1,2 < 0 limTd→∞ µ = 0 algorithmisch ermittelbar
λ1 > 0 ∨ λ2 > 0 limTd→∞ µ ≤ c < ∞ algorithmisch ermittelbar
λ1,2 > 0 limTd→∞ µ = ∞ suboptimale Td algorith-

misch ermittelbar

Hierbei entspricht der Parameter c einer reellen und positiven Konstante.

3. Für konjugiert komplexe Eigenwerte λ1,2 = σ ± jω gilt:
Grenzwerte optimale Abtastzeit T ∗

d Abtastzeit Td,K (KALMAN)
κ σ < 0 limTd→∞ κ < c < ∞ algorithmisch ermittelbar κ(Td,K) 6= 0

σ = 0 Funktion beschränkt analytisch ermittelbar;
System für T ∗

d nicht
steuerbar

κ(Td,K) = 0 gilt nicht für al-
le Vielfache von Td,K

σ > 0 limTd→∞ κ = ∞ liegt im Unendlichen κ(Td,K) 6= 0
µ σ < 0 limTd→∞ µ = 0 für K > 2 analytisch,

sonst algorithmisch er-
mittelbar

µ(Td,K) = 0

σ = 0 Funktion beschränkt analytisch berechenbar µ(Td,K) = 0
σ > 0 limTd→∞ µ = ∞ liegt im Unendlichen;

suboptimale Td für
K > 2 analytisch, sonst
algorithmisch ermittelbar

µ(Td,K) = 0

4. Die verschiedenen Maßzahlen liefern meist sehr unterschiedliche Ergebnisse. In Abschnitt
5.3 werden die beiden Maße anhand von Simulationen genauer untersucht, um festzustel-
len, welches der Maße ein gutes Ergebnis liefert.

5. Beim Steuerbarkeitsmaß κ ist aufgrund der Inkonsistenz mit dem Satz von KALMAN
Vorsicht geboten.

5.2.3 Systeme höherer Ordnung

Steuerbarkeitsmaß κ Die reelle Systemmatrix A besitzt entweder reelle Eigenwerte oder kon-
jugiert komplexe Eigenwertpaare. Ausgehend von der Modalform werden die einzelnen Dif-
ferentialgleichungen unabhängig voneinander diskretisiert, wodurch die Diagonalstruktur er-
halten bleibt.
Für das Steuerbarkeitsmaß κ erhält man für reelle Eigenwerte die in Abschnitt 5.2.1.1 und für
konjugiert komplexe Eigenwerte die in Abschnitt 5.2.2.1 untersuchten Maßfunktionen in Ab-
hängigkeit der Abtastzeit Td. Durch die Analyse des diskreten Simulators 1. und 2. Ordnung
können folgende Aussagen über Systeme höherer Ordnung getroffen werden: Besitzt die Sy-
stemmatrix A nur reelle Eigenwerte λi (i = 1, . . . , n), so erhält man n monoton steigende Maß-
funktionen κi. Somit gilt, dass mit steigender Abtastzeit die Steuerbarkeit jedes Eigenwertes
zunimmt. In diesem Fall kann die Frage nach der Mindest-Güte bei gegebener Abtastzeit bzw.
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nach der minimalen Abtastzeit bei einer gewünschten Mindest-Güte einfach auf Systeme höhe-
rer Ordnung erweitert werden.
Für konjugiert komplexe Eigenwerte der Matrix A ist das Steuerbarkeitsmaß κ für die Beurtei-
lung der Steuerbarkeit nicht anwendbar, da die durch die Maßfunktion erhaltenen Ergebnisse
nicht mit dem Satz von KALMAN (Theorem 12) konsistent sind. D.h. sie zeigen den Steuer-
barkeitsverlust für Vielfache der Abtastzeit Td = kTd,K (k = 1, 2, . . . ) nicht korrekt an (siehe
Abschnitt 5.2.2.1).

Distanzmaß µ Für die Berechnung des Distanzmaßes µ wird das Gesamtsystem betrachtet,
wodurch eine Verallgemeinerung der bei Systemen 1. und 2. Ordnung erhaltenen Ergebnisse
nicht möglich ist. Da schon bei Systemen 2. Ordnung für die meisten Fälle keine analytische
Lösung gefunden werden kann, ist zu erwarten, dass dies auch bei Systemen höherer Ordnung
nicht möglich ist.
Es hat sich jedoch gezeigt, dass die numerische Berechnung mittels Trisection-Algorithmus in
Verbindung mit GUs Test und die Ermittlung der optimalen Abtastzeit T ∗

d mit Hilfe der BFGS-
Methode i.A. zufrieden stellende Ergebnisse liefern. Schwierigkeiten bei der Bestimmung von
T ∗

d können vor allem dann auftreten, wenn die Maßfunktion mehrere lokale Minima aufweist.
Da die BFGS-Methode ein lokales Minimum liefert, ist das Ergebnis stark von dem vorgegebe-
nen Startwert abhängig.

5.3 Anwendung und Deutung der Maße

Es hat sich gezeigt, dass die hier untersuchten Maße unterschiedliche Verläufe und auch un-
terschiedliche Ergebnisse für die optimale Abtastzeit T ∗

d liefern. In diesem Abschnitt wird ver-
sucht, die erhaltenen Ergebnisse durch Einsatz eines diskreten Zustandsreglers zu überprüfen
bzw. zu deuten. Es wird untersucht, welchen Einfluss der durch die Abtastzeit festgelegte Wert
des Steuerbarkeitsmaßes der Strecke auf den Regelkreis hat. Hierfür werden der Verlauf der
Maße in Abhängigkeit der Abtastzeit Td sowie die optimale Abtastzeit T ∗

d mit einfach berechen-
baren bzw. messbaren und physikalisch aussagekräftigen Größen verglichen. Für die praktische
Realisierung sind bei der Wahl der Abtastzeit weitere physikalische Einschränkungen zu be-
rücksichtigen, welche hier außer Acht gelassen werden. Jedoch liefert die durchgeführte theo-
retische Untersuchung eine Hilfestellung bei der Wahl einer „guten“Abtastzeit bezüglich eines
Steuerbarkeitsmaßes innerhalb dieser Beschränkungen. Für die Untersuchung werden folgende
Größen herangezogen:

Verstärkung: Die „Verstärkung“ des Zustandsreglers (siehe Abschnitt 5.3.1) wird als Anzei-
chen für „gute“ bzw. „schlechte“ Steuerbarkeit herangezogen. Intuitiv kann man sich
leicht vorstellen, dass für eine schlecht steuerbare Strecke die Zustandsvariablen x stär-
ker gewichtet („verstärkt“) werden müssen, um eine dementsprechend hohe Stellgröße u
zu erzeugen. D.h., es ist anzunehmen, dass in diesem Fall die Verstärkung betragsmäßig
hohe Werte annimmt.

Stellleistung: Ein weiteres Anzeichen für die „Güte“ der Steuerbarkeit ist die Leistung der
Stellgröße u, da je schlechter ein System steuerbar ist, umso mehr Leistung wird benötigt,
um das System zu „steuern“.
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5.3.1 Zustandsregler

Für das zeitdiskrete, steuerbare System der Form

ξi+1 = Adξi + bdui ηi = cT
d ξi.

wird ein Zustandsregler mit dem Regelgesetz

ui = −hT ξi

entworfen. Für den geschlossenen Regelkreis ergibt sich die Beschreibung

ξi+1 = (Ad − bdh
T )ξi = Ãdξi ηi = cT

d ξi.

Durch Vorgabe der gewünschten Eigenwerte λ̃i (i = 1, . . . , n) der Matrix Ãd des geschlossenen
Regelkreises kann der Vektor hT bestimmt werden.
Für ein in Modalform vorliegendes System

Âd =





λ1 0 . . . 0

0 λ2
...

...
. . . 0

0 . . . 0 λn




b̂d =





b̂d,1

b̂d,2
...

b̂d,n





kann folgende explizite Relation für die gesuchten Werte hi in Abhängikeit der Eigenwerte λi

und der Wunscheigenwerte λ̃i angegeben werden:

hi =
1

b̂d,i

n∏
j=1

(λi − λ̃j)

n∏
j=1,i6=j

(λi − λj)

i = 1, 2, . . . , n.

Hieraus lässt sich der Zusammenhang zwischen den Modalmaßen und den Werten hi erken-
nen. Wenn der Wert b̂d,i klein ist, erhalt man kleine Werte für die Modalmaße und der zugehö-
rige Wert hi ist groß.

Die für die Untersuchung benötigte Verstärkung ist durch Bilden der Quadratsumme der ein-
zelnen Elemente des n dimensionalen Vektors h

H := hTh

definiert. Für die Bestimmung der Leistung wird der Regelkreis simuliert. Der aus der Simula-
tion erhaltenen Werte ui werden durch der Anzahl der Stützstellen N normiert, wodurch man
die Größe

U :=
1

N

N∑

i=0

u2
i

erhält.
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Die beiden Größen H und U werden für verschiede-
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Abbildung 5.7: Wunscheigenwerte λ̃i

ne Abtastzeiten Td ermittelt. Da sowohl die Funktion
H(Td) als auch U(Td) von den vorgegebenen Eigen-
werten λ̃i der Matrix Ad − bdh

T abhängig ist, werden
diese Funktionen für unterschiedliche Werte von λ̃i er-
mittelt. Die vorgegebenen Wunscheigenwerte λ̃ sind
gleichmäßig im Einheitskreis verteilt (vgl. Abbildung
5.7).

5.3.1.1 Systeme 1. Ordnung

Für einen aus dem zeitkontinuierlichen System

dx

dt
= ax + du

entstandenen zeitdiskreten Simulator 1. Ordnung

ζi+1 = adζi + bdui

können die Verstärkung h und die Stellgröße u einfach berechnet werden. Man erhält

h =
ad − λ̃

bd
und ui =

(λ̃ − ad)

bd
λ̃ix0

bzw.

h =
a

b

(eaTd − λ̃)

(eaTd − 1)
und ui =

a

b

(λ̃ − eaTd)

(eaTd − 1)
λix0.

Die Größe H = h2 strebt für Td → 0 gegen Unendlich. Für Td → ∞ strebt sie dem Grenzwert

lim
Td→∞

H(Td) =






(
λ̃a
b

)2
für a < 0

(
a
b

)2 für a > 0

zu. Die Funktion H(Td) hat für die Abtastzeit

Td,min =
ln λ̃

a

ein Minimum, für das gilt H(Td,min) = 0. Ist Td,min nicht reell und positiv, dann nimmt die
Funktion H(Td) mit zunehmender Abtastzeit ab und zeigt somit an, dass die Steuerbarkeit mit
steigendem Td zunimmt. Das stimmt mit den aus den monoton steigenden Maßfunktionen κ
und µ erhaltenen Ergebnissen überein.
Die oben erwähnte Nullstelle könnte als die Abtastzeit mit bestmöglicher Steuerbarkeit gedeu-
tet werden, da keine Stellgröße benötigt wird, um den Systemzustand in den Ursprung zu über-
führen. Dies wird von den Maßen nicht wiedergegeben, was sich wie folgt erklären lässt: Die
Abtastzeit Td,min entspricht genau der Abtastzeit, für die der gewünschte Eigenwert λ̃ dem
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Eigenwert des ungeregelten Systems entspricht (λ̃ = eaTd,min). Dadurch ist kein Eingriff des Zu-
standsreglers notwendig, und damit ist die Verstärkung gleich Null. Die Maße zeigen dies nicht
an, da sie unabhängig von der Wahl der Wunscheigenwerte sind und dieser Effekt unabhängig
von der Güte der Steuerbarkeit des Systems ist.

Für die Funktion U(Td) erhält man

U =
1

N

N∑

i=0

u2
i =

x2
0a

2(λ̃ − eaTd)2((λ̃2)N λ̃2 − 1)

Nb2(eaTd − 1)2(λ̃2 − 1)
.

Die Funktion strebt für Td → 0 gegen Unendlich und für Td → ∞ gegen die Grenzwerte:

a < 0 :
λ̃2x2

0a
2((λ̃2)N λ̃2 − 1)

Nb2(λ̃2 − 1)

a > 0 :
x2

0a
2((λ̃2)N λ̃2 − 1)

Nb2(λ̃2 − 1)
.

Aus der Funktion U(Td) können die gleichen Schlussfolgerungen bezüglich der Monotonieei-
genschaften und der Nullstelle wie bei der Funktion H(Td) gezogen werden.

5.3.1.2 Systeme 2. Ordnung

Für Systeme 2. Ordnung wurden die Größen H(Td) und U(Td) nicht analytisch ermittelt, son-
dern für die verschiedenen Wunscheigenwerte mit Hilfe von Matlab/Simulink numerisch be-
rechnet. Im Folgenden werden die Ergebnisse anhand zweier Beispiele erläutert.

Reelle Eigenwerte: Gegeben sei das schon in Beispiel 5.2 untersuchte System

A =

[
−2 0
0 −1

]
b =

[
−1
1

]

mit den reellen Eigenwerten λ1 = −2 und λ2 = −1. Bei der in Abschnitt 5.2.2 durchgeführten
Untersuchung des diskreten Simulators 2. Ordnung wurde festgestellt, dass beide Maße für
Td → 0 gegen Null streben. Dies lässt auch Abbildung 5.8 erkennen, da für Td → 0 die Werte
von H(Td) und U(Td) ansteigen. Aus dieser Abbildung ist auch ersichtlich, dass beide Größen
mit steigender Abtastzeit Td zunehmen. D.h., die Steuerbarkeit nimmt mit steigender Abtastzeit
ab. Diesen Sachverhalt gibt nur das Distanzmaß µ korrekt wieder.
Aus Abbildung 5.8 sieht man, dass die optimale Abtastzeit T ∗

d abhängig von der Wahl der Ei-
genwerte λ̃ ist. Für den Großteil der vorgegebenen Eigenwerte liegt die optimale Abtastzeit im
Intervall T ∗

d ∈ [0,2 2]. In Tabelle 5.1 sind die durch die Maße erhaltenen optimalen Abtastzeiten
aufgelistet.
Wie aus der Tabelle ersichtlich ist, liefert nur das Distanzmaß µ eine optimale Abtastzeit, für die
T ∗

d ∈ [0,2 2] gilt.

Konjugiert komplexe Eigenwerte: Gegeben sei das bereits in den Beispielen 5.1 und 5.2 unter-
suchte System

A =

[
−1 1
−1 −1

]
b =

[
1
1

]
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Abbildung 5.8: Diskreter Simulator: Leistung der Stellgröße U (links) und Verstärkung H (rechts)

Tabelle 5.1: optimale Abtastzeiten (diskreter Simulator)
Maß T ∗

d [s] T ∗
d ∈ [0,2 2]

µ 0,65 X

κ ∞ x

mit den konjugiert komplexen Eigenwerten λ1,2 = 1±j. In Abbildung 5.9 sind für den diskreten
Simulator die Größen U und H in Abhängigkeit der Abtastzeit Td für verschiedene Werte von
λ̃i dargestellt.
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Abbildung 5.9: Diskreter Simulator: Leistung der Stellgröße U (links) und Verstärkung H (rechts)

Laut Theorem 12 nach KALMAN ist das System für Vielfache der Abtastzeit

Td,K =
π

ω

nicht steuerbar. Die Größe H nimmt in der Umgebung dieser Abtastzeiten (Td,K = π
ω = π) sehr

große Werte an, was auf schlechte Steuerbarkeit hinweist, während in den Intervallen zwischen
diesen Abtastzeiten gute Steuerbarkeit angezeigt wird. Weiters lässt die Funktion H(Td) erken-
nen, dass für das hier betrachtete System mit steigender Abtastzeit die Steuerbarkeit in diesen
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Intervallen abnimmt und die optimale Abtastzeit im Intervall T ∗
d ∈ [0 π] liegt. Hierbei ist die

genaue Position des Minimums abhängig von den gewünschten Eigenwerten λ̃i des geschlos-
senen Kreises. Die Betrachtung der Leistung der Stellgröße U lässt die gleichen Schlussfolge-
rungen zu. Genau dieser Sachverhalt wird von der Funktion µ(Td) in Abbildung 5.5 wieder-
gegeben. Für dieses Beispiel liefert das Distanzmaß µ die optimale Abtastzeite T ∗

d = 0,786 im
Intervall [0 π].
Auf die Untersuchung des Steuerbarkeitsmaßes κ wird hier verzichtet. Bereits die vorangegan-
gen Untersuchungen haben gezeigt, dass es für zeitdiskrete Systeme mit konjugiert komplexen
Eigenwerten nicht geeignet erscheint, da das Maß den Steuerbarkeitsverlust für Vielfache der
Abtastzeit Td,K nicht anzeigt und somit das Theorem nach KALMAN nicht wiedergibt. Dies
liegt daran, dass der Steuerbarkeitsverlust für Vielfache dieser Abtastzeit durch einen doppel-
ten Eigenwert hervorgerufen wird und die Modalmaße für diesen Fall genau genommen nicht
definiert sind.

5.3.2 Anwendbarkeit

In diesem Abschnitt werden analoge Untersuchungen mittels Zustandsregler für die schon in
Kapitel 4.2 benutzten Beispiele „Wagen mit Stab“, „Hubmagnet“ und „Doppelpendel“ durch-
geführt. Da auf die Modellbildung und die Linearisierung um einen Arbeitspunkt bereits aus-
führlich eingegangen wurde, wird hier auf genaue Ausführungen verzichtet.

Wagen mit Stab:
Für den in Abbildung 5.10 dargestellten Wagen mit Stab wurde

Abbildung 5.10: Wagen mit
Stab

in Abschnitt 4.2.1 ein nichtlineares Zustandsraummodell ermit-
telt. Mit den Zustandsvariablen

x1 := ϕ, x2 :=
dϕ

dt

erhält man das um die Ruhelage xR = 0 und uR = 0 linearisierte
System

A :=
∂f

∂x

∣∣∣∣
x=xR,u=uR

=

[
0 1
g 0

]
und

b :=
∂f

∂u

∣∣∣∣
x=xR,u=uR

=

[
0
−1

]
.

Die Matrix A besitzt die reellen Eigenwerte

λ1,2 = ±√
g.

Da einer der beiden Eigenwerte positiv ist, kann man auf Grund der Ergebnisse der unter-
suchten Maßzahlen schließen, dass mit steigender Abtastzeit Td die Steuerbarkeit des diskreten
Simulators zunimmt. Dieses Resultat kann durch die aus dem Zustandreglerentwurf ermittelte
Größe H und der Stellleistung U bestätigt werden.
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Hubmagnet:
Als zweites Beispiel werden die Steuerbarkeitsmaße des

y

RL

M g

u

i

Abbildung 5.11: Hubmagnet

in Abbildung 5.11 dargestellten Hubmagneten für ver-
schiedene Kugelmassen untersucht. Für dieses Labor-
modell wurde in Abschnitt 4.2.2 das um die Ruhelage

xR =

[
yR, 0,

√
Mg

c
yR

]T

, uR = RyR

√
Mg

c

linearisierte Modell

A =




0 1 0
2g
yR

0 − 2
yR

√
cg
M

0 2
LyR

√
cMg −R

L



 und b =




0
0
1
L





ermittelt. Das System besitzt drei reelle Eigenwerte, von denen einer positiv ist. Wir wissen,
dass das zu diesem positiven Eigenwert gehörende Steuerbarkeitsmaß κ für Td → ∞ gegen
Unendlich strebt. Für das Distanzmaß µ ist für dieses System keine analytische Lösung vor-
handen, jedoch zeigt die numerische Lösung im Gegensatz zum Steuerbarkeitsmaß κ, dass die
Steuerbarkeit mit steigender Abtastzeit abnimmt.
Um diese Ergebnisse genauer zu untersuchen, wurden folgende Experimente durchgeführt
(siehe [8]): Für das linearisierte System wurden für unterschiedliche Abtastzeiten und Wunsch-
eigenwerte Zustandsregler entworfen und mit dem linearisierten Modell simuliert. Durch die
aus dieser Simulation ermittelten Funktionen H(Td) und U(Td) wurde der durch das Distanz-
maß berechnete Steuerbarkeitsverlauf bestätigt. Weiters wurde die Funktion U(Td) an der rea-
len Strecke ermittelt. Dadurch konnte folgendes festgestellt werden: Die Leistung U wird durch
mehrere Faktoren beeinflusst, die durch das Distanzmaß nicht wiedergegeben werden. Diese
sind unter anderem die Nichtlinearität des Systems, die starke zeitliche Veränderung des Spu-
lenwiderstands durch Erwärmung sowie Windup Effekte. Durch die Regelung mit einem in-
tegrierenden Zustandsregler mit Anti-Windup nach HIPPE wurden die Auswirkungen einiger
dieser Faktoren reduziert und ein der Simulation ähnliches Verhalten des Verlaufs der Leistung
erzielt.

Doppelpendel:
Für das Doppelpendel gemäß Abbildung 5.12
wurde in Abschnitt 4.2.3 durch Linearisierung
um die instabile Ruhelage xR = 0 und durch
Einführen der Konstanten
M1 = 3m2m3 + m1m2 + 4m1

2 + 16m1m3,
M2 = 5m1m2 + 4m1

2 + m2
2,

M3 = 3m2m3 + 4m1m3 + m1m2 + m1
2 und

M4 = 3m2 m3 + m1 m2 + 4m1
2 + 16m1 m3

das System Abbildung 5.12: Doppelpendel
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A =





0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

3g(M2+4m2m3+4m1m3)
l1M1

−9m3m2g
l1M1

3c(4m1+m2)
l1M1

0 0 3k(4m1+m2)
l1M1

−9m3g(m2+m1)
l2M1

3gM3

l2M1

3m1c
l2M1

0 0 3m1k
l2M1

−3gM2

M1
− 3m1m2g

M1
− c(16m1+3m2)

M1
0 0 − k(16m1+3m2)

M1





,

b =





0
0
0

−3(m2+4m1)
l1M4

− 3m1

l2M4
16m1+3m2

M4





und C = E.

ermittelt. Für die in Anhang B angeführten Parameterwerte besitzt das System ein konjugiert
komplexes Eigenwertpaar

λ5,6 = −0,42 ± j0,79.

Laut dem Satz von KALMAN ist der diskrete Simulator für die Abtastzeiten

Td,K = k
π

0,79
mit k = 1, 2, 3 . . .

= {3,99; 7,98; . . . }

nicht steuerbar. Keines der Steuerbarkeitsmaße κi wird für die oben angeführten Werte von
Td,K zu Null, weshalb der Steuerbarkeitsverlust nicht korrekt wiedergegeben wird. Für dieses
Beispiel ist auch das numerisch ermittelte Distanzmaß nicht konsistent zu den KALMANschen
Begriffen. Dies liegt daran, dass die Systemmatrix A positive Eigenwerte besitzt, wodurch die
Elemente der Matrix Ad = eATd mit größer werdender Abtastzeit sehr große Werte annehmen.
Dadurch sind die numerischen Fehler sehr groß.
Für Abtastzeiten Td > 1,6 liefert auch die numerische Auswertung des KALMAN-Kriteriums
das falsche Ergebnis, dass das diskretisierte System nicht steuerbar sei.

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde für den diskreten Simulator der Einfluss der Abtastzeit Td auf die
Steuerbarkeit untersucht und sofern möglich die optimale Abtastzeit T ∗

d analytisch ermittelt.

Für den diskreten Simulator können die optimalen Abtastzeiten für Systeme 1. und 2. Ordnung
in den meisten Fällen analytisch berechnet werden. Für ein konjugiert komplexes Eigenwert-
paar der Matrix A gibt nur das Distanzmaß µ den durch den Satz von KALMAN beschriebenen
Steuerbarkeitsverlust für Vielfache der Abtastzeit Td,K korrekt wieder. Da diese Diskretisie-
rungsmethode das System „strukturerhaltend“ diskretisiert, können auch für Systeme höherer
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Ordnung die Maßfunktionen bzw. die optimalen Abtastzeiten für das Modalmaß κ für die ein-
zelnen Eigenwerte direkt angegeben werden. Um die optimale Abtastzeit für das Gesamtsy-
stem zu ermittelt, müssen entweder die einzelnen Funktionen geeignet zusammengefasst oder
das Distanzmaß µ verwendet werden. In beiden Fällen kann eine analytische Lösung nicht an-
gegeben werden.

Die Maße liefern meist sehr unterschiedliche Ergebnisse, weshalb die ermittelten optimalen
Abtastzeiten mit den durch Simulation erhaltenen Größen H und U verglichen wurden. Be-
trachtet man die Beispiele aus Abschnitt 5.3.1.2 erkennt man, dass nur das Distanzmaß mit der
Simulation übereinstimmende Ergebnisse liefert. Nur das Distanzmaß zeigt für den diskreten
Simulator im Falle konjugiert komplexer Eigenwerte den Steuerbarkeitsverlust laut Theorem
nach KALMAN korrekt an.

Mit Hilfe der hier erhalten Ergebnisse können meist nur für Systeme 1. und 2. Ordnung oder
für diskretisierte Systeme, dessen zugehöriges kontinuierliches System Eigenwerte mit posi-
tiven Realteil besitzt, Aussagen über die optimale Abtastzeit T ∗

d getroffen werden, ohne die
Maßfunktionen berechnen bzw. die optimale Abtastzeit algorithmisch ermitteln zu müssen. Bei
der algorithmischen Bestimmung der optimalen Abtastzeit T ∗

d hat sich die BFGS-Methode als
ein gutes Werkzeug erwiesen. Die Simulationen zeigen, dass für einen Zustandsregler die opti-
male Abtastzeit auch von den Eigenwerten des geschlossenen Kreises abhängig ist, die von den
Maßen jedoch nicht berücksichtigt werden. Aus diesem Grund kann die durch die Maße ermit-
telte optimale Abtastzeit nicht unmittelbar mittels den Funktionen U(Td) und H(Td) überprüft
werden.
Die Anwendungsbeispiele haben gezeigt, dass das Distanzmaß µ in den meisten Fällen Ergeb-
nisse liefert, die mit den aus der Simulation erhaltenen Werten H und U besser übereinstimmen
als die der Steuerbarkeitsmaße κi nach LITZ.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass bei der Wahl der Abtastzeit einige Aspekte zu
berücksichtigen sind. Diverse physikalische und technische Einschränkungen (Hardware, Ali-
asing Effekt, Berechnungsdauer des Regelgesetzes, . . . ) müssen beachtet werden. In den hier
durchgeführten Experimenten wurde die Abtastzeit bezüglich dem maximalen Wert von Steu-
erbarkeitsmaßen optimiert. Analog ist natürlich auch eine Optimierung bezüglich des Beob-
achtbarkeitsmaßes denkbar. Damit stellt sich die Frage, ob bezüglich der Steuerbarkeit, der Be-
obachtbarkeit oder einer Kombination der beiden Eigenschaften optimiert werden soll.

Für die Ermittlung der optimalen Abtastzeit des Gesamtsystems erweist sich das Distanzmaß µ
als das Effizienteste der hier untersuchten Maßzahlen. Das Maß µ ist konsistent mit dem Steuer-
barkeitsverlust nach KALMAN und kann z.B. mit dem Trisection-Algorithmus in Verbindung
mit GUs Test zuverlässig ermittelt werden. Das Distanzmaß hat den Nachteil, dass in den mei-
sten Fällen keine analytische Lösung für das Maß und somit auch für die optimale Abtastzeit
vorhanden ist. Jedoch liefert die Maximumsuche der Funktion µ(Td) mittels der BFGS meist
gute Ergebnisse.
Auf Grund der strukturerhaltenden Transformation können die Steuerbarkeitsmaße κi nach
LITZ für die einzelnen Systemteile auch für Systeme höherer Ordnung analytisch ermittelt
werden. Dadurch kann das Steuerbarkeitsverhalten bzw. die optimale Abtastzeit für einen be-
stimmten Eigenwert sehr einfach ermittelt werden. Bei diesem Maß muss jedoch beachtet wer-
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den, dass nicht für alle Vielfache der Abtastzeit Td,K der Steuerbarkeitsverlust korrekt angezeigt
wird.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im Allgemeinen ist festzuhalten, dass alle Maße Vor- und Nachteile besitzen und dass bei be-
stimmten Systemen Schwierigkeiten auftreten oder falsche Ergebnisse erhalten werden können.
Aus diesem Grund ist es ratsam, sich die Struktur des Systems genau anzusehen, bevor man
sich für ein bestimmtes Steuerbarkeitsmaß entscheidet. Meist gibt eine konkrete Anwendung
die am ehesten zu benutzende Maßklasse bereits vor (siehe Abschnitt 4.3).
Die Modalmaße zeichnen sich durch ihre einfache Berechenbarkeit aus. Sie sollten jedoch nur
im Fall von einfachen Eigenwerten angewendet werden, da sie bei einem Steuerbarkeitsver-
lust auf Grund von inneren Verkopplungen hervorgerufen durch mehrfache Eigenwerte kei-
ne konsistenten Ergebnisse liefern. Die fehlende Konsistenz macht sich jedoch auch bei nahe
aneinander liegenden Eigenwerten bemerkbar, da in diesem Fall hohe Maßzahlen eine gute
Steuerbarkeit vortäuschen. Es lässt sich leider keine generelle Aussage über den notwendigen
Abstand der Eigenwerte treffen, ab dem die Inkonsistenz der Maße keinen Einfluss mehr hat
(vgl. Abschnitt 2.4 Beispiel 2.2).
Weiters treffen die Maße Aussagen im Modalraum, wodurch aus den Ergebnissen nicht immer
auf die Steuerbarkeit der physikalischen Größen geschlossen werden kann. Jedoch können sie
wie am Beispiel „Doppelpendel“ zu sehen, einen guten Einblick in die einzelnen Systemteile
liefern.
Das Maß κs nach LÜCKEL und MÜLLER erweist sich wegen der Kopplung zwischen Steu-
erbarkeit und Stabilität als nicht sinnvoll, da diese einerseits zu unerwünschten Verzerrungen
führt und anderseits die beiden Systemeigenschaften prinzipiell von einander unabhängig sind.
Die Polempfindlichkeitsmaße S, s nach LITZ und das Regelbarkeitsmaß ρ nach HIPPE liefern
pro Eigenwert für jedes Eingangs-Ausgangspaar einen Wert. Dadurch erhält man mn Maßzah-
len. Dies kann vor allem bei Mehrgrößensystemen höherer Ordnung schnell sehr unübersicht-
lich werden.
Die hier vorgestellten Energiemaße sind konsistent zu den KALMANschen Begriffen. Der Nach-
teil dieser Maße ist die im Vergleich zu den Modalmaßen aufwendigere Berechnung, da die
GRAMsche Matrix bestimmt werden muss. Das Invertieren der GRAMschen Matrix QS ist vor
allem für Systeme höherer Ordnung aufwendig, und die Maßzahlen liefern keine zufrieden
stellenden Ergebnisse, wenn die Matrix „nahezu singulär“ ist. Der Vorteil dieser Maße besteht
darin, dass direkt die Steuerbarkeit der physikalischen Zustandsvariablen bewertet wird. Da
die Maße die Steuerbarkeit der Zustandsvariablen in den Ursprung bewerten, besteht auch
hier eine Kopplung zwischen Steuerbarkeit und Stabilität.

131
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Durch die Bestimmung von µC kann ein solcher Einblick ins Innere des Systems nicht erfolgen,
dafür liefert dieses Maß einen Gesamteindruck über das Steuerbarkeitsverhalten des Systems.
Die Anwendungsbeispiele zeigen, das der Trisection-Algorithmus µC am zuverlässigsten be-
stimmt und durch die Toleranzschranke tol einstellbare und sehr enge Schranken liefern kann.
Auch mittels der KRONECKER-Form können die obere und untere Schranke von µC zuverläs-
sig bestimmt werden. Die Beispiele haben gezeigt, dass die KCF eine sehr gute obere Schranke
liefert, während die untere Schranke in einigen Fällen deutlich kleiner ist als das Distanzmaß
µC . Dieser Algorithmus hat jedoch gegenüber dem Trisection-Algorithmus den Vorteil, dass er
um ein Vielfaches schneller ist (vgl. Tabelle 3.3). Die BFGS-Methode liefert ähnlich gute Schran-
ken wie der Trisection-Algorithmus und ist um einiges schneller, kann aber im Falle ungün-
stiger Startwerte falsche Ergebnisse liefern. Die auf der Eigenwertabschätzung nach HE basie-
rende Bestimmung von µC liefert im Allgemeinen auch gute Ergebnisse, hat aber im Falle von
mehrfachen Eigenwerten Schwierigkeiten, da für diesen Fall die Modalform nicht definiert ist.
Der Algorithmus von GAO und NEUMANN erweist sich als nicht sinnvoll, da er auf Grund
der fix vorgegebenen Gitterpunkte ungenaue und nicht konsistente Ergebnisse liefert.

Wie bereits erwähnt ist für die Bestimmung von µR nur die reelle Achse des Pseudospektrums
relevant. Dadurch ergeben sich für die Suche nach dem globalen Minimum einfachere Algo-
rithmen, welche um ein Vielfaches schneller sind als die Algorithmen zur Bestimmung von µC .
Am zuverlässigsten kann das Maß µR durch den von GAO und NEUMANN vorgestellten Al-
gorithmus und durch die Nullstellensuche von f(s) bestimmt werden.
Die in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten oberen Schranken für µR spiegeln zwar in einigen Fällen
den Verlauf der Änderung der Steuerbarkeit richtig wieder, liefern aber meist viel zu hohe
Werte. Die Berechnung mittels Stufenform liefert in vielen Fällen konstante Ergebnisse und
erweist sich deshalb als nicht sinnvoll, da in diesen Fällen keine Aussagen über den Steuerbar-
keitsverlauf gemacht werden können. Auch die Bestimmung von µR mittels Quasi-KALMAN-
Zerlegung liefert in einigen Fällen unbrauchbare Ergebnisse. Der Nachteile der Ermittlung des
Distanzmaßes µR mit Hilfe der Formel nach GAHINET besteht darin, dass dafür der Wert µC

benötigt wird. Auch wird für den Fall µC 6= µR der Verlauf von µR nicht korrekt wiedergeben.

Für die einfachen Methoden zur Abschätzung des Distanzmaße µ können die erhaltenen Er-
gebnisse wie folgt zusammengefasst werden: Bei allen in den vorherigen Abschnitten durchge-
führten Beispielen liefert der kleinste Singulärwert σmin der Steuerbarkeitsmatrix Su Werte in
der Größenordnung von µC , es gilt aber nicht µC ≤ σmin. I.A. gibt σmin(Su) den Steuerbarkeits-
verlust korrekt wieder. Wie im Beispiel aus der Einleitung gezeigt, kann es jedoch passieren
das σmin auch für ein steuerbares System auf Grund von numerischen Ungenauigkeiten zu
Null wird. Ein sehr gutes Ergebnis für die einfache Abschätzung des Distanzmaßes liefert die
Schranke µλ. Diese Abschätzung stellt als einzige der vorgestellten einfachen Methoden eine
obere Schranke dar und ist in vielen Fällen gleich dem Distanzmaß µC . Außerdem zeigt sie in
den untersuchten Beispielen den Steuerbarkeitsverlust immer korrekt an.

Am Beispiel „Wagen mit Stab“ in Abschnitt 4.2.1.5 wurde gezeigt, dass durch die Linearisie-
rung des Systems Informationen über die Steuerbarkeit des nichtlinearen Systems verloren ge-
hen. Daher erscheint eine Maßdefinition die direkt die Steuerbarkeit eines nichtlinearen Sys-
tems quantifiziert sinnvoll und stellt ein interessantes Forschungsgebiet dar.
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In den folgenden Abschnitten werden Bereiche vorgestellt, auf welche die Idee der Quantifi-
zierung der Steuer- und Beobachtbarkeit angewendet werden kann. Wie die in dieser Arbeit
untersuchten Maße für LZI-Systeme auf diese Bereiche adaptiert werden können, stellen wei-
tere interessante Forschungsgebiete dar.

6.1 Eingangs- Ausgangssteuerbarkeit

Die in dieser Arbeit betrachtete Zustandssteuerbarkeit impliziert nicht, dass ein System auch
von einem praktischen Gesichtspunkt aus steuerbar ist. Manche Systeme, die zwar theoretisch
steuerbar sind, können in der Praxis auf Grund von physikalischen Grenzen wie z.B. Stellgrö-
ßenbeschränkungen, Messungenauigkeiten etc. dennoch nicht steuerbar sein. Umgekehrt gibt
es auch Systeme, die im praktischen Sinne steuerbar sind, obwohl sie nicht zustandsteuerbar
sind, da z.B. das Verhalten der nichtsteuerbaren Zustände außerhalb der Systemgrenzen liegt
oder diese nicht von praktischer Bedeutung sind. Diese Steuerbarkeit im praktischen Sinne, die
sogennante Eingangs-Ausgangssteuerbarkeit, wird in [41] wie folgt definiert: Eingangs- Aus-
gangssteuerbarkeit ist die Fähigkeit, eine akzeptable Reglerperformance zu erreichen. D.h., die
Ausganggröße y oder den Regelfehler e trotz unbekannter, aber begrenzter Ungenauigkeiten,
wie z.B. Streckenveränderungen oder die Störung d, mit den zur Verfügung stehenden Ein-
gangsgrößen u und Messgrößen ym und dm, in vorgegebenen Grenzen zu halten. In anderen
Worten heißt das, dass die Strecke dann eingangs-ausgangssteuerbar ist, wenn ein Regler exi-
stiert, der es ermöglicht, die Strecke mit den vorhandenen Eingangsgrößen und Messgrößen
und für alle zu erwartenden Streckenschwankungen und Störeinflüsse zu regeln.
Die in dieser Arbeit betrachteten Steuerbarkeitsmaße geben nur einen Einblick auf das System-
verhalten bezüglich der Zustandssteuerbarkeit, lassen aber die praktischen Gesichtspunkte au-
ßer Acht.

6.2 Perspektivische Beobachtbarkeit

In [17] wird der Begriff perspektivische Beobachtbarkeit erstmals allgemein eingeführt:

Definition 3 (Perspektivische Beobachtbarkeit): Ein lineares, zeitinvariantes System wird per-
spektivisch beobachtbar genannt, wenn aus der Kenntnis von y(t) bis auf d Dimensionen in ei-
nem endlichen Zeitintervall [0 T ] der unbekannte Anfangszustand x(0) bis auf d Dimensionen
bestimmt werden kann.

Es sei p die Anzahl der Ausgänge des Systems. Dann sind im Gegensatz zur Beobachtbarkeit
nur p− d Dimensionen d.h. eine Projektion des Ausgangsvektors bekannt. Da nur diese Projek-
tion zur Verfügung steht, ermittelt man eine Projektion des Anfangszustandes des Zustands-
vektors auf n − d Dimensionen.
Das Konzept der perspektivischen Beobachtbarkeit findet vor allem im Bereich des maschinel-
len Sehens Anwendung. Dort werden dreidimensionale Objekte der Umgebung auf einen zwei-
dimensionalen Bildschirm projiziert, d.h., von einem 3-dimensionalen Vektor sind im Rechner
nur noch 3 − 1 Dimensionen bekannt. Da nur die Projektion des Ausgangsvektors bekannt ist,
genügt es, eine Projektion des Anfangszustandes des Zustandsvektors auf n − d Dimensionen
zu ermitteln.
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Einen weiteren Anwendungsfall für die perspektivische Beobachtbarkeit stellen Systeme mit
einer rationalen Funktion am Ausgang dar. Der Ausgang

y =
c11x1 + c12x2 + c13x3

c21x1 + c22x2 + c23x3

kann als Steigung des Vektors [y1 y2]
T betrachtet werden:

[
y1

y2

]
= C




x1

x2

x3



 mit C =

[
c11 c12 c13

c21 c22 c23

]
.

D.h. man kennt die Projektion y = y1

y2
. Perspektivische Beobachtbarkeit bedeutet in diesem Fall,

dass aus der Kenntnis von y(t) die Richtung bzw. die Projektion des Anfangszustandes ermit-
telt werden kann.
Zur Überprüfung der perspektivischen Beobachtbarkeit existieren dem HAUTUS-Kriterium
ähnliche Kriterien. In [45] wird gezeigt, wie die Überprüfung von unendlich vielen Parametern
auf eine endliche Menge reduziert und somit in der Praxis angewendet werden kann. Weiters
wird erläutert, wie die Idee des Distanzmaßes auf die perspektivische Beobachtbarkeit erwei-
tert werden kann, um auch diese quantitativ bewerten zu können.



Anhang A

Definitionen und Erläuterungen

A.1 Pseudospektrum

Es sei A eine (n, n)-Matrix. Für die Eigenwerte von A gilt

Λ(A) = {s ∈ C : det(sE − A) = 0}.

Dies entspricht den Punkten s in der komplexen Ebene, für die (sE−A)−1 nicht definiert ist. An
diesen Punkten strebt die Norm von (sE−A)−1 gegen Unendlich. Es ist nun auch von Interesse,
das Verhalten von ‖(sE−A)−1‖ in der Umgebung dieser Unstetigkeitsstellen zu betrachten. Das
führt zu folgender Definition des Pseudospektrums [12]:

Λε(A) := {s ∈ C : ‖(sE − A)−1‖ ≥ ε−1} (A.1)

für reelle ε > 0. Das Pseudospektrum kann auch äquivalent zu (A.1) anhand der Eigenwerte
von mit Störungen behafteten Matrizen definiert werden:

Λε(A) := {s ∈ C : s ∈ Λ(A + δA) mit ‖δA‖ ≥ ε}.

Zur Veranschaulichung wird als Beispiel das Pseudospektrum einer mit Zufallszahlen gefüllten
(50,50)-Matrix berechnet. Das Pseudospektrum wurde mit Hilfe von EigTool [52] in Matlab er-
stellt und ist in Abbildung A.1 dargestellt. Die reelle Achse ist in x- und die imaginäre Achse in
y-Richtung aufgetragen. Die schwarzen Punkte stellen die Eigenwerte in der komplexen Ebene
dar und die Farbskala zeigt die logarithmisch skalierten ε-Werte an. Abbildung A.1 kann fol-
gendermaßen gedeutet werden: Wird die Matrix mit einer Störung der Norm 0,1 beaufschlagt,
liegen die Eigenwerte der gestörten Matrix innerhalb der orangefarbenen Kurve. Deutet man
die ε-Linien als Höhenschichtlinien, kann ein 3D-Gebirge erstellt werden, dessen Suprema den
Eigenwerten entsprechen.
Für das Problem der Berechnung der Größe µ nach Relation 3.3 wird das Pseudospektrum
ähnlich definiert:

{s ∈ C : σmin([sE − A,B]) ≤ ε}.

Hierbei handelt es sich nicht mehr um eine quadratische, sondern um eine rechteckige Matrix,
deren Pseudospektrum weit weniger gut verstanden ist. Einige der Theoreme für das Pseudo-
spektrum quadratischer Matrizen können zwar auf rechteckige Matrizen übertragen werden,
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Abbildung A.2: Pseudospektrum einer (50, 50)-
Matrix in 3D

jedoch unterscheiden sich die mathematischen Methoden bei der Untersuchung des Pseudo-
spektrums rechteckiger Matrizen stark von denen der quadratischen. Beispielsweise ist für eine
quadratische Matrix A die Resolvente (sE − A)−1 eine analytische Funktion in s für s /∈ Λ(A),
‖(sE − A)−1‖ erfüllt das Maximumprinzip und Projektionen und andere Matrizenoperatio-
nen können durch CAUCHY Integrale berechnet werden. All diese Eigenschaften treffen im
rechteckigen Fall nicht mehr zu, was darauf zurückzuführen ist, dass die Pseudoinverse einer
rechteckigen Matrix M durch M+ = (MHM)−1MH berechnet wird [51].

A.2 KALMAN-Zerlegung

Die KALMAN-Zerlegung erfolgt durch eine reguläre Zustandstransformation x = Tz eines
Systems der Form

dx

dt
= Ax + Bu.

Der dadurch entstandene Vektor z kann in vier Teilvektoren zerlegt werden

z = [zSB̄, zSB, zS̄B̄, zS̄B]T ,

so dass

zSB̄ die steuerbaren, aber nicht beobachtbaren Zustände,

zSB die steuer- und beobachtbaren Zustände,

zS̄B̄ die nicht steuer- und nicht beobachtbaren Zustände,

zS̄B die nicht steuerbaren, aber beobachtbaren Zustände,

enthält. Das transformierte System besitzt folgende Struktur:

dz

dt
=





ASB̄ A12 A13 A14

0 ASB 0 A24

0 0 AS̄B̄ A34

0 0 0 AS̄B



 z +





BSB̄

BSB

0

0



u

y =
[
0 CSB 0 CS̄B

]
z.
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Die Teilsysteme (ASB̄,BSB̄) und (ASB,BSB) sind steuerbar, und die Teilsysteme (AS̄B,CS̄B)
und (ASB,CSB) sind beobachtbar (vgl. Abbildung A.3).

Abbildung A.3: KALMAN-Zerlegung

Durch die KALMAN-Zerlegung kann ein nicht steuerbares System in ein steuerbares und ein
nicht steuerbares System aufgeteilt werden:

dz

dt
=

[
AS A12

0 AS̄

]
z +

[
BS

0

]
u

y =
[
C1 C2

]
.

Analoges gilt für ein nicht beobachtbares System.

A.3 KRONECKER kanonische Form

Durch die Transformation eines sogenannten Matrizenbüschels F + sG in die KRONECKER ka-
nonische Form

U−1(F + sG)V =: S + sT

erhält man eine Zerlegung in ein sogenanntes singuläres und reguläres Büschel.

Definition 4: Ein Matrizenbüschel F + sG vom Typ (m′, n′) heißt regulär, wenn

1. F und G quadratische Matrizen n′-ter Ordnung sind und

2. die Determinante von F + sG nicht identisch Null ist.
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In jedem anderen Fall

1. m′ 6= n′ oder

2. m′ = n′, aber die Determinante des Büschels F + sG ist identisch Null

heißt die Matrix F + sG singulär [15].

Die beiden nun folgenden Sätze geben an, wie reguläre und singuläre Büschel weiter unterteilt
werden können.

Lemma 13 (reguläre Büschel): Jedes reguläre Büschel F + sG kann in die Form

U−1(F + sG)V = S + sT =





Nu1

Nu2
0

. . .

0 Nul

J + sE





transformiert werden. Die ersten l Diagonalelemente entsprechen den unendlichen Elementar-
teilern des Büschels F + sG. Das letzte Diagonalelement J + sE ist durch die endlichen Ele-
mentarteiler1 des betrachteten Büschels eindeutig definiert.

Die Matrix J ist die sogenannte JORDAN kanonische Form, die folgende Struktur besitzt:

J =





J1

J2 0
. . .

0 Jk




mit Ji =





λi 1

λi 1 0
. . . . . .

0 λi 1
λi




.

Unendliche Elementarteiler und somit N Blöcke existieren genau dann, wenn die Determinante
der Matrix G gleich Null ist.

Es sei r der Rang des Büschels, d.h. die maximale Ordnung der nicht identisch verschwinden-
den Minoren. Für ein singuläres Büschel F + sG vom Typ (m′, n′) gilt, dass stets mindestens
eine der Ungleichungen r < n′ bzw. r < m′ erfüllt ist.
Gilt r < n′, dann sind die Spalten des Büschels linear abhängig, d.h. die Gleichung

(F + sG)x = 0

besitzt eine nichttriviale Lösung. Die folgenden Betrachtungen beschränken sich auf solche Lö-
sungen x(s) von (A.3), die Polynome in s sind.

1Für die Berechnung von Elementarteiler wird auf [15] verwiesen.
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Lemma 14 (singuläre Büschel): Besitzt Gleichung (A.3) eine Lösung x(s) minimalen Grades ε1
und ist ε1 > 0, so kann das vorgegebene Büschel F + sG in ein Büschel der Form

S + sT =

[
Lε1 0

0 F1 + sG1

]

mit der (ε1, ε1 + 1)-Matrix

Lε1 =





s 1

s 1 0
. . . . . .

0 s 1





überführt werden. Die Gleichung (F1 + sG1)x = 0 besitzt keine Lösung, deren Grad kleiner als
ε1 ist.

Besitzt Gleichung (F1 + sG1)x = 0 eine nichttriviale Lösung minimalen Grades ε2 (dabei gilt
ε2 ≥ ε1), so kann durch Anwendung von Lemma 14 das Büschel F1 + sG1 erneut unterteilt
werden. Durch wiederholtes Anwenden dieses Prozesses, wird das gegebene Büschel F + sG
in die Form

S + sT =





Lε1

Lε2 0
. . .

0 Lεp

Fp + sGp




r < n′ (A.2)

überführt. Dabei gelten die Beziehungen 0 < ε1 ≤ ε2 ≤ · · · ≤ εp. Die Gleichung (Fp+sGp)x = 0

besitzt keine nichttriviale Lösung.
Gilt r < m′, dann sind die Zeilen des Büschels F + sG linear abhängig und das transponierte
Büschel FT + sGT kann in die Form (A.2) überführt werden. Die Werte ε1, ε2, . . . , εp werden in
diesem Fall mit 0 < η1 ≤ η2 ≤ · · · ≤ ηq bezeichnet. Man erhält

S + sT =





LT
η1

LT
η2

0
. . .

0 LT
ηp

Fp + sGp





r < m′.

Um die minimalen Grad des Polynoms x(s) aus Gleichung (A.3) und somit den Parameter εi

bzw. ηi zu bestimmen, muss die Gleichung nicht gelöst werden, sondern kann mit Hilfe des
folgenden Lemmas bestimmt werden:

Lemma 15: Die Zahl ε ist der kleinste Wert des Index k, für den in den Relationen

ρk ≤ (k + 1)n

das Ungleichheitszeichen gilt.

Zusammenfassend kommt man zu dem Ergebnis, dass jedes (m′, n′)-Matrizenbüschel F + sG
in die KRONECKER kanonische Form S+sT, bestehend aus den Blöcken LT , L, N und J+sE,
transformiert werden kann (siehe Abbildung A.4).
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Abbildung A.4: Zerlegung in KRONECKER kanonische Form (KCF)

A.4 Störungstheorie

Die Störungstheorie beschäftigt sich mit der Frage, wie sich eine „Funktion“ verändert, wenn
auf das Argument der Funktion eine Störung wirkt. Hierbei kann es sich bei der genannten
Funktion um ein Polynom, eine Matrix oder auch ein Differentialgleichungssystem handeln.
Das Ergebnis einer Störungsanalyse kann entweder eine Approximation der Störung oder eine
obere Schranke für die Störung sein. Eine Störungsapproximation schätzt die Störung in Form
von Funktionstermen in Abhängigkeit der bekannten Störung im Argument. Die Untersuchung
von Schranken zur Störungsabschätzung startet mit einer bekannten Beschränkung der Störung
im Argument und nutzt diese zur Ermittlung von Schranken für die Funktionswerte.

Betrachtet man die Definition des Distanzmaßes nach PAIGE (siehe Gleichung (3.2)), können
die Matrizen δA und δB als Störung des Systems (A, B) aufgefasst werden. Wird das Distanz-
maß µ von diesem Blickwinkel aus betrachtet, können die Erkenntnisse der Matrix Störungs-
theorie zur Ermittlung von Schranken für µ benutzt werden. In dieser Theorie wird eine Matrix
A betrachtet und untersucht, wie sich z.B. die Eigenwerte oder die Singulärwerte der gestörten
Matrix Ã := A+∆ verhalten. Die für das Distanzmaß relevanten Theoreme der Störungstheorie
werden in diesem Abschnitt erläutert (für ausführlichere Informationen siehe z.B. [3, 46, 50]).

A.4.1 Das BAUER-FIKE-Theorem

Das BAUER-FIKE-Theorem gibt eine Schranke für die Eigenwerte der gestörten Matrix Ã =
A + ∆ an.

Theorem 16 (BAUER-FIKE): Es sei Q eine reguläre Matrix. Wenn λ̃ ein Eigenwert der Matrix
Ã und kein Eigenwert der Matrix A ist, dann gilt

‖Q−1(A − λ̃E)−1Q‖−1 ≤ ‖Q−1∆Q‖. (A.3)

Aus diesem Theorem lässt sich das vereinfachte Theorem für diagonalisierbare Matrizen direkt
ableiten. Die Matrix A sei diagonalisierbar, d.h. XLAXR = Λ mit XL = X−1

R und Λ = diag(λi).
Durch Einsetzen von Q = XR in Gleichung (A.3) erhält man

‖(Λ − λ̃E)−1‖−1 ≤ ‖XL∆XR‖.
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Daraus ergibt sich für das BAUER-FIKE-Theorem:

Theorem 17 (BAUER-FIKE (für eine diagonalisierbare Matrix)): Es sei A eine diagonalisier-
bare Matrix. Dann existiert für jeden Eigenwert λ̃ ∈ λ(Ã) ein Eigenwert λ ∈ λ(A) so, dass
gilt

|λ − λ̃| ≤ K(XR)‖∆‖

mit der Konditionszahl K(XR) = ‖XR‖‖XL‖.

Dieses Theorem liefert eine obere Schranke für den Abstand zwischen den Eigenwerten der
Matrix A und den Eigenwerten der gestörten Matrix Ã = A + ∆. Diese ist nicht nur von der
Störung ∆ abhängig, sondern auch von der Konditionszahl K(XR). Ist die Konditionszahl und
somit die obere Schranke klein, spricht man von einem gut konditionierten Problem. Unitäre
Matrizen haben die Konditionszahl Eins. Somit sind normale Matrizen gut konditioniert, da
sich diese durch eine unitäre Transformation diagonalisieren lassen.

A.4.2 Das WIELANDT-HOFFMANN-Theorem und seine Konsequenzen

In diesem Abschnitt werden weitere Theoreme zur Abschätzung von Eigen- und Singulärwer-
ten vorgestellt. Hierfür werden die Eigenwerte bzw. Singulärwerte folgendermaßen geordnet:

Re{λn} ≤ · · · ≤ Re{λ2} ≤ Re{λ1} bzw. σn ≤ · · · ≤ σ2 ≤ σ1.

Theorem 18 (WIELANDT-HOFFMANN): Es seien A und Ã normale Matrizen. Es existiert ei-
ne Permutation π (π = 1, 2, . . . , n) so, dass

n∑

i=1

|λπ(i) − λ̃i|2 ≤ ‖Ã − A‖2
F = ‖∆‖2

F mit i = 1, . . . , n

gilt.

D.h., die Eigenwerte der Matrix A und die der gestörten Matrix Ã können so geordnet werden,
dass die Quadratsumme der paarweisen Abstände kleiner ist als das Quadrat der Störung.
Ist A hermitesch, ergibt sich als Speziallfall des WIELANDT-HOFFMANN-Theorems folgende
Abschätzung:

n∑

i=1

|λi − λ̃i|2 ≤ ‖Ã − A‖2
F = ‖∆‖2

F mit i = 1, . . . , n.

Für die Abschätzung der Eigenwerte störbehafteter, unitärer Matrizen existiert nachfolgendes
Theorem.

Theorem 19 (WEYL): Es seien A und Ã unitäre Matrizen und ‖ · ‖ sei invariant gegenüber
unitären Transformationen. Dann gilt die Ungleichung

‖diag(|λi − λ̃i|)‖ ≤ ‖∆‖.

Für die Frobeniusnorm folgt obiges Theorem direkt aus dem WIELANDT-HOFFMANN-Theo-
rem. WEYL hat gezeigt, dass es auch für die Spektralnorm gilt. MIRSKY hat das Theorem für
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alle gegenüber unitären Transformationen invarianten Normen bewiesen.
Aus dem WEYL-Theorem folgt die Ungleichung

|λi − λ̃i| ≤ ‖∆‖.

Für die Abschätzung von Singulärwerten existiert folgendes, zum WEYL-Theorem analoges
Theorem:

Theorem 20 (MIRSKY): Für alle Normen ‖ · ‖, die invariant gegenüber unitären Transforma-
tionen sind, gilt

‖diag(|σi − σ̃i|)‖ ≤ ‖∆‖.

Aus diesem Theorem folgt
|σi − σ̃i| ≤ ‖∆‖.



Anhang B

Parameterwerte

Für die Beispiele „Hubmagnet“ und „Doppelpendel“ wurden folgende Parameterwerte ange-
nommen:

Hubmagnet:

g = 9,81 ms−2

c = 0,00013632 kgm3s−2A−2

m = 0,06687 kg

L = 1,08 H

R = 18 Ω

Doppelpendel:

g = 9,81 ms−2

m1 = 1 kg

m2 = 2 kg

m3 = 10 kg

l1 = 2 m

l2 = 5 m

c = 10 kgm−1

k = 1 Nm−1
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