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Einleitung

Aufgrund des Klimawandels, der im Laufe der Zeit unaufhörlich fortschreitet, werden Na-
turkatastrophen immer häu�ger, was eine groÿe �nanzielle Belastung für Versicherungsun-
ternehmen darstellt. Tritt eine solche Katastrophe ein, entstehen enorme Schäden. Hurrica-
ne Andrew verursachte im Jahr 1992 in Amerika einen Gesamtschaden von 16,5 Mrd US$
für Versicherungsunternehmen, was bei sieben Groÿversicherungsunternehmen zur Zah-
lungsunfähigkeit führte (siehe [11]). Dies hat zur Konsequenz, dass der Kurs der Aktien
des betro�enen Versicherungsunternehmens stark fällt. Dadurch wird es für diese Unter-
nehmen schwerer frisches Eigenkapital durch den Verkauf eigener Aktien anzuscha�en

Wie aktuell dieses Problem ist, zeigt die Erdbeben- und Tsunamikatastrophe in Japan zu
Beginn dieses Jahres. Eine der Folgen für die Versicherungswirtschaft wurde in der Presse
vom 9. März 2011 dargestellt: 'Wegen des Tsunami, Erdbeben und der Überschwemmungen
machte die Münchener Rück im ersten Quartal 2011 einen Verlust von fast einer Milliarde
Euro − nach einem Gewinn von 482 Millionen Euro im Vorjahreszeitraum'. Aus diesem
Grund ist es für Versicherungsunternehmen unumgänglich, sich gegen solche Groÿschäden
in Form einer Rückversicherung abzusichern.

Eine Alternative zu traditionellen Formen der Rückversicherung bietet das sogenannte
Eventualkapital (contingent capital), das sich im Wesentlichen in zwei groÿe Gruppen glie-
dern lässt: Contingent Surplus Notes (CSNs) und Catastrophe Equity Put Optionen (Ca-
tEPut Optionen). Gegenstand dieser Arbeit ist es, ein möglichst realitätsgetreues Modell
zu �nden, um CatEPut Optionen zu bewerten.

In Kapitel 1 dieser Arbeit wird der Begri� 'Eventualkapital' eingeführt und die beiden
oben erwähnten Formen (CatEPut Optionen und CSNs) dieser Art der Absicherung gegen
die Zahlungsunfähigkeit erläutert. Grundlage dafür bieten die Arbeiten von Glassermann
und Kou [5], Koletschka [11] und Punter [15].

Da der Gesamtschaden, der durch eine Naturkatastrophe entsteht, mittels Poisson-Prozessen
modelliert wird, gibt Kapitel 2 einen Überblick über einige Arten von Poisson-Prozessen
und deren wichtigste Eigenschaften, wie man sie in [16] und [8] �ndet.

Das für die Modellierung stochastischer Zinsraten eingesetzte Vasi£ek-Modell wird in Ka-
pitel 3 beschrieben, wie es unter anderem in [8] behandelt wird.
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Um die Preise der CatEPut Option unter Verwendung von Monte-Carlo-Simulationen zu
bestimmen, müssen die in Kapitel 2 und 3 beschriebenen Prozesse simuliert werden. Wie
dies geschieht, wird in Kapitel 4 erklärt und orientiert sich für Poisson-Prozesse an den
Arbeiten von Burnecki, Härdle und Weron ([1]), Lewis und Shedler ([12]) und Pasupathy
([14]) und für die short-rate im Vasi£ek-Modell dient das Buch von Jeanblanc, Yor und
Chesney ([8]) als Grundlage.

Kapitel 5 zeigt die Herleitung einer geschlossenen Bewertungsformel für CatEPut Optio-
nen unter der Annahme eines konstanten Zinssatzes und einer konstanten Intensität des
Poisson-Prozesses wie sie von Cox, Faichild und Pedersen (2004) in [3] durchgeführt wird.
Die numerischen Analysen werden auf normalverteilte Verluste ausgeweitet.

Das in Kapitel 5 vorgestellte Modell wird in Kapitel 6 auf den Fall von stochastischen
Zinsraten verallgemeinert, was Jaimungal und Wang (2005) in ihrer Arbeit ([9]) mit einer
konstanten Intensität gemacht haben. Dieses Modell wird dann noch erweitert, indem ei-
ne zeitabhängige Intensität des zusammengesetzten Poisson-Prozesses betrachtet wird. In
diesen beiden Falle ist es noch möglich eine explizite Bepreisungsformel anzugeben.
Unter der Annahme einer stochastischen Intensität hingegen können die Preise nur durch
Simulationen bestimmt werden.

Den MATLAB-Code, mit dem die Berechnungen durchgeführt wurden, �ndet man in Ka-
pitel 7.



Kapitel 1

Eventualkapital

Unter Eventualkapital versteht man Kapital, das unter genau vereinbarten Bedingungen
verfügbar wird, wenn zum Beispiel eine Naturkatastrophe eintritt und der dadurch entstan-
dene Schaden einen gewissen Schwellwert übersteigt. Bei einem solchen Vertrag zahlt eine
Partei einer anderen ein entsprechendes Entgelt, damit diese im Falle einer festgelegten
Situation Kapital zur Verfügung stellt.

Durch den Einsatz von Eventualkapital erfolgt also kein direkter Risikotransfer an einen
Rückversicherer wie bei einer traditionellen Form der Rückversicherung, sondern das Ver-
sicherungsunternehmen erhält Unterstützung in Form von Fremd- bzw. Eigenkapital.

Es gibt verschiedene Formen von Eventualkapital, zwei davon werden in den folgenden
Unterkapiteln beschrieben.

1.1 Catastrophe Equity Put (CatEPut) Optionen

Catastrophe Equity Put Optionen haben den Zweck, die Liquidität eines Versicherungs-
unternehmens bei Eintreten eines Groÿschadens, der durch eine bestimmte Naturkatastro-
phe entstanden ist, zu bewahren. Tritt eine vorher de�nierte Naturkatastrophe ein und
überschreitet der daraus resultierende Schaden für das Unternehmen einen festgesetzten
Schwellwert, so hat der Käufer der Option das Recht, Vorzugsaktien, deren Wert durch den
groÿen Verlust stark fällt, zu einem vorher vereinbarten Preis zu verkaufen. Durch diese
Art der Absicherung gelangen Versicherungsunternehmen an mehr Eigenkapital, wenn es
dringend benötigt wird.

Die erste amerikanische CatEPut Option wurde 1996 von RLI Corp gekauft und verscha�-
te diesem US-amerikanischen Versicherungsunternehmen das Recht Vorzugsaktien im Ge-
samtwert von 50 Millionen US$ im Falle eines Erdbebens in Kalifornien zu verkaufen (siehe
[15]).

Ein Vorteil der CatEPut Option gegenüber traditionellen Rückversicherungsprodukten ist
das Erlangen von Eigenkapital, da auf diese Weise nicht nur das Insolvenz- und Konkurs-
risiko sinkt, sondern das Unternehmen bei Ratings besser eingestuft wird. Es besteht aber
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Kapitel 1. Eventualkapital 5

das Risiko, dass der Vertragspartner nicht über genügend Eigenmittel zum Zeitpunkt der
Ausübung der Option verfügt, was aber sowohl durch Diversi�kation als auch eine etwaige
zusätzliche Vertragsklausel, die dem Unternehmen vorschreibt, sich entsprechend abzusi-
chern, abgeschwächt werden kann.

1.2 Contingent Surplus Notes

Wie oben beschrieben, stellen CatEPut eine vorteilhafte Möglichkeit zur Absicherung ge-
gen groÿe Schäden infolge von Naturkatastrophen dar. Vielen Versicherungsunternehmen
ist diese Form der Kapitalbescha�ung aber nicht möglich, da ihre Gesellschaftsform den
Verkauf von Aktien nicht erlaubt (zum Beispiel bei Versicherungsvereinen auf Gegenseitig-
keit). In diesem Fall gibt es eine ähnliche Art der Absicherung, die dem Unternehmen aber
nicht Eigen- sondern Fremdkapital verscha�t. Erwirbt ein Versicherungsunternehmen also
Contingent Surplus Notes, so hat es das Recht, trotz sinkender Kreditwürdigkeit Kredite
zu vorher festgelegten Konditionen zu erlangen, falls der Schaden, der infolge einer Natur-
katastrophe entstanden ist, einen vorher de�nierten Schwellwert überschreitet.

Surplus Notes sind Schuldscheine, die es nur in den USA gibt und welche die Eigenschaft
haben, dass sie nach US-amerikanischem Recht in der Bilanz auch als Eigenkapital auf-
scheinen. Da dies nach europäischem Bilanzierungsrecht nicht möglich ist und CSNs bisher
nur in den USA gehandelt werden, wird in dieser Arbeit ausschlieÿlich auf die Bewertung
der Catastrophe Equity Put Optionen eingegangen.



Kapitel 2

Poisson-Prozesse

Bei der Beobachtung von zufälligen Ereignissen, wie zum Beispiel Naturkatastrophen, ist
die Modellierung der Eintrittszeitpunkte und somit der Anzahl der zu einem bestimmten
Zeitpunkt eingetretenen Ereignisse von groÿer Bedeutung. Eine Möglichkeit dafür bieten
Poisson-Prozesse, die in diesem Kapitel eingeführt und näher beschrieben werden.

2.1 Homogene Poisson-Prozesse

De�nition 2.1 (Poisson-Prozess). Sei (τi)i∈N eine Familie unabhängig identisch exponen-
tialverteilter Zufallsvariablen mit Parameter λ, d.h P[τi ≥ t] = e−λt. Für Tn =

∑n
i=1 τi

heiÿt

Nt =
∑
i≥1

1{t≥Ti}

homogener Poisson-Prozess mit Intensität λ.

Der Poisson-Prozess ist also ein rechtsstetiger Zählprozess. Nt zählt die zufälligen Zeit-
punkte Ti, die im Intervall [0, t] liegen. Da die Zwischensprungzeiten τi exponetialverteilt
mit Parameter λ sind, haben sie einen Erwartungswert von 1

λ
. Die Intensität λ gibt die

erwartete Anzahl der Sprünge in einer Zeiteinheit an (E[Nt+1 −Nt] = λ) an. Das heiÿt je
gröÿer der Wert von λ ist, desto häu�ger springt der Prozess.

Da die Zeit bis zum n-ten Sprung die Summe n unabhängig exponentialverteilter Zufalls-
variablen mit Parameter λ ist, ist Tn gammaverteilt mit Parametern n und λ, das heiÿt

fTn(t) = λe−λt
(λt)(n−1)

(n− 1)!
für t > 0. (2.1)
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Kapitel 2. Poisson-Prozesse 7

Nt ist dann poissonverteilt mit Parameter λt und hat daher folgende Eigenschaften:

P[Nt = n] =
(λt)n

n!
e−λt,

E[Nt] = λt,

Var[Nt] = λt.

(2.2)

Auÿerdem sind die Zuwächse des Poisson-Prozesses stationär und unabhängig und es gilt
für s < t

P[Nt −Ns = n] =
(λ(t− s))n

n!
e−λ(t−s). (2.3)

Für die charakteristische Funktion folgt dann

ϕNt(s) = E[eisNt ] =
∞∑
n=0

eisn
(λt)n

n!
e−λt = e−λt

∞∑
n=0

(eisλt)n

n!
= e−λt exp

{
λteis

}
= exp

{
λt(eis − 1)

}
.

(2.4)

2.2 Inhomogene Poisson-Prozesse

Oft entspricht die Annahme, dass die erwartete Zwischenschadenszeit konstant ist, nicht der
Realität, weshalb man in einem ersten Schritt der Verallgemeinerung eine deterministischen
Intensitätsfunktion λt mit

∫ t
0
λudu < ∞ ∀t und

∫∞
0
λudu = ∞ betrachtet. Man spricht

dann von einem inhomogenen Poisson-Prozess, der folgendermaÿen de�niert ist:

De�nition 2.2 (inhomogener Poisson-Prozess). Ein inhomogener Poisson-Prozess N =
(Nt)t≥0 mit Intensitätsfunktion λt ist ein Zählprozess, dessen Zuwächse unabhängig sind
und für t > s

P[Nt −Ns = n] = e−(Λ(t)−Λ(s)) (Λ(t)− Λ(s))n

n!
(2.5)

mit Λ(t) =
∫ t

0
λudu erfüllen.

Ein inhomogener Poisson-Prozess Nt ist also Poisson-verteilt mit Parameter Λ(t) und somit
ein zeittransformierter homogener Poisson-Prozess. Es gilt

E[Nt] = Λ(t),

Var[Nt] = Λ(t)
(2.6)

und

ϕNt(s) = E[eisNt ] = exp
{

(eis − 1)Λ(t)
}
. (2.7)



Kapitel 2. Poisson-Prozesse 8

2.3 Doppelt stochastische Poisson-Prozesse

In dieser Arbeit wird der Gesamtverlust, den ein Lebensversicherungsunternehmen in Folge
von Naturkatastrophen erleidet, mit Hilfe von Poisson-Prozessen modelliert. Um das Mo-
dell noch �exibler zu machen besteht die Möglichkeit, die Intensität des Poisson-Prozesses
als stochastischen Prozess darzustellen. In diesem Fall spricht man von einem doppelt
stochastischen Poisson-Prozess, der formal wie folgt de�niert ist:

De�nition 2.3. Sei N = (Nt)t≥0 ein Zählprozess und λ = (λt)t≥0 ein positiver stochasti-

scher Prozess, sodass für alle t ≥ 0 gilt, dass
∫ t

0
λudu <∞ P-f.s. und Λt =

∫ t
0
λudu. Dann

heiÿt N doppelt stochsatischer Poisson-Prozess mit Intensitätsprozess λ, wenn für s < t

P[Nt −Ns = n|(λu)u≤t] = e−(Λ(t)−Λ(s)) (Λ(t)− Λ(s))n

n!
. (2.8)

2.4 Zusammengesetzte Poisson-Prozesse

Wie oben gezeigt wurde, kann man mit Hilfe von einfachen Poisson-Prozessen die Anzahl
zufälliger Ereignisse in einem Zeitintervall [0, t] beschreiben. Zusätzlich zu den Eintritts-
zeiten muss das Ausmaÿ von Schäden, das durch eine Naturkatastrophe verursacht wird,
modelliert werden. Hierfür eignen sich zusammengesetzte Poisson-Prozesse.

De�nition 2.4 (zusammengesetzter Poisson-Prozess). Sei N = (Nt)t≥0 ein inhomogener
Poisson-Prozess mit Intensität λt und (Yi)i∈N eine Familie von unabhängig identisch ver-
teilten Zufallsvariablen, die unabhängig vom Poisson-Prozess sind. Dann heiÿt der Prozess
X = (Xt)t≥0 mit

Xt =
Nt∑
i=1

Yi

zusammengesetzter Poisson-Prozess.

Die Verteilungsfunktion von Xt ist durch

P[Xt ≤ x] = e−
∫ t
0 λudu

∞∑
n=0

(
∫ t

0
λudu)n

n!
F
∗(n)
Y (x) (2.9)

gegeben, wobei FY die Verteilungsfunktion der i-ten Sprunghöhe Yi bezeichnet.



Kapitel 2. Poisson-Prozesse 9

Für den Erwartungswert folgt

E[Xt] = E

[
Nt∑
i=1

Yi

]
=
∞∑
n=1

E

[
Nt∑
i=1

Yi

∣∣∣∣∣Nt = n

]
P[Nt = n] =

∞∑
n=1

nE[Y1]P[Nt = n]

= E[Y1]
∞∑
n=1

nP[Nt = n] = E[Y1]E[Nt] = ΛtE[Y1].

(2.10)

Satz 2.1 (charakteristische Funktion eines zusammengesetzten inhomogenen Poisson-Pro-
zesses). Sei X = (Xt)t≥0 ein zusammengesetzter inhomogener Poisson-Prozess mit Inten-
sität λt. Dann ist die charakteristische Funktion der Zufallsvariable Xt ∀t gegeben durch

ϕXt(z) = E[eizXt ] = exp

{∫ t

0

λudu

∫
R
(eizy − 1)fY (y)dy

}
, (2.11)

wobei fY (y) die Dichte der Sprunghöhen ist.

Beweis 2.1.

E[eizXt ] = E

[
exp

{
iz

Nt∑
i=1

Yi

}]
= P[Nt = 0] +

∞∑
k=1

E

[
exp

{
iz

Nt∑
j=1

Yi

}∣∣∣∣∣Nt = k

]
P[Nt = k]

= P[Nt = 0] +
∞∑
k=1

E

[
exp

{
iz

k∑
j=1

Yi

}]
P[Nt = k]

Yi iid= e−
∫ t
0 λudu

+
∞∑
k=1

E [exp {izYi}]k P[Nt = k] = e−
∫ t
0 λudu +

∞∑
k=1

ϕkY (z)e−
∫ t
0 λudu

(∫ t
0
λudu

)k
k!

= e−
∫ t
0 λudu

∞∑
k=0

(
ϕY (z)

∫ t
0
λudu

)k
k!

= e−
∫ t
0 λudueϕY (z)

∫ t
0 λudu

= e−
∫ t
0 λudu(1−ϕY (z)) = exp

{∫ t

0

λudu(ϕY (z)− 1)

}
= exp

{∫ t

0

λudu
∫
R
(eizy − 1)fY (y)dy

}
(2.12)
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2.4.1 Maÿwechsel für einen zusammengesetzten inhomogenen Poisson-

Prozess und eine Brown'sche Bewegung

Sei (Ω,P,F) ein Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem eine Brown'sche Bewegung W P =
(W P

t )t≥0 und ein zusammengesetzter inhomogener Poisson-Prozess

Xt =
Nt∑
i=1

Yi

mit Intensitätsfunktion λt und Wahrscheinlichkeitsdichte f(y) der Sprünge Yi de�niert ist.
Die beiden Prozesse seien stochastisch unabhängig.
Um den Maÿwechsel durchzuführen, benötigt man folgende Sätze, die in [16] zu �nden
sind.

Satz 2.2. Sei Xt ein zusammengesetzter inhomogener Poisson-Prozess wie oben de�niert.
Dann ist der kompensierte zusammengesetzte Poisson-Prozess

Xt − E[Y1]Λt (2.13)

ein Martingal.

Beweis 2.2. Sei 0 ≤ s < t. Dann ist Xs Fs-messbar und Xt−Xs unabhängig von Fs und
es gilt

E[Xt − E[Y1]Λt|Fs] = E[Xt −Xs|Fs] +Xs − E[Y1]Λt = E[Y1](Λt − Λs) +Xs − E[Y1]Λt

= Xs − E[Y1]Λs.

(2.14)

Satz 2.3 (ohne Beweis). Sei Xs ein kompensierter Sprungprozess, der ein Martingal ist
und φs ein linksstetiger Prozess mit

E
[∫ t

0

φ2
sds

]
<∞

für alle t ≥ 0. Dann ist das stochastische Integral∫ t

0

φsdXs

ebenfalls ein Martingal.
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Sei λ̃t eine positive Funktion und und f̃(y) eine weitere Dichtefunktion, für die gilt, dass
f̃(y) = 0, wenn f(y) = 0. Betrachte den Prozess

Z1
t = eΛt−Λ̃t

Nt∏
i=1

Λ̃tf̃(Yi)

Λtf(Yi)
. (2.15)

Die beiden Dichtefunktionen f und f̃ sollen so gewählt werden, dass

E
[∫ t

0

(Z1
s )2ds

]
<∞. (2.16)

Der Prozess aus (2.15) wird als ein Teil der Dichte für den Maÿwechsel verwendet. Zunächst
zeigen wir, dass Z1

t ein Martingal ist.

Lemma 2.1. Der Prozess

Z1
t = eΛt−Λ̃t

Nt∏
i=1

Λ̃tf̃(Yi)

Λtf(Yi)
. (2.17)

ist ein Martingal. Speziell gilt EP[Z1
t ] = 1 für alle t ≥ 0.

Beweis 2.3. Für den reinen Sprungprozess

ZJ
t =

Nt∏
i=1

Λ̃tf̃(Yi)

Λtf(Yi)
(2.18)

gilt zum Zeitpunkt s, zu dem der Poisson-Prozess springt

ZJ
s = ZJ

s−
Λ̃sf̃(YNs)

Λsf(YNs)
= ZJ

s−
Λ̃sf̃(∆Xs)

Λsf(∆Xs)

und daher

∆ZJ
s = ZJ

s − ZJ
s− =

[
Λ̃sf̃(∆Xs)

Λsf(∆Xs)
− 1

]
ZJ
s−.

De�niere einen weiteren zusammengesetzten Poisson-Prozess

Ht =
Nt∑
i=1

Λ̃tf̃(Yi)

Λtf(Yi)
, (2.19)
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für den zum Zeitpunkt s eines Sprunges von Nt

∆Hs =
Λ̃sf̃(∆Xs)

Λsf(∆Xs)
(2.20)

gilt. Aufgrund von

E

[
Λ̃tf̃(∆Xt)

Λtf(∆Xt)

]
=

Λ̃t

Λt

∫ ∞
−∞

f̃(y)

f(y)
f(y)dy =

Λ̃t

Λt

(2.21)

und Satz 2.2 ist der kompensierte zusammengesetzte Poisson-ProzessHt−Λ̃t ein Martingal.
Da ∆Ht und ∆Nt gleich Null sind, wenn der Poisson-Prozess in t nicht springt, gilt für alle
Zeitpunkt t ≥ 0

∆ZJ
t = ZJ

t−∆Ht − ZJ
t−∆Nt. (2.22)

Die Prozesse ZJ , H und N sind reine Sprungprozesse, weshalb man Gleichung (2.22)
schreiben kann als

dZJ
t = ZJ

t−dHt − ZJ
t−dNt. (2.23)

Wie schon erwähnt ist ZJ ein reiner Sprungprozess und eΛt−Λ̃t ist stetig, woraus folgt, dass
die quadratische Variation der beiden Prozesse gleich Null ist und Z1

t = ZJ
t e

Λt−Λ̃t kann
mittels der Produktregel geschrieben werden als

Z1
t = Z1

0 +

∫ t

0

ZJ
s−(Λs − Λ̃s)e

Λs−Λ̃sds+

∫ t

0

eΛs−Λ̃sdZJ
s

= 1 +

∫ t

0

ZJ
s−(Λs − Λ̃s)e

Λs−Λ̃sds+

∫ t

0

eΛs−Λ̃sZJ
s−dHs −

∫ t

0

eΛs−Λ̃sZJ
s−dNs

= 1 +

∫ t

0

eΛs−Λ̃sZJ
s−d(Hs − Λ̃s)−

∫ t

0

eΛs−Λ̃sZJ
s−d(Ns − Λ̃s)

= 1 +

∫ t

0

Z1
s−d(Hs − Λ̃s)−

∫ t

0

Z1
s−d(Ns − Λ̃s).

(2.24)

Aufgrund von Satz 2.3 ist Z1
t ein Martingal. Da Z1

0 = 0, gilt EP[Z1
t ] = 1 für alle t ≥ 0.

Für ein �xes T > 0 de�nieren wir das neue Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q via

Q(A) =

∫
A

Z1
TdP (2.25)

für A ∈ F .



Kapitel 2. Poisson-Prozesse 13

Satz 2.4. Unter dem neuen Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q ist der Prozess Xt =
∑Nt

i=1 Yi, 0 ≤
t ≤ T ein zusammengesetzter inhomogener Poisson-Prozess mit Intensitätsfunktion λ̃t. Die
Dichtefunktion f(y) der Zufallsvariablen Y1, Y2, Y3, . . . ändert sich unter dem Maÿwechsel
zu f̃(y).

Beweis 2.4. Zu zeigen ist, dass

EQ
[
ezXt

]
= exp

{
Λ̃t(ϕ̃Y (z)− 1)

}
(2.26)

mit

ϕ̃Y (z) =

∫ ∞
−∞

ezyf̃(y)dy.

Dies wird gemacht, indem wir den Prozess D mit

Dt = exp

{
zXt − (ϕ̃Y (z)− 1)

∫ t

0

λ̃udu

}
(2.27)

einführen und zeigen, dass der Prozess DZ = (DtZ
1
t )t≥0 ein Martingal unter P ist.

Für den Zeitpunkt s, an dem der Prozess X springt, gilt

Ds = Ds−e
z∆Xs (2.28)

und daher

∆Ds = Ds−(ez∆Xs − 1). (2.29)

De�nieren wir einen weiteren zusammengesetztes Poisson-Prozess R mit

Rt =
Nt∑
i=1

ezYi
Λ̃tf̃(Yi)

Λtf(Yi)
. (2.30)

Aufgrund von

E

[
ezYi

Λ̃tf̃(Yi)

Λtf(Yi)

]
=

Λ̃t

Λt

∫ ∞
−∞

ezy
f̃(y)

f(y)
f(y)dy =

Λ̃t

Λt

ϕ̃Y (z) (2.31)

und Satz 2.2 ist der kompensierte Poisson-Prozess Rt − Λ̃tϕ̃Y (z) ein Martingal.
Betrachtet man auch hier das Verhalten des Prozesses im Falle eines Sprunges, so gilt

∆Rs = ez∆Xs
Λ̃sf̃(∆Xs)

Λsf(∆Xs)
= ez∆Xs∆Hs. (2.32)
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Daraus folgt

[D,Z]t =
∑

0<s≤t

∆Ds∆Z
1
s =

∑
0<s≤t

Ds−Z
1
s−(ez∆Xs − 1)∆Hs −

∑
0<s≤t

Ds−Z
1
s−(ez∆Xs − 1)∆Ns

=
∑

0<s≤t

Ds−Zs−∆Rs −
∑

0<s≤t

Ds−Z
1
s−∆Hs −

∑
0<s≤t

Ds−Z
1
s−(ez∆Xs − 1).

(2.33)

∆Ns kann im letzten Term weggelassen werden, da ∆Ns an denselben Stellen gleich Null
ist wie ez∆Xs − 1 und sonst überall den Wert 1 annimmt. Nach der Produktregel für
Sprungprozesse gilt

DtZ
1
t = 1 +

∫ t

0

Ds−dZ
1
s +

∫ t

0

Z1
s−dDs + [D,Z1]t. (2.34)

Da wir zeigen wollen, dass DtZ
1
t ein Martingal ist, zeigen wir dies für die rechte Seite dieser

Gleichung.
∫ t

0
Ds−dZ1

s ist aufgrund der Linksstetigkeit von Ds− und der Tatsache, dass Z1

ein Martingal ist, ebenfalls ein Martingal. Bezeichne Dc
t den stetigen Teil von Dt. Für die

restlichen beiden Terme gilt dann∫ t

0

Z1
s−dDs + [D,Z]t =

∫ t

0

Z1
s−dD

c
s +

∑
0<s≤t

Z1
s−∆Ds + [D,Z1]t

= −
∫ t

0

Z1
s−Ds−λ̃s(ϕ̃Y (z)− 1)ds+

∑
0<s≤t

Z1
s−Ds−(ez∆Xs − 1) +

∑
0<s≤t

Z1
s−Ds−∆Rs

−
∑

0<s≤t

Z1
s−Ds−∆Hs −

∑
0<s≤t

Z1
s−Ds−(ez∆Xs − 1)

=

∫ t

0

Z1
s−Ds−d(Rs − Λ̃sϕ̃Y (z))−

∫ t

0

Z1
s−Ds−d(Hs − Λ̃s).

(2.35)

Da die beiden kompensierten Poisson-Prozesse Martingale und Ds− und Zs− linksstetig
sind, ist der gesamte Prozess ein Martingal. Es gilt

EQ
[
ezXt

]
= EP

[
ezXtZ1

t

]
(2.36)

und somit folgt

1 = EP
[
DtZ

1
t

]
= exp

{
−Λ̃t(ϕ̃Y (z)− 1)

}
EP
[
ezXtZ1

t

]
= exp

{
−Λ̃t(ϕ̃Y (z)− 1)

}
EQ
[
ezXt

]
.

(2.37)
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Sei η = (ηt)t≥0 ein adaptierter Prozess. Wir de�nieren

Z2
t = exp

{
−
∫ t

0

ηudW
P
u −

1

2

∫ t

0

η2
udu

}
. (2.38)

Aus der stochastischen Analysis für stetige Prozesse wissen wir, dass der Prozess Z2 ein
lokales Martingal ist. Für unsere Zwecke benötigen wir sogar ein Martingal, weshalb wir for-

dern, dass Z2
t ein Martingal ist. Dies ist unter der Novikov-Bedingung

(
E
[
exp

{
1
2

∫ T
0
η2
t dt
}]

<∞
)

erfüllt.
Um den Maÿwechsel für den zusammengesetzten inhomogenen Poisson-Prozess X und die
Brown'sche Bewegung W P durchzuführen, betrachten wir den Dichteprozess

Zt = Z1
t Z

2
t . (2.39)

Lemma 2.2. Der Prozess Z aus (2.39) ist ein Martingal. Speziell gilt EP[Zt] = 1 für alle
t ≥ 0.

Beweis 2.5. Wir wissen, dass sowohl Z1 als auch Z2 Martingale sind. Da Z1 keinen Itô-
Term besitzt und Z2 stetig ist, ist [Z1, Z2]t = 0.
Wendet man die Produktregel für stochastische Prozesse an, so erhält man

Z1
t Z

2
t = Z1

0Z
2
0 +

∫ t

0

Z1
s−dZ

2
s +

∫ t

0

Z2
s−dZ

1
s . (2.40)

Laut Satz 2.3 sind die beiden Integrale Martingale, also auch Z und aufgrund von Z0 = 0
gilt EP[Zt] = 1 für alle t ≥ 0.

Das durch diesen Maÿwechsel de�nierte risikoneutrale Maÿ Q hat für ein �xes T > 0 die
Form

Q(A) =

∫
A

ZTdP (2.41)

für A ∈ F .
Den in diesem Kapitel durchgeführten Maÿwechsel können wir in folgendem Satz zusam-
menfassen:
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Satz 2.5 (Maÿwechsel für einen zusammengesetzten inhomogenen Poisson-Prozess und
eine Brown'sche Bewegung). Sei W P = (W P

t )t≥0 eine Brown'sche Bewegung, X = (Xt)t≥0

ein von W P unabhängiger zusammengesetzter homogener Poisson-Prozess mit Intensität λ
und Wahrscheinlichkeitsdichte f(y) der Sprünge Yi und η = (ηt)t≥0 ein adaptierter Prozess.
Dann ist der Prozess Z = (Zt)t≥0, der die Form

Zt = Z1
t Z

2
t

mit

Z1
t = e(λ−λ̃)t

Nt∏
i=1

λ̃f̃(Yi)

λf(Yi)

und

Z2
t = exp

{
−
∫ t

0

ηudW
P
u −

1

2

∫ t

0

η2
udu

}
hat, ein Martingal. Das durch

dQ = ZTdP

de�nierte Maÿ Q ist äquivalent zu P. Die durch

WQ
t = W P

t +

∫ t

0

ηudu

de�nierte Brown'sche Bewegung mit Drift ist eine Standard Brown'sche Bewegung bezüglich
Q und X ist bezüglich Q ein von WQ unabhängiger zusammengesetzter Poisson-Prozess
mit Intensität λ̃ und Wahrscheinlichkeitsdichte f̃(y) der Sprünge Yi.

Auf analoge Weise kann man man den Maÿwechsel auch für d unabhängige Brown'sche
Bewegungen durchführen. Es gilt

Satz 2.6 (Maÿwechsel für einen zusammengesetzten inhomogenen Poisson-Prozess und d
unabhängige Brown'sche Bewegungen). Seien W P,i = (W P,i

t )t≥0 mit i = 1, . . . , d unabhän-
gige Brown'sche Bewegungen, X = (Xt)t≥0 ein von W P,i unabhängiger zusammengesetzter
homogener Poisson-Prozess mit Intensität λ und Wahrscheinlichkeitsdichte f(y) der Sprün-
ge Yi und η

i = (ηit)t≥0, i = 1, . . . , d adaptierte Prozesse. Dann ist der Prozess Z = (Zt)t≥0,
der die Form

Zt = Z1
t

d∏
i=1

Zi
t
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mit

Z1
t = e(λ−λ̃)t

Nt∏
i=1

λ̃f̃(Yi)

λf(Yi)

und

Zi
t = exp

{
−
∫ t

0

ηiudW
P,i
u −

1

2

∫ t

0

(ηi)2
udu

}
hat, ein Martingal. Das durch

dQ = ZTdP

de�nierte Maÿ Q ist äquivalent zu P. Die durch

WQ,i
t = W P,i

t +

∫ t

0

ηiudu, i = 1, . . . , d

de�nierten Brown'schen Bewegungen mit Drift sind Standard Brown'sche Bewegungen be-
züglich Q und X ist bezüglich Q ein von WQ,i unabhängiger zusammengesetzter Poisson-
Prozess mit Intensität λ̃ und Wahrscheinlichkeitsdichte f̃(y) der Sprünge Yi.



Kapitel 3

Das Vasi£ek-Modell

Um realistische Modelle zu erstellen, ist es notwendig, die Zinsrate als stochastischen Pro-
zess zu modellieren. Das Vasi£ek-Modell bietet dafür eine gut geeignete Methode, da der
Zinsratenprozess explizit dargestellt werden kann. Der Zinsprozess im Vasi£ek-Modell ist
ein Spezialfall des Ornstein-Uhlenbeck Prozesses, der die eindeutige Lösung folgender sto-
chastischer Di�erentialgleichung ist:

dXt = −cXtdt+ σdBt (3.1)

mit c ≥ 0, σ ≥ 0 und Bt beschreibt eine Brown'sche Bewegung.

3.1 Lösung des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses

Betrachtet man zunächst den Fall σ = 0, so sieht man , dass die Lösung von dXt = −cXtdt
gleich Xt = X0e−ct ist. Dadurch motiviert setzen wir

Yt = Xte
ct

und aufgrund der Produktregel für stochastische Di�erentiale gilt

dYt = Xt d(ect)︸ ︷︷ ︸
=cectdt

+ectdXt + d(ect)dXt︸ ︷︷ ︸
=0

= Xtce
ctdt− cectXtdt+ σectdBt

= σectdBt.

(3.2)

Integration dieses Ergebnisses über das Intervall [0, t] liefert dann

Yt − Y0 = σ

∫ t

0

ecudBu (3.3)

und man erhält folgendes Ergebnis:

18
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Satz 3.1 (Lösung des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses). Die eindeutig bestimmte Lösung der
Ornstein-Uhlenbeck-Di�erentialgleichung

dXt = −cXtdt+ σdBt (3.4)

mit c ≥ 0 und σ ≥ 0 ist gegeben durch

Xt = e−ct
(
X0 + σ

∫ t

0

ecudBu

)
. (3.5)

3.2 Die short-rate im Vasi£ek-Modell

Die short-rate im Vasi£ek-Modell erfüllt folgende stochastische Di�erentialgleichung:

drt = κ(θ − rt)dt+ σrdW
r
t , (3.6)

wobei W r eine Brown'sche Bewegung bezüglich des risikoneutralen Maÿes Q ist.
Der Prozess Xt = θ − rt erfüllt (3.4) mit Bt = −W r

t und c = κ. κ bezeichnet die reversion
rate, die angibt, wie schnell die short rate wieder zum long-term-mean θ zurückkehrt.

Setzen wir nun diese Parameter in die Lösung (3.5) in Satz 3.1 ein, so erhalten wir für die
short-rate im Vasi£ek-Modell

rt = θ + e−κt
(
r0 − θ + σr

∫ t

0

eκudW r
u

)
. (3.7)

Oft ist es auch hilfreich, das Integral über die short-rate angeben zu können. Es gilt:

∫ t

0

rudu = θt+ (r0 − θ)
∫ t

0

e−κudu+ σr

∫ t

0

e−κu
∫ u

0

eκsdW r
s du

= θt+
1

κ
(r0 − θ)(1− e−κt) + σr

∫ t

0

∫ u

0

e−κ(u−s)dW r
s du

Fubini
= θt+

1

κ
(r0 − θ)(1− e−κt) + σr

∫ t

0

∫ t

s

e−κ(u−s)dudW r
s

= θt+
1

κ
(r0 − θ)(1− e−κt) +

σr
κ

∫ t

0

(
1− e−κ(t−s)) dW r

s

= θt− 1

κ

(θ − r0) + e−κt
(
r0 − θ + σr

∫ t

0

eκsdW r
s

)
︸ ︷︷ ︸

=rt−θ

+
σr
κ
W r
t

= θt− 1

κ
(rt − r0) +

σr
κ
W r
t

(3.8)
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3.3 Der Preis eines zero-coupon-bonds im Vasi£ek Mo-

dell

Ein weiterer Vorteil des Vasi£ek-Modells ist die Tatsache, dass der Preis einer Nullkuponan-
leihe (zero-coupon-bond) ebenfalls explizit angegeben werden kann. Die Nullkuponanleihe
ist wie folgt de�niert:

De�nition 3.1 (Zero-coupon-bond). Ein zero-coupon-bond ist ein Vertrag, der zum Zeit-
punkt t 0 ≤ t ≤ T, geschlossen wird und den Käufer die Auszahlung einer Geldeinheit zum
Zeitpunkt T zusichert. Sein Preis zum Zeitpunkt t wird infolge nur Bondpreis genannt und
mit P (t, T ) bezeichnet.

Allgemein gilt für den Bondpreis

P (t, T ) = EQ

[
exp

{
−
∫ T

t

rudu

}∣∣∣∣Ft] . (3.9)

In dem Buch von Fouque, Papanicolaou und Sircar ([4]) �ndet man folgende stochastische
Di�erentialgleichung für den Bondpreis im Vasi£ek-Modell:

dP (t, T )

P (t, T )
= rtdt− σr

1

κ

(
1− e−κ(T−t)) dW r

t . (3.10)

Ihre Lösung ist

P (t, T ) = P (0, T ) exp

{∫ t

0

rudu−
1

2
σr

1

κ

∫ t

0

(
1− e−κ(T−u)

)
dW r

u

}
. (3.11)

Daraus erhält man die schon erwähnte explizite Darstellung des Bondpreises ([16])

P (t, T ) = exp{−A(t, T )−B(t, T )rt} (3.12)

mit

B(t, T ) =
1

κ

(
1− e−κ(T−t)) (3.13)

und

A(t, T ) = −
(
θ − σ2

r

2κ2

)
(B(t, T )− (T − t)) +

σ2
r

4κ
B2(t, T ). (3.14)
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Simulation von stochastischen Prozessen

4.1 Poisson-Prozesse

Bei der Simulation eines Poisson-Prozesses ist nur das Problem der Simulation der Sprung-
zeiten zu lösen. Die Zwischenschadenszeiten sind unabhängig exponentialverteilt. Die Sprung-
zeiten ergeben sich aus der Summe der Zwischenschadenszeiten und sind somit gamma-
verteilt. Zunächst muss also geklärt werden, wie eine exponetialverteilte Zufallsvariable
erzeugt wird. Dafür benötigt man folgenden Zusammenhang zwischen der Exponential-
und der Gleichverteilung, den man in [1] �ndet:

Proposition 4.1. Sei U eine auf dem Intervall (0, 1) gleichverteilte Zufallsvariable. Dann
ist

E = −1

λ
log(1− U)

eine exponetialverteilte Zufallsvariable mit Parameter λ.
Da mit U auch 1− U stetig gleichverteilt in (0, 1) ist, ist auch

E = −1

λ
log(U)

exponentialverteilt mit Parameter λ.

21



Kapitel 4. Simulation von stochastischen Prozessen 22

Homogene Poisson-Prozesse

Die Simulation eines homogenen Poisson-Prozesses erfolgt gemäÿ folgendem Algorithmus:

Algorithm 4.1.1: Simulation eines homogenen Poisson-Prozesses(λ, T )

T0 = 0
N0 = 0
for i = 1 to n
do

Simuliere U ∼ U(0, 1)
Setze E = − 1

λ
log(U)

Ti = Ti−1 + E
if Ti > T
then Ni = Ni−1

else Ni = Ni−1 + 1

Abbildung 4.1 zeigt das Ergebnis der Simulation eines homogenen Poisson-Prozesses mit
Intensität λ = 0.5 im Zeitintervall [0, 50].

Abbildung 4.1: Beispiel für einen homogenen Poisson-Prozess mit Intensität λ = 0.5
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Inhomogene Poisson-Prozesse

Die Simulation eines inhomogenen Poisson-Prozesses kann mittels der sogenannten Verwer-
fungsmethode, die zum Beispiel in [14] und [12] beschrieben wird, durchgeführt werden.
Diese Methode beruht auf folgender Idee:

Zuerst wird eine Konstante λ̄ bestimmt, die die Intensitätsfunktion λt nach oben be-
schränkt, also λt ≤ λ̄ ∀t. Danach wir ein homogener Poisson-Prozess mit Intensität λ̄
erzeugt, dessen Sprungzeiten mit T ∗1 , T

∗
2 , T

∗
3 , . . . bezeichnet werden. Die i-te Sprungzeit T

∗
i

wird mit Wahrscheinlichkeit 1−
λT∗
i

λ̄
verworfen und mit Wahrscheinlichkeit

λT∗
i

λ̄
akzeptiert.

Nach der folgenden Proposition sind die derart ausgedünnten Sprungzeiten T1, T2, T3, . . .
die Sprungzeiten eines inhomogenen Poisson-Prozesses mit Intensität (λt)t≥0.

Proposition 4.2 ([12]). Sei N∗ = (N∗t )t≥0 ein inhomogener Poisson-Prozess mit Inten-
sitätsfunktion λ∗t und Sprungzeiten T ∗1 , T

∗
2 , . . . , T

∗
n im Intervall (0, T ]. Sei λt eine Intensi-

tätsfunktion mit 0 ≤ λt ≤ λ∗t für alle 0 ≤ t ≤ T. Durch Entfernen der i-ten Sprungzeit

mit einer Wahrscheinlichkeit von 1−
λT∗
i

λ∗
T∗
i

entsteht ein neuer Prozess N = (Nt)t≥0. Dieser

Prozess ist dann ein inhomogener Poisson-Prozess mit Intensitätsfunktion λt im Intervall
(0, T ].

Die eben beschriebene Vorgangsweise zur Simulation eines inhomogenen Poisson-Prozesses
kann also mithilfe des folgenden Algorithmus umgesetzt werden:

Algorithm 4.1.2: Simulation eines inhomogenen Poisson-Prozesses(λt, T )

T ∗0 = 0
T0 = 0
N0 = 0
λ̄ = max

t
(λt)

for i = 1 to n
do

Simuliere U∗ ∼ U(0, 1)
Setze E = − 1

λ̄
log(U∗)

T ∗i = T ∗i−1 + E
Simuliere U ∼ U(0, 1)

if U >
λT∗
i

λ̄

then Ni = Ni−1

else

Ti = T ∗i
Ni = Ni−1 + 1
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Abbildung 4.2 zeigt das Ergebnis der Simulation eines inhomogenen Poisson-Prozesses mit
Intensitätsfunktion λt = 0.1e0.2t im Zeitintervall [0, 25]. Man kann hier sehr schön den
Ein�uss der exponentiellen Intensitätsfunktion auf den Prozess erkennen.

Abbildung 4.2: Beispiel für einen inhomogenen Poisson-Prozess mit Intensitätsfunktion
λt = 0.1e0.2t
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Doppelt stochastische Poisson-Prozesse

Bedingt auf λt ist ein doppelt stochastischer Poisson-Prozess ein inhomogener Poisson-
Prozess, weshalb man für seine Simulation zunächst einen Pfad des Intensitätsprozesses λ
generiert. Mit dieser Realisierung simuliert man dann einen inhomogenen Poisson-Prozess,
wie in Algorithmus 4.1.2 beschrieben wird.

In Abbildung 4.3 sieht man ein Beispiel für die Simulation eines doppelt stochastischen
Poisson-Prozesses mit Intensitätsprozess λt = 0.1 exp

{
0.2t− 1

2
0.32t+ 0.3W λ

t

}
im Zeitin-

tervall [0, 20]. Man kann hier einen leichten exponentiellen Anstieg erkennen, der durch die
Form des Intensitätsprozesses entsteht.

Abbildung 4.3: Beispiel für einen doppelt stochastischen Poisson-Prozess mit Intensitäts-
prozess λt = 0.1 exp

{
0.2t− 1

2
0.32t+ 0.3W λ

t

}
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4.2 Simulation der short-rate im Vasi£ek-Modell

Um später die Preise der CatEPut Option simulieren zu können, benötigen wir Kenntnisse
über die Simulation der short-rate im Vasi£ek-Modell beziehungsweise ihres Integrals. Au-
ÿerdem werden wir noch einen stochastischen Prozess betrachten, dessen Zufall von einer
weiteren Brown'schen Bewegung W = (Wt)t≥0 gesteuert wird, die mit W r korreliert ist,
d.h. für die

d[W r,W ]t = ρ dt.

Es muss also der Prozess xt =
(
rt,
∫ t

0
rudu,Wt

)
simuliert werden.

Lemma 4.1 ([8]). Sei F die von (W r
t ,Wt)t≥0 erzeugte Filtration. Der Prozess x = (xt)t≥0

ist ein Gauÿ'scher Prozess mit

E[xt|Fs] =

 E[rt|Fs]
E
[∫ t

0
rudu

∣∣∣Fs]
E[Wt|Fs]

 (4.1)

und

Var[xt|Fs] =


Var[rt|Fs] Cov

[
rt,
∫ t

0
rudu

∣∣∣Fs] Cov [rt,Wt| Fs]

Cov
[
rt,
∫ t

0
rudu

∣∣∣Fs] Var
[∫ t

0
rudu

∣∣∣Fs] Cov
[∫ t

0
rudu,Wt

∣∣∣Fs]
Cov [rt,Wt| Fs] Cov

[∫ t
0
rudu,Wt

∣∣∣Fs] Var[Wt|Fs]

 ,

(4.2)

wobei Fs die von dem Prozess x erzeugte Filtration zum Zeitpunkt s beschreibt.

Laut [8] gilt

E[rt|Fs] = θ + (rs − θ)e−κ(t−s),

E
[∫ t

0

rudu

∣∣∣∣Fs] = θ(t− s) +
1

κ

(
1− e−κ(t−s)) (rs − θ),

Var[rt|Fs] =
σ2
r

2κ

(
1− e−2κ(t−s)) und

Var
[∫ t

0

rudu

∣∣∣∣Fs] = −σ
2
r

κ2

(
t− s+

1

2κ

(
1− e−2κ(t−s))− 2

κ

(
1− e−κ(t−s))) .

(4.3)
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Daraus resultiert

Cov
[
rt,

∫ t

0

rudu

∣∣∣∣Fs] = E
[

(rt − E[rt|Fs])
(∫ t

0

rudu− E
[∫ t

0

rudu

∣∣∣∣Fs])∣∣∣∣Fs]
= E

[
−1

κ
(rt − E[rt|Fs])2 +

σ2
r

κ
e−κt

∫ t

s

eκudW r
u

∫ t

s

dW r
u

∣∣∣∣Fs]
= −1

κ
Var[rt|Fs] +

σ2
r

κ
e−κt

∫ t

s

eκudu

=
σ2
r

κ2

((
1− e−κ(t−s))− 1

2

(
1− e−2κ(t−s))) .

(4.4)

Weiters gilt

E[Wt|Fs] = Ws, (4.5)

Var[Wt|Fs] = E[(Wt −Ws)
2] = E[W 2

t ]− 2E[WtWs] + E[W 2
s ]

= t− 2s+ s = t− s,
(4.6)

Cov [rt,Wt| Fs] = E[(rt − E[rt|Fs])(Wt − E[Wt|Fs])|Fs]

= E
[
σre
−κt
∫ t

s

eκudW r
u(Wt −Ws)

∣∣∣∣Fs]
= E

[
σre
−κt
∫ t

s

eκudW r
u

∫ t

s

dWu

∣∣∣∣Fs]
= E

[
σre
−κt
∫ t

s

eκuρdu

]
= σrρe

−κt 1

κ
(eκt − eκs)

=
σr
κ
ρ
(
1− e−κ(t−s))

(4.7)

und

Cov
[∫ t

0

rudu,Wt

∣∣∣∣Fs] = E
[(∫ t

0

rudu− E
[∫ t

0

rudu

∣∣∣∣Fs]) (Wt − E[Wt|Fs])
∣∣∣∣Fs]

= E
[(
−1

κ
σre
−κt
∫ t

s

eκudW r
u +

σr
κ

∫ t

s

dW r
u

)∫ t

s

dWu

∣∣∣∣Fs]
= −1

κ
σre
−κt
∫ t

s

eκuρdu+
σr
κ

∫ t

s

ρdu

= − 1

κ2
σrρe

−κt (eκt − eκs
)

+
σr
κ
ρ(t− s)

=
1

κ
σrρ

(
t− s− 1

κ

(
1− e−κ(t−s))) .

(4.8)
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Der zeitdiskrete Prozess x = (xt)t∈N0 kann also durch folgende Iteration berechnet werden:

xt =

 rt∫ t
0
rudu
Wt

 =

 E[rt|Ft−1]

E
[∫ t

0
rudu

∣∣∣Ft−1

]
E[rt|Ft−1]

+ L

 Z1
t

Z2
t

Z3
t

 , (4.9)

wobei Z1
t , Z

2
t und Z

3
t unabhängigeN(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen sind und L die Cholesky-

Zerlegung der Varianz-Covarianzmatrix ist, das heiÿt

LTL = Var[xt|Fs]. (4.10)

Man beachte, dass Var[xt|Fs] nicht von t abhängt und somit nur einmal berechnet werden
muss.



Kapitel 5

Die Bewertung der CatEPut Option

unter der Annahme einer konstanten

Zinsrate

5.1 Allgemeines

Der Unterschied einer CatEPut Option zu einer gewöhnlichen Put Option liegt darin,
dass der Gesamtschaden einen gewissen Schwellwert übertreten muss, damit die CatEPut
Option ausgeübt werden kann. Aus diesem Grund bilden diese Optionen eine spezielle
Klasse der Double Trigger Optionen, die ihren Namen daher haben, dass sie nur dann
ausgeübt werden können, wenn zwei Ereignisse zugleich eintreten.
Der Payo� einer Double Trigger Put Option sieht folgendermaÿen aus:

Payo� = 1{L>`}(K − S)+ =

{
K − S falls S < K und L > `
0 falls S ≥ K oder L ≤ `

.

In dem speziellen Fall der CatEPut Option stellt die Zufallsvariable L den Gesamtschaden
und ` die Verlustschwelle dar, S steht für den Aktienpreis und K ist der im Vertrag fest-
gelegte Ausübungspreis.

5.2 Das Modell

In diesem Kapitel wird ein einfaches Modell beschrieben, mit welchem man die CatEPut
Option bepreisen kann und welches in [3] zu �nden ist. Das Modell ist arbitragefrei, d.h.
es erlaubt keinen risikolosen Gewinn.
Folgende Annahmen werden getro�en:

� Nur die Anzahl der Schäden ist für die Ausübung der Option von Bedeutung, nicht
aber deren Höhe. Der Gesamtschaden wird als einfacher homogener Poisson-Prozess
Nt mit Intensität λ modelliert,

29
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� der Aktienpreis zwischen zwei Schäden wird durch eine geometrische Brown'sche
Bewegung modelliert,

� jeder Schaden drückt des Preis S = (St)0≤t≤T der Aktie um den Faktor e−A, A ≥ 0
und

� die Zinsrate r ist konstant.

Mit diesen Annahmen ergibt sich folgende Gleichung für den Aktienpreis zum Zeitpunkt t:

St = S0 exp

{
−ANt + σSW

S,P
t + (µS −

1

2
σ2
S)t

}
, (5.1)

wobei A den Ein�uss der Schadenshöhe auf den Aktienpreis darstellt, Nt ist ein vom Ak-
tienpreisprozess stochastisch unabhängiger homogener Poisson-Prozess mit Intensität λ,
µS steht für den Return der Aktie, σS für die Volatilität des Aktienpreisprozesses S und
(W S,P

t )t≥0 beschreibt eine Standard Brown'sche Bewegung.
F bezeichne die von den ProzessenN undW S,P erzeugte Filtation, d.h. Ft = σ((Ns,W

S,P
s )s≤t).

Für die Bewertung wird zunächst ein Maÿwechsel auf ein risikoneutrale Maÿ Q, das auf-
grund der fehlenden Vollständigkeit des Modells nicht eindeutig bestimmt ist, durchgeführt.
Dieses äquivalente Martingalmaÿ wird in dieser Arbeit so gewählt, dass der homogene
Poisson-Prozess unverändert bleibt, die Brown'sche Bewegung des Aktienpreises jedoch so
angepasst wird, dass der diskontierte Preisprozess ein Martingal bezüglich dieses neuen
Maÿes ist. Um letzteres zu zeigen benötigt man folgendes Lemma:

Lemma 5.1. Sei (Nt)t≥0 ein Poisson-Prozess mit Intensität λ und h ∈ R. Dann ist

exp{hNt − λ(eh − 1)t}

ein Martingal.
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Beweis 5.1.

E
[
exp

{
hNt − λ(eh − 1)t

}∣∣Fs] = E

exp

h(Nt −Ns) + h Ns︸︷︷︸
Fs−m.b.

−λ(eh − 1)t


∣∣∣∣∣∣Fs


= ehNs−λ(eh−1)tE

exp{h (Nt −Ns)︸ ︷︷ ︸
u.a. von Fs

}

∣∣∣∣∣∣Fs
 = ehNs−λ(eh−1)tE

exp{h (Nt −Ns)︸ ︷︷ ︸
∼Poi(λ(t−s))

}


= ehNs−λ(eh−1)t

∞∑
n=0

ehn
e−λ(t−s) (λ(t− s))n

n!
= ehNs−λ(eh−1)te−λ(t−s)

∞∑
n=0

(
ehλ(t− s)

)n
n!︸ ︷︷ ︸

=ee
hλ(t−s)

= ehNs−λ(eh−1)te−λ(t−s)ee
hλ(t−s) = exp

{
hNs − λs(eh − 1)

}
(5.2)

Schreibt man Gleichung 5.1 um zu

St = S0 exp

{
−ANt + kt+ σSW

S,P
t + (µS − k −

1

2
σ2
S)t

}
(5.3)

mit k = λ(1−e−A), so kann man Lemma 5.1 anwenden und man sieht, dass exp {−ANt + kt}
ein von der Brown'schen Bewegung S0 exp

{
σSW

S,P
t + (µS − k − 1

2
σ2
S)t
}
unabhängiges Mar-

tingal ist.

Satz 5.1 (Girsanov). Sei B = (Bt)0≤t≤T eine Brown'sche Bewegung bezüglich F =

(Ft)0≤t≤T und H = (Ht)0≤t≤T ein messbarer und an F adaptierter Prozess mit
∫ T

0
H2
t dt <

∞ P− f.s..
Man betrachte die Brown'sche Bewegung mit Drift

Wt = Bt +

∫ t

0

Hsds.

Sei

Zt = exp

{
−
∫ t

0

HsdBs −
1

2

∫ t

0

H2
sds

}
ein Martingal und

ZT =
dQ
dP

.

Dann ist Q zu P äquivalent und W = (Wt)0≤t≤T ist eine Brown'sche Bewegung bezüglich
Q.
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Wendet man Satz 5.1 mit Ht = µS−r−k
σS

an, so ergibt sich als neue Brown'sche Bewegung

W S,Q
t =

µS − r − k
σS

t+W S,P
t

und es gilt

dQ
dP

= exp

{
−
(
µS − r − k

σS

)
W S,Q
T − 1

2

(
µS − r − k

σS

)2

T

}
.

Der Prozess (e−rtSt)0≤t≤T ist ein Martingal bezüglich dem neuen Maÿ Q.

Satz 5.2. Unter dem oben de�nierten risikoneutralen Martingalmaÿ Q ist der Prozess
N = (Nt)t≥0 ein homogener Poisson-Prozess mit Intensität λ.

Beweis 5.2. Zu zeigen ist, dass

EQ
[
ezNt

]
= eλt(e

z−1). (5.4)

Dies machen wir, indem wir zeigen, dass e−λt(e
z−1)+zNtZt ein Martingal bezüglich P ist,

wobei Z den Dichteprozess aus Satz 5.1 bezeichnet.
Da N unabhängig von W S,P (und daher auch von W S,Q) und Z ein Martingal ist, gilt für
s < t

EP [exp {−λt(ez − 1) + zNt}Zt| Fs] = e−λt(e
z−1)ezNsEP[ez(Nt−Ns)]Zs

= e−λt(e
z−1)ezNseλ(t−s)(ez−1)Zs

= exp {−λs(ez − 1) + zNs}Zs.
(5.5)

Daraus folgt

1 = e−λt(e
z−1)EP

[
ezNtZt

]
= e−λt(e

z−1)EQ
[
ezNt

]
, (5.6)

woraus Gleichung (5.4) folgt.

Somit ändert sich Gleichung 5.1 zu

St = S0 exp

{
−ANt + kt+ σSW

S,Q
t + (r − 1

2
σ2
S)t

}
. (5.7)
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5.3 Die Bewertung

In einem vollständigen Marktmodell ist das risikoneutrale äquivalente Martingalmaÿ Q
eindeutig bestimmt. Der durch eine Hedge bestimmte eindeutige Preis einer europäischen
Option kann als Erwartungswert des diskontierten Payo�s der Option bezüglich Q be-
rechnet werden. In einem nicht vollständigen Marktmodell ist Q nicht eindeutig festge-
legt. Jede Wahl von Q legt durch den diskontierten Preis der Option zum Zeitpunkt t
:= EQ[diskontierter Payo�|Ft] ein arbitragefreies System von Preisen fest (siehe [2]).
Um den Preis der europäischen CatEPut Option unter den oben beschriebenen Annahmen
bestimmen zu können, muss also die bedingte Erwartung

EQ[e−rT1{NT≥n}(K − ST )+|F0] (5.8)

berechnet werden.
Es gilt

EQ[e−rT1{NT≥n}(K − ST )+|F0] =
∞∑
j=n

EQ[e−rT (K − ST )+|NT = j]Q[NT = j] (5.9)

und

Q[NT = j] =
(λT )j

j!
e−λT ,

da NT Poisson-verteilt mit Parameter λT ist. Der Erwartungswert unter der Summe kann
wie folgt berechnet werden

EQ[e−rT (K − ST )+|NT = j]

= EQ

[
e−rT

(
K − S0 exp

{
−ANT + kT + σSW

S,Q
T + (r − 1

2
σ2
S)T

})
+

∣∣∣∣NT = j

]

= EQ

e−rT
K − S0 exp

−Aj + kT + σS W S,Q
T︸ ︷︷ ︸

∼N(0,T )

+(r − 1

2
σ2
S)T




+


= e−rT

1√
2π

∫
R

(
K − S0 exp

{
−Aj + kT + uσS

√
T + (r − 1

2
σ2
S)T

})
+

e−
u2

2 du

(5.10)

Um das Integral weiter auswerten zu können, muss man sich überlegen, für welche Werte

von u der Ausdruck K − S0 exp
{
−Aj + kT + uσS

√
T + (r − 1

2
σ2
S)T

}
nicht negativ ist.

Durch Umformen der Ungleichung

K − S0 exp

{
−Aj + kT + uσS

√
T + (r − 1

2
σ2
S)T

}
≥ 0
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erhält man die Bedingung

u ≤
log
(
K
S0

)
+ Aj − kT − (r − 1

2
σ2
S)T

σS
√
T

=: dj. (5.11)

Damit erhält man

e−rT
1√
2π

∫
R

(
K − S0 exp

{
−Aj + kT + uσS

√
T + (r − 1

2
σ2
S)T

})
+

e−
u2

2 du

= e−rT
1√
2π

∫ dj

−∞

(
K − S0 exp

{
−Aj + kT + uσS

√
T + (r − 1

2
σ2
S)T

})
e−

u2

2 du

= e−rTKΦ(dj)− S0e
−Aj+kT 1√

2π

∫ dj

−∞
e−

1
2
σ2
ST+uσS

√
T−u

2

2︸ ︷︷ ︸
e
− 1

2 (u−σS
√
T )2

du

= e−rTKΦ(dj)− S0e
−Aj+kT 1√

2π

∫ dj−σS
√
T

−∞
e−

v2

2 dv

= e−rTKΦ(dj)− S0e
−Aj+kTΦ(dj − σS

√
T ).

(5.12)

Man kann also diese Ergebnisse wie folgt zusammenfassen:

Satz 5.3 (Preis der europäischen CatEPut Option unter der Annahme eines konstanten
Zinssatzes). Der Preis der europäischen CatEPut Option zum Zeitpunkt t, wobei der Ver-
trag zum Zeitpunkt t0 geschlossen wurde und die Option nach T Jahren ausläuft, kann wie
folgt berechnet werden

Pr,λ(0, 0, T ) = e−λT
∞∑
j=n

(λT )j

j!

(
e−rTKΦ(dj)− S0e

−Aj+kTΦ(dj − σS
√
T )
)
, (5.13)

wobei

dj =
log
(
K
S0

)
+ Aj − kT − (r − 1

2
σ2
S)T

σS
√
T

.
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Parameter Wert
T 5.00
K 80.00
λ 0.50
n 1.00
r 0.05
σS 0.20
A 0.1
S0 90.00

Tabelle 5.1: Wahl der Parameter

5.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der numerischen Berechnung des Preises einer
CatEPut Option unter der Annahme einer konstanten Zinsrate dargestellt und der Ein�uss
einiger Parameter untersucht. Die Parameter entsprechen, falls nichts anderes angegeben
wird, jenen in Tabelle 5.1.

Das erste Problem, das sich bei der Auswertung der Formel (5.13) ergibt, ist die Berechnung
der unendlichen Summe. Betrachtet man die Summanden genauer, sieht man jedoch, dass
diese rasch klein werden, da der Faktor

Q[NT = j] =
(λT )j

j!
e−λT

für j → 0 sehr schnell gegen 0 strebt, was man in Tabelle 5.2 gut sehen kann. Für die
folgenden Berechnungen mit T ≤ 5 wird die Summe also nur bis 20 ausgewertet, da die
übrigen Summanden hinreichend klein sind.

Bevor der Preis der CatEPut Option in Abhängigkeit der Wahl der Parameter diskutiert
wird, klären wir eine grundlegende Frage: Wie verhält sich der Preis einer CatEPut Option
zu jenem einer gewöhnlichen Put Option mit denselben Parametern?
Der Preis der gewöhnlichen Put Option ergibt sich aus derselben Formel wie jener der
CatEPut Option, wobei aber n = 0 gesetzt wird, das bedeutet, dass die Option auch dann
ausgeübt werden kann, wenn kein Schaden eintritt.
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j
T

=
1

T
=

2
T

=
3

T
=

4
T

=
5

1
0.
30
32
65
32
98
56
32

0.
36
78
79
44
11
71
44

0.
33
46
95
24
02
22
64

0.
27
06
70
56
64
73
23

0.
20
52
12
49
65
59
75

2
0.
07
58
16
33
24
64
08

0.
18
39
39
72
05
85
72

0.
25
10
21
43
01
66
98

0.
27
06
70
56
64
73
23

0.
25
65
15
62
06
99
68

3
0.
01
26
36
05
54
10
68

0.
06
13
13
24
01
95
24

0.
12
55
10
71
50
83
49

0.
18
04
47
04
43
15
48

0.
21
37
63
01
72
49
74

4
0.
00
15
79
50
69
26
33

0.
01
53
28
31
00
48
81

0.
04
70
66
51
81
56
31

0.
09
02
23
52
21
57
74

0.
13
36
01
88
57
81
09

5
0.
00
01
57
95
06
92
63

0.
00
30
65
66
20
09
76

0.
01
41
19
95
54
46
89

0.
03
60
89
40
88
63
10

0.
06
68
00
94
28
90
54

6
0.
00
00
13
16
25
57
72

0.
00
05
10
94
36
68
29

0.
00
35
29
98
88
61
72

0.
01
20
29
80
29
54
37

0.
02
78
33
72
62
04
39

7
0.
00
00
00
94
01
82
69

0.
00
00
72
99
19
52
61

0.
00
07
56
42
61
84
65

0.
00
34
37
08
65
58
39

0.
00
99
40
61
65
01
57

8
0.
00
00
00
05
87
61
42

0.
00
00
09
12
39
94
08

0.
00
01
41
82
99
09
62

0.
00
08
59
27
16
39
60

0.
00
31
06
44
26
56
74

9
0.
00
00
00
00
32
64
52

0.
00
00
01
01
37
77
12

0.
00
00
23
63
83
18
27

0.
00
01
90
94
92
53
24

0.
00
08
62
90
07
37
98

10
0.
00
00
00
00
01
63
23

0.
00
00
00
10
13
77
71

0.
00
00
03
54
57
47
74

0.
00
00
38
18
98
50
65

0.
00
02
15
72
51
84
50

11
0.
00
00
00
00
00
07
42

0.
00
00
00
00
92
16
16

0.
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Abbildung 5.1 zeigt, dass der Preis einer CatEPut Option deutlich niedriger ist als jener
einer Put Option ohne die Einschränkung durch die Abhängigkeit der Ausübungsmög-
lichkeit von der Anzahl der Schäden. Dieses Ergebnis ist zu erwarten, da die CatEPut
Option seltener ausgeübt werden kann als die gewöhnliche Put Option. Auÿerdem wird
die Option mit zunehmendem n billiger, da die Ausübungswahrscheinlichkeit aufgrund der
eingeschränkteren Ausübungsmöglichkeit geringer wird.
Weiters zeigt diese Abbildung die Abhängigkeit des Preises vom Aktienkurs zum Zeitpunkt
des Vertragsabschlusses. Man sieht, dass der Preis der Option mit zunehmendem Aktien-
wert sinkt, was dadurch zu erklären ist, dass ein Unternehmen, dessen Aktien zu jener Zeit,
zu der die Option gekauft wird, höher stehen, mit einer geringeren Wahrscheinlichkeit �-
nanzielle Unterstützung benötigt.

Abbildung 5.1: Vergleich der Preise einer CatEPut Option mit n = 1, das heiÿt, dass die
Option bereits ab einem entstandenen Schaden ausgeübt werden kann, und einer CatEPut
Option mit n = 2 mit dem Preis einer gewöhnlichen Put Option.

Um die Richtigkeit der Ergebnisse zu überprüfen, wurde eine Monte-Carlo-Simulation
durchgeführt. Dabei wurden für den Aktienpreisprozess aus Gleichung (5.7) 20000 Pfa-
de simuliert und daraus der bedingte Erwartungswert (5.8) geschätzt.
Abbildung 5.2 zeigt die Ergebnisse dieser Untersuchung. Die erste Gra�k zeigt, dass die
exakten Werte mit den simulierten Preisen nahezu identisch sind, was die letzten beiden
Gra�ken in dieser Abbildung bestätigen, da der relative Fehler für die gewählte Simulati-
onszahl sehr gering ist. Gra�ken 2 bis 4 zeigen den Schätzer der Standardabweichung der
simulierten Werte gebrochen durch die Wurzel aus der Anzahl der Simulationen, also σ̂√

N
.

Hierbei sieht man, dass die Werte schnell sinken und bei 20000 Simulationen unter 0.2
liegen.

Der Ein�uss der verschiedenen Parameter auf den Preis der CatEPut Option ist in Abbil-
dung 5.3 zu beobachten. Auf der x-Achse ist jeweils die Laufzeit der Option aufgetragen.
Da ein Unternehmen im Falle eines Groÿschadens rasch �nanzielle Unterstützung benö-



Kapitel 5. Die Bewertung mit konstanter Zinsrate 38

tigt, machen groÿe Laufzeiten wenig Sinn. Daher wurden sie hier zwischen einem und fünf
Jahren gewählt.
Betrachten wir zunächst den Ein�uss, den der Faktor A auf den Optionspreis hat. Die
Gra�k links oben zeigt, dass der Preis höher wird, je gröÿer der Ein�uss des Verlustes auf
den Aktienpreis ist. Dieses Ergebnis ist nicht überraschend, da für groÿe Werte von A der
Aktienkurs im Falle einer Naturkatastrophe massiver fällt und somit die Di�erenz zum
Ausübungspreis K wächst. Auÿerdem sieht man, dass der Zuwachs im Preis mit gröÿer
werdendem T für A = 0.5 stärker ist als für A = 0.1 und A = 0.02.

Im zweiten Bild (rechts oben) sieht man eine Zunahme des Ein�usses des risikolosen Zins-
satzes r auf den Preis der CatEPut Option mit wachsender Laufzeit T . Dies lässt sich
dadurch begründen, dass das Geld, das das Unternehmen im Falle einer Naturkatastrophe
erhält, unter einem höheren Zinssatz heute weniger wert ist. Dieser Ein�uss verstärkt sich
noch mit zunehmender Laufzeit, weshalb die drei Kurven mit steigendem T immer weiter
auseinander kla�en.

Die dritte Gra�k (links in der Mitte) zeigt das Verhalten des Preises der CatEPut Option
für verschiedene Startwerte des Aktienpreises. Dabei verändert sich nicht nur die Höhe,
sondern auch das Monotonieverhalten des Preises. Für S0 = 70 und S0 = 90 steigt der
Preis für T im Intervall [0, 5], für S0 = 50 hingegen wächst er zunächst und fällt dann
wieder leicht ab. Auÿerdem verläuft die Kurve für groÿe Werte von S0 �acher als für kleine
Werte. Klar ist, dass die Option billiger wird, wenn der Startwert der Aktie hoch ist, da in
diesem Fall das Unternehmen nicht so schnell zahlungsunfähig ist.

Die Gra�k in der Mitte rechts zeigt die Abhängigkeit des Preises von der Intensität λ,
also der erwarteten Zwischenschadenszeiten. Das Ergebnis ist zu erwarten, da eine höhere
Eintrittshäu�gkeit der Schäden die Option teurer macht.

Zuletzt wird im Bild links unten der Ein�uss der Volatilität des Aktienkurses untersucht.
Eine gröÿere Unsicherheit im Verlauf des Aktienpreises führt zu höheren Optionspreisen,
was sich für längere Laufzeiten noch verdeutlicht.
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Abbildung 5.2: Vergleich der exakten Preise, die mittels der Bewertungsformel berechnet
wurden mit den simulierten Werten, wobei die Anzahl der Simulationen gleich 20000 ist
(Bild links oben). Die anderen drei Gra�ken zeigen den Schätzer der Standardabweichung
gebrochen durch die Wurzel der Anzahl der Simulationen N in Abhängigkeit von N. Auf
den letzten beiden Bildern ist die relative Abweichung der simulierten Preise (wiederum
für N = 20000) von den tatsächlichen Werten zu sehen.
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Abbildung 5.3: Preis der CatEPut Option in Abhängigkeit von der Laufzeit T zur Unter-
suchung des Ein�usses verschiedener Parameter



Kapitel 6

Die Bewertung von CatEPut Optionen

unter der Annahme einer stochastischen

Zinsrate

Im vorigen Kapitel wurden europäische CatEPut Optionen unter sehr eingeschränkten Be-
dingungen betrachtet. Diese Vereinfachungen entsprechen nicht der Realität, weshalb man
für die Bewertung ein allgemeineres Modell zugrunde legen sollte.

Die erste Vereinfachung war die Annahme einer konstanten Zinsrate. Da in dieser Arbeit
Verträge behandelt werden, die über mehrere Jahre laufen und die Zinsen sich im Laufe der
Zeit ständig ändern, ist es besser die Zinsrate als stochastischen Prozess zu modellieren.

Die Annahme, dass nur das Eintreten einer Naturkatastrophe, nicht aber ihr Ausmaÿ den
Wert der zugrunde liegenden Aktie beein�usst, ist ebenfalls nicht realitätsgetreu und muss
verallgemeinert werden. Diese Problematik wird gelöst, indem der Gesamtverlust als zu-
sammengesetzter Poisson-Prozess mit zeitabhängiger Intensität modelliert wird. Später
werden dann die Ergebnisse, die mit einer zeitabhängigen Intensität erzielt werden, mit
jenen, die durch eine konstante Intensität entstehen, verglichen.

Bisher wurde vorausgesetzt, das sich nur die Anzahl der Schäden, die durch eine Natur-
katastrophe entstehen, auf den Grad des Einbruchs im Aktienkurs auswirkt, die Höhe der
einzelnen Schäden spielte dabei keine Rolle. Auch dieser Sachverhalt sollte an die Reali-
tät angepasst werden, da ein gröÿerer Schaden auch einen stärkeren Fall im Aktienkurses
bewirkt. Der Ein�uss der Schadenshöhe auf den Aktienkurs wird als Funktion des entstan-
denen Schadens modelliert.

41
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6.1 Das Modell unter Verwendung eines inhomogenen

Poisson-Prozesses

Das in diesem Kapitel vorgestellte Modell wurde in [9] eingeführt, wobei dort ein homoge-
ner Poisson-Prozess zur Modellierung der Schadensanzahl verwendet wurde. Hier wird der
allgemeinere Fall eines inhomogenen Poisson-Prozesses behandelt.
Dem Modell liegt ein �ltrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,P,F) zugrunde, wobei F =
(Ft)t≥0 die von dem Aktienpreisprozess S = (St)t≥0, dem short-rate-Prozess r = (rt)t≥0

und dem Verlust-Prozess L = (Lt)t≥0 erzeugte Filtration beschreibt.

Die Prozesse r und L werden als stochastisch unabhängig angenommen, r und S hingegen
können korreliert sein. Auÿerdem sei der Prozess L unabhängig von der Brown'schen Be-
wegung des Aktienpreises.

Der Aktienpreisprozess hat unter P folgende Form:

St = S0 exp

{
−
(
Lt − k

∫ t

0

λudu

)
+

(
µS −

1

2
σ2
S

)
t+ σSW

S,P
t

}
, (6.1)

wobei

Lt =
Nt∑
i=1

h(`i). (6.2)

Dabei bezeichnet (Nt)t≥0 einen inhomogenen Poisson-Prozess mit Intensität (λt)t≥0, die
(`t)t≥0 sind unabhängig identisch verteilte Schadenshöhen. Der i-te Schaden drückt den
Preis der Aktie um den Faktor e−h(`i).
Der Term k

∫ t
0
λudu kompensiert die Sprünge des Prozesses, wobei k so gewählt wird, dass

EP[e−(Lt−k
∫ t
0 λudu)] = 1. (6.3)

Da der Prozess L unabhängig von W S,P ist, stellt diese Gleichung sicher, dass der Erwar-
tungswert des Aktienprozesses nicht gegen Null strebt (EP[St] = S0 exp

{(
µS − 1

2
σ2
S

)
t
}
).

Es gilt

EP[e−(Lt−k
∫ t
0 λudu)] = ek

∫ t
0 λuduEP[e−Lt ] = ek

∫ t
0 λuduϕLt(i). (6.4)

Die charakteristische Funktion des zusammengesetzten Poisson-Prozesses Lt mit Intensität∫ t
0
λudu ist gegeben als

ϕLt(s) = exp

{∫ t

0

λudu
∫
R

(
eish(y) − 1

)
fh(`)(y)dy

}
, (6.5)
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wobei fh(`) die Dichte von h(`) bezeichnet.
Daraus folgt

EP[e−(Lt−k
∫ t
0 λudu)] = ek

∫ t
0 λudu exp

{∫ t

0

λudu
∫
R

(
e−h(y) − 1

)
fh(`)(y)dy

}
. (6.6)

Setzt man diesen Ausdruck gleich 1 und logarithmiert die daraus resultierende Gleichung,
folgt, dass (6.3) äquivalent zu

k =

∫ ∞
0

(
1− e−h(y)

)
fh(`)(y)dy = (1− ϕh(`)(i)), (6.7)

ist. Dabei bezeichnet ϕh(`)(s) die charakteristische Funktion von h(`i).

Nun stellt sich noch die Frage, wie die short-rate r modelliert wird, sodass vernünftige Preise
für die CatEPut Option erzielt werden können. Das Vasi£ek-Modell bietet den Vorteil, dass
sowohl die Zinsrate explizit angegeben als auch der Bondpreis direkt aus dieser berechnet
werden kann.
Im Vasi£ek-Modell erfüllt die short-rate folgende stochastische Di�erentialgleichung:

drt = κ̃(θ̃ − rt)dt+ σrdW
r,P
t , (6.8)

wobei θ̃ den long term mean, also den Langzeit-Mittelwert und κ̃ die mean reversion rate,
also die Geschwindigkeit, mit der der Prozess r zum long term mean θ̃ zurückkehrt, be-
schreibt. σr steht für die Volatilität der Zinsrate, deren Zufälligkeit von einer Brown'schen
Bewegung W r,P gesteuert wird. Es gelte

d[W S,P,W r,P]t = ρ dt. (6.9)

6.1.1 Wechsel zum äquivalenten Martingalmaÿ Q
Für die Bewertung der Option müssen wir zunächst zu einem äquivalenten Martingalmaÿ
Q für den diskontierten Aktienpreis wechseln. Aufgrund der fehlenden Vollständigkeit des
Modells ist Q nicht eindeutig festgelegt. Wegen der Korreliertheit vonW S,P undW r,P muss
Satz 2.6 auf korrelierte Brown'sche Bewegungen verallgemeinert werden.

Sei W P′
t =

(
W r,P′
t

W S,P′
t

)
mit d[W S,P′ ,W r,P′ ]t = ρ dt und ρ =

(
1 ρ
ρ 1

)
= LLT . Dabei ist

L =

(
1 0

ρ
√

1− ρ2

)
die Cholesky-Zerlegung der Korrelationsmatrix ρ.
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Dann ist W P
t := L−1W P′

t eine standard Brown'sche Bewegungen. Sei nun

WQ
t = W P

t +

∫ t

0

η(u, ru)du

mit einem beliebigen adaptierten Prozess η, für den Z2
t ein P-Martingal ist. Nach Satz 2.6

ist WQ eine standard Brown'sche Bewegung bezüglich dQ = ZTdP, die auch bezüglich Q
unabhängig vom zusammengesetzten Poisson-Prozess X ist. Sei

WQ′
t := LWQ

t = W P′
t +

∫ t

0

Lη(u, ru)du = W P′
t +

∫ t

0

η′(u, ru)du,

wobei η′(u, ru) = Lη(u, ru). Dann ist (bezüglichQ)WQ′
t eine vonX unabhängige korrelierte

Brown'sche Bewegung mit d[WQ′ ]t = ρ dt.
Da der zusammengesetzte inhomogene Poisson-Prozess beziehungsweise seine Intensität
und die Dichte der Sprunghöhen durch den Maÿwechsel unverändert bleiben sollen (d.h.
in Satz 2.5 gilt λ̃t = λt, f̃(y) = f(y), also Z1

t = 1 für alle t), ergibt sich mit Satz 2.5 der
Dichteprozess in Termen von η′

Zt = exp

{
−
∫ t

0

η(u, ru)dW
P
u −

1

2

∫ t

0

| η(u, ru) |2 du
}

= exp

{
−
∫ t

0

L−1η′(u, ru)d(L−1W P′
u )− 1

2

∫ t

0

| L−1η′(u, ru) |2 du
}

= exp

{
−
∫ t

0

(L−1η′(u, ru))
TL−1dW P′

u −
1

2

∫ t

0

| L−1η′(u, ru) |2 du
}

= exp

{
−
∫ t

0

η′(u, ru)ρ
−1dW P′

u −
1

2

∫ t

0

η′(u, ru)
Tρ−1η′(u, ru)du

}
.

(6.10)

Da ρ−1 = 1
1−ρ2

(
1 −ρ
−ρ 1

)
ergibt sich

η′(u, ru)ρ
−1 =

1

1− ρ2

(
η1(u, ru) , ρη1(u, ru) +

√
1− ρ2η2(u, ru)

)( 1 −ρ
−ρ 1

)
=

1

1− ρ2

(
(1− ρ2)η1(u, ru)− ρ

√
1− ρ2η2(u, ru) ,

√
1− ρ2η2(u, ru)

)
=

(
η1(u, ru)−

ρ√
1− ρ2

η2(u, ru) ,
1√

1− ρ2
η2(u, ru)

) (6.11)
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und

η′(u, ru)
Tρ−1η′(u, ru) =

(
η1(u, ru)−

ρ√
1− ρ2

η2(u, ru) ,
1√

1− ρ2
η2(u, ru)

)

·
(

η1(u, ru)

ρη1(u, ru) +
√

1− ρ2η2(u, ru)

)
= η2

1(u, ru)

− ρ√
1− ρ2

η1(u, ru)η2(u, ru) +
ρ√

1− ρ2
η1(u, ru)η2(u, ru)

+ η2
2(u, ru) = η2

1(u, ru) + η2
2(u, ru).

(6.12)

In Termen von η lautet der Dichteprozess

Zt = exp

{∫ t

0

(η1(u, ru)−
ρ√

1− ρ2
η2(u, ru))dW

r,P′
u +

∫ t

0

1√
1− ρ2

η2(u, ru)dW
S,P′
u

− 1

2

∫ t

0

(η2
1(u, ru) + η2

2(u, ru))du

}
.

(6.13)

Jede Wahl von (η1, η2) legt ein zu P äquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaÿ Q fest. Q ist so
zu wählen, dass der diskontierte Aktienpreisprozess ein Martingal bezüglich Q ist. Weil
beim Wechsel von P nach Q die Verteilung von (Lt)t≥0 und die Unabhängigkeit von (Lt)t≥0

und W S,P
t erhalten bleibt und k so gewählt wird, dass S0 exp{−(Lt − k∆t)} ein Martingal

bezüglich P (und damit auch bezüglich Q) ist, genügt es, dass der diskontierte Preis

S̃1
t := exp

{(
µS −

1

2
σ2
S

)
t+ σSW

S,P
t −

∫ t

0

rudu

}
(6.14)

ein Martingal bezüglich Q wird. Diese Forderung alleine legt (η1, η2) noch nicht eindeutig
fest. Wir fordern zusätzlich, dass rt auch unter Q durch ein Vasi£ek-Modell beschrieben
wird, d.h. mit neuen Parametern κ und θ gelte

drt = κ(θ − rt)dt+ σdW r,Q
t . (6.15)

Aus

dW r,Q
t = dW r,P

t + η1(t, rt)dt (6.16)

und

dW S,Q
t = dW S,P

t + (ρη1(t, rt) +
√

1− ρ2η2(t, rt))dt (6.17)
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folgt wegen

drt = κ̃(θ̃ − rt)dt+ σrdW
r,P
t = κ̃

(
θ̃ − rt −

σr
κ̃
η1(t, rt)

)
dt+ σrdW

r,Q
t (6.18)

die Bedingung

κ(Θ− rt) = κ̃(θ̃ − rt)− σrη1(t, rt) (6.19)

beziehungsweise

η1(u, ru) =
1

σr
[κθ − κ̃θ̃ + (κ̃− κ)ru]. (6.20)

Damit S̃1
t bezüglich Q ein Martingal ist muss der dt-Anteil in dS̃1

t verschwinden. Wegen

dS̃1
t = σSS̃

1
t

(
µS − rt
σS

dt+ dW S,P
t

)
= σSS̃

1
t

((
µS − rt
σS

− ρη1(t, rt)−
√

1− ρ2η2(t, rt)

)
dt+ dW S,Q

t

) (6.21)

muss

ρη1(t, rt) +
√

1− ρ2η2(t, rt) =
µS − rt
σS

(6.22)

gelten. Das legt

η2(u, ru) = − µ− ru
σs
√

1− ρ2
− ρ√

1− ρ2
η1(u, ru) (6.23)

fest.
Unter dem neuen Maÿ Q lautet der Aktienpreisprozess

St = S0 exp

{
−
(
Lt − k

∫ t

0

λudu

)
+

∫ t

0

rudu−
1

2
σ2
St+ σSW

S,Q
t

}
. (6.24)

6.1.2 Wechsel zum Forward-Maÿ QT

Bevor wir zur Bewertung der CatEPut Option kommen, wird ein weiterer Maÿwechsel
durchgeführt und zwar einer auf das Forward-Maÿ QT . Das Forward-Maÿ ist jenes zu
Q äquivalente Martingalmaÿ, bezüglich dem der mit dem Bondpreis P (t, T ) diskontierte
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Preisprozess Ŝt = St
P (t,T )

= St exp {−A(t, T )−B(t, T )rt} ein Martingal ist.

Für diesen Maÿwechsel kann wieder der Satz für den Maÿwechsel für den zusammen-
gesetzten Poisson-Prozess und korrelierte Brown'sche Bewegungen (siehe Kapitel 6.1.1)
angewandt werden. Wir setzen

η′u =

(
σrB(u, T )
ρσrB(u, T )

)
und zeigen später, dass diese Wahl tatsächlich zu einem Forward-Maÿ führt. Es gilt dann

η′Tu ρ
−1 =

1

1− ρ2
(σrB(u, T ) , ρσrB(u, T ))

(
1 −ρ
−ρ 1

)
=

1

1− ρ2

(
σrB(u, T )− ρ2σrB(u, T ) , −ρσrB(u, T ) + ρσrB(u, T )

)
= (σrB(u, T ) , 0)

(6.25)

und

ηTu ρ
−1ηu = (σrB(u, T ) , 0)

(
σrB(u, T )
ρσrB(u, T )

)
= σ2

rB
2(u, T ). (6.26)

Durch Einsetzen von (6.25) und (6.26) in Gleichung (6.10) erhält man folgenden Dichte-
prozess

ZQT
t = exp

{
−
∫ t

0

σrB(u, T )dW r,Q
u − 1

2

∫ t

0

σ2
rB

2(u, T )du

}
, (6.27)

wobei

W S,QT
t = W S,Q

t + ρσr

∫ t

0

B(u, T )du (6.28)

und

W r,QT
t = W r,Q

t + σr

∫ t

0

B(u, T )du (6.29)

dann Brown'sche Bewegungen bezüglich dem neuen Maÿ QT sind, für die wiederum gilt,
dass

d[W S,QT ,W r,QT ]t = ρ dt. (6.30)
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Für den Aktienpreis S = (St)t≥0 erhält man durch Einsetzen von Gleichung (6.28) in
Gleichung (6.24) unter Verwendung von

∫ t

0

B(u, T )du =
1

κ

∫ t

0

(1− e−κ(T−u))du =
1

κ

(
t− 1

κ
e−κT (eκt − 1)

)
(6.31)

folgende Formel:

St = S0 exp

{
−
(
Lt − k

∫ t

0

λudu

)
+

∫ t

0

rudu−
1

2
σ2
St+ σSW

S,QT
t − ρσrσS

∫ t

0

B(u, T )du

}
= S0 exp

{
−
(
Lt − k

∫ t

0

λudu

)
+

∫ t

0

rudu−
1

2
σ2
St+ σSW

S,QT
t

− 1

κ
ρσrσS

(
t− 1

κ
e−κT (eκt − 1)

)}
(6.32)

Im Vasi£ek-Modell gilt als Lösung der Di�erentialgleichung (3.10)

P (t, T ) = P (0, T ) exp

{∫ t

0

rudu+
1

2
σ2
r

∫ t

0

B2(u, T )du− σr
∫ t

0

B(u, T )dW r,QT
u

}
(6.33)

und daher

Ŝt =
S0

P (0, T )
exp

{
−
(
Lt − k

∫ t

0

λudu

)
+

∫ t

0

(ru −
1

2
σ2
S)du+ σSW

S,Q
t −

∫ t

0

rudu

− 1

2
σ2
r

∫ t

0

B2(u, T )du+ σr

∫ t

0

B(u, T )dW r,Q
u

}
=

S0

P (0, T )
exp

{
−
(
Lt − k

∫ t

0

λudu

)
− 1

2

∫ t

0

σ2
Sdu+ σSW

S,QT
t − σSρσr

∫ t

0

B(u, T )dW r,QT
u

− 1

2
σ2
r

∫ t

0

B2(u, T )du+ σr

∫ t

0

B(u, T )dW r,QT
u − σ2

r

∫ t

0

B2(u, T )du

}
=

S0

P (0, T )
exp

{
−
(
Lt − k

∫ t

0

λudu

)
+ σSW

S,QT
t + σr

∫ t

0

B(u, T )dW r,QT
u

− 1

2

∫ t

0

σ2(u, T )du

}
(6.34)

mit

σ2(u, T ) = σ2
S + 2σSρσrB(u, T ) + σ2

rB
2(u, T ). (6.35)
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Um zu zeigen, dass es sich bei QT um das Forward-Maÿ handelt, muss gezeigt werden, dass
der diskontierte Preisprozess Ŝt = St

P (t,T )
ein QT -Martingal ist. Aufgrund der Unabhängig-

keit von (Lt)t≥0 und (WQT
t )t≥0 =

(
W r,QT
t

W S,QT
t

)
t≥0

genügt es zu zeigen, dass

exp

{
σSW

S,QT
t + σr

∫ t

0

B(u, T )dW r,QT
u − 1

2

∫ t

0

σ2(u, T )du

}
(6.36)

ein Martingal bezüglich dem neuen Maÿ QT ist. (6.36) ist als Spezialfall von (6.13) das Ex-
ponentialmartingal einer korrelierten Brown'schen Bewegung und somit eine lokales Mar-
tingal. Aufgrund der Beschränktheit von B(t, T ) ist der Ausdruck sogar ein Martingal und
somit ist QT das gewünschte Forward-Maÿ.

6.1.3 Die Bewertung

Sei Prt,λt(t, t0, T ) der Preis jener CatEPut Option zum Zeitpunkt t, die zum Zeitpunkt
t0 verkauft wurde und nach T Jahren fällig wird unter der Annahme einer stochastischen
Zinsrate. Dann gilt

Prt,λt(t, t0, T ) = P (t, T )EQT [1{LT>L+Lt0}(K − ŜT )+|Ft]
= P (t, T )EQT [1{LT>L+Lt0}EQT [(K − ŜT )+|LT ]|Ft].

(6.37)

Der diskontierte Aktienpreis zum Zeitpunkt T kann geschrieben werden als

ŜT = Ŝt exp

{
−
(
LT − Lt − k

∫ T

t

λudu

)
+ Z

}
, (6.38)

wobei

Z = σS

∫ T

t

dW S,QT
u + σr

∫ T

t

B(u, T )dW r,QT
u − 1

2

∫ T

t

σ2(u, T )du (6.39)

eine normalverteilte Zufallsvariable mit

EQT [Z|Ft] = −1

2
σ̄2(t, T )

und

V arQT [Z|Ft] = σ̄2(t, T )

mit
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σ̄2(t, T ) = σ2
S(T − t) +

2κρσSσr + σ2
r

κ2
((T − t)−B(t, T ))− σ2

r

2κ
B2(t, T )

ist.

Damit folgt

EQT [(K − ŜT )+|LT ] = EQT

[(
K − Ŝte−(LT−Lt−k

∫ T
t λudu)+Z

)
+

∣∣∣∣LT]
=

1√
2π

∫
R

(
K − St

P (t, T )
e−(LT−Lt−k

∫ T
t λudu) exp{σ̄(u, T )u− 1

2
σ̄2(u, T )}

)
+

e−
u2

2 du.
(6.40)

Bevor das Integral weiter berechnet werden kann, muss eine Bedingung für u gefunden
werden, sodass der Ausdruck

K − St
P (t, T )

e−(LT−Lt−k
∫ T
t λudu) exp{σ̄(u, T )u− 1

2
σ̄2(u, T )}

nicht negativ ist. Das ist genau dann der Fall, wenn

u ≤ −
log
(

St
KP (t,T )

)
− (LT − Lt − k

∫ T
t
λudu)

σ̄(u, T )
+

1

2
σ̄(u, T ) =: −d(LT − Lt). (6.41)

Daher folgt

P (t, T )EQT [(K − ŜT )+|LT ]

=
P (t, T )√

2π

∫ −d(LT−Lt)

−∞

(
K − St

P (t, T )
e−(LT−Lt−k

∫ T
t λudu) exp{σ̄(u, T )u− 1

2
σ̄2(u, T )}

)
e−

u2

2 du

=
P (t, T )√

2π
K

∫ −d(LT−Lt)

−∞
e−

u2

2 du− St√
2π

e−(LT−Lt−k
∫ T
t λudu)

∫ −d(LT−Lt)

−∞
eσ̄(u,T )u− 1

2
σ̄2(u,T )e−

u2

2 du

= P (t, T )KΦ(−d(LT − Lt))− Ste−(LT−Lt−k
∫ T
t λudu) 1√

2π

∫ −d(LT−Lt)

−∞
e−

1
2

(u−σ̄(u,T ))2du

= P (t, T )KΦ(−d(LT − Lt))− Ste−(LT−Lt−k
∫ T
t λudu) 1√

2π

∫ −d(LT−Lt)−σ̄(u,T )

−∞
e−

v2

2 dv

= P (t, T )KΦ(−d(LT − Lt))− Ste−(LT−Lt−k
∫ T
t λudu)Φ(−d(LT − Lt)− σ̄(t, T )).

(6.42)
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Durch Einsetzten dieses Ergebnisses erhält man folgende Formel für den Wert der CatEPut
Option zum Zeitpunkt t

Prt,λ(t, t0, T ) = e−
∫ T
t λudu

∞∑
n=1

(
∫ T
t
λudu)n

n!

∫ ∞
L̂

f
(n)
h(`)(y) [KP (t, T )Φ(−d(y))

− Ste
−(h(y)−k

∫ T
t λudu)Φ(−d(y)− σ̄(t, T ))

]
dy,

(6.43)

wobei L̂ = max(L+ Lt0 − Lt, 0).

Diese Ergebnisse lassen sich also folgendermaÿen zusammenfassen:

Satz 6.1 (Preis der CatEPut Option unter der Annahmen eines stochastischen Zinssatzes).
Sei Prt,λt(t, t0, T ) der Wert der CatEPut Option zum Zeitpunkt t, wobei der Vertrag zum
Zeitpunkt t0 geschlossen wurde und die Option nach T Jahren fällig wird. Unter den Annah-
me eines stochastischen Zinssatzes und einer konstanten Intensität des Poisson-Prozesses
gilt für den Preis der Option

Prt,λt(0, 0, T ) = e−
∫ T
0 λudu

∞∑
n=1

(
∫ T

0
λudu)n

n!

∫ ∞
L

f
(n)
h(`)(y) [KP (0, T )Φ(−d(y))

− S0e
−(h(y)−k

∫ T
0 λudu)Φ(−d(y)− σ̄(0, T ))

]
dy,

(6.44)

wobei

d(y) =
log
(

S0

KP (0,T )

)
− (h(y)− k

∫ T
0
λudu)

σ̄(0, T )
− 1

2
σ̄(0, T ) (6.45)

und

σ̄2(0, T ) = σ2
ST +

2κρσSσr + σ2
r

κ2
(T −B(0, T ))− σ2

r

2κ
B2(0, T ). (6.46)

6.1.4 Ausübungswahrscheinlichkeit

Nicht nur der Preis der CatEPut Option ist von Interesse, sondern auch die Wahrschein-
lichkeit, mit der sie ausgeübt wird. Man möchte also P[ST < K,LT − Lt0 > L] berechnen.
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Es gilt:

P[ST < K,LT − Lt0 > L] = EP[1{ST<K,LT−Lt0>L}]

= EP[1{LT−Lt0>L}EP[1{ST<K}|LT ]]

= EP[1{LT−Lt0>L}EP[1{S0 exp{−(LT−k
∫ T
0 λudu)+(µS− 1

2
σ2
S)T+σSW

S,P
T }<K}|LT ]]

(6.47)

Da W S,P
T ∼ N(0,

√
T ) gilt

EP[1{S0 exp{−(LT−k
∫ T
0 λudu)+(µS− 1

2
σ2
S)T+σSW

S,P
T }<K}|LT ]

=
1√
2π

∫
R
1{S0 exp{−(LT−k

∫ T
0 λudu)+(µS− 1

2
σ2
S)T+σS

√
Tu}<K}e

−u
2

2 du
(6.48)

Die Indikatorfunktion in (6.48) nimmt genau dann den Werte 1 an, wenn

u < −
log
(
S0

K

)
− (LT − k

∫ T
0
λudu) + (µ− 1

2
σ2
S)T

σS
√
T

=: −d′(LT ). (6.49)

Dadurch folgt

EP[1{S0 exp{−(LT−k
∫ T
0 λudu)+(µS− 1

2
σ2
S)T+σSW

S,P
T }<K}|LT ]

=
1√
2π

∫ −d′(LT )

−∞
e−

u2

2 du = Φ(−d′(LT )).
(6.50)

Durch Einsetzen von (6.50) in Gleichung (6.47) erhält man für die Ausübungswahrschein-
lichkeit einer europäischen CatEPut Option:

Proposition 6.1. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zum Zeitpunkt t0 vereinbarte euro-
päische CatEPut Option mit Laufzeit T und Ausübungspreis K ausgeübt wird, ist gegeben
durch

P[ST < K,LT − Lt0 > L] = e
−

∫ T
t0
λudu

∞∑
n=1

(∫ T
t0
λudu

)n
n!

∫ ∞
L

f
(n)
h(`)(y)Φ(d′(y))dy (6.51)

mit

d′(y) =
log
(
S0

K

)
− (h(y)− k

∫ T
0
λudu) + (µ− 1

2
σ2
S)T

σS
√
T

.
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6.1.5 Vereinfachung durch die Verwendung eines homogenen Poisson-

Prozesses

Bevor die Bewertung von CatEPut Optionen unter der Annahme einer zeitabhängigen
Intensität weiter ausgeführt wird, betrachten wir die vereinfachte Variante mit konstanter
Intensität für den Fall, dass h(`i) = α`i für einen konstanten Wert von α. Damit gilt

Lt = αL̄t

mit

L̄t =
Nt∑
i=1

`i.

Gleichung (6.7) führt unter dieser Annahme auf folgenden Wert für k:

k =

∫ ∞
0

(
e−αy − 1

)
f`(y)dy = 1− ϕL(iα). (6.52)

Der konstante Wert α steht für den prozentuellen Fall des Aktienkurses pro Verlusteinheit
und wird so gewählt, dass αEP[`i] = δ, für δ > 0. Es gilt also

α =
δ

`
.

Setzt man dies in Satz 6.1 ein, so erhält man folgende Formel für den Preis der CatEPut
Option unter der Annahme einer stochastischen Zinsrate und einer konstanten Intensität:

Prt,λ(0, 0, T ) = e−λT
∞∑
n=1

(λT )n

n!

∫ ∞
L

f
(n)
L (y) [KP (0, T )Φ(−d(y))

− S0e
−(αy−kT )Φ(−d(y)− σ̄(0, T ))

]
dy,

(6.53)

mit

d(y) =
log
(

S0

KP (0,T )

)
− (αy − kT )

σ̄(0, T )
− 1

2
σ̄(0, T ) (6.54)

und

σ̄2(0, T ) = σ2
ST +

2κρσSσr + σ2
r

κ2
(T −B(0, T ))− σ2

r

2κ
B2(0, T ). (6.55)

Was noch fehlt, ist die Wahl der Verteilung der Verluste. Zunächst wird wieder die Verein-
fachung angenommen, dass nur die Anzahl der Verluste, nicht aber ihre Höhe den Wert der
Aktien beein�usst. Der Grund dafür ist, dass wir die Ergebnisse unter der Annahme einer
konstanten Zinsrate und jene unter der Annahme eines stochastischen Zinssatzes verglei-
chen wollen. Für konstante Zinsen haben wir aber nur Vergleichswerte für den Fall, dass
die Verluste immer dieselbe Höhe ` haben.
Danach wird angenommen, dass die Verluste normal- beziehungsweise gammaverteilt sind,
da für diese beiden Verteilungen die Faltung der Dichten explizit angegeben werden kann.
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Parameter Wert
T 5.000
K 80.000
S0 90.000
σS 0.200
λ 0.500
c 1.000
r0 0.050
κ 0.300
Θ 0.175
δ 0.020
` 25.000
σL 30.000

Tabelle 6.1: Wahl der Parameter

6.1.6 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die numerischen Ergebnisse der Berechnung der Preise einer Ca-
tEPut Option unter der Annahme einer stochastischen Zinsrate und der Verwendung eines
homogenen Poisson-Prozesses zur Modellierung des Gesamtschadens analysiert. Falls nicht
anderes angegeben wird, sind die Parameter wie im Tabelle 6.1 gewählt.

Analog zum Modell mit konstanter Zinsrate werden die Preise für Laufzeiten von maximal
fünf Jahren berechnet. Um auch hier die unendliche Summe ausrechnen zu können, bezie-
hen wir uns auf Tabelle 5.2 und addieren nur die ersten 20 Summanden.

Im Gegensatz zu dem Modell unter der Annahme eines konstanten Zinssatzes beinhaltet
die Bewertungsformel in dem hier verwendeten Modell ein Integral. Die obere Grenze die-
ses Integrals ist unendlich (siehe Satz 6.1), was Probleme für die numerische Berechnung
macht. Dies kann man leicht umgehen, da die Faltung der Dichte links und rechts vom
Mittelwert schnell Null wird. Somit nimmt man als Grenzen für das Integral jene, inner-
halb welcher die Dichtefunktion gröÿer als eine sehr kleine Zahl ε > 0 ist. Das daraus
resultierende Integral wird in MATLAB mittels der Trapezregel numerisch berechnet.

Konstante Verlusthöhen

Wie oben erwähnt, wollen wir nun den Unterschied zwischen dem Preis unter der Annahme
einer konstanten Zinsrate und jenem unter der Annahme einer stochastischen Zinsrate
analysieren. In Kapitel 5 wurde angenommen, dass nur die Anzahl der Schäden, nicht aber
deren Höhe einen Ein�uss auf den Aktienpreis hat, weshalb der Gesamtverlust als einfacher
homogener Poisson-Prozess modelliert wurde. Dazu nehmen wir an, dass jeder Verlust eine
�xe Höhe ` hat. Der Schwellwert, den der Schaden übersteigen muss, damit die Option
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ausgeübt werden kann, sei ein Vielfaches von `, also L = N`. Das heiÿt, die Option kann
erst dann ausgeübt werden, wenn N Schäden eingetreten sind.
Für diesen Fall gilt

f`(y) = δ(y − `), (6.56)

wobei δ(x) die Dirac-Dichte ist. Durch Einsetzen in Gleichung (6.53) erhält man für den
Preis unter der Annahme einer stochastischen Zinsrate mit konstanten Verlusthöhen

PkonstV erlustert,λ = e−λT
∞∑
n=N

(λT )n

n!
[KP (0, T )Φ(−d(n`))−S0e

−(αn`−kλT )Φ(−d(n`)−σ̄(0, T ))].

(6.57)

Für k ergibt sich aus Gleichung (6.52)

k = 1− e−α`.

Man sieht also, dass sich die Formel für den Preis auf jene für den Preis unter der Annahme
einer konstanten Zinsrate reduziert, wenn man σr = 0 setzt (vergleiche Gleichung (5.13)).

Abbildung 6.1 zeigt, dass der Preis der CatEPut Option unter Verwendung konstanter Zin-
sen niedriger ist, als jener mit stochastischer Zinsrate. Betrachtet man die Abhängigkeit
vom Startwert der Aktie S0 (linkes Bild), so sieht man, dass die Kurve, die den Preis für
stochastische Zinsen beschreibt, �acher verläuft als jene für eine konstante Zinsrate. Im
rechten Bild wird die Di�erenz der Preise mit stochastischer Zinsrate und jenen, die unter
der Annahme eines konstanten Zinssatzes berechnet wurden, dargestellt. Da die geplotte-
ten Werte alle positiv sind, kann man sehen, dass die Option unter der Annahme einer
stochastischen Zinsrate teurer ist, als unter der Verwendung eines konstanten Zinssatzes.
Es ist zu erkennen, dass die Di�erenz für steigende Werte von λ monoton wächst. Dies
ist dadurch zu begründen, dass jene Faktoren, die λ enthalten, in beiden Fällen dieselben
sind und somit den restlichen Teil der Formel um ein gröÿer werdendes Vielfaches erhöhen.
Ein anderes Verhalten hingegen bewirkt die Änderung des Startwertes des Aktienkurses.
Hier steigt der Preis zunächst an (für kleinere Werte von λ ist dieser E�ekt nicht so stark
ausgeprägt) und fällt dann für Werte von S0, die nahe dem Ausübungspreis K = 80 liegen,
wieder ab.
Wie zu erwarten ist, ist es also von groÿer Bedeutung, die Zinsrate als stochastischen
Prozess zu modellieren, da dies der Realität entspricht. Welchen Ein�uss die Wahl der Pa-
rameter für diesen short-rate Prozess auf den Optionspreis haben, werden wir später noch
analysieren.

Analog zu dem Modell unter der Annahme eines konstanten Zinssatzes wurden auch hier
die Preise zusätzlich zur exakten Berechnung mittels Monte-Carlo-Simulationen (Anzahl
der Simulationen N = 20000) erzeugt. Abbildung 6.2 zeigt die Resultate daraus. Das Bild
links oben vergleicht die Preise, die mithilfe der beiden Methoden berechnet wurden. Wie
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auch die letzten beiden Bilder zeigen, liegen die Werte sehr knapp beieinander (die ab-
solute Abweichung liegt bei ungefähr 0.01). Auch die geschätzte Standardabweichung der
Simulationen gebrochen durch die Wurzel aus N ( σ̂√

N
) ist genügend klein.

Eine interessante Frage, die sich auch hier wieder stellt, ist, wie sich Veränderungen ver-
schiedener Parameter auf den Preis der CatEPut Option auswirken. Die erste Gra�k in
Abbildung 6.3 zeigt den Preis in Abhängigkeit des Startwertes S0 des Aktienkurses und
der mittleren Schadensanzahl pro Zeiteinheit λ. Die Option wird für steigende Werte von
λ teurer, wobei sich dieser E�ekt für niedrige Werte von S0 noch verstärkt. Dies kann da-
durch erklärt werden, dass die Kombination aus einem niedrigen Startwert der Aktien und
einer hohen erwarteten Anzahl von Schäden das Ausüben der Option sehr wahrscheinlich
macht und somit den Preis in die Höhe treibt. Der Ein�uss von S0 ist analog zu jenem im
Falle einer konstanten Zinsrate. Je höher der Startwert der Aktien ist, desto günstiger ist
die Option, da ein Unternehmen mit hohem Aktienkurs nicht so schnell �nanzielle Unter-
stützung benötigt.

Der E�ekt des Korrelationskoe�zienten zwischen dem Aktienpreisprozess und der Zins-
rate wird in der zweiten Gra�k veranschaulicht. Für kleine Werte des Aktienpreises zum
Zeitpunkt des Vertragsabschlusses gibt es kaum einen Unterschied, der für steigende Wer-
te von S0 jedoch auch nicht bemerkenswert groÿ wird. Das liegt zum Beispiel für eine
negative Korrelation daran, dass im Falle eines Anstiegs des Aktienkurses (wodurch die
Ausübungswahrscheinlichkeit gemindert wird) die Zinsrate fällt, was zu einem Anstieg im
Wert der Option führt. Andererseits bewirkt eine Abnahme im Aktienkurs eine höhere
Ausübungswahrscheinlichkeit, deren Ein�uss aber dadurch ausgeglichen wird, dass durch
die steigenden Zinsen der Wert der Option sinkt.

Durch die Erhöhung der Volatilität σr des short-rate Prozesses wird auch die Zinsrate hö-
her, wodurch das Borgen von Geld teurer wird (siehe links in der Mitte). Dies treibt den
Optionspreis nach unten. Auf der anderen Seite erhöht jedoch eine zunehmende Unsicher-
heit den Preis. Dieser E�ekt überbietet o�ensichtlich jenen der Zinsen, weshalb die Option
für eine steigende Volatilität σr teurer wird.

Auch die mean-reversion rate κ beein�usst die Zinsrate und somit den Preis der Option.
Wird κ gröÿer, so steigen die Zinsen und die Option wird billiger. Dasselbe gilt für den
Ein�uss des long-term-means Θ.
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Abbildung 6.1: Vergleich der Preise mit konstantem Zinssatz und stochastischer Zinsrate.
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Abbildung 6.2: Vergleich des Preises, der mit der Bewertungsformel berechnet wurde mit
jenem, der durch Simulation entstanden ist (erstes Bild) und Güte der Simulationen.
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Abbildung 6.3: Ein�uss der einzelnen Parameter auf den Preis der CatEPut Option in
Abhängigkeit von S0.
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Normalverteilte Verluste

Die Berechnung der Preise unter Verwendung konstanter Verlusthöhen bietet eine gute
Möglichkeit das Verhalten aufgrund von Änderungen bestimmter Parameter zu untersu-
chen. In der Praxis ist ein solches Modell aber unbrauchbar, da es die Unsicherheit der
Schäden nicht berücksichtigt. Für eine realistische Modellierung muss eine geeignete Ver-
teilung gewählt werden.
Bei der Annahme einer Verteilung der Verlusthöhen sollte beachtet werden, dass in der Be-
wertungsformel (siehe Gleichung (6.53)) die n-fache Faltung der Dichtefunktion zu berech-
nen ist. Eine günstige Wahl ist also jene einer Verteilung, für welche die Faltung der Dichte
explizit berechnet werden kann. Die einfachste Möglichkeit dafür bietet die Normalver-
teilung, da die Summe von n unabhängig N(µ, σ)-verteilten Zufallsvariablen N(nµ,

√
nσ)-

verteilt ist. Der Nachteil der Modellierung der Schäden durch eine Normalverteilung liegt in
der Eigenschaft, dass normalverteilte Zufallsvariablen negative Werte annehmen können.
Aus diesem Grund wählen wir die Werte der Standardabweichung der Verluste entspre-
chend klein.
Die charakteristische Funktion einer N(µ, σ)-verteilten Zufallsvariable Z ist gegeben durch

ϕZ(t) = exp

{
iµt− 1

2
σ2t2

}
. (6.58)

Durch Einsetzen in Gleichung (6.52) erhält man

k = 1− exp

{
−α`+

1

2
σ2
Lα

2

}
. (6.59)

Die Verlustschwelle L wird so gewählt, dass

L = cE[LT − Lt] = c(T − t)λ`, (6.60)

also gilt für die Bepreisungsformel L = cTλ`, wobei der Faktor c eine positive reelle Zahl
ist.
Die n-fache Faltung der Normalverteilungsdichte kann wie oben beschrieben explizit be-
stimmt werden und hat unter den Modellannahmen folgende Form

f
(n)
L (y) =

1√
2πnσ2

L

exp

{
−(y − n`)2

2nσ2
L

}
. (6.61)

Da die Verluste nicht negativ werden können, wurde für diesen Abschnitt σL auf 20 gesetzt
(der Mittelwert liegt bei 25, 50 beziehungsweise 100).
Abbildung 6.4 zeigt, dass die Ausübungswahrscheinlichkeit der CatEPut für wachsendes
` steigt. Dies ist dadurch zu begründen, dass höhere erwartete Verluste den Aktienkurs
weiter nach unten drücken und somit eher Kapital benötigt wird. Auÿerdem kann man
erkennen, dass die Wahrscheinlichkeit stark sinkt, wenn man c von eins auf zwei erhöht.
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Dieser E�ekt verdeutlicht sich mit zunehmendem `, da die Option erst ab einem Gesamt-
schaden von L = cTλ` ausgeübt werden kann. Diese Schranke wird für kleines ` leichter
erreicht, als für groÿe Werte. Bei einem Faktor c für den Schwellwert gleich drei ist die
Ausübungswahrscheinlichkeit in allen drei Fällen schon sehr nahe bei Null, da ein sehr
hohes Verlustlevel erreicht werden muss, um die Option ausüben zu können.
Für kleine Werte der Standardabweichung der Verluste und c = 1 fällt die Wahrschein-
lichkeit, dass die Option ausgeübt wird und steigt danach für wachsendes σL an. Dieser
Anstieg wird für wachsendes ` stärker.

Das Verhalten der Ausübungswahrscheinlichkeit spiegelt sich in den Optionspreisen wieder
(siehe Abbildung 6.5). Demnach wird ist die Option teurer, wenn der Faktor c für den
Schwellwert L klein ist oder der erwartete Verlust hohe Werte annimmt. Abgesehen von
kleinem σL steigen die Preise für zunehmend unsichere Verluste.

Abbildung 6.6 zeigt die Ausübungswahrscheinlichkeit in Abhängigkeit von S0. Da Unter-
nehmen mit einem hohen Aktienkurs nicht so schnell in die Zahlungsunfähigkeit rutschen,
ist es unwahrscheinlicher, dass sie die Option ausüben müssen, als ein Versicherungsun-
ternehmen, dessen Aktien schlecht stehen. Dies führt zu einem raschen Abstieg der Aus-
übungswahrscheinlichkeit, wenn bereits ab einem Schaden ausgeübt werden kann. Bemer-
kenswert ist dabei, dass die Ausübungswahrscheinlichkeit für S0 nahe bei Null nicht einmal
50 Prozent beträgt.
Für höhere Werte von c ist die Ausübungswahrscheinlichkeit wiederum sehr gering, was
wie im vorigen Absatz erklärt werden kann.

Das Verhalten der Ausübungswahrscheinlichkeit überträgt sich auf die Struktur der Prei-
se, weshalb jene für steigendes S0 fallen. Das erste Bild in Abbildung 6.7 zeigt nicht nur,
dass die Option für höher werdende Werte des Aktienkurses zu Vertragsabschluss günstiger
wird, sondern auch den Vergleich der Ergebnisse aus der exakten Bewertungsformel mit je-
nen, die durch eine Monte-Carlo-Simulation erzeugt wurden. Die beiden Kurven liegen sehr
dicht nebeneinander, was die beiden Bilder ganz unten in derselben Abbildung bestätigen.
Die geschätzte Standardabweichung der Simulationen gebrochen durch die Wurzen aus N
fällt für eine steigende Simulationszahl und liegt bei den gewählten 20000 Simulationen
unter 20 Prozent.
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Abbildung 6.4: Wahrscheinlichkeit, dass die CatEPut Option mit normalverteilten Verlus-
ten ausgeübt wird in Abhängigkeit von σL.
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Abbildung 6.5: Preis der CatEPut Option für normalverteilte Verluste unter Verwendung
verschiedener Startwerte des Aktienpreises und Faktoren c.
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Abbildung 6.6: Wahrscheinlichkeit, dass die CatEPut Option mit normalverteilten Verlus-
ten ausgeübt wird in Abhängigkeit von S0.
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Abbildung 6.7: Vergleich der exakten Preise, die mittels der Bewertungsformel berechnet
wurden mit den simulierten Werten, wobei die Anzahl der Simulationen gleich 20000 ist
(Bild links oben). Die anderen drei Gra�ken zeigen den Schätzer der Standardabweichung
gebrochen durch die Wurzel der Anzahl der Simulationen N in Abhängigkeit von N. Auf
den letzten beiden Bildern ist die relative Abweichung der simulierten Preise (wiederum
für N = 20000) von den tatsächlichen Werten zu sehen.
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Gammaverteilte Verluste

Eine weitere Verteilung, für die die Faltung der Dichte eine einfache Darstellung besitzt, ist
die Gammaverteilung. Auch hier bleibt die Summe unabhängiger Zufallsvariablen in der-
selben Verteilung, wobei sich die shape-Parameter addieren, der scale-Parameter hingegen
bleibt dieselbe wie jener einer einzelnen Zufallsvariable. Zusätzlich bietet die Gammavertei-
lung noch den in unserem Modell sehr erwünschenswerten Vorteil, dass die Zufallsvariablen
nur positive Werte annehmen.

Die charakteristische Funktion einer Γ(a, b)-verteilten Zufallsvariable G ist gegeben durch

ϕG(t) =

(
1

1− it
b

)a
. (6.62)

Wir nehmen an, die Verluste seien Γ
(
`2

σ2
L
, `
σ2
L

)
-verteilt. Sie besitzen daher wieder einen

Erwartungswert gleich ` und eine Standardabweichung gleich σL. Dann gilt

k = 1−
(

`

`+ ασ2
L

) `2

σ2
L (6.63)

und die n-fache Faltung der Wahrscheinlichkeitsdichte der Verluste (li)i∈N ist

f
(n)
L (y) =

y
n`2

σ2
L

−1
e
− `y

σ2
L

Γ
(
n`2

σ2
L

) (
`

σ2
L

)n`2

σ2
L
. (6.64)

Die Verlustschwelle wird wieder so gewählt, dass

L = cλT l. (6.65)

Auf den ersten Blick sieht alles ganz einfach aus, doch betrachtet man Gleichung (6.64)
näher, so sieht man, dass sowohl(

`

σ2
L

)n`2

σ2
L (6.66)

als auch

Γ

(
n`2

σ2
L

)
(6.67)

für kleines σL sehr schnell sehr groÿ wird. Da die Gammafunktion schneller wächst, geht die
Faltung der Dichte eigentlich gegen Null. Dies ist aber nicht der Fall, da sich die Terme ge-
genseitig aufheben. Dies wird durchgeführt, indem die Dichte zunächst logarithmiert wird.
Dieser Logarithmus wird ausgewertet und die Terme werden so voneinander abgezogen.
Zum Schluss wird die Exponentialfunktion auf das Ergebnis angewandt und wir erhalten
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den gewünschten Wert.

Im Vergleich zu den normalverteilten Verlusten aus dem vorigen Abschnitt weist die Aus-
übungswahrscheinlichkeit der Option für gammaverteilte Verluste in Abhängigkeit der
Standardabweichung σL ein anderes Verhalten auf (Abbildung 6.8). Für einen erwarteten
Verlust von ` = 25 und die Ausübungsmöglichkeit ab einem Schaden der Höhe λT l sinkt die
Wahrscheinlichkeit für wachsendes σL, für c = 2 und c = 3 steigt sie. Liegt der Mittelwert
der Schadenshöhen bei ` = 50 beziehungsweise ` = 100, so steigt die Wahrscheinlichkeit
mit zunehmendem σL für alle drei angenommen Werte von c. Das liegt möglicherweise
daran, dass bei stark schwankenden Verlusten mit niedrigem Mittelwert der Aktienkurs
nicht weit genug fällt, um den Ausübungspreis zu unterbieten.
Die Struktur in Abhängigkeit von der mittleren Schadenshöhe ist wieder dadurch zu er-
klären, dass ein hoher Verlust den Aktienkurs weiter nach unten drückt. Somit wird eher
�nanzielle Hilfe benötigt.
Im Falle normalverteilter Verluste konnten wir σL nicht beliebig groÿ wählen, da wir sonst
mit positiver Wahrscheinlichkeit negative Verluste erhalten hätten. Für gammaverteilte
Schäden ist dies aber nicht so. Durch die hohe Schwankung der Verluste können sie durch-
aus groÿe Werte annehmen, weshalb die Ausübungswahrscheinlichkeit für c = 2 und c = 3
steigt und für ` = 25 sogar bei fast fünf Prozent liegt. Für σL = 100 be�nden sich die
Ausübungswahrscheinlichkeiten für die verschiedenen Werte von c knapp beieinander.

Das Verhalten der Ausübungswahrscheinlichkeit hat natürlich einen groÿen Ein�uss auf
die Struktur der Preise der CatEPut Option. In Abbildung 6.9 kann man erkennen, dass
sich auch die Preise unter der Annahme gammaverteilter Schäden anders verhalten als jene
unter der Verwendung normalverteilter Verluste. Für c = 1 wir die Option mit steigendem
σL billiger, setzt man hingegen c = 2 oder c = 3, so steigen die Preise. Dieser E�ekt ist für
` = 25 am stärksten. Für kleine Werte von ` wird der Aktienpreis durch einen Verlust nicht
so stark nach unten gedrückt. Auf der anderen Seite wird aber auch die Verlustschwelle
nicht so schnell erreicht. Die Kombination dieser beiden Eigenschaften könnte für die ex-
tremere Struktur der Preise für ` = 25 verantwortlich sein.
Steigt der Faktor c, so wird die CatEPut Option billiger, da die Verlustschwelle seltener
erreicht und somit die Option nicht so oft ausgeübt werden kann.

Die Ausübungswahrscheinlichkeit unter der Verwendung der Gammaverteilung verhält sich
ähnlich wie im Falle normalverteilter Verluste. Da in diesem Modell die Standardabwei-
chung der Schäden höher gewählt werden kann, ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Option
für c = 3, ` = 25 und kleine Werte von S0 nicht so gering wie in Abbildung 6.6.
Vergleicht man das erste Bild in Abbildung 6.7 mit jenem in Abbildung 6.11, so sieht man,
dass die Option unter der Annahme gammaverteilter Verluste teurer ist als für normal-
verteilte Schäden. Sieht man sich zum Beispiel den Preis der CatEPut Option für einen
Aktienpreis bei Vertragsabschluss von 60 Einheiten an, so kostet die Option im Modell
mit normalverteilten Schäden 7.5 Einheiten, unter der Annahme gammaverteilter Verluste
hingegen beträgt der Preis 8.4 Einheiten.
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Abbildung 6.8: Wahrscheinlichkeit, dass die CatEPut Option mit gammaverteilten Verlus-
ten ausgeübt wird in Abhängigkeit von σL.
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Abbildung 6.9: Preis der CatEPut Option für gammaverteilte Verluste unter Verwendung
verschiedener Startwerte des Aktienpreises und Faktoren c.
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Abbildung 6.10: Wahrscheinlichkeit, dass die CatEPut Option mit gammaverteilten Ver-
lusten ausgeübt wird in Abhängigkeit von S0.
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Abbildung 6.11: Vergleich der exakten Preise, die mittels der Bewertungsformel berechnet
wurden mit den simulierten Werten, wobei die Anzahl der Simulationen gleich 20000 ist
(Bild links oben). Die anderen drei Gra�ken zeigen den Schätzer der Standardabweichung
gebrochen durch die Wurzel der Anzahl der Simulationen N in Abhängigkeit von N. Auf
den letzten beiden Bildern ist die relative Abweichung der simulierten Preise (wiederum
für N = 20000) von den tatsächlichen Werten zu sehen.
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λ0 = 2.22 λ0 = 0.22 λ0 = 0.22 λ0 = 2.22
µλ = 0.05 µλ = 0.1 µλ = 0.05 µλ = 0.1

T λT
∫ T

0
λtdt λT

∫ T
0
λtdt λT

∫ T
0
λtdt λT

∫ T
0
λtdt

1 2.3338 2.2764 0.2431 0.2314 0.2313 0.2256 2.4535 2.3348
2 2.4535 4.6696 0.2687 0.4871 0.2431 0.4628 2.7115 4.9151
3 2.5793 7.1854 0.2970 0.7697 0.2556 0.7121 2.9967 7.7669
4 2.7115 9.8303 0.3282 1.0820 0.2687 0.9742 3.3119 10.9185
5 2.8505 12.6107 0.3627 1.4272 0.2825 1.2497 3.6602 14.4016

Tabelle 6.2: Werte von λT und
∫ T

0
λtdt für verschiedene Parameter λ0 und µλ

6.1.7 Numerische Ergebnisse unter Verwendung eines inhomoge-

nen zusammengesetzten Poisson-Prozesses

Um den Unterschied zwischen der Wahl einer konstanten Intensität und jener einer de-
terministischen Intensitätsfunktion zu untersuchen, werden in diesem Abschnitt die Preise
der CatEPut Option unter der Annahme, dass die mittlere Anzahl der Naturkatastrophen
pro Zeiteinheit der Funktion λt = λ0 exp{µλt} folgt, berechnet. Auch hier werden wieder
die Ergebnisse, welche mittels der Bewertungsformel aus Satz 6.1 berechnet wurden, mit
den Ergebnissen der Monte-Carlo-Simulation verglichen.
Abbildung 2 in [13] zeigt, dass die Anzahl der Naturkatastrophen im Laufe der Zeit expo-
nentiell wächst, weshalb die oben angeführte Wahl der Intensitätsfunktion getro�en wurde.
Lin, Chang und Powers haben aufgrund dieser Gra�k mittels einer Regression in ihrer Ar-
beit folgende Parameter geschätzt:

λ0 = 2.22

und

µλ = 0.05.

In den hier angeführten Gra�ken (mit Ausnahme der Abbildungen 6.16 und 6.14) wurden
diese Werte verwendet.
Tabelle 6.2 zeigt die Ergebnisse der Berechnung von λT und

∫ T
0
λtdt für verschiedene Werte

der Parameter λ0 und µλ.
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konstante Verlusthöhen

Obwohl die Annahme, dass alle Verluste dieselbe Höhe haben für ein möglichst realitätsge-
treues Modell ungeeignet ist, werden auch für den Fall eines inhomogenen Poisson-Prozesses
die Ergebnisse daraus untersucht. Man kann mithilfe dieser Annahme nämlich gut analy-
sieren wie sich die Preise für varriierende Parameter verhalten.
Zunächst betrachten wir den Ein�uss der Laufzeit T auf den Preis der Option (siehe Abbil-
dung 6.12). Hier sieht man, dass die Preise für wachsende Laufzeit T deutlich steigen. Dies
ist wieder dadurch zu begründen, dass bei einer längeren Laufzeit die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Naturkatastrophe eintritt, gröÿer wird.

In Abbildung 6.13 sieht man das Verhalten der Preise für verschiedenen Kombinationen
der Parameter λ0 und µλ. Die zugehörigen Werte von λt �ndet man in Tabelle 6.2. Die
linke Gra�k zeigt, dass bei einem Startwert der Intensitätsfunktion von λ0 = 0.22 der
Preis für wachsendes µλ deutlich steigt. Der unterschied zwischen den Preisen wird aber
für wachsendes S0 kleiner.
In der zweiten Gra�k sieht man, dass µλ für ein höheres λ0 weniger Ein�uss auf den Preis
hat. Die Preise für µλ = 0.05 und µλ = 0.1 liegen hierbei sehr knapp beieinander. Ver-
gleicht man die beiden blauen Linien, so sieht man, dass die Option für wachsendes λ0

teurer wird. Dies ist dadurch zu erklären, dass ein höherer Wert von λt zu mehr Naturka-
tastrophen führt.

Abbildung 6.12: Preise der CatEPut Option in Abhängigkeit von S0 unter Verwendung
eines inhomogenen Poisson-Prozesses mit Intensitätsfunktion λt = λ0 exp{µλt} für ver-
schiedene Parameter λ0 und µλ
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Abbildung 6.13: Preise der CatEPut Option in Abhängigkeit der Laufzeit T unter Verwen-
dung eines inhomogenen Poisson-Prozesses mit Intensitätsfunktion λt = 2.22 exp{0.05t}
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Normalverteilte Verluste

Abbildung 6.14 zeigt die Ergebnisse für die Berechnung mit der exakten Bewertungsformel
und mittels Monte-Carlo-Simulationen. Man sieht analog zum vorigen Abschnitt, in dem
die Anzahl der Naturkatastrophen mithilfe eines homogenen Poisson-Prozesses berechnet
wurden, dass die Abweichungen sehr gering sind.
Man kann hier aber nicht die Preise direkt vergleichen, da im Falle des homogenen Poisson-
Prozesses λ = 0.5 gewählt wurde, hier liegt λ0 jedoch bei 2.22. Daher sind die Preise
in Abbildung 6.14 höher als jene in Abbildung 6.7. Im nächsten Abschnitt wird dieser
Vergleich für gammaverteilte Verluste gezeigt.

Abbildung 6.14: Vergleich der exakten Preise, die mittels der Bewertungsformel berechnet
wurden mit den simulierten Werten, wobei die Anzahl der Simulationen gleich 20000 ist
(Bild links oben). Die anderen drei Gra�ken zeigen den Schätzer der Standardabweichung
gebrochen durch die Wurzel der Anzahl der Simulationen N in Abhängigkeit von N. Auf
den letzten beiden Bildern ist die relative Abweichung der simulierten Preise (wiederum
für N = 20000) von den tatsächlichen Werten zu sehen. Hier wurde λ0 = 0.22 und µλ = 0.5
gewählt.
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Gammaverteilte Verluste

Um den Ein�uss der Wahl der Intensität (konstant beziehungsweise deterministisch und
zeitabhängig) zu untersuchen, betrachten wir einen homogenen Poisson-Prozess mit In-
tensität λ = 2.22 und einen inhomogenen Poisson-Prozess mit Intensitätsfunktion λt =
2.22 exp{0.05t}. Abbildung 6.15 zeigt, dass der Unterschied im Allgemeinen nicht sehr
groÿ ist. Man sieht hier sehr schön, dass die Preise mit wachsender Laufzeit weiter ausein-
ander gehen. Dies liegt daran, dass die Intensitätsfunktion wächst und somit von Jahr zu
Jahr mehr Naturkatastrophen zu erwarten sind.

Abbildung 6.15: Vergleich der Preise unter Verwendung des homogenen Poisson-Prozesses
mit jenen unter Verwendung eines inhomogenen Poisson-Prozesses
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Abbildung 6.16: Vergleich der exakten Preise, die mittels der Bewertungsformel berechnet
wurden mit den simulierten Werten, wobei die Anzahl der Simulationen gleich 20000 ist
(Bild links oben). Die anderen drei Gra�ken zeigen den Schätzer der Standardabweichung
gebrochen durch die Wurzel der Anzahl der Simulationen N in Abhängigkeit von N. Auf
den letzten beiden Bildern ist die relative Abweichung der simulierten Preise (wiederum
für N = 20000) von den tatsächlichen Werten zu sehen.Hier wurde λ0 = 0.22 und µλ = 0.5
gewählt.
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6.2 Das Modell unter Verwendung eines doppelt sto-

chastischen Poisson-Prozesses

Aufgrund von Vereinfachungen wurde bisher angenommen, dass die Intensität des Poisson-
Prozesses, mit dessen Hilfe die Anzahl der Naturkatastrophen modelliert wird, determinis-
tisch ist. In diesem Kapitel wird kurz die Verallgemeinerung vorgestellt, das Modell unter
der Annahme einer stochastischen Intensität des Poisson-Prozesses zu betrachten, was Lin,
Chang und Powers in [13] durchgeführt haben.
Auch in diesem Modell werden drei grundlegende Prozesse S = (St)t≥0, r = (rt)t≥0 und
L = (Lt)t≥0 nachgebildet, wobei S den Aktienpreis, r die stochastische Zinsrate und L den
Gesamtschaden darstellt. Unter dem Wahrscheinlichkeitsmaÿ P gilt:

St = S0 exp

{∫ t

0

(
µS −

1

2
σ2
S

)
du+ σSW

S,P
t −

(
Lt − k

∫ t

0

λudu

)}
,

Lt =
Nt∑
i=1

h(`i)

und

drt = κ̃(θ̃ − rt)dt+ σrdW
r,P
t ,

(6.68)

wobei k wieder die negativen Sprünge kompensieren soll und so gewählt wird, dass

EP[e−(Lt−k
∫ t
0 λudu)|(λu)u≤t] = 1. (6.69)

Analog zu jenem Fall, bei dem die Intensität deterministisch ist, ergibt sich

k =

∫ ∞
0

(
1− e−h(y)

)
fh(`)(y)dy = (1− ϕh(`)(i)), (6.70)

wobei ϕh(`)(s) die charakteristische Funktion von h(`i) bezeichnet (siehe Gleichung (6.7)).

Da der Poisson-Prozess sowohl unter dem Wechsel auf das risikoneutrale Maÿ Q als auch
auf das Forward-Maÿ QT unverändert bleiben soll, können die Maÿwechsel analog zum
obigen Fall durchgeführt werden und der Aktienpreisprozess unter dem Forward-Maÿ hat
die Form

Ŝt =
S0

P (0, T )
exp

{
−
(
Lt − k

∫ t

0

λudu

)
+ σSW

S,QT
t + σr

∫ t

0

B(u, T )dW r,QT
u

− 1

2

∫ t

0

σ2(u, T )du

} (6.71)
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6.2.1 Berechnung der Preise

Da es nicht möglich ist, eine explizite Formel für die Bewertung unter der Annahme einer
stochastischen Intensität anzugeben, können die Preise nur mittels Simulationen berechnet
werden. Dabei ist folgender Erwartungswert zu schätzen:

Pdsrt,λt(T ) = P (0, T )EQT [1{LT>L}(K − ŜT )+]. (6.72)

6.2.2 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse für den Prozess

λt = λ0 exp

{
µλt−

1

2
σ2
λt+ σλW

λ
t

}
(6.73)

analysiert und mit jenen unter Verwendung einer deterministischen Intensität verglichen.
Dies wird jedoch aufgrund der langen Laufzeit des Programms nur für vier verschiedene
Werte von σλ und unter der Annahme gammaverteilter Verluste durchgeführt.
Tabelle 6.3 zeigt, dass die Preise für wachsendes σλ steigen, was durch die gröÿere Schwan-
kung der Anzahl der erwarteten Schäden zu erklären ist.
Die Genauigkeit der Simulation wir in Abbildung 6.17 dargestellt.

Abbildung 6.17: Geschätzte Standardabweichung der Simultionen gebrochen durch die
Wurzel aus N (N = 10000)
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σλ Preis der CatEPut Option
0 16.0387
0.2 17.1072
0.6 17.6105
0.8 17.7205

Tabelle 6.3: Vergleich der Preise für verschiedene Werte von σλ.



Kapitel 7

MATLAB-Code

Die gesamte Implementierung wurde mit MATLAB 7.0 durchgefürt. In diesem Kapitel
werden Teile des Programm-Codes, mit dem die in der Arbeit angeführten Gra�ken erzeugt
wurden, dargestellt.
Folgende Parameter werden für die Berechnungen benötigt:

1 s t r i k e = 80 ; % Ausübungspreis
2 T = 5 ; % Laufzeit der Option
3 S0 = 90 ; % Startwert des Aktienpreises
4 sigma_S = 0 . 2 ; % Vo l t i l i t ä t des Aktienpreisprozesses
5 r0 = 0 . 0 2 ; % Startwert der short−rate
6 kappa = 0 . 3 ; % mean−reversion−rate
7 Theta = 0 . 1 75 ; % long−term−mean
8 sigma_r = 0 . 1 5 ; % Vo la t i l i t ä t der short−rate
9 rho = −0.1; % Korrelation der short−rate und des Aktienpreisprozesses
10 lambda = 0 . 5 ; % Intens i tä t des Poisson−Prozesses
11 mu_lambda = 0 . 5 ; % Mittelwert der Intens i tä ts funkt ion
12 sigma_lambda = 0 . 3 ; % Standardabweichung der Intens i tä t
13 lambda_0 = 0 . 2 2 ; % Startwert der Intens i tä ts funkt ion
14 l = 25 ; % erwarteter Verlust
15 sigma_L = 30 ; % Standardabweichung der Verluste
16 de l t a = 0 . 0 2 ;
17 alpha = de l t a / l ; % prozentue l ler Fal l des Aktienkurses pro Ver luste inhei t
18 B = 1/kappa*(1−exp(−kappa*T) ) ;
19 A = (Theta−(sigma_r^2/(2*kappa^2) ) ) *(B−T)−sigma_r^2/(4*kappa ) *B^2;
20 P = exp(A−B* r0 ) ; % Bondpreis
21 sigmabar = sqrt ( sigma_S^2*T+(2*kappa* rho*sigma_S*sigma_r+sigma_r^2)/kappa^2*(T−B)−sigma_r^2/(2*kappa

) *B^2) ;
22 c = 1 ; % Faktor für die Verlustschwel le
23 t r i g g e r = 1 ; % Anzahl der Verluste , ab welcher die Option ausgeübt werden kann
24 Loss = c * lambda * T * l ; % Verlustschwel le
25 s imu la t i on s = 20000; % Anzahl der Simulationen
26 s t ep s = 100 ; % Grenze für den Startwert S_0

7.1 Bewertung der CatEPut Option mit konstanter Zins-

rate

1 % Preis der CatEPut Option mit konstanter Zinsrate
2
3 % Bewertungsformel
4 f a c t o r = exp(−lambda*T) ;
5 CatEPutPreis = 0 ;
6 SVec = ( 1 : s t ep s ) ' ;
7
8 for i = n :50
9 k = lambda .*(1−exp(−A) ) ;
10 d = ( log ( s t r i k e . / SVec )−(r − 1/2 * sigma^2) * T + A * i − k * T) / ( sigma* sqrt (T) ) ;
11
12 CatEPutPreis = CatEPutPreis + f a c t o r .* ( lambda*T) .^ i / f a c t o r i a l ( i ) .* ( s t r i k e *exp(−r *T) *normcdf (d

, 0 , 1 )−SVec .*exp(−A* i+k*T) .* normcdf (d−sigma* sqrt (T) ,0 ,1 ) ) ;
13 end

81
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14
15 % Simulation der Preise
16 % Simulation eines homogenen Poisson Prozesses
17 PP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
18
19 for i =1: s imu la t i on s
20 PP( i ) = sum(cumsum(−1/lambda * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) )<T) ; % Poisson−Prozess
21 end
22
23 % Simulation einer Brown' schen Bewegung
24
25 W = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
26 W = randn (1 , s imu la t i on s ) .* sqrt (T) ;
27
28 % Simulation des Aktienpreisprozesses
29
30 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
31 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
32 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
33
34 k = lambda*(1−exp(−A) ) ;
35
36 for i =1: s t ep s
37
38 for j = 1 : s imu la t i on s
39 S( i , j ) = i * exp(−A * PP( j ) + k * T + sigma * W( j ) + ( r − 1/2 * sigma^2) * T) ;
40 i f PP( j ) >= n
41 Pr ( i , j ) = exp(−r *T) * max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
42 else
43 Pr ( i , j ) = 0 ;
44 end
45 end
46 Pre i s ( i ) = mean(Pr ( i , : ) ) ;
47 end

7.2 Simulation der Prozesse rt,
∫ t

0 rudu und W S
t

1 % Simulation der Prozesse prozess_r ( short−rate ) ,
2 % prozess_r_int ( Integra l über die short−rate ) und
3 % prozess_W (Brown' sche Bewegung des Aktoenpreisprozesses )
4
5 % Varianz−Kovarianz−Matrix der 3 Prozesse
6 Sigma_t = zeros (3 , 3 ) ;
7
8 Sigma_t (1 ,1 ) = sigma_r^2/(2 * kappa ) * (1 − exp(−2 * kappa ) ) ;
9 Sigma_t (1 ,2 ) = sigma_r^2/(kappa^2) * (1 − exp(−kappa ) − 1/2 * (1 − exp(−2 * kappa ) ) ) ;
10 Sigma_t (1 ,3 ) = sigma_r/kappa * rho * (1 − exp(−kappa ) ) ;
11 Sigma_t (2 ,1 ) = Sigma_t (1 ,2 ) ;
12 Sigma_t (2 ,2 ) = sigma_r^2/(kappa^2) * (1 + 1/(2 * kappa ) * (1 − exp(−2 * kappa ) ) − 2/kappa * (1 − exp(−

kappa ) ) ) ;
13 Sigma_t (2 ,3 ) = sigma_r/kappa * rho * (1 − 1/kappa * (1 − exp(−kappa ) ) ) ;
14 Sigma_t (3 ,1 ) = Sigma_t (1 ,3 ) ;
15 Sigma_t (3 ,2 ) = Sigma_t (2 ,3 ) ;
16 Sigma_t (3 ,3 ) = 1 ;
17
18 % Cholesky−Zerlegung der Varianz−Kovarianzmatrix
19 L_Cov = chol ( Sigma_t ) ' ;
20
21 vektor_r_int = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
22 vektor_W = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
23
24 for j = 1 : s imu la t i on s
25
26 % N(0 ,1)−v e r t e i l t e ZV zur Berechnung der Prozesse
27 NZV_1 = randn (1 ,T) ;
28 NZV_2 = randn (1 ,T) ;
29 NZV_3 = randn (1 ,T) ;
30
31 % short−rate :
32 mu_r = zeros (1 ,T) ; % Erwartungswert der short−rate gegeben r ( t−1)
33 mu_r(1) = Theta + exp(−kappa ) * ( r0 − Theta ) ;
34 prozess_r = zeros (1 ,T) ; % short−rate Prozess
35 prozess_r (1) = mu_r(1) + L_Cov(1 ,1 ) * NZV_1(1) ;
36
37 for i = 2 :T
38 mu_r( i ) = Theta + exp(−kappa ) * ( prozess_r ( i −1) − Theta ) ;
39 prozess_r ( i ) = mu_r( i ) + L_Cov(1 ,1 ) * NZV_1( i ) ;
40
41 end
42
43 % Integra l über die short−rate
44 mu_r_int = zeros (1 ,T) ; % Erwartungswert des Integra l s über die short−rate gegeben r_int ( t−1)
45 mu_r_int (1) = Theta + 1/kappa * ( r0 − Theta ) * (1 − exp(−kappa ) ) ;
46 prozess_r_int = zeros (1 ,T) ; % Integra l über die short−rate
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47 prozess_r_int (1) = mu_r_int (1) + L_Cov(2 ,1 ) * NZV_1(1) + L_Cov(2 ,2 ) * NZV_2(1) ;
48
49 for i = 2 :T
50 mu_r_int ( i ) = prozess_r_int ( i −1) + Theta + 1/kappa * ( prozess_r ( i −1) − Theta ) * (1 − exp(−kappa ) ) ;
51 prozess_r_int ( i ) = mu_r_int ( i ) + L_Cov(2 ,1 ) * NZV_1( i ) + L_Cov(2 ,2 ) * NZV_2( i ) ;
52 end
53
54 % BB des Aktienpreises
55 prozess_W = zeros (1 ,T) ;
56 prozess_W(1) = L_Cov(3 ,1 ) * NZV_1(1) + L_Cov(3 ,2 ) * NZV_2(1) + L_Cov(3 ,3 ) * NZV_3(1) ;
57
58 for i = 2 :T
59 prozess_W( i ) = prozess_W( i −1) + L_Cov(3 ,1 ) * NZV_1( i ) + L_Cov(3 ,2 ) * NZV_2( i ) + L_Cov(3 ,3 ) * NZV_3( i

) ;
60 end
61
62 vektor_r_int ( j ) = prozess_r_int (T) ;
63 vektor_W( j ) = prozess_W(T) ;
64 end

7.3 Bewertung der CatEPut Option mit stochastischer

Zinsrate

7.3.1 Modellierung der Verluste mittels eines zusammengesetzten

homogenen Poisson-Prozesses

Konstante Verlusthöhen

1 % Preis der CatEPut Option mit s tochast i scher Zinsrate , konstanter
2 % Intensi tät , konstanten Verlusthöhen und h(y) = alpha * y
3
4 % Bewertungsformel
5 Loss = t r i g g e r * l ; % Verlustschwel le
6 S0_vec = ( 1 : s t ep s ) ;
7 f a c t o r = exp(−lambda*T) ;
8 CatEPutPreis = zeros (1 , s t ep s ) ;
9
10 k_konst = (1−exp(−alpha * l ) ) ;
11
12 for j=t r i g g e r : t r i g g e r+40
13 for i = 1 : s t ep s
14 d = ( log ( i /( s t r i k e .*P) ) − ( alpha .* j .* l−k_konst* lambda*T) − 1/2* sigmabar ^2)/ sigmabar ;
15 CatEPutPreis ( i ) = CatEPutPreis ( i ) + f a c t o r .* ( lambda * T) .^ j / f a c t o r i a l ( j ) . * ( s t r i k e *P.* normcdf(−d , 0 , 1 )

− i *exp(−( alpha * j * l − k_konst* lambda*T) ) .* normcdf(−d−sigmabar , 0 , 1 ) ) ;
16 end
17 end
18
19 % Simulation der Preise
20 % Simulation des homogenen Poisson−Prozesses
21
22 PP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
23
24 for i =1: s imu la t i on s
25 PP( i ) = sum(cumsum(−1/lambda * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) )<T) ; % Poisson−Prozess
26 end
27
28 % Simulation des Aktienpreises
29
30 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
31
32 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
33 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
34
35 for i =1: s t ep s
36 for j = 1 : s imu la t i on s
37 S( i , j ) = i * exp(−( alpha * l * PP( j ) − k_konst * lambda * T) + vektor_r_int ( j ) + sigma_S *

vektor_W( j ) − 1/2 * sigma_S^2 * T − rho * sigma_S * sigma_r * 1/kappa * (T − 1/kappa * (1 −
exp(−kappa * T) ) ) − sigma_r^2/kappa^2 * (T−2/kappa * (1−exp(−kappa*T) )+1/(2*kappa )*(1−exp
(−2*kappa*T) ) ) ) ;

38 i f PP( j ) >= t r i g g e r
39 Pr ( i , j ) = max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
40 else
41 Pr ( i , j ) = 0 ;
42 end
43 end
44 Pre i s ( i ) = P * mean(Pr ( i , : ) ) ;
45 end
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1 Pre is_konstZins = 0 ;
2 lambdagrid = ( 0 . 1 : 0 . 0 5 : 1 ) ;
3 Sgr id = ( 0 . 1 : 1 : 1 0 0 ) ;
4 [ lambdax , Sy ] = meshgrid ( lambdagrid , Sgr id ) ;
5 k = ( lambdax/alpha )*(1−exp(−alpha * l ) ) ;
6
7 for i=t r i g g e r : t r i g g e r+20
8
9 Pre is_konstZins = Preis_konstZins + exp(−lambdax*T) . * ( lambdax*T) .^ i / f a c t o r i a l ( i ) . * ( ( s t r i k e *P) *

normcdf(−dplusminus ( i * l , 1 , Sy , s t r i k e , k ) , 0 , 1 )−Sy .*exp(−alpha *( i * l−(lambdax/alpha )*(1−exp(−alpha *
l ) ) *T) ) .* normcdf(−dplusminus ( i * l , 2 , Sy , s t r i k e , k ) , 0 , 1 ) ) ;

10 end
11
12 Pre i s_stochZins = 0 ;
13
14 n = t r i g g e r ;
15 A = alpha * l ;
16
17 for i=n : n+20
18 Pre i s_stochZins = Pre i s_stochZins + exp(−lambdax*T) . * ( lambdax*T) .^ i / f a c t o r i a l ( i ) . * ( s t r i k e *exp(−r0 *T) *

normcdf ( ( log ( s t r i k e . / Sy )−r0 *T+A* i−lambdax .*(1−exp(−A) ) *T) /( sigma_S* sqrt (T) )+1/2*sigma_S* sqrt (T)
,0 ,1 )−Sy .*exp(−A* i+lambdax .*(1−exp(−A) ) *T) .* normcdf ( ( log ( s t r i k e . / Sy )−r0 *T+A* i−lambdax .*(1−exp(−A) )
*T) /( sigma_S* sqrt (T) )−1/2*sigma_S* sqrt (T) ,0 ,1 ) ) ;

19 end
20 D i f f e r en z = Pre i s_stochZins − Preis_konstZins ;

Normalverteilte Verluste

1 % Preis der CatEPut Option mit s tochast i scher Zinsrate , konstanter Intensi tät , normalvertei l ten
Verlusten und h(y) = alpha * y

2
3 % Bewertungsformel
4
5 CatEPutPreis = zeros ( steps , 1 ) ;
6 INT = zeros ( steps ,N) ;
7 f a c t o r = exp(−lambda * T) ;
8
9
10 for j = 1 :N
11 for i = 1 : s t ep s
12 kNormal = lambda / alpha * (1 − exp(−alpha * l + 1/2 * ( sigma_L)^2 * alpha ^2) ) ;
13
14 lower_bound = max( j * l − 50 * sqrt ( j ) * sigma_L , Loss ) ; % untere Grenze , b i s zu welcher die

Dichte vernachlässigbar k le in i s t
15 upper_bound = max( j * l + 50 * sqrt ( j ) * sigma_L , Loss + 1) ; % obere Grenze , ab welcher die Dichte

vernachlässigbar k le in i s t
16
17 X = lower_bound : ( upper_bound − lower_bound ) / s t ep s : upper_bound ;
18 Y = FaltungNormal ( j ,X, sigma_L , l ) .* ( s t r i k e * P .* normcdf(−dFkt (X, 1 , i , s t r i k e , kNormal , alpha ,

sigmabar ,P) ,0 ,1 ) − i .* exp(−alpha * (X−kNormal*T) ) .* normcdf(−dFkt (X, 2 , i , s t r i k e ,
kNormal , alpha , sigmabar ,P) ,0 ,1 ) ) ;

19
20 INT( i , j ) = trapz (X,Y) ;
21 end
22 CatEPutPreis = CatEPutPreis + f a c t o r .* ( lambda * T) .^ j / f a c t o r i a l ( j ) .* INT ( : , j ) ;
23 end
24
25 % Simulation der Preise
26 % Simulation des zusammengesetzten homogenen Poisson−Prozesses
27 PP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
28
29 for i =1: s imu la t i on s
30 PP( i ) = sum(cumsum(−1/lambda * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) )<T) ; % Poisson−Prozess
31 end
32
33 maxPP = max(PP) ;
34
35 zusPP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
36
37 for j = 1 : s imu la t i on s
38 a = PP( j ) ;
39 for k =1:a
40 zusPP( j ) = zusPP( j ) + l + sigma_L * randn (1 ) ; % zusammengesetzter PP
41 end
42 end
43
44 % Simulation des Aktienpreises
45
46 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
47
48 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
49 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
50
51 for i =1: s t ep s
52 for j = 1 : s imu la t i on s
53 kNormal = lambda / alpha * (1 − exp(−alpha * l + 1/2 * ( sigma_L)^2 * alpha ^2) ) ;
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54 S( i , j ) = i * exp(−alpha * ( zusPP( j ) − kNormal * T) + vektor_r_int ( j ) + sigma_S * vektor_W( j ) −
1/2 * sigma_S^2 * T − rho * sigma_S * sigma_r * 1/kappa * (T − 1/kappa * (1 − exp(−kappa * T
) ) ) − sigma_r^2/kappa^2 * (T−2/kappa * (1−exp(−kappa*T) )+1/(2*kappa )*(1−exp(−2*kappa*T) ) ) ) ;

55 i f zusPP( j ) >= Loss
56 Pr ( i , j ) = max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
57 else
58 Pr ( i , j ) = 0 ;
59 end
60 end
61 Pre i s ( i ) = P * mean(Pr ( i , : ) ) ;
62 end

Gammaverteilte Verluste

1 % Preis der CatEPut Option mit s tochast i scher Zinsrate , konstanter Intensi tät , gammaverteilten Verlusten
und h(y) = alpha * y

2
3 % Bewertungsformel
4
5 CatEPutPreis = zeros ( steps , 1 ) ;
6 INT = zeros ( steps ,N) ;
7 f a c t o r = exp(−lambda * T) ;
8
9
10 for j = 1 :N
11 for i = 1 : s t ep s
12 kGamma = lambda / alpha * (1 − ( l / ( l + alpha * sigma_L^2) ) ^( l ^2 / sigma_L^2) ) ;
13
14 lower_bound = max( j * l − 50 * sqrt ( j ) * sigma_L , Loss ) ; % untere Grenze , b i s zu welcher die

Dichte vernachlässigbar k le in i s t
15 upper_bound = max( j * l + 50 * sqrt ( j ) * sigma_L , Loss + 1) ; % obere Grenze , ab welcher die Dichte

vernachlässigbar k le in i s t
16
17 X = lower_bound : ( upper_bound − lower_bound ) / s t ep s : upper_bound ;
18 Y = FaltungGamma2( j ,X, sigma_L , l ) .* ( s t r i k e * P .* normcdf(−dFkt (X, 1 , i , s t r i k e ,kGamma, alpha , sigmabar ,P

) ,0 ,1 ) − i .* exp(−alpha * (X−kGamma*T) ) .* normcdf(−dFkt (X, 2 , i , s t r i k e ,kGamma, alpha , sigmabar ,P)
,0 ,1 ) ) ;

19
20 INT( i , j ) = trapz (X,Y) ;
21 end
22 CatEPutPreis = CatEPutPreis + f a c t o r .* ( lambda * T) .^ j / f a c t o r i a l ( j ) .* INT ( : , j ) ;
23 end
24
25 % Simulation der Preise
26 % Simulation des zusammengesetzten homogenen Poisson−Prozesses
27 PP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
28
29 for i =1: s imu la t i on s
30 PP( i ) = sum(cumsum(−1/lambda * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) )<T) ; % Poisson−Prozess
31 end
32
33 maxPP = max(PP) ;
34 zusPP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
35
36 for j = 1 : s imu la t i on s
37 a = PP( j ) ;
38 for k =1:a
39 zusPP( j ) = zusPP( j ) + gamrnd ( l ^2/sigma_L^2 ,sigma_L^2/ l , 1 , 1 ) ; % zusammengesetzter PP
40 end
41 end
42
43 % Simulation des Aktienpreises
44
45 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
46 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
47 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
48
49 for i =1: s t ep s
50 for j = 1 : s imu la t i on s
51 kGamma = lambda / alpha * (1 − ( l / ( l + alpha * sigma_L^2) ) ^( l ^2 / sigma_L^2) ) ;
52 S( i , j ) = i * exp(−alpha * ( zusPP( j ) − kGamma * T) + vektor_r_int ( j ) + sigma_S * vektor_W( j ) −

1/2 * sigma_S^2 * T − rho * sigma_S * sigma_r * 1/kappa * (T − 1/kappa * (1 − exp(−kappa * T
) ) ) − sigma_r^2/kappa^2 * (T−2/kappa * (1−exp(−kappa*T) )+1/(2*kappa )*(1−exp(−2*kappa*T) ) ) ) ;

53 i f zusPP( j ) >= Loss
54 Pr ( i , j ) = max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
55 else
56 Pr ( i , j ) = 0 ;
57 end
58 end
59 Pre i s ( i ) = P * mean(Pr ( i , : ) ) ;
60 end
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7.3.2 Modellierung der Verluste mittels eines zusammengesetzten

inhomogenen Poisson-Prozesses

Da ab hier die Intensität als Funktion beziehungsweise später als stochastischer Prozess
modelliert wird, wurde ein eigenes m-�le zum Aufruf dieser Funktion erzeugt.

1 % Prozess für die In tens i tä t des Poisson−Prozesses
2
3 function [ wert ] = lambdaFkt ( t , mu, lam_0 , sigma_lam)
4
5 wert = lam_0 * exp(mu * t − 1/2 * sigma_lam^2 * t + sigma_lam * sqrt ( t ) * randn (1 ) ) ;

Sowohl die Faltung der Normalverteilungsdichte, als auch jene der Gammaverteilung wur-
den in separaten m-�les implementiert und sehen wie folgt aus:

1 % n−fache Faltung der Dichte einer gammaverteilten ZV mit Erwartungswert l
2 % und Varianz sigmaL^2
3 function [ f a l t ] = FaltungGamma ( n , y , sigmaL , l )
4 a = n .* l ^2 . / sigmaL .^2 ;
5 b = l . / sigmaL .^2 ;
6
7 f a l t = exp( a .* log (b) + (a−1) .* log ( y ) − b .* y − gammaln( a ) ) ;

1 % n−fache Faltung der Dichte einer normalvertei l ten ZV mit Erwartungswert
2 % mean und Varianz sigmaL^2
3 function [ f a l t ] = FaltungNormal ( n , y , sigmaL , mean)
4
5 f a l t = 1 / sqrt (2 * pi * n * sigmaL^2) .* exp(−(y − n * mean) .^2 . / ( 2 * n * sigmaL^2) ) ;

Die Funktion d(y), die den Wert angibt, ab welchem die Funktion (K−ST )+ immer positiv
ist, wird mehrmals benötigt und somit in ein eigenes m-�le geschrieben.

1 % Berechnung von d für die Bewertungsformel
2 function [ q ] = d ( y , a , Sd , s t r i k e d , kd , alpha , sbar , bond )
3 global T
4 q=( log (Sd . / ( s t r i k e d .* bond ) )−alpha . * ( y−kd*T)+(−1)^a/2* sbar ^2)/ sbar ;

Konstante Verlusthöhen

1 % Preis der CatEPut Option mit s tochast i scher Zinsrate , determinist ischer
2 % Intensi täts funkt ion , konstanten Verlusthöhen und h(y) = alpha * y
3
4 % Bewertungsformel
5 Loss = t r i g g e r * l ; % Verlustschwel le
6
7 x_lam = 0 : 0 . 0 0 1 :T;
8 y_lam = lambdaFkt (x_lam , mu_lambda , lambda_0 , sigma_lambda ) ;
9 lambda = trapz (x_lam , y_lam)/T ;
10
11 S0_vec = ( 1 : s t ep s ) ;
12 f a c t o r = exp(−lambda*T) ;
13 CatEPutPreis = zeros (1 , s t ep s ) ;
14
15 k_konst = (1−exp(−alpha * l ) ) ;
16
17 for j=t r i g g e r : t r i g g e r+40
18 for i = 1 : s t ep s
19 d = ( log ( i /( s t r i k e .*P) ) − ( alpha .* j .* l−k_konst* lambda*T) − 1/2* sigmabar ^2)/ sigmabar ;
20 CatEPutPreis ( i ) = CatEPutPreis ( i ) + f a c t o r .* ( lambda * T) .^ j / f a c t o r i a l ( j ) . * ( s t r i k e *P.* normcdf(−d , 0 , 1 )

− i *exp(−( alpha * j * l − k_konst* lambda*T) ) .* normcdf(−d−sigmabar , 0 , 1 ) ) ;
21 end
22 end
23
24 % Simulation der Preise
25 % Simulation des inhomogenen Poisson−Prozesses
26 PP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
27 y = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
28 z = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
29
30 lambda_bar = lambda_0 * exp(mu_lambda*T) ;
31
32 for i =1: s imu la t i on s
33 y = cumsum(−1/lambda_bar * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) ) ;
34 for j = 1 : s imu la t i on s
35 u2 = rand (1 ) ;
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36 i f u2 > lambdaFkt (y ( j ) ,mu_lambda , lambda_0 , sigma_lambda ) /lambda_bar
37 z ( j ) = T+1;
38 else
39 z ( j ) = y( j ) ;
40 end
41 end
42
43 PP( i ) = sum( z<T) ; % Poisson−Prozess
44 end
45
46 % Simulation des Aktienpreises
47
48 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
49
50 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
51 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
52
53 for i =1: s t ep s
54 for j = 1 : s imu la t i on s
55 S( i , j ) = i * exp(−( alpha * l * PP( j ) − k_konst * lambda * T) + vektor_r_int ( j ) + sigma_S *

vektor_W( j ) − 1/2 * sigma_S^2 * T − rho * sigma_S * sigma_r * 1/kappa * (T − 1/kappa * (1 −
exp(−kappa * T) ) ) − sigma_r^2/kappa^2 * (T−2/kappa * (1−exp(−kappa*T) )+1/(2*kappa )*(1−exp
(−2*kappa*T) ) ) ) ;

56 i f PP( j ) >= t r i g g e r
57 Pr ( i , j ) = max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
58 else
59 Pr ( i , j ) = 0 ;
60 end
61 end
62 Pre i s ( i ) = P * mean(Pr ( i , : ) ) ;
63 end

Normalverteilte Verluste

1 % Preis der CatEPut Option mit s tochast i scher Zinsrate , determinist ischer Intensi täts funkt ion ,
normalvertei l ten Verlusten und h(y) = alpha * y

2
3 % Bewertungsformel
4 CatEPutPreis = zeros ( steps , 1 ) ;
5 INT = zeros ( steps ,N) ;
6 x_lam = 0 : 0 . 0 0 1 :T;
7 y_lam = lambdaFkt (x_lam , mu_lambda , lambda_0 , sigma_lambda ) ;
8 lambda = trapz (x_lam , y_lam)/T ;
9 f a c t o r = exp(−lambda*T) ;
10
11
12 for j = 1 :N
13 for i = 1 : s t ep s
14 kNormal = lambda / alpha * (1 − exp(−alpha * l + 1/2 * ( sigma_L)^2 * alpha ^2) ) ;
15
16 lower_bound = max( j * l − 50 * sqrt ( j ) * sigma_L , Loss ) ; % untere Grenze , b i s zu welcher die

Dichte vernachlässigbar k le in i s t
17 upper_bound = max( j * l + 50 * sqrt ( j ) * sigma_L , Loss + 1) ; % obere Grenze , ab welcher die Dichte

vernachlässigbar k le in i s t
18
19 X = lower_bound : ( upper_bound − lower_bound ) / s t ep s : upper_bound ;
20 Y = FaltungNormal ( j ,X, sigma_L , l ) .* ( s t r i k e * P .* normcdf(−dFkt (X, 1 , i , s t r i k e , kNormal , alpha ,

sigmabar ,P) ,0 ,1 ) − i .* exp(−alpha * (X−kNormal*T) ) .* normcdf(−dFkt (X, 2 , i , s t r i k e ,
kNormal , alpha , sigmabar ,P) ,0 ,1 ) ) ;

21
22 INT( i , j ) = trapz (X,Y) ;
23 end
24 CatEPutPreis = CatEPutPreis + f a c t o r .* ( lambda * T) .^ j / f a c t o r i a l ( j ) .* INT ( : , j ) ;
25 end
26
27 % Simulation der Preise
28 % Simulation des zusammengesetzten inhomogenen Poisson−Prozesses
29 PP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
30 y = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
31 z = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
32
33 lambda_bar = lambda_0 * exp(mu_lambda*T) ;
34
35 for i =1: s imu la t i on s
36 y = cumsum(−1/lambda_bar * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) ) ;
37 for j = 1 : s imu la t i on s
38 u2 = rand (1 ) ;
39 i f u2 > lambdaFkt (y ( j ) ,mu_lambda , lambda_0 , sigma_lambda ) /lambda_bar
40 z ( j ) = T+1;
41 else
42 z ( j ) = y( j ) ;
43 end
44 end
45
46 PP( i ) = sum( z<T) ; % Poisson−Prozess
47 end
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48 maxPP = max(PP) ;
49
50
51 zusPP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
52
53 for j = 1 : s imu la t i on s
54 a = PP( j ) ;
55 for k =1:a
56 zusPP( j ) = zusPP( j ) + l + sigma_L * randn (1 ) ; % zusammengesetzter PP
57 end
58 end
59
60 % Simulation des Aktienpreises
61
62 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
63
64 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
65 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
66
67 for i =1: s t ep s
68 for j = 1 : s imu la t i on s
69 kNormal = lambda / alpha * (1 − exp(−alpha * l + 1/2 * ( sigma_L)^2 * alpha ^2) ) ;
70 S( i , j ) = i * exp(−alpha * ( zusPP( j ) − kNormal * T) + vektor_r_int ( j ) + sigma_S * vektor_W( j ) −

1/2 * sigma_S^2 * T − rho * sigma_S * sigma_r * 1/kappa * (T − 1/kappa * (1 − exp(−kappa * T
) ) ) − sigma_r^2/kappa^2 * (T−2/kappa * (1−exp(−kappa*T) )+1/(2*kappa )*(1−exp(−2*kappa*T) ) ) ) ;

71 i f zusPP( j ) >= Loss
72 Pr ( i , j ) = max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
73 else
74 Pr ( i , j ) = 0 ;
75 end
76 end
77 Pre i s ( i ) = P * mean(Pr ( i , : ) ) ;
78 end

Gammaverteilte Verluste

1 % Preis der CatEPut Option mit s tochast i scher Zinsrate , determinist ischer
2 % Intensi täts funkt ion , gammaverteilten Verlusten und h(y) = alpha * y
3
4 % Bewertungsformel
5
6 CatEPutPreis = zeros ( steps , 1 ) ;
7 INT = zeros ( steps ,N) ;
8 x_lam = 0 : 0 . 0 0 1 :T;
9 y_lam = lambdaFkt (x_lam , mu_lambda , lambda_0 , sigma_lambda ) ;
10 lambda = trapz (x_lam , y_lam)/T ;
11 f a c t o r = exp(−lambda*T) ;
12 S0_vec = ( 1 : s t ep s ) ;
13
14 for j = 1 :N
15 for i = 1 : s t ep s
16 kGamma = lambda / alpha * (1 − ( l / ( l + alpha * sigma_L^2) ) ^( l ^2 / sigma_L^2) ) ;
17
18 lower_bound = max( j * l − 50 * sqrt ( j ) * sigma_L , Loss ) ; % untere Grenze , b i s zu welcher die

Dichte vernachlässigbar k le in i s t
19 upper_bound = max( j * l + 50 * sqrt ( j ) * sigma_L , Loss + 1) ; % obere Grenze , ab welcher die Dichte

vernachlässigbar k le in i s t
20
21 X = lower_bound : ( upper_bound − lower_bound ) / s t ep s : upper_bound ;
22 Y = FaltungGamma2( j ,X, sigma_L , l ) .* ( s t r i k e * P .* normcdf(−dFkt (X, 1 , i , s t r i k e ,kGamma, alpha , sigmabar ,

P) ,0 ,1 ) − i .* exp(−alpha * (X−kGamma*T) ) .* normcdf(−dFkt (X, 2 , i , s t r i k e ,kGamma, alpha , sigmabar ,P)
,0 ,1 ) ) ;

23
24 INT( i , j ) = trapz (X,Y) ;
25 end
26 CatEPutPreis = CatEPutPreis + f a c t o r .* ( lambda * T) .^ j / f a c t o r i a l ( j ) .* INT ( : , j ) ;
27 end
28
29 % Simulation der Preise
30 % Simulation des zusammengesetzten inhomogenen Poisson−Prozesses
31 PP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
32 y = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
33 z = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
34
35 lambda_bar = lambda_0 * exp(mu_lambda*T) ;
36
37 for i =1: s imu la t i on s
38 y = cumsum(−1/lambda_bar * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) ) ;
39 for j = 1 : s imu la t i on s
40 u2 = rand (1 ) ;
41 i f u2 > lambdaFkt (y ( j ) ,mu_lambda , lambda_0 , sigma_lambda ) /lambda_bar
42 z ( j ) = T+1;
43 else
44 z ( j ) = y( j ) ;
45 end
46 end
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47
48 PP( i ) = sum( z<T) ; % Poisson−Prozess
49 end
50 maxPP = max(PP) ;
51 l i = zeros (1 ,maxPP) ;
52 zusPP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
53
54 for j = 1 : s imu la t i on s
55 a = PP( j ) ;
56 for k =1:a
57 zusPP( j ) = zusPP( j ) + gamrnd ( l ^2/sigma_L^2 ,sigma_L^2/ l , 1 , 1 ) ; % zusammengesetzter PP
58 end
59 end
60
61 % Simulation des Aktienpreises
62
63 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
64
65 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
66 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
67
68 for i =1: s t ep s
69 for j = 1 : s imu la t i on s
70 kGamma = lambda / alpha * (1 − ( l / ( l + alpha * sigma_L^2) ) ^( l ^2 / sigma_L^2) ) ;
71 S( i , j ) = i * exp(−alpha * ( zusPP( j ) − kGamma * T) + vektor_r_int ( j ) + sigma_S * vektor_W( j ) −

1/2 * sigma_S^2 * T − rho * sigma_S * sigma_r * 1/kappa * (T − 1/kappa * (1 − exp(−kappa * T
) ) ) − sigma_r^2/kappa^2 * (T−2/kappa * (1−exp(−kappa*T) )+1/(2*kappa )*(1−exp(−2*kappa*T) ) ) ) ;

72 i f zusPP( j ) >= Loss
73 Pr ( i , j ) = max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
74 else
75 Pr ( i , j ) = 0 ;
76 end
77 end
78 Pre i s ( i ) = P * mean(Pr ( i , : ) ) ;
79 end

7.3.3 Modellierung der Verluste mittels eines zusammengesetzten

doppelt stochastischen Poisson-Prozesses

konstante Verlusthöhen

1 % Preis der CatEPut Option mit s tochast i scher Zinsrate , s tochast i scher
2 % Intensi tät , konstanten Verlusthöhen und h(y) = alpha * y
3
4 % Simulation der Preise
5 % Simulation des zusammengesetzten doppelt stochast ischen Poisson−Prozesses
6 dsPP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
7 lambda_int = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
8 lambda_rea l i sat ion = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
9
10 for k = 1 : s imu la t i on s
11
12 PP = 0 ;
13 y = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
14 z = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
15
16 sim_vec = ( 1 : s imu la t i on s ) * (T+1) / s imu la t i on s ;
17 lambda_rea l i sat ion = lambda_0 * exp(mu_lambda * sim_vec − 1/2 * sigma_lambda^2 * sim_vec + sigma_lambda

* sqrt ( sim_vec ) .* randn (1 , s imu la t i on s ) ) ;
18
19 lambda_bar = max( lambda_rea l i sat ion ) ;
20
21 for i =1: s imu la t i on s
22 y = cumsum(round(−1/lambda_bar * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) * s imu la t i on s ) / s imu la t i on s ) ;
23 u2 = rand (1 , s imu la t i on s ) ;
24 for j = 1 : s imu la t i on s
25 i f ( y ( j ) > 0 & u2 ( j ) > lambda_rea l i sat ion ( ce i l ( y ( j ) * s imu la t i on s / (T+1) ) ) /lambda_bar ) | ( y ( j ) ==

0 & u2 ( j ) > lambda_0/lambda_bar )
26 y ( j ) = T;
27 end
28 end
29 end
30 PP = PP + sum(y<T) ; % doppelt s tochast i scher Poisson−Prozess
31 end
32 dsPP(k ) = ce i l (PP / s imu la t i on s ) ;
33 lambda_int = lambda_int + lambda_rea l i sat ion / s imu la t i on s ;
34 end
35
36 x_lam = 1 : s imu la t i on s /(T+1) * T ;
37 x = (T+1)/ s imu la t i on s : (T+1)/ s imu la t i on s : T;
38 lambda = trapz (x , lambda_int (x_lam) ) /T
39 % Simulation des Aktienpreises
40 Loss = 1 ; % zum Ausüben der Option er forder l i che Anzahl der Schäden
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41
42 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
43 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
44 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
45
46 for i =1: s t ep s
47 for j = 1 : s imu la t i on s
48 k_konst = (1−exp(−alpha * l ) ) ;
49 S( i , j ) = i * exp(−alpha * (dsPP( j ) − k_konst * T) + vektor_r_int ( j ) + sigma_S * vektor_W( j ) −

1/2 * sigma_S^2 * T − rho * sigma_S * sigma_r * 1/kappa * (T − 1/kappa * (1 − exp(−kappa * T
) ) ) − sigma_r^2/kappa^2 * (T−2/kappa * (1−exp(−kappa*T) )+1/(2*kappa )*(1−exp(−2*kappa*T) ) ) ) ;

50 i f dsPP( j ) >= Loss
51 Pr ( i , j ) = max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
52 else
53 Pr ( i , j ) = 0 ;
54 end
55 end
56 Pre i s ( i ) = P * mean(Pr ( i , : ) ) ;
57 end

Normalverteilte Verluste

1 % Preis der CatEPut Option mit s tochast i scher Zinsrate , s tochast i scher
2 % Intensi tät , normalvertei l ten Verlusten und h(y) = alpha * y
3
4 sigma_lambda = 0 . 4 ; % Voa l t i l i t ä t des Intens i tä t sprozesses
5
6 % Simulation der Preise
7 % Simulation des zusammengesetzten doppelt stochast ischen Poisson−Prozesses
8 dsPP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
9 lambda_int = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
10 lambda_rea l i sat ion = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
11 lambda_hilf = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
12
13 for k = 1 : s imu la t i on s
14
15 PP = 0 ;
16 y = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
17 z = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
18
19 sim_vec = ( 1 : s imu la t i on s ) * (T+1) / s imu la t i on s ;
20 lambda_rea l i sat ion = lambda_0 * exp(mu_lambda * sim_vec − 1/2 * sigma_lambda^2 * sim_vec + sigma_lambda

* sqrt ( sim_vec ) .* randn (1 , s imu la t i on s ) ) ;
21
22 lambda_bar = max( lambda_rea l i sat ion ) ;
23
24 for i =1: s imu la t i on s
25 y = cumsum(round(−1/lambda_bar * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) * s imu la t i on s ) / s imu la t i on s ) ;
26 u2 = rand (1 , s imu la t i on s ) ;
27 for j = 1 : s imu la t i on s
28 i f ( y ( j ) > 0 & u2 ( j ) > lambda_rea l i sat ion ( ce i l ( y ( j ) * s imu la t i on s / (T+1) ) ) /lambda_bar ) | ( y ( j ) ==

0 & u2 ( j ) > lambda_0/lambda_bar )
29 y ( j ) = T;
30 end
31 end
32 end
33 PP = PP + sum(y<T) ; % doppelt s tochast i scher Poisson−Prozess
34 end
35 dsPP(k ) = ce i l (PP / s imu la t i on s ) ;
36 lambda_int = lambda_int + lambda_rea l i sat ion / s imu la t i on s ;
37 end
38
39 x_lam = 1 : s imu la t i on s /(T+1) * T ;
40 x = (T+1)/ s imu la t i on s : (T+1)/ s imu la t i on s : T;
41 lambda = trapz (x , lambda_int (x_lam) ) /T
42 maxPP = max(dsPP) ;
43
44
45 l i = zeros (1 ,maxPP) ;
46 zusPP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
47
48 for j = 1 : s imu la t i on s
49 a = PP( j ) ;
50 for k =1:a
51 l i ( k ) = l + sqrt ( sigma_L) * randn (1 ) ;
52 zusPP( j ) = zusPP( j ) + l i ( k ) ; % zusammengesetzter PP
53 end
54 end
55
56
57 %Simulation des Aktienpreises
58 x_lam = 1 : s imu la t i on s * T / (T+1) ;
59 for i = 1 : s imu la t i on s * T / (T+1)
60 y_lam( i ) = lambda ( i ) ;
61 end
62 lambda = trapz (x_lam , y_lam) ;
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63 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
64
65 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
66 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
67
68 for i =1: s t ep s
69 for j = 1 : s imu la t i on s
70 kNormal = lambda / alpha * (1 − exp(−alpha * l + 1/2 * ( sigma_L)^2 * alpha ^2) ) ;
71
72 S( i , j ) = i * exp(−alpha * ( zusPP( j ) − kNormal ) + vektor_r_int ( j ) + sigma_S * vektor_W( j ) − 1/2 *

sigma_S^2 * T − rho * sigma_S * sigma_r * 1/kappa * (T − 1/kappa * (1 − exp(−kappa * T) ) ) )
;

73 i f zusPP( j ) >= Loss
74 Pr ( i , j ) = max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
75 else
76 Pr ( i , j ) = 0 ;
77 end
78 end
79 Pre i s ( i ) = P * mean(Pr ( i , : ) ) ;
80 end

Gammaverteilte Verluste

1 % Preis der CatEPut Option mit s tochast i scher Zinsrate , s tochast i scher
2 % Intensi tät , gammaverteilten Verlusten und h(y) = alpha * y
3
4 sigma_lambda = 0 . 4 ; % Voa l t i l i t ä t des Intens i tä t sprozesses
5
6 % Simulation der Preise
7 % Simulation des zusammengesetzten doppelt stochast ischen Poisson−Prozesses
8 dsPP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
9 lambda_int = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
10 lambda_rea l i sat ion = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
11 lambda_hilf = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
12
13 for k = 1 : s imu la t i on s
14
15 PP = 0 ;
16 y = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
17 z = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
18
19 sim_vec = ( 1 : s imu la t i on s ) * (T+1) / s imu la t i on s ;
20 lambda_rea l i sat ion = lambda_0 * exp(mu_lambda * sim_vec − 1/2 * sigma_lambda^2 * sim_vec + sigma_lambda

* sqrt ( sim_vec ) .* randn (1 , s imu la t i on s ) ) ;
21
22 lambda_bar = max( lambda_rea l i sat ion ) ;
23
24 for i =1: s imu la t i on s
25 y = cumsum(round(−1/lambda_bar * log (rand (1 , s imu la t i on s ) ) * s imu la t i on s ) / s imu la t i on s ) ;
26 u2 = rand (1 , s imu la t i on s ) ;
27 for j = 1 : s imu la t i on s
28 i f ( y ( j ) > 0 & u2 ( j ) > lambda_rea l i sat ion ( ce i l ( y ( j ) * s imu la t i on s / (T+1) ) ) /lambda_bar ) | ( y ( j ) ==

0 & u2 ( j ) > lambda_0/lambda_bar )
29 y ( j ) = T;
30 end
31 end
32 end
33 PP = PP + sum(y<T) ; % doppelt s tochast i scher Poisson−Prozess
34 end
35 dsPP(k ) = ce i l (PP / s imu la t i on s ) ;
36 lambda_int = lambda_int + lambda_rea l i sat ion / s imu la t i on s ;
37 end
38
39 x_lam = 1 : s imu la t i on s /(T+1) * T ;
40 x = (T+1)/ s imu la t i on s : (T+1)/ s imu la t i on s : T;
41 lambda = trapz (x , lambda_int (x_lam) ) /T
42 maxPP = max(dsPP) ;
43
44 l i = zeros (1 ,maxPP) ;
45 zusPP = zeros (1 , s imu la t i on s ) ;
46
47 for j = 1 : s imu la t i on s
48 a = dsPP( j ) ;
49 for k =1:a
50 l i ( k ) = gamrnd ( l ^2/sigma_L^2 ,sigma_L^2/ l , 1 , 1 ) ;
51 zusPP( j ) = zusPP( j ) + l i ( k ) ; % zusammengesetzter PP
52 end
53 end
54
55 % Simulation des Aktienpreises
56
57 S = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
58
59 Pre i s = zeros (1 , s t ep s ) ;
60 Pr = zeros ( steps , s imu la t i on s ) ;
61
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62 for i =1: s t ep s
63 for j = 1 : s imu la t i on s
64 kGamma = lambda / alpha * (1 − ( l / ( l + alpha * sigma_L^2) ) ^( l ^2 / sigma_L^2) ) ;
65 S( i , j ) = i * exp(−alpha * ( zusPP( j ) − kGamma * T) + vektor_r_int ( j ) + sigma_S * vektor_W( j ) −

1/2 * sigma_S^2 * T − rho * sigma_S * sigma_r * 1/kappa * (T − 1/kappa * (1 − exp(−kappa * T
) ) ) − sigma_r^2/kappa^2 * (T−2/kappa * (1−exp(−kappa*T) )+1/(2*kappa )*(1−exp(−2*kappa*T) ) ) ) ;

66 i f zusPP( j ) >= Loss
67 Pr ( i , j ) = max( ( s t r i k e − S( i , j ) ) ,0 ) ;
68 else
69 Pr ( i , j ) = 0 ;
70 end
71 end
72 Pre i s ( i ) = P * mean(Pr ( i , : ) ) ;
73 end
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