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Kapitel 1

Solvency 11

Als Hauptquelle fiir den Inhalt des ersten Kapitels wurden insbesondere die
von der EU ausgehende Richtlinie 2009/138/EG [17] und die von CEIOPY]
erarbeiteten QIS5 Technical Specifications [6] verwendet. Als weiterfithrende
Literatur dienten die Biicher [3], [8], [18] und [23].

1.1 Einleitung

Solvency II bezeichnet ein Projekt der europidischen Kommission, welches
den europdischen Versicherern umfangreiche Solvabilitdtsvorschriften aufer-
legt. Solvabilitdt bzw. Solvenz bezeichnet die Fahigkeit eines Unternehmens
seinen finanziellen Pflichten nachzukommen. Dazu braucht das Unternehmen
geniigend hohes Solvabilitiats- bzw. Eigenkapital. Die seit 1. Janner 2004 gel-
tenden unter Solvency I bekannten Vorschriften werden dabei tiefgreifend
iiberarbeitet.

Mit dieser Reform wird fiir alle EU Mitgliedsstaaten eine gemeinsame Sol-
vabilitats- bzw. Rechtsgrundlage angestrebt, um die Ausiibung des Versiche-
rungsgeschiifts im gesamten Binnenmarkt zu ermoglichen bzw. transparenter
zu gestalten.

Die derzeit geltenden statischen Solvabilitdtsvorschriften, welche grofsteils auf
Schaden- bzw. Pramienvolumen basieren, werden durch ein umfassendes ri-
sikobasiertes System ersetzt. Ziel ist es die Risiken eines Unternehmens zu
identifizieren, quantifizieren und daraus die Hohe des Eigenkapitals zu be-
stimmen. Das berechnete Eigenkapital soll einen ungiinstigen Verlauf der auf

!Committee of European Insurance and Occupational Pensions Supervisors - ein un-
abhéngiger Ausschuss fiir das Versicherungswesen und die betriebliche Altersversorgung.
Die Funktion von CEIOPS wird seit dem 1. Januar 2011 von EIOPC (European Insurance
and Pensions Committee - Européischer Ausschuss fiir das Versicherungswesen und die
betriebliche Altersversorgung) iibernommen



das Unternehmen einwirkenden Risiken bzw. extreme Ereignisse decken. Jene
Unternehmen, die im Zuge ihrer Geschéftstéitigkeit grofsere Risiken eingehen,
miissen ein entsprechend hoheres Eigenkapital bereitstellen.

Im Vordergrund von Solvency II steht das Anliegen den Versicherungsneh-
mer und Anspruchsberechtigten einen angemessenen Schutz zu bieten. Des
Weiteren wird die Schaffung eines stabilen und fairen Versicherungsmarktes
angestrebt.

1.2 Umsetzung von Solvency 11

Die Umsetzung von Solvency II erfolgt mit Hilfe des sogenannten Lamfalussy-
Verfahrens. Dieses dient der Beschleunigung und Vereinfachung des EU-
Gesetzgebungsprozesses. Das Lamfalussy-Verfahren setzt sich aus folgenden
vier Stufen zusammen:

Im Zuge der ersten Stufe entstand eine von der EU entlassene Rahmenrichtli-
nie (|[I7]), welche die rechtlichen Vorschriften zu Solvency II regelt. Sie enthélt
die grundsétzlichen Prinzipien und Normen. Geméf aktuellem Zeitplan muss
die Richtlinie bis zum 01.01.2014 in nationales Recht umgesetzt werden.
Auf Basis der Rahmenrichtlinie wurden in Form der zweiten Stufe die tech-
nischen Details erarbeitet, die detaillierter auf die technische Umsetzung der
Richtlinie eingehen.

In der dritten Stufe wurden von EIOPAE] Empfehlungen, Richtlinien und
Standards fiir die in Stufe zwei vorgegebenen Durchfiihrungsbestimmungen
erarbeitet. Ziel ist es hierbei fiir eine konsistente Durchsetzung auf européi-
scher Ebene zu sorgen. Die entstehenden Leitlinien sind als solche rechtlich
nicht bindend, doch die Aufsichtsbehorden sind verpflichtet, alle erforderli-
chen Anstrengungen zu unternehmen um diesen Leitlinien nachzukommen.
Stufe vier regelt die Aufsicht bzgl. Umsetzung in den Mitgliedsstaaten.

Im Laufe der Jahre wurden Feldstudien (QIS(quantitative impact studies)-
Studien) zusammen mit sogenannten Technical Specifications (die aktuell-
ste Ausgabe ist [6]) ausgesandt und kontinuierlich {iberarbeitet. Das Ziel
der Feldstudien war es, die Angemessenheit der in den Technical Specifica-
tions vorgeschlagenen Berechnungsmethoden zu testen, die Praktikabilitit
zu iiberpriifen und aufbauend auf den Ergebnissen Adaptierungen vorzuneh-
men. Die Versicherungsunternehmen haben durch die Teilnahme an den Stu-
dien die Moglichkeit sich auf die endgiiltige Umsetzung vorzubereiten. Dabei
konnen die dazu notigen Umstellungen und Aufwendungen im Unternehmen

2European Insurance and Occupational Pensions Authority - Européische Aufsichtsbe-
horde fiir das Versicherungswesen und die betriebliche Altersversorgung



getestet werden. Im Jahr 2010 wurde die letzte von insgesamt sechs (fiinf
internationale und eine nationale) Studien durchgefiihrt.

1.3 Grundlagen

Die Grundstruktur von Solvency II entspricht in etwa dem 3-Saulen-Ansatz
unter Basel IIP] Im Gegensatz zur Bankenbranche steht bei Solvency II das
ganzheitliche Risikoprofil und nicht die Einzelrisiken im Vordergrund. Die
Grundelemente teilen sich in folgende Bereiche:

Gesamtsolvabilitat

Séule 1 Séule 2 Séule 3
- versicherungstechnische - interne Kontrolle und - Offenlegungspflichten
Rickstellungen Risikomanagement
- Empfehlungen fur
- Kapitalanlagegrundsétze - aufsichtsrechtliche Darstellung und
Uberpriifungsverfahren Transparenz
- Eigenkapitalbestimmungen|
- SCR - aufsichtsrechtliche - Stéarkung der
- MCR Befugnisse und Marktdisziplin
MaRnahmen
quantitative Anforderungen qualitative Anforderungen Offenlegungspflichten

Abbildung 1.1: Die 3-Séulen-Struktur von Solvency II

e Siule 1

Die erste Saule widmet sich den quantitativen Fragestellungen aus Sol-
vency II. Sie enthilt das Regulativ zur marktnahen Bewertung von
Aktiva und Passiva, versicherungstechnischen Riickstellungen und den
tatsdchlich vorhandenen Eigenmitteln. Weiters wird die Berechnung des
SCR (solvency capital requirement) und des MCR (minimum capital re-
quirement) detailliert angefiihrt. Das MCR stellt die minimale Hohe des
Eigenkapitals dar, deren Unterschreitung ein nicht mehr annehmbares
Risiko fiir Versicherungsnehmer zur Folge hat und aufsichtsrechtliche
Maftnahmen, wie beispielsweise den Entzug der Konzession, mit sich
bringt. Das SCR bezeichnet das Zielsolvenzkapital, welches als ange-
messene Sicherheit fiir Versicherungsnehmer, die Zahlungsverpflichtun-
gen bei einer sehr ungiinstigen Entwicklung der Risiken gewidhrleisten
soll.

3Gesamtheit der Solvabilititsvorschriften im Bereich des Bankenwesens



e Siule 2

Die zweite Séule beschreibt die qualitativen Anforderungen an die Ver-
sicherungsunternehmen. Eine EU-weite Harmonisierung der aufsichts-
rechtlichen Uberpriifungsverfahren steht hierbei im Vordergrund. Unter
anderem muss der Versicherer das Vorhandensein einer Geschéfts- und
Risikostrategie, einer addquaten Aufbau- und Ablauforganisation und
eines internen Steuerungs- und Kontrollsystems gewéhrleisten; bspw.
in Form einer angemessenen (Qualifikation der Vorstinde. Zudem muss
eine interne Revision und ein Notfallplan vorhanden sein.

e Siule 3

Zusatzlich zur Quantifizierung des Solvenzkapitals und anschliefsen-
der Sicherstellung eines angemessenen Risikomanagements ist schliefs-
lich eine entsprechende Berichterstattung des Unternehmens notwen-
dig. Die Anforderungen dazu werden in Sdule 3 geregelt. Dazu gehoren
Offenlegungs- und Transparenzvorschriften. Ziel ist es den Aufsichts-
behorden und Versicherungsnehmern ein umfassendes Bild der Risiken
des Versicherers zu vermitteln und die Marktdisziplin zu stérken.

1.4 SCR

1.4.1 Grundstruktur
Laut [17] gilt fir die Hohe der Eigenkapitals (SCR):

7 ...die Solvenzkapitalanforderung sollte bei dem Gkonomi-
schen Kapital angesetzt werden, das Versicherungs- und Riickver-
sicherungsunternehmen halten miissen, um sicherzustellen, dass
es hochstens in einem von 200 Fallen zur Insolvenz kommen kann
oder diese Unternehmen mit einer Wahrscheinlichkeit von 99, 5%
in den kommenden zwolf Monaten weiterhin in der Lage sein wer-
den, ihren Verpflichtungen gegeniiber den Versicherungsnehmern
und Begiinstigten nachzukommen. ”

Als dazu nétiges Risikomaf wird der VaR (Value at Risk; siehe Definition
2.4.1) vorgegeben.

Fiir die Berechnung des SCR ist eine von der EIOPA erarbeitete Standard-
formel (siehe [I7]) vorgesehen.

10



1.4.2 Standardformel

Die Standardformel umfasst alle wesentlichen Risiken des Unternehmens und
teilt sie in einzelne (Risiko-)Module bzw. Submodule ein. Pro Risikomodul 4
wird ein eigenes SCR; berechnet. Das gesamte SCR des Unternehmens setzt
sich schlieflich aus den einzelnen SCR;s zusammen.

Der Hauptbestandteil des SCR ist das BSCR (Basissolvenzkapital). Das
BSCR bildet gemeinsam mit den Grofsen Adjﬁ und SCR(,‘E] das gesamtheitli-
che SCR. Das BSCR gliedert sich wiederum in folgende Bereiche:

e Lebensversicherungstechnisches Risikomodul (Kapitalerfordernis SCRy),

Nichtlebensversicherungstechn. Risikomodul (Kapitalerfordernis SCRy),

Krankenversicherungstechn. Risikomodul (Kapitalerfordernis SCRj),

Marktrisikomodul (Kapitalerfordernis SCRy),
e Ausfallsrisikomodul (Kapitalerfordernis SCRj),
e Immaterielle Vermogenswerte Risikomodul (Kapitalerfordernis SCRg).

Diese teilen sich abermals in mehrere Submodule auf. Der genauere Aufbau
ist in Abbildung [I.2] dargestellt.

Fiir jedes Untermodul muss ein bestimmtes Kapitalerfordernis berechnet wer-
den. Das BSCR wird schliefslich folgendermafen bestimmt:

BSCR = | »  Korr;;-SCR;-SCR;.

1<i,j<6

Beim Aggregieren der Untermodule werden vordefinierte Korrelationen Korr; ;
verwendet. Da die Korrelationen mit Ausnahme von Korr; ;, wobeil <1 <6,
allesamt kleiner als eins sind, entsteht ein Diversifikationseffektf| Es gilt:

\/ > Korr;;-SCR;-SCR; < | > SCR;-SCR; = > SCR;.

1<i,5<6 1<i,5<6 1<i<6

* Anpassung fiir den risikoabsorbierenden Effekt der versicherungstechnischen Riickstel-
lungen und latenten Steuern

5Kapitalerfordernis fiir das operationelle Risiko

5Diversifikation bezeichnet jenen Effekt, der dazu fiihrt, dass die Aggregation von meh-
reren Risikogrofsen zu einem Risiko fiihrt, welches kleiner ist als die Summe der einzelnen
Risiken.

11



I I I
|Anpassungen | | Basis SCR | operationelles
I Risiko

Kranken- Ausfalls Lebens- Nicht-lebens- Immaterielle
Markt versicherungs- Risikomodul versicherungs- versicherungs- Vermégenswerte
Risikomodul technisches technisches technisches Risikomodul
Risikomodul Risikomodul Risikomodul
—
I | 1
—| Zinséinderung Kranken nach Kranken nicht Sterblichkeit |— | Prémien und
Art der Lebens- nach Art der Riickstellungen
—l Aktien Versicherung Lebensversicherung | Lar igkei |—
I [ Katastrophen
Invaliditat-
Sterblichkeit I— Pramien und IMorbiditat Storno
Ruckstellungen
—| Spread —
Langlebigkeit |— Storno l—
Storno
—| Wechselkurs —
Invaliditat- Kosten |—
- /Morbiditat
Konzentration
B
Storno
—l llliquiditat
Katastrophen
Kosten |—

Abbildung 1.2: Standardformel

Neben dem SCR wird auch das MCR[| bestimmt, welches die unterste Schwel-
le des Eigenkapitalbedarfs darstellt. Die Hohe des MCR entspricht dem VaR
der Basiseigenmittel zu einem Konfidenzniveau von 85% iiber ein Jahr. Die
zulissige Hohe des MCR muss zumindest 25%, darf aber maximal 45% der
Hoéhe des SCR betragen. Die genaueren Vorgehensweisen bei der Berechnung
des Kapitalerfordernisses in den einzelnen Modulen sind in den QIS 5 Tech-
nical Specifications [6] zu finden.

Der Fokus dieser Diplomarbeit richtet sich auf das Modul der Nichtlebens-
versicherung.

Dieses Modul setzt sich aus den folgenden Risiken zusammen (Definition
laut Solvency II Rahmenrichtlinie [17]):

e Pramienrisiko:

” Risiko eines Verlustes oder einer nachteiligen Verénde-
rung des Werts der Versicherungsverbindlichkeiten, das sich
aus Schwankungen in Bezug auf das Eintreten, die Haufig-
keit und die Schwere der versicherten Ereignisse und in Bezug
auf das Eintreten und den Betrag der Schadenabwicklung er-
gibt.”

"Minimum Capital Requirement - minimales Kapitalerfordernis

12



e Reserverisiko:

” Risiko eines Verlustes oder einer nachteiligen Verdnde-
rung des Werts der Versicherungsverbindlichkeiten, das sich
aus Schwankungen in Bezug auf das Eintreten, die Héufig-
keit und die Schwere der versicherten Ereignisse und in Bezug
auf das Eintreten und den Betrag der Schadenabwicklung er-
gibt.”

e Naturkatastrophenrisiko:

” Risiko eines Verlustes oder einer nachteiligen Verdnde-
rung des Werts der Versicherungsverbindlichkeiten, das sich
aus einer signifikanten Ungewissheit in Bezug auf die Preis-
festlegung und die Annahmen bei der Riickstellungsbildung
fiir extreme oder aukergewohnliche Ereignisse ergibt.”

1.4.3 Interner Ansatz

Im Allgemeinen ist ein Versicherungsunternehmen nicht dazu verpflichtet sich
an den Standardansatz zu halten. Die Versicherungsunternehmen kénnen in-
terne Modelle fiir die Berechnung von einem oder mehreren Risikomodulen
oder Untermodulen verwenden.

Interne Modelle bediirfen einer Genehmigung der Aufsicht. Die dazu nétigen
Anforderungen beziehen sich auf die statistischen Qualitatsstandards, Kali-
brierungsstandards, Zuordnung von Gewinnen und Verlusten, Validierungs-
und Dokumentationsstandards. Genauere Details sind in [I7] zu finden.

Der Vorteil eines internen Modells ist, dass eine hohere Risikosensibilitit
erreicht werden kann, falls das Risikoprofil des betreffenden Versicherungs-
unternehmen wesentlich von den der Berechnung mit der Standardformel
zugrunde liegenden Annahmen abweicht (vgl. mit Artikel 119 in [17] ).

13



1.5 Versicherungstechnische Riickstellungen un-
ter Solvency II

1.5.1 Allgemeines

Zweck der versicherungstechnischen Riickstellungen ist es, die dauernde Er-
fiillbarkeit der Verpflichtungen aus den Versicherungsvertrigen gewéhrleisten
zu konnen. Was die Bewertung von versicherungstechnischen Riickstellungen
betrifft, so ergibt sich aus [17] folgende Vorgabe:

7 Der Wert der versicherungstechnischen Riickstellungen soll-
te daher dem Betrag entsprechen, den das Versicherungs- oder
Riickversicherungsunternehmen zahlen miisste, wenn es seine ver-
traglichen Rechte und Pflichten unverziiglich an ein anderes Un-
ternehmen iibertragen wiirde. Somit sollte der Wert der versiche-
rungstechnischen Riickstellungen dem Betrag entsprechen, den
ein anderes Versicherungs- oder Riickversicherungsunternehmen
(Referenzunternehmen) erwartungsgeméf bendtigen wiirde, um
die zugrunde liegenden Versicherungs- und Riickversicherungs-
verpflichtungen zu iibernehmen und zu erfiillen. ”

Gleichzeitig wird eine Marktkonformitit gefordert und eine Konsistenz mit
den internationalen Entwicklungen im Rechnungslegungs- und Aufsichtswe-
sen (vgl. IFRSED. Bilanziert werden die Riickstellungen schlieflich mit dem
Fair Value bzw. Zeitwert.

In der Regel entspricht der Fair Value dem Marktpreis der Verpflichtungen
aus dem Versicherungsvertrag. Da Versicherungsvertrige am Markt im All-
gemeinen nicht handelbar sind und Marktpreise demzufolge nicht immer exi-
stieren, muss ein eigenes Verfahren zur Bewertung der Verbindlichkeiten ver-
wendet werden. Dieses Verfahren unterliegt folgender hierarchischer Struktur
(Genauere Ausfithrungen zur Bewertung versicherungstechnischer Verpflich-
tungen sind in [I8] zu finden):

1. Falls fiir die Verbindlichkeiten ein aktiver Markt vorhanden ist, werden
sie nach dem ’Mark to Market-Prinzip’ mit dem Marktpreis bewertet.
Dieses Vorgehen liefert jedoch keine aussagekréftigen Ergebnisse, falls
der entsprechende Markt nicht liquide genug ist bzw. die vorliegenden
Marktwerte in ihrer Qualitdt nicht zuverlissig sind. Grundvorausset-
zung ist in dieser Hinsicht ein vollstdndiger und fairer Markt.

8International Financial Reporting Standards: Internationale Rechnungslegungsvor-
schriften fiir Unternehmen. Fiir ndhere Informationen siehe [10]

14



2. Fiir den Fall, dass kein Marktpreis beobachtbar ist, wird der Fair Value
von vergleichbaren Verbindlichkeiten verwendet. Dazu muss der Verlauf
und die Hohe der Cashflows moglichst {ibereinstimmen.

3. Falls keine vergleichbaren Finanztitel vorhanden sind, werden fiir die
Ermittlung des Fair Value wissenschaftliche Bewertungsmodelle in Form
eines hypothetischen Marktwertes (Present Value) in Gebrauch genom-
men. Hierbei spricht man vom "Mark to Model’-Prinzip. Dazu wird der
Barwert aller zukiinftigen Cash-flows [Best Estimate (BE) (vgl. Kapi-
tel[1.5.2) |berechnet. Zuziiglich eines Sicherheitszuschlages [Risikomarge
(RM) (vgl. Kapitel [1.5.3)] ergibt sich der Wert der Verbindlichkeit.

Die versicherungstechnischen Riickstellungen werden nach einzelnen Geschéfts-
zweigen unterteilt und berechnet. Die Geschéftszweige |Lines of Business
(LoBs)] sind in [6] spezifiziert und teilen die Versicherungsvertriige in ho-
mogene Risikogruppen ein. Der Bereich der Nichtlebensversicherung wird in
12 Zweige unterteilt. Dazu gehoren u.a. der Zweig der Einkommenssicherung,
Kraftfahrzeug-Haftpflichtversicherung, Feuer- und Sachversicherung, Recht-
schutzversicherung und Haftpflichtversicherung.

Die versicherungstechnischen Riickstellungen bestimmen den Grofsteil der
Passiva in der sogenannten Solvency II-Bilanz.Unter Solvency II werden so-
wohl Aktiva als auch Passiva marktkonform bewertet. Folgendes Diagramm
zeigt den Zusammenhang zwischen Marktwert der Aktiva & Passiva und des
Solvenzkapitals bzw. deren Aufteilung:
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Abbildung 1.3: Solvency II Bilanz

1.5.2 Best Estimate

Die Berechnung des Best Estimate erfolgt mithilfe eines Cash-Flow-Modells.
Dieses ergibt sich als wahrscheinlichkeitsgewichtete Summe aller zukiinfti-
gen mit der Versicherung zusammenhdngenden diskontierten Zahlungsstro-
me. Durch das Diskontieren wird der Zeitwert des Geldes miteinbezogen.
Als Zinssatz wird eine risikofreie Zinskurve verwendet, die von der Versiche-
rungsaufsicht ermittelt und einheitlich vorgegeben wird. Fiir die Cashflow-
Projektionen werden alle ein- und ausgehenden Zahlungsstréme, die iiber die
gesamte Laufzeit der Versicherungsverbindlichkeiten anfallen, miteinbezogen.
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1.5.3 Risikomarge

Die Risikomarge stellt einen Sicherheitszuschlag dar, der die Unsicherheiten
in den zukiinftigen Cash-Flows des Best Estimate kompensieren soll. Die Be-
wertung des Best Estimate und der Risikomarge hat in den meisten Fillen
gesondert zu erfolgen. Die separate Berechnung hat nur dann nicht zu erfol-
gen, falls die zukiinftigen Zahlungsstrome mit Hilfe von Finanzinstrumenten
verlédsslich reproduzierbar sind.

Bei einer gesonderten Bewertung der Risikomarge wird der CoC—Ansatzﬂ (vlg.
Kapitel |3) vorgeschlagen. Laut [17] soll die Risikomarge jene Kapitalkosten
ausdriicken, die fiir das Versicherungsunternehmen zum Halten des bendtig-
ten Solvenzkapitals anfallen, welches fiir die Bedeckung der Versicherungs-
verpflichtungen (iiber die gesamte Laufzeit) erforderlich ist.

Das nétige Solvenzkapital soll laut [6] folgende Risiken beinhalten:

e das versicherungstechnische Risiko,
e das unvermeidbare Marktrisiko,

e das Gegenparteiausfallsrisiko (in Bezug auf Riickversicherungsvertrige
und Zweckgesellschaften),

e das operationelle Risiko.

9Cost of Capital Approach - Kapitalkostenansatz
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Kapitel 2

Grundlagen Risikomarge

Wie bereits erlautert bezeichnet die Risikomarge einen Bestandteil bei der
Bewertung von Verbindlichkeiten. In Form eines Aufschlags wird sie zum
Best Estimate ("besten Schétzwert’) der Verbindlichkeiten hinzugefiigt. Die
Notwendigkeit dieses Aufschlags kann sowohl aus einer mathematischen als
auch aus einer 6konomischen Sichtweise motiviert werden.

Die mathematische Sichtweise lasst sich mit Hilfe der Ruintheorie erlautern.
Dazu diente insbesondere das Buch "Stochastic Processes for Insurance and
Finance” von Rolsky et al. [I9]. Die tkonomische Motivation der Risiko-
marge wurde grofteils dem Paper "Measurement of Liabilities for Insurance
Contracts: Current Estimates and Risk Margins” der IAA (International Ac-
tuarial Association) [9] entnommen. Als weiterfithrende Literatur dienten die
Biicher [1], [12] und [I5].

2.1 Zielsetzungen der Risikomarge

Um das Wesen der Risikomarge besser zu verstehen, ist es notig ndher auf
die Eigenart eines Versicherungsvertrages, die Grundlage der Risikomarge,
einzugehen.

Beim Abschluss eines Versicherungsvertrags kommt es zu einem Austausch
von Pramien und Leistungen. Der Versicherte zahlt dem Versicherer regel-
mahig oder einmalig Pramien um bei Eintritt eines spezifizierten, ungewissen
Ereignisses, das entweder ihn als Person oder sein Eigentum gefdhrdet, durch
entsprechende (finanzielle) Leistungen seitens des Versicherers geschiitzt zu
werden.

Die Motive der beiden Vertragspartner hinsichtlich des Vertragsabschlusses
werden wie folgt beschrieben:
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1. Die Sicht des Versicherungsnehmers: Der Versicherungsnehmer ist Risi-
ken ausgesetzt, die in ihrer Hiufigkeit, zeitlichem Auftreten und Schwe-
re zufillig sind. Da dieser entweder die Mdoglichkeit nicht besitzt die
Kosten bei Eintreten eines entsprechenden Ereignisses zu tragen oder
sie nicht tragen mochte, wird er die Risiken an ein Versicherungsunter-
nehmen iibertragen.

2. Die Sicht des Versicherers: Der Versicherer besitzt im Gegensatz dazu
die Moglichkeiten diese Risiken durch vielfiltige Risikomanagement-
techniken zu kontrollieren. Dazu gehdren insbesondere das Zusammenschlie-
f'en von dhnlichen Risiken, das Diversifizieren der Risiken tiber mehrere
Risikogruppen, das Riickversichern und das Verbriefen von Risiken.

Im Sinne der eben vorgestellten Perspektiven gibt es zwei Ansédtze fiir die
Bestimmung der Hohe der Risikomarge:

Der erste Ansatz stellt den Schutz des Versicherungsnehmers in den Vorder-
grund und der zweite stellt die Risikomarge in Form einer Riickstellung fir
die Kosten bzw. den Preis der Gefahrentragung dar.

2.1.1 Schutz des Versicherungsnehmers

Aus aufsichtsrechtlicher Sicht hat das Versprechen auf Leistungserbringung
seitens der Versicherer gegeniiber ihren Versicherten hochste Prioritidt. Zu
diesem Zweck werden Methoden und Annahmen, die bei der Bewertung von
Verpflichtungen eine grofe Rolle spielen, von der Aufsicht kontrolliert. Auf-
sichtsrechtliche Bilanzkontrollen schreiben fiir gewéhnlich vor, dass Rechte
und Verpflichtungen auf einer konservativen Basis bewertet werden sollen.
Ungilinstige Abweichungen der erwarteten Schadenzahlungen, die unter Ein-
tritt eines ungiinstigen Ereignisses zu erwarten sind, miissen gedeckt sein.
Die Aufsichtsbehdrden fordern von den Versicherern ein gewisses Mafk an
Kapital, um die Verpflichtungen gegeniiber den Versicherungsnehmern mit
einer hohen Wahrscheinlichkeit sichern zu kénnen.

Um ihren Verpflichtungen gegeniiber den Versicherungsnehmern nachgehen
zu konnen, sind die Versicherungsunternehmen gefordert die Pramienséitze
so hoch anzusetzen, dass die kumulierten Primieneinnahmen die erwartete
Schadenhdhe iibersteigen. Diese Bedingung ist auch bekannt als Net Profit
Condition.

Der folgende Abschnitt aus dem Themengebiet der Ruintheorie zeigt (aus
mathematischer Sicht), dass diese Bedingung fiir die Pramienhohe erforder-
lich ist, damit das Versicherungsunternehmen keinen sicheren Ruin erleidet.
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Nachweis der Net Profit Condition - Ruintheorie

Die Ruintheorie beschéftigt sich mit der Analyse des Kapitalverlaufs eines
Versicherers. Dieser wird als stochastischer Prozess (dem sogenannten Reser-
veprozess) in folgender Form modelliert:

R(0) = u,

R(t) = wu+II(t) — X(1),
wobei R(t) den Reserveprozess, u das Startkapital, I1(¢) den Pramienprozess
und X (¢) den Schadenverlauf bezeichnet.

Im Folgenden wird der Reserveprozess im klassischen Risikomodell, dem
Cramér-Lundberg Modell, vorgestellt:

Risikomodell in stetiger Zeit

Es seien gegeben:

e Eine Folge von strikt positiven Zufallsvariablen sq, sq,... mit 0 < s1 <
Sy < ... an deren Realisation ein Schaden auftritt (Schadenszeiten),
e die dazugehorigen positiven Schadenshéhen Uy, Us, ... als Folge von

unabhéngigen und identisch verteilten (iid) Zufalllsvariablen,
e die anfingliche Schadenreserve v > 0 und

e die konstante Pramienrate § > 0 des Schadenprozesses II(t), der als
lineare Funktion II(t) = St festgelegt wird.

Der kumulierte Schadenprozess X (¢) wird folgendermafen konstruiert:

00 N(t)
k=1 k=1

mit

Der Reserveprozess R(t) ist gegeben als:

N(t)
R(t)=u+Bt—Y» U
=1
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mit dem Schadeniiberschussprozess

N(t)
S(t) = Ui —pt.
i=1
Der Ruinzeitpunkt 7'(u) wird definiert als
T(u) = min{t : R(t) < 0},

i.e. der erste Zeitpunkt an dem die Reserve negativ ist.
In folgenden Diagrammen sind jeweils ein Verlauf der Prozesse R(t) und S(t)
dargestellt:

R()4

Sy S éT(u)(=s;)

L

Net Profit Condition

Dieser Abschnitt liefert jene Bedingung, die notwendig ist um einen siche-
ren Ruin (i.e. P(T(u) < oo0) = 1) zu vermeiden. Vorbereitend dazu werden
folgende Definitionen und Lemmas benotigt:

Definition 2.1.1 Eine Menge A C P(X), wobei P(X) die Potenzmenge
einer Menge X bezeichnet, heifst eine o-Algebra, wenn sie die folgenden Ei-
genschaften besitzt:

e e A,
e VAc A: Ac € A,
o V(Ap)nen € AV : U, ey 4n € A.
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Definition 2.1.2 Seien A, B o-Algebren mit B C A dann heifit B Unter-o-
Algebra von A.

Definition 2.1.3 o Fine aufsteigende Familie von Unter-o-Algebren F =
{F(t),t > 0} heifit Filtration.

o Fin stochastischer Prozess X(t) heifit an die Filtration F adaptiert,
wenn X (t) fir alle t > 0 F(t)-messbar ist.

Definition 2.1.4 Fin stochastischer Prozess X (t) heifst Martingal bzgl. ei-
ner Filtration {F(t),t > 0}, wenn E(| X (t)|) < oo fir allet > 0 und

o X(t) ist adaptiert,
o E(X(t)|F(s)) = X(s) fast sicher fir alle 0 < s < t.

Definition 2.1.5 FEin Supermartingal ist ein adaptierter und integrierbarer
stochastischer Prozess fiir den gilt:

E(X;|Fs) < X fir alle s <t

Definition 2.1.6 Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Filtration
F. FEine Zufallsvariable T : Q — [0, 00] heifit Stoppzeit (bzgl. F), wenn

(T<t}eF vt>0.

Definition 2.1.7 Sei Y1,Ys, ... eine Folge unabhdingiger und identisch ver-
teilter Zufallsvariablen. Die Folge S, = Z?Zl Y; mit So = 0 wird als Random
Walk bezeichnel.

Lemma 2.1.1 Sei Y3,Y5, ... eine Folge unabhingig und identisch verteilter
Zufallsvariablen. Es gilt, dass (Y, Yn-1+ Yn,..., Y1 +...Y,) gleich verteilt
ist wie (Y1,Y1+ Yo, ..., Y14+ 4Y,) firallen=1,2,....

Beweis: siehe [19].

Lemma 2.1.2 Sei F eine Filtration, {X,,} ein Martingal bzgl. F und T eine
Stoppzeit mit
E[7] < oo.

Weiters gelte
E(|Xp+1 — Xul||F) <c  fs. (2.1)

fiir eine Konstante ¢ < oo und fiir alle n € N. Dann gilt
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Beweis: siche [19].

Lemma 2.1.3 Waldsche Identitéit

Sei {S,} ein Random Walk mit S, = Y | Vi, wobei E[|Y]|] < oo und {F}}
eine Filtration. Falls T eine Stoppzeil beziiglich der Filtration {FY} ist und
falls E[7] < oo, dann gilt

E[S;] = E[7]E[Y]. (2.2)
Beweis: siehe [19]

Fiir den Reserveprozess an den Schadeneintrittszeitpunkten s;, j = 1,2,...
gilt:

R(0) = u,

R(s;) = u+Y (8Ti—U),

=1

wobei T} = sy und T; = s; — s;_1 flir i > 2. Es sei Y; = pT; — U; fiir
i=1,2,... und S, = > | Y. Damit sind die Y; iid und {S,} ein Random
Walk.

Mithilfe dieser Darstellung kann im Satz die Net Profit Condition be-

wiesen werden.

Mit v wird die erste Eintrittszeit des Random Walks {S,} in die positi-
ve Halbachse (0, 00) bezeichnet:

vt =min{n >0:5, > 0},
wobei vt = oo falls S, < 0 fiir alle n € N. Analog definiert man:
v~ =min{n > 0: 5, <0},

wobei v~ = oo falls 5, > 0 flirallen=1,2,....
Weiters sei {v;7,n € N} eine Folge definiert durch

Vpy =min{j > v} 0 S; > S5+ },
wobei v = 0 und v;f = v,
Satz 2.1.1  a) falls E[Y}] > 0, dann gilt lim,_,, S,, = oc.

b) falls E[Y1] <0, dann gilt lim,,_,, S,, = —00.
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¢) falls E]Y1] =0, dann gilt limsup,,_, ., S, = oo und
liminf,, .. S, = —00.

Bewezs.
a) Nach dem starken Gesetz der grofsen Zahlen gilt:

hm— lim — ZYk— [Y1]

n—oo M n—oo N

mit Wahrscheinlichkeit 1. Fiir E[Y;] > 0 gilt daher S,, — oo mit Wahrschein-
lichkeit 1.

b) Fiir E[Y;] < 0 gilt analog zu Punkt a) S,, = —oo mit Wahrscheinlichkeit
1.

¢) Sei E[Y] = 0 und man definiere

N — {min{n : S, = max;>o S;}

oo, fallsmax;>oS; = oo.

Dann gilt:

1 > P(N < o0) ZIP’

= Z]P’({Sj <S8,V0<j<n—1Yn{S <8, Vi>n})

n=0

= > P{ Y Yi>0Yji=01....n—1}n{ > Y <0,Vj>n}
n=0  k=j+1 k=n+1

= Y P(> Yi>0Vj=01....n—1)xP( Y ¥, <0, Vj>n)
n=0 k=j+1 k=n+1

= ) P(Y,>0,Y,+Y, 1 >0,...,3 Y >0)xP(S;<0,Vj>0)

n=0 k=1

= Y PM>0Yi 4. >0, Vi > 0Bt =c0),

n=0

wobei fiir die letzte Gleichheit Lemma 2.1.1] verwendet wurde.
Somit gilt

1> i]?(y_ >n)P(vt =o00) = E[v |P(r" = 0). (2.3)
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Man nehme an, dass P(v™ = co) > 0. Dann folgt aus (2.3), dass E[v~] =
Yoo P(v™ > n) < oo. Daher folgt mit Hilfe der Waldschen Identitét (siehe
(2.2)) E[S,-] = E[v~]E[Y1] = 0. Da S,- < 0 nach Definition gilt S,- = 0 mit
Wahrscheinlichkeit 1. Dies fithrt zu einem Widerspruch, da P(S,- < 0) >
P(Y: < 0) > 0 falls E[Y;] = 0. Daher ist P(v™ < 00) = 1, i.e. die Zuvallsva-
riable S, + ist wohldefiniert und S,+ > 0 nach Definition. Nun betrachte man
die komplette Folge {v;7,n € N}. Mit dem selben Argument wie zuvor erhélt
man P(y < oco) =1 fiir alle n € N und, dass

{SVJH — Suﬁ{’ n € N}

eine Folge von unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen ist, die
nach Definition strikt positiv sind. Insbesondere gilt E[S,+] > 0. Mit dem
starken Gesetz der grofsen Zahlen erhélt man

n—1
1 1
ES”:f = - ;(Sy; — S,+) = E[Sy+] > 0 fast sicher
fir n — oo. Somit gilt lim, . S,+ = oo, Le. limsup,_,, S, = oo. Der
Beweis, dass liminf, .., S, = —oo ist analog. Man betrachtet hierbei nur
den gespiegelten Random Walk {—S,,} mit E[-Y;] = 0. O

Korollar 2.1.1 FEs gilt:

Beweis:

Folgt aus Satz und der Identitdt E[Y:] = E[fT) — Uy]. O

Fiir einen Versicherer zeigt sich, dass er den Pramiensatz so hoch anzusetzen
hat, dass die Pramie (pro Zeiteinheit) nicht nur gleich hoch, sondern echt
grofer als die erwartete Schadenhohe (pro Zeiteinheit) ist, um einen sicherer
Ruin zu vermeiden (unabhéngig vom Startkapital ). Im Sinne der Ruin-
theorie ist es somit notig die Pramie als erwarteten Schaden zuziiglich einem
risikogerechten Sicherheitszuschlag anzusetzen.
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2.1.2 Preis der Gefahrentragung - Veriaufierungspreis

Nach Vorschlag des IASB(2007)[] soll die Risikomarge so bestimmt werden,
dass der Best Estimate plus Risikomarge den Verdukerungswert darstellen
sollte. Der Verduferungswert entspricht jenem Wert, den ein Versicherer (am
Stichtag) fiir den Transfer seiner verbleibenden vertraglichen Rechte und Ver-
pflichtungen an ein anderes Unternehmen zahlen miisste.

Falls ein liquider Markt fiir Versicherungsverpflichtungen existiert, dann wé-
re ein angemessener Verdukerungswert am Markt beobachtbar. Der Verdufse-
rungswert - bestimmt durch die Preisbeobachtungen - wiirde selbstverstand-
lich eine Riickstellung beinhalten, die den Preis fiir die Gefahrentragung aus
Sicht des Marktes widerspiegelt.

In vielen Féllen kdnnen Versicherungscashflows durch handelbare Finanzin-
strumente, wie Wertpapiere oder Derivate, repliziert werden und daher mit
dem Marktpreis dhnlicher Cashflows bewertet werden. Bei der Berechnung
eines Marktpreises ist es fiir gewohnlich nicht moglich den Wert in die erwar-
teten diskontierten Cashflows und die Risikomarge zu zerlegen.
Versicherungsrisiken wie Sterblichkeit und Kranklichkeit sind als solche am
Markt nicht beobachtbar. Sie werden daher als nicht hedgebar betrachtet.
Die IAISE] und TASB schlagen vor, dass der Wert der Verpflichtungen von
nicht hedgebaren Risiken durch ein Modell bestimmt werden sollte, das sich
aus drei Basiskomponenten zusammensetzt: der Schitzung des zukiinftigen
vertraglichen Cashflows, dem Diskontierungssatz, der den Zeitwert des Gel-
des wiederspiegelt und der Risikomarge.

Das bekannteste Modell, das bei der Bewertung von risikobehafteten Anla-
gemoglichkeiten zur Rate gezogen wird ist das ’Capital Asset Pricing Model’.
Fiir ndhere Informationen dazu siehe [2| bzw. [15].

2.2 Gewiinschte Eigenschaften

Der TASB und TAIS haben folgende Eigenschaften als wiinschenswert defi-
niert:

e Je weniger iiber den Best Estimate bekannt ist, desto héher sollte die
dazugehorige Risikomarge sein.

e Risiken mit einer geringeren Haufigkeit und hoherem Schwernisgrad

nternational Accounting Standards Board: bezeichnet ein Gremium von Rechnungs-
legungsexperten

2International Association of Insurance Supervisors. Die IAIS mit Sitz in Basel ist die
globale Organisation der Versicherungsaufsichtsbehorden.
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sollen grundsétzlich eine hohere Risikomarge haben als Risiken mit
hoher Héufigkeit und niedrigerem Schwernisgrad.

o Ahnliche Risiken mit einer langen Vertragsdauer sollen eine héhere Ri-
sikomarge haben als jene mit einer kiirzeren Vertragsdauer.

e Risiken mit einer leptokurtischen ("heavy tailed’) Verteilung sollen ho-
here Risikomargen haben als jene mit einer ’light tailed’-Verteilung.

e Sobald aufkommende Erfahrung(-swerte) die Unsicherheit reduzieren,
sollen Risikomargen sinken (und vice versa).

2.3 Mogliche Ansitze fiir die Risikomarge

Als grundlegende Ansétze fiir die Berechnung der Risikomarge konnen fol-
gende Methoden angesehen werden:

1. Quantilsmethoden:

e Konfidenzintervalle oder Uberschreitungswahrscheinlichkeiten (VaR
- Value at Risk, siehe Definition [2.4.1)

e CVaR (Conditional Value at Risk, siche Definition [2.4.2)) als Al-
ternative zum VaR

e Verwendung der zweiten oder hoheren Ordnungen der Risikover-
teilung

2. CoC(Cost of Capital)-Methode
3. Diskontierungsmethoden
4. Explizite Annahmen

5. konservative Annahmen im Best Estimate, was zu einer impliziten Ri-
sikomarge fiihrt

Wie die einzelnen Ansitze historisch in Erscheinung getreten sind, wird im
folgenden Kapitel skizziert.
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2.3.1 Historische Entwicklung

Risikomargen basierend auf expliziten bzw. impliziten Annahmen werden
von der Aufsicht bei der Bewertung von Verbindlichkeiten von Versicherun-
gen schon seit langerer Zeit in Betracht gezogen.

Dazu gehoren die Verwendung von konservativen Sterblichkeitsraten und die
Wahl von Diskontierungsfaktoren, die kleiner sind als jene am Markt beob-
achteten. Verwendung fanden sie bei Lebens- und Krankenversicherungsver-
tragen.

Diese Anpassungen an die Diskontierungsrate wurden ebenfalls bei der Be-
wertung aus zukiinftigen Schadenzahlungsverpflichtungen in der Sach- und
Haftpflichtversicherung verwendet. Das verringerte Diskontieren sollte in et-
wa den Ausgleich fiir die fehlende Risikoanpassung darstellen. Zu den be-
kanntesten Diskontierungsmethoden gehort die Methode zur Berechnung des
’Embedded Value’. Der Embedded Value (EV) eines Unternehmens fiir ein
Geschéftsjahr wird definiert als (siehe [16]):

EV = EK + EW + RI'B
mit
e F'K = FEigenkapital des Unternehmens am Ende des Geschéftsjahrs,
e EW = Ertragswert des Bestandes?]

e RFB = anrechenbare RfB (Riickstellung fiir Beitragsriickerstattung).

Der Gebrauch von Quantilsmethoden aus Aufsichtszwecken ist eher in den
jingeren Jahren aufgetreten. Die australische Aufsicht forderte beispielswei-
se, dass Versicherungsverpflichtungen auf der Basis von Konfidenzintervallen
bewertet werden sollten. Diese sollten um eine Mindestanzahl an Standard-
abweichungen iiber dem Erwartungswert liegen - als einfache Anndherung an
den Wert, den ’ein Marktteilnehmer fiir verniinftig halten wiirde’.

Andere Unternehmen wiederum verwendeten Quantile im Anhang zur Bilanz
um das Mak an Sicherheit, das sie durch die Margen erreichen, zu beschreiben
- unabhéngig davon welche Methode bei deren Berechnung verwendet wurde.

Die CoC-Methode, wird seit mehreren Jahren in den Berechnungen des Em-
bedded Value in der Lebensversicherung beriicksichtigt. Die CoC-Methode
wird auch als Teil des SSTfY| beim Bepreisen verschiedener Arten von Versi-
cherungsvertragen verwendet.

3Der Ertragswert des Bestandes ist definiert als diskontierter Erwartungswert aller
Ertrage und Aufwendungen der im Bestand vorhandenen Betrége.
4Swiss Solvency Test
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2.4 Diskussion der Ansatze

2.4.1 Quantilsmethoden
Value at Risk (VaR)

Definition 2.4.1 Sei L eine Zufallsvariable, die die Wertinderung (Ge-
winne und Verluste) eines Portfolios beschreibt, wobei positive Werte von
L einen Verlust und negative Werte von L einen Gewinn bedeuten. Fj be-
zeichne die kontinuierliche Verteilungsfunktion von L. Weiters sei o € (0,1)
ein gegebenes Konfidenzniveau. VaR, (L) ist die “kleinste Zahl” 1, sodass
P(L>1)<1—a«git, ie.

VaR.(L) = imf{leR:P(L>1)<1-a}
— mf{leR:1-F()<1-a)
= inf{leR: F(]) > a}.

Die auf dem VaR basierende Risikomarge (RM) bezeichnet jenen Betrag,
der zusédtzlich zum erwarteten Wert der Verbindlichkeiten hinzugefiigt wird,
um in Summe die Verpflichtungen mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
decken zu konnnen, i.e.

RM = VaR,(L) — E(L).
Ein Nachteil des VaR ist, dass er keine Auskunft dariiber gibt, wie groft der
Verlust ist, falls L > VaR,(L).
Conditional Value at Risk (CVaR)

Definition 2.4.2 Sei o ein vorgegebenes Konfidenzniveau und L eine Zu-
fallsvariable, die die Wertinderung (Gewinne und Verluste) eines Portfolios
beschreibt, wobei positive Werte von L einen Verlust und negative Werte von
L einen Gewinn bedeuten. F, bezeichne die kontinuierlicher Verteilungsfunk-
tion von L:

CVaR, (L) = E(L|L > VaR,(L)).
Die darauf aufbauende Risikomarge erhilt man als
RM = CVaR, (L) — E(L).

Der Vorteil des CVaR im Vergleich zum VaR ist, dass neben der Verlustwahr-
scheinlichkeit auch die durchschnittliche Hohe des Verlustes beriicksichtigt
wird.
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2.4.2 Standardabweichung

Die Risikomarge kann hierbei in einfacher Form als Vielfaches der Standard-
abweichung der Verteilung bestimmt werden:

RM = ¢/ Var(L),

wobei ¢ > 0 (vgl. mit Standardabweichungsprinzip im Kapitel. Ein Nach-
teil ist, dass die Standardabweichung nur fiir Verteilungen mit

E(L?) < oo existiert; das heifit sie ist nicht einsetzbar bei leptokurtischen
Verteilungen[’] Weiters ist bei dieser Methode zu bemiingeln, dass Gewinne
und Verluste die Standardabweichung gleichermafen beeinflussen.

Ahnliche Risikomargen erhilt man, indem man statt der Standardabwei-
chung die Varianz verwendet oder den sogenannten Variationskoeffizienten
Var[X] (vgl. mit Varianzprinzip und modifiziertem Varianzprinzip im Kapitel

E[X]

2.3).

2.4.3 CoC-Methode

Wie der Name bereits erkennen lasst, steht hier die Rolle der Risikomarge
in Form von Kosten fiir das zu tragende Risiko im Vordergrund. Fiir die
Anwendung der CoC-Methode sind das notige Solvenzkapital und die Kapi-
talkosten am Stichtag jeder versicherten Periode notig. Die Risikomarge nach
der CoC-Methode wird in [6] folgendermafen definiert:

SCR(t)

>0
wobei

e SCR(t) = SCR fiir das Jahr ¢,
e 1, = risikoloser Zinssatz mit Falligkeit ,

e CoC = Cost-of-Capital Rate (Kapitalkostensatz).

Die Risikomarge enspricht demnach dem Barwert der Eigenkapitalkosten,
die fiir die Aufbringung des SCR {iber die gesamte Laufzeit der versiche-
rungstechnischen Verpflichtungen anfallen. Die Solvency IT Rahmenrichtlinie
schreibt einen Kapitalkostensatz von 6% vor.

Genauere Ausfiihrungen zu dieser Methode folgen ab Kapitel [3]

5Die Verteilung einer Zufallsvariable X ist leptokurtisch, falls
P[X > 2] ~ 2~ fiirz — oo und a > 0.

Die Notation '~’ bezeichnet die asymptotische Aquivalenz von Funktionen
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2.4.4 Diskontierungsmethoden

Gemék dieser Methode werden die erwarteten Verbindlichkeiten mit Hilfe ei-
ner Grofse, die sich aus der risikofreien Zinskurve minus einer bestimmten Ad-
justierung fiir das Risiko zusammensetzt, diskontiert. Die Risikomarge ldsst
sich somit in folgender Form ausdriicken (Annnahme: die Cashflows erfolgen
bis zum Jahr n):

RM = i(l + TV(i) L )

T
wobei
e V(i) = Verbindlichkeiten fiir das Jahr 4,
e r; = risikoloser Zinssatz mit Falligkeit 4,
e a; = Risikoadjustierung im Jahr i.

In fortschrittlicheren Methoden héngt die Risikoadjustierung von der Versi-
cherungssparte oder von der Verteilung des Risikos ab (vgl. mit [9]).

Eine Methode legt als Risikoadjustierung gerade die risikofreie Zinskurve
selbst fest (i.e. a; = r; fiir i = 0,...,n). Das bedeutet, dass keine Diskontie-
rung bei der Bemessung der Verbindlichkeit vorgenommen wird.

Explizite Annahmen

Diese Kategorie der Risikomargen zeichnet sich dadurch aus, dass sie explizit
bestimmt werden. Im Gegensatz dazu wird die Risikomarge bspw. bei Dis-
kontierungsraten in impliziter Form in anderen Komponenten beriicksichtigt.
Spezialfille sind Risikomargen, die separat berechnet werden ohne die einzel-
nen Risiken getrennt zu betrachten. Als einfachste Moglichkeit fiir eine expli-
zite Berechnung bietet es sich an einen fixen Prozentsatz des Best Estimate
als Risikomarge zu verwenden (siehe Kapitel S4; vgl. mit Erwartungs-
wertprinzip im Kapitel . Fortgeschrittenere Methoden machen das Risiko
von der Versicherungssparte und der versicherten Periode abhingig.
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2.5 Pramienkalkulationsprinzipien

Die Prinzipien in der Pridmienkalkulation bieten ein plausibles Fundament
fiir eine weitere Herangehensweise bei der Bewertung von Verbindlichkeiten
und des damit verbundenen Risikozuschlags. Im Mittelpunkt steht die Er-
mittlung einer fairen Pramie fiir die Versicherung eines Risikos. Der erste
intuitive Gedanke die Pramie als Erwartungswert des Verlustes festzulegen
muss auf Grund der Erkenntnisse aus Kapitel verworfen werden. An-
sonsten fiihrt dies auf lange Sicht mit Wahrscheinlichkeit 1 zu Ruin - egal wie
hoch die urspriingliche Reserve ist. Die Aufgabe besteht darin 'verniinftige’
Pramienkalkulationsmethoden zu bestimmen.

Unter einem Pramienkalkulationsprinip versteht man im Allgemeinen ein
Funktional II, das einer Zufallsvariablen X eine reelle Zahl P zuordnet, i.e.
P =T1I(X). Im Folgenden bezeichne das Funktional I1(X) die Préamie fiir ein
Risiko X. Y sei ein weiteres beliebiges Risiko unabhingig von X. Zu den
gewiinschten Figenschaften der Pramie II gehoren:

1. kein ungerechifertigter Sicherheitszuschlag: fiir alle Konstanten a > 0
gilt II(a) = a,

2. Angemessenheit: I1(X) < max[X],

3. Proportionalitat: fir alle Konstanten a > 0, I1(aX) = all(X),
4. Subadditivitat: TI(X +Y) < II(X) + II(Y),

5. Additivitat: II(X +Y) = II(X) + II(Y),

6. Konsistenz: fir alle Konstanten a > 0,11(X + a) = II(X) + a,

7. (stochastische) Monotonie: aus X < Y fast sicher (f.s.) folgt, dass
(X) <I(Y).

Zu den bekanntesten Pramienkalkulationsprinzipien gehoren:
o FErwartungswertprinzip: Fiir beliebige ¢ > 0 sei
II(X) = (14 c)E[X],

vorausgesetzt E[X] < oo. Fiir ¢ = 0 entspricht dies dem Nettopré-
mienprinzip. Der Nachteil dieses Prinzips ist, dass die Variabilitéit des
zugrunde liegenden Risikos nicht miteinbezogen wird.

Fiir die folgenden Prinzipien sei ¢ > 0:
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o Varianzprinzip

[}
n
)
=
3
=
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=
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™
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<
3
™.
S
Q.
S

o Modifiziertes Varianzprinzip:
Var[X
1(X) — E[X]+ gl falls EMj>O)
0 falls E[X] =0
e FExponentialprinzip:

I(X) = ¢ log E[eX].

Die nachstehende Tabelle gibt an, welche Eigenschaften fiir die einzelnen
Pramienkalkulationsprinzipien erfiillt sind (fiir den Spezialfall, dass das zu-
satzlich auftretende Risiko Y unabhéngig von X ist):

Pramienkalkulationsprinzip \ Eigenschaft
Erwartungswertprinzip
Varianzprinzip
Standardabweichungsprinzip
modifiziertes Varianzprinzip
Exponentialprinzip

WX X X &fw
ANPENSENENES
A X X X A=~

NX NN X[o

NN

X NN X S|w

NN

Tabelle 2.1: Pramienkalkulationsprinzipien und ihre Eigenschaften

Beweis der Eigenschaften 1-7 aus Tabelle Die Beweise werden exempla-
risch fiir das Varianzprinzip und das Exponentialprinzip durchgefiihrt. Die
weiteren Beweise erfolgen analog oder sind trivial.

Varianzprinzip:
1. II(a) =E(a) + cVar(a) =a+0=a. O

2. Konstruktion eines Gegenbeispiels: Sei X ~ U(0, 1) (vgl. mit Definition
A.2) und ¢ = 12. Dann gilt:

1 3
c— =—->1=max[X]. O

M(X) = E(X) + ¢ Var(X) = = + 12 5=

2
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II(aX) E(aX) + cVar(aX) = aE(X) + a® ¢ Var(X)
alk

# (X) 4+ acVar(X) =all(X). O

.

. folgt aus 5. [

(&)

. Aufgrund der Unabhéngigkeit von X und Y gilt:

HX+Y) = EX+Y)+cVar(X +Y)
= E(X)+E(Y) + ¢(Var(X) + Var(Y))
= I(X)+II(Y). O

(X 4+a) = E(X+a)+cVar(X +a)
= E(X)+a+cVar(X)=1I(X)+a O

7. Konstruktion eines Gegenbeispiels: Sei X ~ U(0,12), Y ~ U(12,13)
und ¢ = 1. Dann gilt X <Y fast sicher und

122 1 1
II(X) =E(X)+ cVar(X) =6 + = 18 > 125 + = ny). d
Exponentialprinzip:
1. Tl(a) = ¢ tlog E(e) = ¢t log(e®) = clca=a. O
2. Wegen 7. gilt:

X <max[X]=M = I(X)<I(M)=M=max[X]. O

all(X) = ac 'logE(e”*) = ¢ 'log([E(e“*)]*)
# ¢ tlogE(e"™) =1(aX). O
4. folgt aus 5.
5.

X +Y) = ¢ tlogE(e? X)) = ¢ togE(e“Xe)
c Hog[E(e“)E(e)] = ¢t log E(e“*) 4 ¢ tlog E(e™)
= I(X)+I(Y). O
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(X +a) = ¢ 'logE(e?Xt) = clog E(eXe)
= ¢ log[E(e“X)e®] = ¢t logE(e“*) + ¢ ' loge™
= II(X)+a O
7. Aufgrund der Monotonie von f(z) = e® und g(z) = ¢ ' log(z) gilt:

X<Yfs = ef<e¥ = E() <E(eY)
= ¢ llogE(e“) < c 'logE(e?). O
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Kapitel 3
Die Cost-of-Capital Methode

3.1 Grundlagen

Dieses Kapitel untersucht den laut Solvency II Rahmenrichtlinie [17] fiir die
Berechnung der Risikomarge vorgeschlagenen Cost-of-Capital-Ansatz.
Gemik dem Verduberungsprinzip wird ein Transferszenario simuliert (vgl.
mit der Vorgabe fiir die Bewertung der versicherungstechnischen Riickstel-
lungen aus Kapitel Absatz 2). Dabei werden die bestehenden Verpflich-
tungen an ein anderes Unternehmen, dem Referenzunternehmen (RU), trans-
feriert. Um die Verpflichtungen decken zu konnen, benotigt das Referenzun-
ternehmen einen gewissen Betrag an FEigenmitteln. Die Kosten fiir die Bereit-
stellung der Eigenmittel gilt als Basis fiir die Bewertung der Risikomarge.
Zu beachten ist, dass das Referenzunternehmen keine neuen Vertrige ab-
schlieftt, sondern nur die bestehenden Verpflichtungen iibernimmt. Die De-
tails des Transferszenarios werden in [6] genauer erldutert.

Taxativ werden die einzelnen Transferdetails aufgelistet. Dazu gehoren:

e Das Portfolio der Versicherungsverpflichtungen wird von einem anderen
Versicherungsunternehmen iibernommen.

e Das Referenzunternehmen hat vor dem Transfer weder Versicherungs-
bzw. Riickversicherungsverpflichtungen noch ein Eigenkapital.

e Nach dem Transfer stellt das Referenzunternehmen das notige Eigen-
kapital zur Verfiigung (welches dem SCR entspricht), das die Versi-
cherungsverpflichtungen iiber die gesamte restliche Giiltigkeitsdauer si-
cherstellt.

e Das SCR des Referenzunternehmens erfasst:
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— das dem Geschiftszweig zugrunde liegende versicherungstechni-
sche Risiko,

— das unvermeidbare Marktrisiko,

— das aus Vertriagen mit Riickversicherungen und Zweckgesellschaf-
ten resultierende Kreditrisiko,

— das operationelle Risiko.

Die weiteren Transferdetails, die fiir die folgenden mathematischen Berech-
nungen keine Relevanz darstellen, sind in [6] zu finden.

Zum Zeitpunkt t = 0, i.e. zum Zeitpunkt des Transfers stattet sich das Re-
ferenzunternehmen mit der bendtigten Menge an Eigenkapital (E) aus, i.e.

Ery(0) = SCRgy(0)
wobei

e Fry(0) = Menge an geeignetem Eigenkapital, welches vom Referenz-
unternehmen zum Zeitpunkt ¢ = 0 aufgebracht wird,

e SCRRry(0) = SCR zum Zeitpunkt ¢ = 0, wie es fiir das Referenzunter-
nehmen berechnet wird.

Die Kosten fiir die Bereitstellung des Eigenkapitals entsprechen der Kapi-
talkostenrate multipliziert mit der Hohe an Eigenkapital. Die Eigenmittel
des Referenzunternehmens miissen fiir alle zukiinftigen Jahre bereitgestellt
werden. Es wird angenommen, dass der Transfer der Versicherungsverpflich-
tungen sofort geschieht. Die gesamte Risikomarge erhélt man schlieflich wie
folgt:

RM = CoC'- Y~ —= _Erlh) e y SCRRU (3.1)

>0 (1470 >0 (14 7i4)f
wobei
e RM = Risikomarge,
e SCRpgy(t) = SCR fiir das Jahr ¢,
e 1, = risikoloser Zinssatz mit Filligkeit ¢,

e C'oC = Kapitalkostensatz (Cost-of-Capital Rate).
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RM enspricht demnach dem Barwert der Eigenkapitalkosten, die fiir die Auf-
bringung des SCR iiber die gesamte Laufzeit der versicherungstechnischen
Verpflichtungen anfallen.

Das unvermeidbare Marktrisikd[] wird grundsitzlich nur dann mitein-
bezogen, wenn das Risiko signifikant ist. Laut [6] kann das Risiko fiir die
Nichtlebens-Versicherung aufgrund der kurzen Laufzeiten auf 0 gesetzt wer-
den.

Weiters erhélt man aus [6] die Vorgabe, dass die Risikomarge fiir das Préamien-
und Reserverisiko nicht getrennt berechnet werden sollte.

Der Kapitalkostensatz entspricht einer jahrlichen Rate auf das Kapitaler-
fordernis. Die Rate bezeichnet hierbei nicht die totale Rendite des Kapitals
sondern den Aufschlag auf die risikolose Zinsrate (i.e. Rendite minus risiko-
lose Zinsrate) und wird unter Solvency II mit 6% festgelegt.

Die Risikomarge ist gesondert pro Geschiftszweig (LoB) zu berechnen. Dazu
wird im ersten Schritt die Risikomarge fiir das gesamte Versicherungsgeschaft
des Unternehmens berechnet, wobei die Diversifikation zwischen den einzel-
nen Zweigen beriicksichtigt wird. Im zweiten Schritt wird die Risikomarge
den einzelnen LoBs zugeordnet.

3.2 Vereinfachte Methoden - Simplifications

Vereinfachte Methoden kommen dann zu tragen, wenn die CoC-Methode in
der eben vorgestellten Form nicht vollstdndig durchfiihrbar ist. Dies ist dann
der Fall, wenn es dem Versicherungsunternehmen beispielsweise nicht mog-
lich sein sollte die Projektionen der zukiinftigen SCRs auszufiihren. Dazu
werden vier sogenannte ’Simplifications’ vorgestellt. Diese sind in hierarchi-
scher Form aufgelistet, beginnend mit den komplexeren und risikosensible-
ren Methoden bis hin zu den sehr simplen rein faktorbasierten Methoden.
Grundsétzlich liegt es an den Unternehmen aus diesen Methoden diejenige
zu wahlen, die fiir deren Geschift geeignet ist und deren Risiko angemessen
wiederspiegelt.

Bei der Wahl einer vereinfachten Methode lautet die Fragestellung fiir

'Das unvermeidbare Marktrisko bezieht sich auf eine Unausgeglichenheit im Asset-
Liability Management. Eine solche Unausgeglichenheit existiert beispielsweise, falls die
Restlaufzeit der Finanzinstrumente niedriger ist als die Restlaufzeit der Versicherungsver-
pflichtungen. Dies fiihrt schlieflich zu einem Kapitalerfordernis in Bezug auf das Zinsrisiko,
das damit besteht.
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das Unternehmen, ob und inwiefern es in der Lage ist das gesamte SCR zu
projizieren. Dazu ist zu iiberlegen, wie sich die Berechnungen auswirken, falls
die relevanten Subrisiken separat projiziert werden.

Gemif diesen Uberlegungen werden fiir die Berechnung der Risikomarge fol-
gende vereinfachende Methoden (Simplifications [S1—.S4]) vorgegeben (nach
Einfachheit geordnet):

e Berechnung aller zukiinftigen SCRs ohne Vereinfachung.

e Vereinfachung Level 1: Approximation der individuellen Risiken oder
Subrisiken innerhalb aller oder einzelner Module/Submodule, welche
fiir die Berechnung der zukiinftigen SCRs verwendet werden (Simplifi-
cation S1).

Eine allgemeine Methode kann unter diesen Vorgaben nicht angegeben
werden. Je nach zugrundeliegendem Modell muss individuell untersucht
werden, wie man die Simpflication ansetzen kann.

e Vereinfachung Level 2: Approximation des gesamten SCR fiir jedes zu-
kiinftige Jahr, z.B.: durch Verwendung eines proportionalen Ansatzes
(Simplification S2).

Eine unter dem Level 2 angefiihrte mogliche Simplification basiert auf
der Annahme, dass die zukiinftigen SCRs proportional zum Best Esti-
mate der versicherungstechnischen Riickstellungen des relevanten Jah-
res sind. Gemafs dieser Vorgabe errechnet sich das nétige SCR im Jahr
t wie folgt:

SCRpur(0)

SCRut) = 52

: BEpewo(t),  t=1,2,3,...

wobei BFE,., den Best Estimate der versicherungstechnischen Riick-
stellung nach Abzug des Riickversicherungsanteils bezeichnet.

Dieser Ansatz setzt voraus, dass auch alle anderen relevanten Kom-
ponenten, wie Marktrisiko, Ausfallsrisiko, operationelles Risiko,...in
Relation zum Best Estimate konstant bleiben.

e Vereinfachung Level 3: Schitzung aller zukiinftigen SCRs auf einmal,
z.B. durch Verwenden einer Approximation basierend auf dem Dura-
tionansatz (Simplification S3).

Eine reprisentative Methode unter Level 3 ist ein Ansatz, der die mo-
difizierte Duration der Verpflichtungen miteinbezieht. Dabei ergibt sich
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die Risikomarge mittels:

CoCM = 1000

. Durmod(O) . SORRU(O),

+ 17y

wobel Dur,,q4(0) (vgl. mit Kapitel die modifizierte Durationf] der
Versicherungsverpflichtungen des Referenzunternehmens nach Abzug
der Riickversicherungsabgaben bezeichnet (zum Zeitpunkt 0).

Wie bei der vorangehenden Simplification basiert diese Methode auf

verschiedenen Annahmen bzgl. den einzelnen Komponenten des SCR
(siehe [6]).

e Vereinfachung Level 4: Approximation der Risikomarge als fixen Pro-
zentsatz des Best Estimate (Simplification S4).

Die Risikomarge unter Level 4 lisst sich folgendermafsen darstellen:
CoCM = Qop BEnetto(())?

wobei g, einen fixen Prozentsatz fiir den gegebenen Geschiftszweig
bezeichnet. Dieser wird von [6] vorgegeben und variiert je nach Sparte
zwischen 4% und 17%.

2Die Duration bezeichnet eine Sensitivititskennzahl fiir Versicherungsverbindlichkeiten.
Sie stellt die gewichtete Durchschnittszeit aus den Cashflows der Verbindlichkeiten dar.
Die modifizierte Duration bezeichnet eine verwandte Methode der Duration.
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Kapitel 4

Stochastische Analyse der
CoC-Methode

4.1 Annahmen

Fiir die Anwendung der CoC-Methode werden in den nachstehenden Ab-
schnitten folgende Vereinfachungen getroffen:

e Das SCR umfasst nur das versicherungstechnische Risiko.
e Es werden keine Riickversicherungsformen beriicksichtigt.
e Der risikolose Zinssatz wird auf 0 gesetzt.

Dieses Kapitel widmet sich der exakten mathematischen Analyse der
CoC-Methode. Aus Veranschaulichungsgriinden wird die CoC-Methode nur
fiir das Reserverisiko im Rahmen von Schadenreservierungsmethoden néher
erlautert. Das Pramienrisiko kann in analoger Weise behandelt werden.

Als Grundlage fiir dieses Kapitel diente insbesondere das Buch "Stochastic
Claims Reserving Methods in Insurance” von Wiithrich und Merz [22].

4.2 Schadenreservierung

4.2.1 Grundlagen

Da Schiaden im Allgemeinen nicht im selben Jahr, in dem sie auftreten ab-
gewickelt werden, sondern zum Teil einen lingeren Schadenverlauf mit sich
bringen, muss die Versicherung ausreichend Reserven hinterlegen um die zu-
kiinftigen (Teil-)Zahlungen decken zu kénnen. Ein typischer Schadenverlauf
hat folgende Form:
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SchlieBung des
Versicherungsfalles
Unfalldatum Meldedatum Schadenzahlungen \ Wiedereroffnung SchlieBung des

Schadenzahlungen

Versicherungsfalles

i i HH

Abbildung 4.1: Typischer zeitlicher Verlauf eines Schadens im Nichtlebens-
versicherungsbereich

Wie aus der Skizze ersichtlich gibt es im Grunde drei Ursachen, warum
ein Schaden nicht sofort abgewickelt werden kann. Ein Grund ist, dass es zu
einer Verzogerung der Schadenmeldung kommt (Zeitdifferenz zwischen dem
Schadeneintritt und der Meldung des Schadens an das Versicherungsunter-
nehmen). Die Verzogerung kann zum Teil mehrere Jahre dauern, insbeson-
dere in der Haftpflichtversicherung.

Nach der Schadenmeldung kénnen mehrere Jahre vergehen, bevor der Scha-
den endgiiltig abgewickelt ist. Die Abwicklung variiert je nach Versicherungs-
zweig stark, besonders wenn die Umstinde die zum Schaden gefiihrt haben
noch nicht génzlich geklart sind.

In weiterer Folge kann es passieren, dass ein geschlossener Schadenfall wieder
neu gedffnet werden muss aufgrund von neuen Entwicklungen.

4.2.2 Klassische Notation

Dieses Unterkapitel widmet sich der klassischen Schadenreservierungsnotati-
on samt Definitionen und Bezeichnungsweisen. Im Allgemeinen werden die
Schiden in Form von sogenannten Schadenabwicklungsdreiecken studiert.
Diese beschreiben die Schiden entlang zweier Achsen:

Es gelten folgende Bezeichnungen

i€{0,...,]} = Unfalljahr (vertikale Achse),
j €40,....,J} = Abwicklungsjahr (horizontale Achse),

wobei I das aktuelle Schadenjahr und J das letzte Abwicklungsjahr ist. Hier-
bei steckt implizit die Annahme, dass ein Schaden spétestens nach J Jahren
abgewickelt ist. Weiters wird vorausgesetzt, dass I > J. X;; bezeichnet die
Hohe aller Schadenzahlungen im Abwicklungsjahr j fiir das Unfalljahr i. Die
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Unfalljahr i Abwicklungsjahre j

0 1 2 3 4 j J
0
1
2
Beobachtungen C, . X, |
li+j=1)
1+1-J

Vorhersagen C, ,, X,
(i+j=1)

o

y I

Abbildung 4.2: Schadenabwicklungsdreieck

kumulierten Schadenzahlungen werden bezeichnet mit

j
Cij =) X
k=0

und es sei

die Menge der Beobachtungen bis zur Abwicklungsperiode j zum Zeitpunkt
I.

Die inkrementellen Schadenzahlungen X;; wie auch die kumulierten Scha-
denzahlungen C; ; sind jene Grofen, die im Schadendreieck (siehe Figur
betrachtet werden. Zum Zeitpunkt I wird die Schadenabwicklungstabelle in
zwei Dreiecke aufgeteilt: Das obere Dreieck beinhaltet die Beobachtungen
X;; mit i+ j < I und das untere Dreieck enthalt die Schatzungen bzw. Vor-
hersagewerte der ausstehenden Zahlungen X; ; mit i4-j > I. Die Information
des oberen Dreiecks wird beschrieben durch

Dr={Xi;:i+j<1,0<j<J}
und jene Information des unteren Dreiecks, das noch zu schitzen ist
Di={X;;:i+j>1,i<1,j<J}
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Die einzelnen Rechnungsjahre sind entlang der Diagonale mit der Indizie-
rungsvorschrift ¢ + j = k,k > 0 gegeben. Die inkrementellen Schiden im
Abrechnungsjahr £ > 0 werden bezeichnet mittels

Xp= Y X
i+j=k

C;.7 bezeichnet die ultimative Schadenhdhe fiir das Unfalljahr ¢ und die aus-
stehenden Schadenverpflichtungen fiir das Unfalljahr ¢ zum Zeitpunkt j sind
gegeben durch

J
Ri,j = E Xi,k = Cz',J - Cz',j-
k=j+1

R; ; werden auch als Schadenreserven bezeichnet und miissen geschétzt wer-
den.

4.2.3 Basismethode: Chain-Ladder(CL) Verfahren

Das CL-Verfahren gehort zu den geldufigsten und gleichzeitig einfachsten in
der Praxis verwendeten Verfahren fiir die Schitzung der Schadenreserven. In
diesem Kapitel wird das verteilungsfreie CL-Verfahren vorgestellt.

Modellannahmen 4.2.1 Verteilungsfreies Chain-Ladder Modell

o Die kumulativen Zahlungen C; ; verschiedener Unfalljahre i sind unab-
hangig.

e Fs emistieren Abwicklungsfaktoren fo,..., f;-1 > 0 und Varianzpara-
meter og,...,05_1 > 0 so, dass fir alle 0 <i < [ und alle1 < j < J
qgult:

E[CZ7]|CZ,O7 .
Var[Ci7j|C’i70, ..

7Ci,j71] = E[Ci,jyci,jfl] = fjfl Ci,jfla
aCi,j—l] = Var[CZ-,j\C'm_l] = 0'2- Ci,j—1~

7j—1

Zu erwihnen ist, dass die beiden Annahmen nur die ersten beiden Mo-
mente der (C; ;);>o betreffen - nicht jedoch die explizite Verteilung. Ein Mo-
dell, welches diese Modellannahmen erfiillt wird als erweitertes Mackmodell
bezeichnet (siehe [IT]).

Lemma 4.2.1 Unter den Modellannahmen gilt
E[C; 4| Dr] = E[C; 5|Cir—] = Cig—i fri+ - f1a

fir alle 1 <1< 1.
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Beweis: siehe [22]
Fiir bekannte CL-Faktoren f; ergibt sich die Vorhersage fiir die ausstan-
digen Schadenverpflichtungen des Unfalljahres ¢ basierend auf D; mittels

E[C;.s|D1) — Ci1—i = Cip—i(fr—i- -~ fu-1 — 1).

Dieser Ausdruck wird auch als Best Estimate-Reserve (BE-Reserve) fiir das
Unfalljahr ¢ zum Zeitpunkt I (basierend auf der Information D; und be-
kannten CL-Faktoren) bezeichnet. Da die CL-Faktoren im Allgemeinen nicht
bekannt sind, miissen sie geschétzt werden. Die Parameter f; und o; mit
j=0,...,J —1 werden wie folgt geschitzt:

I—j—1 I-j-1
. iz Cigw1 Cij  Cijn
i= 71 = E : T—j—1 B
Ei:o Oi,j i=0 k=0 Ck,j OW
I—j—1

~ 1 Cijr1 712
%=1 Z:; G (G = 1)

Der CL-Schétzer fiir E[C; ;|D;] ist gegeben durch

Ok = Cir—i fr—i-- fi—1

1’7]

firi+j5>1.

Nachdem die Schitzer eingefiihrt sind, ist es nun nétig eine Aussage iiber die
Qualitédt des Schétzers zu machen. Fiir diesen Zweck wird der msep (mean
squared error of prediction) eingesetzt.

Man nehme an X sei ein D-messbarer Schiitzer fir E[X|D] und ein D-
messbarer Schitzer fiir X.

Definition 4.2.1 Der bedingte msep des Schdtzers X fur X st definiert
durch

~

msep yp(X) = E[()/(\’ - X)*|D].
Fiir den D-messbaren Schiitzer X gilt:
msepyp(X) = Var(X|D) + (X — E[X|D])". (4.1)

Der erste Term auf der rechten Seite von ist die sogenannte bedingte
Prozessvarianz (stochastischer Fehler oder auch Prozessfehler genannt), die
die Variation innerhalb des stochastischen Modells beschreibt. Der zweite
Term bezeichnet den Fehler der Parameterschétzung, der die Unsicherheit in
der Schitzung der Parameter und der (bedingten) Erwartung beschreibt.
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4.2.4 Die Schadenabwicklung

Im Verlauf der Schadenabwicklung steht sukzessive immer mehr Information
zur Verfiigung. Die zukiinftige Information zum Zeitpunkt k& (wobei k =
0,...,J) ist gegeben durch

Di={Cij;i+j<I+k 0<i<I, 0<j<J}

Im Mittelpunkt steht die Schitzung der ausstehenden Schadenzahlungen (=
Reserve) fiir das Unfalljahr i zum Zeitpunkt k, definiert durch C; ; — C; it
(man nehme an, dass I + k < i+ J). Zum Zeitpunkt k& werden diese durch
die Schadenreserven R R

RY =C" — Cisoinn

geschatzt, wobei
Ak
C%) = E[C; 4| Drys]

und

Von Jahr zu Jahr ist immer mehr Information in Form von Schadendaten
vorhanden und die Vorhersagen miissen gemifs der neuesten vorhandenen
Information angepasst werden. Dazu werden sukzessive die BE Schitzungen
der ultimativen Schiaden C; ;, i.e.

CO,.CY), .. OOV eUR D = ¢y,

betrachtet.

Deren Inkremente bestimmen das sogenannte (einjiahrige) Schadenabwick-
lungsergebnis [CDR (claims development result)]. Diese stehen unter der
Solvency II-Richtlinie im Fokus der Berechnungen.

Definition 4.2.2 Fir das Rechnungsjahr k und Unfalljahr © wird das CDR
definiert durch R R
CDR;(k) = C{5" — O

CDR; (k) enthélt die aktuellste Information, die zum Zeitpunkt & (fiir das Un-
falljahr ) verfiigbar ist. Insbesondere wird der Informationszuwachs Dy p—1 —
Dk beschrieben. Es bezieht sich auf die Anderung in der Gewinn- und Ver-
lustrechnung (GuV) im Rechnungsjahr k. Ein negatives CDR bedeutet ein
negatives Ergebnis in der GuV und hat zur Folge, dass zusitzliches Kapital
benétigt wird. Die Berechnung der Risikomarge ist dazu n6tig um sich vor
moglichen Defiziten der Einjahres CDR’s zu schiitzen. Daher ist es notig die
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Folge der CDR’s zu analysieren. Fiir ein gegebenes Unfalljahr ¢ betrachte
man

CDR;(1),...,CDRy(J +i — I),

wobei

CDR;(k) = C*0 — &%) — R*D _ (X, 1+ B (4.2)

und X4k = Cir—ivk — Cir—itr—1 die inkrementellen Zahlungen fiir das
Unfalljahr ¢ im Rechnungsjahr k£ bezeichnet.
Das gesamte CDR fiir ein bestimmtes Rechnungsjahr ergibt sich als

CDR(k) = i CDR; (k)

Die Schwankungen des CDR um 0 kénnen durch den msep in folgender Weise
beschrieben werden (vlg. [13]):
2 D[}

2 Dll.

Unter dem verteilungsfreien Mackmodell (siehe Modellannahmen [4.2.1)) gilt:
~(0 0\2 (A0 0) )2

NG AG G = A0

Ciri 2_10 Cr,1-i

+ f CI —4, (A(O)) /(.}/C\(O)
j=I—i+1 Zé Ck] I j 1019]

und weiters fiir das gesamte D;-messbare CDR

msepepr, 1o, (0) = ]E{(CDRZ-(l) — 0)

- E[@9-a)

— (0
msepCDRi(l)\DI(()) = (Oz(J))

A( )) /(’\(0))

— 0
mSGPCDR(l)mI(O) = stepCDR \D, +22 JCl(J)

1<l Ck[ i
J-1 ~(0) 7(0)y2
n C’Ifj,j (Uj )2/(f ) (4.3)
j=I—i+1 Zi;{) C’w’ I ] ' Cky
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Fiir jedes weitere Jahr £ = 1,...,1 und ¢ > k ergibt sich das CDR;
folgendermafien:

(agk))z @8 (9 z)
i Cz,[-‘,—k—z

~(k k 2
(U§-i-)k—z‘)2/(f[(+)k—i)

Ifse\pCDRi(k—&-l)\DHk (O) =

n i
S Crrvh
J-1 ~(k) 7(k)\2
+ Z CI+I<: —J,J ( )2/(f )

Zl-i-k ]Cl I+k —j— 1Cl
3J 3J

j=I+k—i+1

und weiters fiir das gesamte Dy ,-messbare CDR

n/lse\pCDR(k-‘rl)"D]+k (0> = Z H/lse\pCDRl(k}—l-l)|'D[+k (0)
PONEY
+ ch)c I+k ’L) /(f]—l—k )
i<l l:() Cl,[+k—i

J—1 ~(k k) \ 2
Z CI+k —4, (Ug(-&-)k)2/(};(+)k)
ZHk Ty, {iéﬁj_l Cl;

+ . (4.4)

j=I+k—it+1

@@k und f}i)k bezeichnen die Dy ,-messbaren Schitzungen fiir 0., und fj4.
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4.3 Mathematische Beschreibung der Simplifi-
cations

Mithilfe der vorgestellten Grofen und Ausdriicke ldsst sich das SCR(t) (in
der CoC-Formel) auf mathematische Weise ausdriicken. Es gilt

SCR(t) = p(CDR(t + 1)|Dy4). (4.5)

Hierbei bezeichnet p ein Risikomak, wie z.B. der in [17] vorgeschlagene VaR
oder die Varianz. In den ersten beiden Modellen wird die Risikomarge mithilfe
der CoC-Methode in dieser Form berechnet.

e 5. Fiir vereinfachende Methoden aus S; gibt es keine einheitlichen
Vorgaben fiir deren Umsetzungen. Je nach verwendetem Modell wer-
den individuelle Teilrisiken bzw. Teilmodule in einer bestimmten Form
vereinfacht.

Beispielsweise wird das SCR(t) insofern approximiert, dass die gegebe-
ne Information Dy, durch D; ersetzt wird, i.e.

p(CDR(t + 1)|D14+) = p(CDR(t + 1)|Dy).

e Sy: In der vereinfachenden Methode S; werden die SCR(t) mit ¢ =
0,...,J —1in folgender Form vereinfacht (I +¢ < i+ J):

E(ﬁ(t))

SCR(t) = SCR(0)—=
(1) = SCR(0) =

Y

I ~(0) ’
i=I+t+1—J Zl:IJrlfJ CZ,J - Cl,H

Fiir die gesamte Risikomarge gilt schliefslich:

o~

E(R®) 3 E(R") Z E[CY) — Cirite]
R(0)

i=I+t+1-J

= J—1 I ~)
= E|C;; = Ciri

R = CZ SCR(f) = ¢SCR(0) E ZZ“;H—J [A(é’)‘] g
t=0 t=0 Zl:1+1_J Cl,J —_ Cl71—l

J I A(t-1)

Zz‘:Ht—J E[Ci,J B Ci,lfi+tfl}
= ¢SCR(0) ) =i O
t=1 I=I+1-J “1,J0 — “LI-1

Der Ausdruck muss mittels Simulation ausgewertet werden, da E[ﬁgt)] =
E[C’i(’t} — Cj 1-i+4) eine (Dyi-messbare) Zufallsvariable ist.
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e S;3: Die Methode S3 wurde erstmals von Ohlsson und Lauzeningks [14]
beschrieben. Hierbei betrachtet man ein Abwicklungsmuster py,...,py,
wobei ), p, = 1. Dieses wird in Form von BE-Reserven dhnlich wie in
der vorherigen Methode aus dem Schadendreieck D; gewonnen. Fiir py
mit k=1,...,Jgilt ({+k<i+J):

o ! 61(3)4% - 61'(3)—#1{4
Pk = Z

I ~(0) ’
i=I+k—J Zl:[—i—l—J OZ,J - Cl,l—i

Dabei bezeichnet ZZ::: pr jenen Teil des Abwicklungsmusters, der zu
Beginn des Jahres ¢ — 1 iibrig ist. Als Approximation fiir SCR(t — 1)
ergibt sich

J
SCR(t —1) ~ SCR(0) - ) _ px.
k=t
Als Risikomarge erhdlt man somit
J o J
RM = cSCRO)Y D m
t=1 k=t
A F v
1,0 —1+ 1, —1+k—
= ¢SCROY. D>, ) =z
t=1 k=t i=I+k—J LJl=I+1—J OZ,J — Gl

J I A(0) (0)
. L Cil —Cif i
I+k<i+J c SCR(O) Z Zz_l—i-t—J J J—itt 1.

I ~(0)
t=1 Zl:[+1—J Oz,J - Cl,l—l

e S,: Die Methode 54 lasst sich in folgender Form ausdriicken:
RM = X1,0B E(O),

wobei ay,p einen Prozentsatz darstellt, der je nach Sparte einen Wert
zwischen 4% und 17% annimmt.
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Kapitel 5

Analyse von Risikomargemodellen

Dieses Kapitel widmet sich der genaueren Analyse von drei sehr aktuellen,
mathematisch konsistenten Modellen zur Berechnung der Risikomarge.

Bei den ersten beiden Modellen handelt es sich um Ansétze basierend auf der
CoC-Methode. In den folgenden zwei Abschnitten werden die beiden Modelle
genauer vorgestellt und es werden die Simplifications unter diesen Modellen
hergeleitet.

Im dritten Abschnitt wird ein weiteres Modell vorgestellt, dessen Ansatz
zur Risikomargeberechnung 6konomisch motiviert ist. Dazu wird die Technik
der Wahrscheinlichkeitsverzerrung eingesetzt. Zu bemerken ist, dass dieses
Modell nicht auf dem geméf [17] geforderten CoC-Ansatz basiert, sondern
als interessante Alternative zu sehen ist.

Im letzten Abschnitt folgt schlieklich eine Analyse der ersten beiden Modelle
anhand eines Datenbeispiels. Dabei werden die verschiedenen Simplifications
wie auch Modelle untereinander verglichen.

5.1 Modell 1: Ansatz von Salzmann und Wii-
thrich

Dieses Kapitel wendet sich dem von Salzmann und Wiithrich im Paper "Cost-
of-Capital Margin for a General Insurance Liability Runoft” [20] erarbeiteten
Modell fiir die Risikomarge zu.

Das Paper behandelt den ersten streng mathematischen, mehrperiodigen
Cost-of-Capital Ansatz fiir einen allgemeinen Verlauf von Versicherungsver-
pflichtungen (innerhalb des Chain Ladder Rahmens).

Die Schadenreservierung wird im Rahmen eines Bayes’schen CL. Modells be-
schrieben (vgl. Gisler und Wiithrich [4]). Dieses bietet einen einheitlichen
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Ansatz zur Beriicksichtigung der sukzessiven Informationsgewinnung in je-
dem Rechnungsjahr.

5.1.1 Bayes’sches Chain Ladder Modell

Im Rahmen eines Bayes’schen CL. Modells wird angenommen, dass die unbe-
kannten CL-Faktoren f;,7 =0,...,J — 1 Realisierungen von unabhéngigen,
reellwertigen Zufallsvariablen Fj sind. Es sei

F - (ﬁo,ﬁl,...,ﬁjfl)
der Zufallsvektor der ﬁj und

F==0ofi.-o, f-1)

eine Realisation von F.Im Bayes’schen CL-Modell wird weiters angenom-
men, dass gegeben F' die Modellannahmen erfiillt sind.

Die individuellen Schadenabwicklungsfaktoren werden definiert durch F; ; =
Ci;/Cij- fiilr j = 1,...J. Die kumulierten Zahlungen C; ; sind dabei gegeben
durch

J
Cij = Cio [ Fim-
m=1

Der Prozess (C; ;)j=o,..; besitzt als Startwert die erste Zahlung C; o und die
F; ; bezeichnen die multiplikativen Veranderungen.

Modellannahmen 5.1.1 Bayes’sches Chain Ladder Modell

e Bedingt auf F sind die Zufallsvariablen C;; unabhdngig fir die ver-
schiedenen Unfalljahre i € {0,...,1}.

o Die bedingte Verteilung von Fj; gegeben F und Bj_1 hdngt nur von
Cij—1 ab und es gilt, dass

E(F;|F, B = Fj_i,
- o2(F;_
Var[Fi,j|F,Bj,1] = —J( J 1).
Cij

° {ﬁo, ..., ﬁ;,l} sind unabhdngig.

Im Folgenden wird der Bayes Schiitzer des ultimativen Schadens hergeleitet.
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Definition 5.1.1 FEin Schitzer 7 einer Zufallsvariablen Z ist zumindest so
gut wie ein Schatzer Z, falls

E[(? - 2)2} < E[(Z - 2)2} .
Satz 5.1.1 Sei Z eine Zufallsvariable und X ein Zufallsvektor von Beobach-
tungen. Dann ist der beste Schdtzer von Z:
zBwes — B[7|X].

ZBwes wird bezeichnet als Bayes-Schitzer von Z. ZB% minimiert den be-
dingten quadratischen Fehler, i.e.

ZBwes — argmin E {(2 — Z)zl.
Z
Im Bayes Modell ist der beste Schétzer fiir den ultimativen Schaden C; ;

J-1
B B
C’i ;yes — Oi’]_z‘ H E7 ayes.

j=I—i

Bayes’sche Inferenz

e Es seien x = (z1,...,x,) die Realisierungen des Datenvektors X =
(X1,...,X5)

e Sei @ = (0y,...,0,) der Parametervektor mit Werten in © und f(x|0)
die Dichtefunktion des Datenvektors gegeben 6.

Die Priori Verteilung bezeichnet die Verteilung der Parameter vor der Beob-
achtung des Datenvektors X. Die Dichte der Priori Verteilung von 6 wird
bezeichnet mit p(8).
Die Posteriori Verteilung ist die Verteilung der Parameter nach Beobachtung
der Daten, i.e.
f(X|0)p(0) proportional bzgl.

f(01X) = X)) x f(X160)p(0),
wobei f(X|0) = L(6;X) und L(6;X) die Likelihoodfunktion bezeichnet
und

13 = [ s(xlo)p(o)ao.

Mit Hilfe der Posteriori Verteilung lasst sich der Posteriori Erwartungswert
von 0 folgendermafien bestimmen:

E(0]|X) = /@0f(0|X)d0.
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5.1.2 Gamma-Gamma Bayes Chain Ladder Modell

Im folgenden Modell wird angenommen, dass die zugrunde liegenden Abwick-
lungsfaktoren durch die Zufallsvariablen O, ..., @jl beschrieben werden.

Modellannahmen 5.1.2 Gamma-Gamma Bayes Chain Ladder Modell
e Bedingt auf © = (04,...,0)

— sind die kumulativen Zahlungen C;; unabhdingig fir verschiedene
Unfalljahre 1.

— sind Cy0, Fy 1, ..., F; j unabhdngig mit (vgl. mit Definition
Fijle ~T(0;%,00:%)  firj=1,....J,
wobei die 0;’s gegebene positive Priori Konstanten sind.

o Cio und © sind unabhingiy.

e O1,...,0, sind unabhdngig mit ©; ~ (v, f;(v; — 1)) mit Priori Pa-
rameter f; > 0 und y; > 2.

Das Gamma-Gamma Bayes CL Modell gehort zur Exponentialfamilie (siehe
Biihlmann und Gisler [4]). Fiir Modelle aus der Exponentialfamilie ldsst sich
die Posteriori Verteilung von ©, gegeben die Beobachtungen F;;, explizit
berechnen (siehe [4]). Fiir die meisten anderen Modelle sind nur numerische
Losungen verfiigbar (vgl. mit [20]).

Bedingt auf ® erhilt man ein CL-Modell mit den ersten beiden Momenten
gegeben durch

—10,Cio,...,Ci -

i 1| ,Cio 1]
= CijE[F,;0] = (- 1@

E[Ci,j|®> Ci,m cee Ci,j—l] = E[Ci,j—l

Ci
Var(Cl-7j|®, Ci,O; Cey Cz’,jfl) = Var(C’i,j,lc J ’@, Ci,O? e ,C,L"jfl)

4,7—1

= Czj , Var(F; ;|©) = ] 1 05 @ 2,

Hierbei spielt @;1 die Rolle des CL-Faktors. Weiters gilt fiir die Momente
von O); (siehe [20])

E©;' =/, E[O6;% =1 L nd Var(6;) = f2

Ty —2 -2

Um die Existenz der zweiten Momente zu sichern muss gelten, dass v; > 2.

o4



5.1.3 Der Parameter Update Prozess

Zum Zeitpunkt k ist die Information D;,; vorhanden und es sind die aus-
stehenden Schadenzahlungsverpflichtungen C; ; — C; r—; 41 zu schitzen. Das
Modell muss geméaft der neuen Information im Schadenabwicklungsprozess
sukzessive angepasst werden. Der folgende Satz beschreibt den 'Parameter
Update Prozess’ fiir die Posteriori Verteilung von ©;.

Satz 5.1.2 Unter den Modellannahmen | .2.1| ergibt sich, dass die Posteriori
Verteilungen der ©; bedingt auf Dy unabhingige Gammaverteilungen sind
mit Parameter

((I+k=5)N])

w_ ., (I+k=jAD)+1 = Z

v =+ = und c = fi(vi—1)+o;
J

Fi;.
Beweis: Es sei p; die Verteilung von (. Dann gilt fiir die gemeinsame Ver-
teilung von (O, Driy):
p(©,Dryr) = p(O[Drik) p(Drsr) = p(Dr4k|©) p(O) =
H (@jUj_Q)(f o’

21 _
(Jf2) ij eXp{_@jUj 2Fi,j}
i+j<[+k J

X H (f5( % @%—1exp{ fi(v; >®j}Hpi(Ci’O)'

Daher gilt fiir die Posteriori Dichte von ©® gegeben D; ., folgendes Resultat:
J vj+((1+kfj2)AI)+1_1 (I+k JIN
p(O|Dryp) H C} J exp [— (fj(vj Z Fw> ]
j=1

Dies sind unabhéangige Dichtefunktionen einer Gammaverteilung, was den
Satz beweist. [

Korollar 5.1.1 Unter den Annahmen von Satz[5.1.2 erhdlt man

(k)
k) def - 5 k)= (k) k
1} < EO7'Dris] = o = o F}" + (1= al") f;,
) _
. (c§)? Dl =1
E[@j2|DI+k] = ( G J _ (’T ))2 J
Vi

k - ' k ’
—D0gY -2 -2
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wobei

" 1 (I+k—j)AT

—(k

F - Fvi‘v

J (I+k—5)AND)+1 ; 7
N (I+E=7)NI)+1 |
J (IT+k=G)NI)+1403(y; — 1)

In rekursiver und entsprechend praktikabler Form lautet der Parameter Up-
date Prozess wie folgt:

Korollar 5.1.2 Fiir k> 1 und j > k gilt
k k k)y Flk—
7Y = al Fro g+ (1 —al?) Y,

wobes

a§k) ={U+k—j5+1+ aj?(vj —1)"h

Beweis: folgt aus Korollar [5.1.1]

5.1.4 Schatzung des Gesamtschadens

Der folgende Satz liefert die Best Estimate Schitzung der ultimativen Scha-
denzahlung C; ; im Bayes’schen CL-Modell

Satz 5.1.3 Man nehme an die Annahmen von Satz[5.1.9 gelten. Der Schit-
zer von C; 5 mit minimaler bedingter Varianz (gegeben Dyyy) ist gegeben

durch 62(];) = E[C; j|Drsk). Fir I +k < i+ J erhdlt man

J
J=I—itk+1

Beweis: Folgt aus Satz und der Posteriori Unabhéingigkeit der ©;.

Zu beachten ist, dass im Bayes CL-Modell die CL-Faktoren f(jk) gewichte-

) sind.

— 1)

te Durchschnitte der Priori Parameter f; und der Beobachtungen ng
(k)
J

der nur von den Beobachtungen

Fiir nicht-informative Priori Parameter (i.e. 7; — 1 und daher «
erhélt man einen CL-Faktor Schétzer @(f;),
F;k) abhingt.

Im weiteren Verlauf werden nun die Unsicherheiten in den CDRs charakteri-

siert. Das folgende Korollar besagt, dass die BE Schitzungen ein Martingal
bilden.
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Korollar 5.1.3 Unter den Modellannahmen gilt
E[CDRl(k)’DH,k,ﬂ = O

Weiters gilt, dass die CDR’s unkorreliert sind, i.e. fir k > 1,1 < J und
m < max(k,l) gilt, dass

E[CDR; (k) CDR; ()| Dy 4] = 0.

5.1.5 CoC-Marge

Fiir das Unfalljahr ¢ bestimmt CDR;(k) die Menge, die aufzuwenden ist, um
die Schadenreserven anzupassen. Daraus ergibt sich die BE Reserve fiir das
Rechnungsjahr k. Als Schutz gegen Defizite bzgl. der CDRs im Rechnungs-
jahr k wird ein Risikomafs p, gewdhlt. Sei ¢ > 0 die CoC Rate, dann ergibt
sich als aufsichtsrechtlicher Preis fiir den Schutz gegeniiber einer ungiinstigen
Entwicklung cpy.

Folghch muss das Versicherungsunternehmen zuziiglich zu den Schadenreser-
ven R ) Reserven fiir den CoC-Cashflow

CPE+1y -+ - s CPI+i—T

bilden. Man nehme an, dass @Ek) die Reserven bezeichnen, die die ag-
gregierten CoC-Cashflows cpgi1,...,cpyri—; decken. Folglich erhilt man die
risikoadjustierten Schadenreserven zum Zeitpunkt k& (basierend auf der In-
formation D) durch

~

R® — B® | Gor”.

7@5’“) kann man hierbei als marktkonsistenten Preis fiir die ausstehenden Ver-
bindlichkeiten in einem unvollstdndigen Markt sehen bzw. als Preis des Ri-
sikos zu dem die ausstehenden Verpflichtungen an ein anderes Unternehmen
zum Zeitpunkt k iibertragen werden koénnen.

Im Folgenden wird ein ganzheitlicher Ansatz ﬁfk) zur Berechnung der Scha-
denreserve vorgestellt. Anschliefend werden die vereinfachten Ansétze aus
Kapitel unter diesem Modell untersucht. Dazu werden jeweils 2 Modelle
S1.1 und S1.2 aus dem Level 1 und jeweils ein Modell fiir die weiteren Levels
(52, S3 und S4) vorgestellt.
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5.1.6 Vorbereitungen
Fir I +k <J+7und i,k > 1 werden die Konstanten

7(k—1) 1 J 7(114:—1) B
I+k—i k j
Vitk—i = % j=I+k—it1 fi -
und
(k) (k) T =2
2 —1 'I+k—t
Oik = Bik [a'1+k—i + (1 - a1+k—z’) (07 gh—i + 1) Wl}
Vitk—i —
definert.
Wegen
,y(kfl) _
k—1 j .
(02 +1) > 1,V > 2 und vj(k_l) ; >1 Vjk
; _

sieht man leicht, dass ;5 > 1 und da die aEk)’s und 7§k)’s (wie an Threr
Darstellung ersichtlich (siehe Satz[5.1.2))) nicht von den Beobachtungen C;
abhéngen, gilt dies auch fiir 3; .
Dies ist eine wesentliche Eigenschaft der Modellannahmen die in den
weiteren Herleitungen notig ist.

Korollar [5.1.3|impliziert, dass die ganze Unsicherheit betrachtet vom Zeit-
punkt 0 in einzelne Einjahres-Unsicherheiten fiir verschiedene Rechnungsjah-
re aufgeteilt werden kann. Dies geschieht wie folgt:

D[) = Jil Var(CDRz(k) |D[)

J4i—1
Var(C; j|D;) = Var< >~ CDR;(k)
k=1

k=1
J+i—1I J+i—1I N
= Y E[CDR} (k)P = Y E[Var(C{Y|Drix1)|Dr).
k=1 k=1

Fiir die zweite Gleichheit wurde die Unkorreliertheit der CDR’s verwendet.
Satz 5.1.4 Unter den Modellannahmen erhalt man, fir I +k < J+i
Var(ai(,? }Dkal) = (éi(ffil))z (Bir — 1),

k—1
Var(CDR,(k)[Dr) = (C\)" T[ Bis (Bir — 1.
j=1

o8



Beweis: Fiir I +k < J 41 gilt

7
Var(@(f]) |Dri4-1) = Var <Ci,l+l~c—i H J/C}k) ‘Dl—i-k—l)-

j=I+k—i+1

Mithilfe von Korollar |5.1.2 lassen sich die CL-Schétzer Ek) folgendermafen
darstellen:

']/C}k) - a§'k)ﬁ§k) + (1 - O‘(k))f = a( Frip—j;+(1— a (") )f(k Y,
Daraus folgt, dass f;k) gegeben Dy nur in Fry_;; zufdllig ist. Aufgrund
der Posteriori Unabhingigkeit von O, ... 0  gegeben Dy, 1 und der Tat-
sache, dass alle involvierten Zufallsvariablen nur von verschiedenen Unfalljah-
ren und Abwicklungsjahren abhéngen, sieht man, dass C; ;4—, J/C}(i)kiprl, oty
unabhéngig sind, gegeben Dy, ;1. Daraus folgt, dass

J
Var ( Cir+k—i H ]/C}k)‘pl-&-k—l)

j=I+k—it+1
! 2
k
= E[C2I+k i | Drsk1] H E {(J?J( )) Dl—&—k—l}
j=I+k—i+1
d 2
~E[Ciriiei| Drn—a)® [ E[F" | Drosi]
j=I+k—it+1
J )
k
= 021+k i— 1<E[Fiz,l+k—¢’DI+k—l] H E {(]?} )) Dl+k—1]
j=I+k—i+1
J
. H (ﬁk_l))2>
J
j=I+k—1

Weiters gilt

E[F} il Disk1] = E[E[F? 10, D] | Drr-i]
E[Var (Firie—i|©) +E[Fr-i|O©F[Dryg]
= (o} Tihi T E [@I+k—i|DI+k*1]
Ak—1) 27§]-€-k1) —1
2 7
= (O'I+kfi+1)(fl+k ) kD) o
I+k—i 2
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und

E| ()’

DH—k—l} = Var ([ | Dr) + (/59

= (&™) Var (Frypj; | Drys) + (FF)?
(k-1)

_ (Ek—l))Q [(agk)y(("? + 1)3;,67):; — 1) + 1].

Dies beweist die erste Behauptung des Satzes. Weiters gilt
Var(CDR;(k)|Dy) = E[CDR?(k)|D;] = E [Var (C)|Drass ) | D).

Daraus folgt (zusammen mit der ersten Behauptung des Satzes), dass

g

D]

B Var (C1D1-101)|P1] = (s — DE[ (€5 )

= (Bir — E Var(ai(,]flil)‘pprkf?) + (61-(,]?172))2

Der Satz folgt durch Iteration des Arguments. [J

Aus Satz folgt:

Korollar 5.1.4 Aggregierte einjihrige Risiken. Unter den Modellan-
nahmen erhdlt man

J4i—1 J4i—1
Var(C 4 |D;) = Var( > CDR;(k) DI> = (@D TI Bix - 1]
k=1 k=1

_ o] T PTG il AT
o ( i,J) H (03‘ + ) (0) - :
j=I—i+1 v =2

J

Beweis: siehe [20].
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5.1.7 Vollstindige Risikomargeberechnung

Dieser Abschnitt beschreibt einen Ansatz, der versucht moglichst jedes Risiko
bei der Berechnung vollstindig zu beriicksichtigen. Der vorliegende Ansatz
beinhaltet insbesondere die Unsicherheit der CoC-Cashflows ¢ p; selbst. Dazu
ist eine rekursive Berechnung notig - basierend auf einer Riickwéartsindukti-
on. Fiir ein fixes Unfalljahr ¢ > [ — J ist das letzte Rechnungsjahr gegeben
durch J + ¢ — I. Zuerst werden die Reserven fiir den CoC-Cashflow durch

—(J+i—1
C’oC’g : = 0 initialisiert. Fiir £k =0,...,J +7 — I — 1 werden die risiko-

(2

adjustierten Schadenreserven definiert durch

~

RE) = R )+E{COC ‘DM} tepipss & RY 1 CoCy

wobei

. |Dl+k) V2

‘Dl+k] COC ey )‘D1+k)

Pikt1 = @ Valf(R(kJrl + Xir—ith1 + COC
— ¢ Var(CDRy(k +1) + (E[CoC}

1/2

und ¢ eine fixe positive Konstante bezeichnet, die das Sicherheitsniveau be-
stimmt.

Es wird also ein geeignetes Risikomak fiir das erste Rechnungsjahr gew#hlt,
welches bestimmt wird durch ein Vielfaches der Standardabweichung.

Man beachte, dass das Risikomafl p; ;41 die Unsicherheit des CDR in den
Schaden-Cashflows X; ; beriicksichtigt wie auch jene in den CoC-Cashflows
cpij, 7 = k+ 1. Die gesamte Reserve des CoC-Cashflows zum Zeitpunkt 0
ist gegeben durch C/(IJEO)

Fir k=1,...,J + 11— I definiere man

big=1+co(Bip— 1"

Satz 5.1.5 Die CoC-Reserven zum Zeitpunkt k =0,...,J+1—1 —1 sind

gegeben durch
J+i—1

Col” =B (I bim—1):

m=k+1

Beweis: Die CoC-Reserven werden induktiv berechnet. Firk =J+i—1—1

erhélt man (siehe Satz [5.1.4)

(J4+i—I-1)

COC = 0+cpijrir=co Var(CDRZ-(J—I—i—[)]DJH,l)l/2
= C¢C (=Y (ﬁi,JH—I — 12
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Dies beweist die Behauptung fiir k =J +7— 1 — 1.
Induktionsschritt: Man nehme an die Behauptung gelte fiir £ + 1. Dann gilt,
dass

J+i—1

(k) (k1) .

CoC, = E[COCI }’DI-&-k] + CPi k1 = O;f}( H bi,m - 1) + CPs k41,
m=k+2

wobel

pissi = ¢ Var (CDRy(k + 1) + (E[CoC | Dyps] — CoCl ™) | Dris)

Jtiel
B k—',—l) G (T 1/2
= ¢ Var + C H bim — 1) | Dryx)
m=k+2
J+i— J+i—1

= ¢ H bzm\/ar( k+1 |D )1/2251-(,? H bz’,m¢(ﬁz’,k+1_1>l/za

m=Fk+2 m=k+2

wobei im letzten Schritt Satz verwendet wurde. [
Schlieklich ergibt sich fiir die Risikomarge zum Zeitpunkt 0O

)
RM; = E[Coc,. }DIHcpu
J+i—1

— CoC (Hbzk—l)

Satz 5.1.6 Aggregierte risikoadjustierte Risikomarge
~—,(0)
RM = CoC ",
wobei man C/(I](O) durch folgende Rekursion erhdlt (k=0,...,J —1):

Goc™ & g (c oty

Dl+k> + CPr+1

und

prei = ¢ Var(CDR(k+1) + (E[CoC" " [Dyii] — CoC" ) |Dyys) 2

I 1/2
= <Z5Var< Z CZICJ+1+CC DI—Hc) -

i=I+k+1-J
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Beweis: siehe [20].

Die Berechnung der Schadenreserven in geschlossener Form ist nicht mog-
lich (siehe [20]).

Durch Vernachlassigen der Diversifikationseffekte kann jedoch in einfacher
Weise folgende obere Schranke angegeben werden:

I
RM < Z RM, .
i=1+1—J

Eine verbesserte Schranke, die die Diversifikation zwischen den Unfalljahren
beriicksichtigt (vgl. mit [20]), bietet folgender Satz

Satz 5.1.7 Fiir cp <1 gilt
! k—1
RM < Z(l + (V2 - o) cp,E:Sl’2),
k=1

wobei p,(fl'z) das Risikomafs der Methode S1.2 bezeichnet und im Kapitel
5.1.9 vorgestellt wird.
Beweis: siehe [20)].
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5.1.8 Simplification S1.1

Im Vergleich zum vorherigen Modell wird hierbei die Unsicherheit der CoC-
Cashflows c py als Teilrisiko in den Berechnungen vernachléssigt. Weiterhin

wird vorausgesetzt, dass das Risikomals pp Dryr_1-messbar sein soll.
Man beachte, dass auf Grund von Satz gilt:

Var(CDRi(l{)’D]+k,1) = Var(éi(meHk,l) = (61-(7];71))2 (617]C — 1)
Folglich wird das entsprechende Risikomafs definiert als
pir ) = ¢ Var(CDRy(R)|Dra)'? = 6 O (B = 1)V2.

Entsprechend der Darstellung 1) wird hier als Risikomaf p = ¢ v/ Var ver-

wendet. Man beachte, dass die CoC-Marge cpgil'l) Diik_1-messbar ist und

deren Hohe zum Zeitpunkt 0 noch geschéitzt werden muss. Die risikoadju-

stierten Schadenreserven fiir pﬁ;'l) erhélt man dabei wie folgt:

J+i— J+i—1

M = ZE[p@i“ D] =coCY Y (B =12
k=1

Korollar 5.1.5 FEs gilt
RM < RM; .

Der Grund fiir diese Relation ist, dass die Risikomarge im ganzheitli-
chen Ansatz eine zusétzliche Risikokomponente (die Unsicherheit der CoC-
Cashflows) beriicksichtigt und daher einen héheren Wert ergibt.

Satz 5.1.8 Aggregierte risikoadjustierte Risitkomarge

Z p(Sl 1)

RM Sll_C]E

DI], (5.1)

wobei

I 1/2
plis1.1) _ ¢Var(CDR(k)|DI+k—1)1/2:¢Var< Z CDRi(k)‘DHk—l)

i=Ith—J
I
= Qb[ Z k 1) Hﬁzy sz
i=Itk—J =1
(k—1) (k 1) — 1/2
+ 2y ket H k—1} .
<m =1
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Beweis: siehe [20].

Der Ausdruck auf der rechten Seite von ({5.1)) kann nicht in geschlossener
Form berechnet werden.
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5.1.9 Simplification S51.2

Im Vergleich zum vorhergehenden Modell wird anstatt der Dy ,-Messbarkeit
des Risikomafes p, nur noch die D;-Messbarkeit verlangt. Das Risikomafs

pgil'z) in diesem zweiten Ansatz lautet nach Satz [5.1.4

wie folgt

,O(Sl .2) ¢ Var(CDR ( )lD 1/2 C(O) ]‘_[61/2 ik 1/2

Die Unsicherheit der CDR’s fiir jedes Rechnungsjahr
0 aus betrachtet Die Dj;-messbare Risikomarge zum
Risikomafs pl & 512) lautet

J i—1 [k—1
RM (512 — i (H 51/2>
k=1 7j=1
Korollar 5.1.6 FEs gilt
RMZ(Sl.l) < RMESI.Q) .

Beweis: siehe [20].

Satz 5.1.9 Aggregierte risikoadjustierte Risikomarge

J
RM(SLZ) —c Z p;SIQ)’

k=1

wobei

I
PSP = 4 Var(CDR(k)|Dy) M2 :gbVar( 3

i=I+k—J

1

= ¢[ Z (0) H/BZ] sz_l

i=I+k—J

~ 1/2
+ 2202.(?}0(0)]1"[52] G =1)|

<m

Beweis: siehe [20].
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5.1.10 Simplification S2

Dieser Abschnitt untersucht jene Vereinfachungsmethode aus Level 2, in der
die zukiinftigen SCRs geméfs den Vorgaben aus Kapitel approximiert
werden:
J I A(t—1)

- E|C; — Cirivt
RM*? = ¢SCR(0) Y Zeisrity | M ]
t=1 Zl:IJrlfJ Cl,J - CZ,H

wobei SCR(0) = ¢ Var(CDR(1)|D;)"/2.

Y

Satz 5.1.10 Unter den Modellannahmen gilt (fir I +1<J+1i):
Var(CDR,(1)|D;) = Var (C)D;) = (C)*(Bir — 1).
Beweis: Folgt aus Satz 5.1.4]

Die erwarteten ausstdndigen Schadenzahlungsverbindlichkeiten zum Zeitpunkt
k sind gegeben durch

Die Folge pgo), e ,pg‘lﬂ'*[*l),pg]ﬂ;]) = 0 beschreibt den erwarteten Ver-

lauf der ausstdndigen Schadenzahlungsverpflichtungen zum aktuellen Zeit-
punkt. Dieser Ausdruck kann nicht explizit bestimmt werden und muss mit-
hilfe der Monte-Carlo Simulation berechnet werden.

Die Grundidee der Monte Carlo Methode ist es, den Erwartungswert E(X)
einer Zufallsvariablen X durch das arithmetische Mittel + SV Xi(w) zu
approximieren, wobei N € N und X;(w) die Realisierungen von N unab-
hangigen Experimenten bezeichnen, welche alle dieselbe Verteilung wie X
besitzen.

Diese Methode wird bei der Berechnung der Simplification anhand eines prak-
tischen Beispiels im Kapitel [6] verwendet.

Das Risikomafs im Rechnungsjahr k& wird schlieklich folgendermafien ange-
setzt

(k-1)
P = B 5~ @ Var(CDR,(1)|D;)"/?
p.

)

E @(f]il) — Cir—ith—1

~AO) (o qN\1/2
é([?]) _ CZ » ¢Ci7j (51,1 1) .

1
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Die risikoadjustierte Risikomarge zum Zeitpunkt O ist schlieklich gegeben
durch

Jti—1 E {62.(7’3—1) — Cir—itk—1
S2 (0
RM™ = ¢ Cl) (B — 12 Y =0
k=1 C'J - Ci,Ifi

(3

Satz 5.1.11 Aggregierte risikoadjustierte Risikomarge

J I A(k—1)
RM(SQ) _ (52) Z Zi:[«#k*J ]E[Ci,J - Oi,[—i+k—1:|
- Cpl T 6(0) C
k=1 Zi:[+17;f i,J i,I—1

Y

wobei
(52) ! 1/2
P ¢Var(CDR(1)|DI)1/2:¢Var( 3 CDRZ-(l)‘DZ)
i=I+1—J
~ 0y A(0) AO) 12
= ¢>[ @) Ba-n+2 > CY Cm,J<5i,1—1)] .
i=I+1—J I+1—J<i<m<I

Beweis: siehe [20].
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5.1.11 Simplification S3

Dieser Abschnitt untersucht die Risikomargeberechnung unter Level 3:

J I ~(0) (0)
: Cc:;—C
S3 Zzzl+t—J i,J i, ]—i+t—1
RM*® = ¢SCR(0) > ! U
t=1 Zl:prlf] 1,J — VLIl

wobei SCR(0) = ¢ Var(CDR(1)|Dy).

)

Die erwarteten ausstindigen Schadenzahlungsverbindlichkeiten zum Zeitpunkt
k ausgehend vom Zeitpunkt O sind gegeben durch

1

rszﬁw

~0) A0
DI} = Cz(J) — Cz‘(,l)—i—l—k'

) pIH=I=0 LUH=D ) den erwarteten Verlauf

Demnach beschreiben r;, ... 7, T
der ausstindigen Schadenzahlungsverpflichtungen betrachtet vom Zeitpunkt
0. Die Berechnung des Risikomafses im Rechnungsjahr &k basiert nahezu auf

dem gleichen proportionalen Ansatz wie im vorigen Kapitel:

(S3) riE=1 6@ —6‘((}) k-1 , A(0)
i i, 1,1 —i+k— ~
phic’ =~y ¢ Var(@OR(DID)'? = === 0 0 (Ba = D'
i iJ iI—i

und
p3) = ¢ Var(CDR,(1)|D)Y? = ¢ C©) (8,1 — 1)V

Die risikoadjustierten Schadenreserven zum Zeitpunkt 0 sind damit gegeben
durch

(S3) (0) (0) ' a((}) — 6(? k-1
_ A A0 (g 1)1/2 i, btk
RM; R +co Cz,J (Bin—1) Z 00 _ o0

k=1 i,J 1,11

Satz 5.1.12 Aggregierte risikoadjustierte Risikomarge

~

J I 0)  A(0)
Z 2i:]+k—] Ci,J - Cz‘,[—i—i—k—l

RM®?) = cp%SQ)
I (0
k=1 Zi:l+14 Ci(,J) - Ci,l—i

Beweis: siehe [20].
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5.2 Modell 2: Risikomargemodell basierend auf
dem ”stochastischen Re-Reserving”

In diesem Kapitel wird ein simulationsbasierter Ansatz fiir die Berechnung
der Risikomarge préasentiert. Dazu wird das sogenannte stochastische Re-
Reserving Verfahren verwendet, welches die Bestimmung der empirischen
Wahrscheinlichkeitsverteilung des einjahrigen Schadenabwicklungsergebnis-
ses (siche Kapitel ermoglicht. Dies bildet schlieflich die Basis fiir die
Risikomargeberechnung.

Als Vorlage fiir dieses Kapitel dient der Artikel "The Multi-Year Non-Life
Insurance Risk” von Diers, Eling, Kraus und Linde [5].

5.2.1 Modellannahmen

Als zugrundeliegendes Reservierungsmodell dient das verteilungsfreie Mack-
modell (siche [£.2.1)).

Der CL-Algorithmus wird verwendet fiir die Schitzung der Schadenreserven.
Die verwendeten Bezeichnungen stimmen durchwegs mit jenen aus Kapitel
iiberein.

Im Folgenden sei I = J.

5.2.2 Berechnung der Risikomarge

Die CDR(k)’s werden sukzessive fiir kK = 1,...,I berechnet. Das Verfahren
lasst sich mithilfe der Definition des Schadenabwicklungsergebnisses erlau-
tern:

CDR;(k) = R} - (Xi,l—i-l—lc + f%ﬁ’“)) (5.2)

Zu Beginn jedes Rechnungsjahres & — 1 wird die aktuelle Schadenreserve
ﬁgk_l) berechnet. Anschliefend werden die neu auftretenden Schiaden im ak-
tuellen Rechnungsjahr mit Hilfe des Bootstrap-Verfahrens (fiir néhere Infor-
mationen siehe England und Verrall [7]) simuliert. Unter Verwendung dieser
neuen Information wird schlieflich die Reserve zu Beginn des nichsten Kalen-
derjahres k berechnet. Diese drei Werte ergeben in Form der Gleichung
das Schadenabwicklungsergebnis im Rechnungsjahr k. Das SCR(k) erhalt
man schlieflich durch Anwendung des empirischen VaR auf die simulierten
CDR(k)s. Die Risikomarge ergibt sich mittels (3.1).

Die Berechnungsschritte fiir die Quantifizierung der CDR(k)s sind in der
Abbildung dargestellt.
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Abwicklungsjahre

Abwicklungsjahre Abwicklungsjahre

Unfalljahre

Diy Diyy

Unfalljahre
Unfalljahre

R

1115('])@)\]1”7'l)m,(())

SCP R 142)/D; »l(())

Abbildung 5.1: Das Re-Reservingverfahren

Im Folgenden wird die Vorgehensweise aus mathematischer Sicht ndher

erlautert.

e Schritt 1: Berechnung der Eingangsschadenreserve
Im ersten Schritt wird ein Schétzer fiir die Eingangsschadenreserve ba-
sierend auf den vergangenen Beobachtungen D; zum Zeitpunkt ¢t = 0
berechnet. Fiir diesen Zweck wird der CL-Algorithmus verwendet.

Es gilt:

mit

wobei

mit

1
RO =S RO
i=1

RO~ - Cur

(0 0 0 0
Ci(J) =Cigi- /}7)1, e f(lé : f}jl

I—k—1
70 _ 2izo Ciknt
) _ Zi=o _ .
Sy Cig

e Schritt 2: Simulation der kumulierten Schadenzahlungen
Im zweiten Schritt werden sukzessive die kumulierten Schadenzahlun-
gen fiir das folgende Kalenderjahr simuliert - beginnend vom Zeitpunkt
t = 0 bis alle Zahlungen abgewickelt sind (bei ¢ = I —1). Die Schaden-
zahlungen jedes Kalenderjahres t = k£, die sich als 'neue’ Diagonale im
Schadendreieck abtragen lassen erhilt man folgendermafen:

I
DF=Y" X},

i=k+1
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wobei
k
X; = Cir—ivir1 — Cir—itk-

Fiir die Simulation der neuen Schadenzahlungen muss zu Beginn ein
klar spezifiziertes statistisches Modell festgelegt werden. Zu diesem
Zweck wird das erweiterte Mackmodell (siche Modellannahmen
verwendet. Aus den Annahmen im erweiterten Mackmodell fiir C; ;
ergeben sich folgende Identitéiten fiir die individuellen Abwicklungsfak-
toren f@j = Ci,j—i—l/oi,j:

Cijn
Cij

1 1
|Cm} = EE[C@J’H’CLJ'] = @fjci,j =/

Efi,1Cis) = B
und

Ci 1
Var(fi;|Cij) = Vaf<—é7flfci,j) = 7z Var(Cij|Ciy)
2¥) 2,

1, o?
= —0:C; ==L,
Cz Gy
Die (C;;);>0 werden in Form eines diskreten Markovprozesses model-
liert und mehrere Pfade simuliert. Ein Markovprozess ist folgenderma-
fsen definiert:

Definition 5.2.1 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S, B) ein
Messraum und I eine Indexmenge. Ein stochastischer Prozess X (t) mit
t € I ist genau dann ein Markovprozess, falls fiir alle n > 1,t; <ty <
v <1 €101, iy € S mit P(Xy, =4y, ..., Xy, = i) > 0 gilt:

IP><)(75n+1 = Z.n+1 ‘ th = in? s 7Xt1 = 21) = ]P)(th-u = Z'TlJrl ’th = Zn)

Dies bedeutet insbesondere, dass jedes C; ; nur von seinem "Vorgénger’
C;,j—1 abhéngt.

Weiters ist es notig fiir die Simulation eine geeignete zugrundeliegende
Verteilung fiir die C; ; zu bestimmen. Passende Verteilungen sind laut
[5] beispielsweise die Normalverteilung, die Gamma- oder die Lognor-
malverteilung. Im Folgenden wird die Normalverteilung als zugrunde-
liegende Verteilung gewdhlt (vgl. mit [5]).

In diesem Fall werden die zukiinftigen Schadenzahlungen folgenderma-
fsen simuliert:

Cir1|Cie ~ N(fi - Cig, 52 - Cip), (5.3)
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wobei der Mittelwert und die Varianz der Verteilung mithilfe der "Pseu-
doabwicklungsfaktoren’ f; und der geschiitzten Varianzparameter 77
ermittelt werden. R

Die Berechnung der f; erfolgt geméf dem Bootstrap-Verfahren nach
England und Verall [7] unter Verwendung einer neuen Menge von so-
genannten 'Pseudodaten’. Dazu werden zuerst die skalierten Pearson-

Residuen, definiert durch

T = 1)

Tij =
T

berechnet. Aus der Menge {r;;;4,j > 0} der Residuen wird durch
Ziehen mit Zuriicklegen eine neue Menge von Bootstrapstichproben
{ri;;i,j > 0}” generiert. Daraus lassen sich die Pseudoabwicklungs-
faktoren berechnen mittels:

o~
-~

fi=15= Tf‘—] + /-
J J Ci,j
Nun werden die Schadenzahlungen C; ; Schritt fiir Schritt mittels (5.3)
simuliert.
Es sei Z die Anzahl der Simulationsschritte, dann liefert diese Prozedur

schlieklich Z verschiedene Abwicklungsmoglichkeiten fiir das gegebene
Schadendreieck.

Schritt 3: Bestimmung der empirischen Verteilung der CDR’s
Fiir die Berechnung der SCR(?)s ist es notig die empirische Verteilung
der CDR’s zu berechnen. Das SCR(t) zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢
ergibt sich durch Anwendung eines Risikomafes p auf die Wahrschein-
lichkeitsverteilung des einjahrigen Schadenabwicklungsergebnisses zum
Zeitpunkt ¢ + 1 (CDR(t + 1)) basierend auf allen vergangenen Beob-
achtungen bis zum Zeitpunkt ¢ (Dr44):

SCR(t) = p(CDR(t + 1)| D).

Hierbei kommt es zu Schwierigkeiten bei der Simulation, da fiir die
Bestimmung der empirischen Verteilungsfunktion von CDR(t) inein-
ander verschachtelte Simulationen notwendig sind. Beispielsweise sind
fiir die Berechnung von SCR(1) fiir jeden Simulationspfad z weitere Z
Simulationen des einjahrigen Schadenabwicklungsergebnisses basierend
auf der upgedateten Information Dy, nétig, um die zugehdrige empi-
rische Verteilungsfunktion herzuleiten. Allgemein fiihrt diese Prozedur
zu Z'! Tterationen fiir die Berechnung des SCR(t),t € {0,...,I — 2}.
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Um dieses Problem der verschachtelten Simulationen zu vermeiden,
wird die Momentenmethode eingesetzt. Hierbei wird fiir den Schét-
zer des ersten Moments der empirischen Verteilung von CDR(t) die
BE-Reserve verwendet und fiir den Schétzer des zweiten Moments der
bedingte msep ( sieche Definition des CDR(t) verwendet. Die er-
sten beiden Momente sind notig fiir die Berechnung der Parameter der
Verteilung.

Im dritten Schritt werden mit Hilfe der simulierten Zahlungen aus
Schritt 2 sukzessive (vom Zeitpunkt ¢ = 1 bis zum Zeitpunkt ¢ =
I— 1) die BE- Schadenreserven R® und die dazugehorigen Schétzfehler

msepCDR(t—H (siehe ( ) und 1 ) berechnet.
Somit erd ur Jeden Slm ationsschri t z eine Normalverteilung mit
Erwartungswert
! —~(k
3 [ﬁgk—l) B ( Xoriet 7 >)}
i=k+1

und Varianz gegeben durch

MSCPepR(h)(D; 40, (0)

ermittelt und mit Hilfe eines Risikomafes p das zugehorige SCR(t—1),
berechnet.

Das gesamte SCR(t — 1) wird anschliefend approximiert durch Berech-
nung des Mittelwerts:

SCR(t — 1);
~ .

Z
SCR(t —1) = izt

Dieser Schritt wird sukzessive bis zur endgiiltigen Abwicklung zum Zeit-
punkt ¢ = I — 1 wiederholt.

Nun kann die Risikomarge durch Einsetzen der @(t — 1)’s in die
CoC-Formel berechnet werden.

Dieses Verfahren ist als "stochastisches Re-Reserving” bekannnt.
Mit steigender Anzahl von Simulationsschritten konvergiert die empirische
Verteilung der CDR’s gegen die theoretische Verteilung.
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Die Risikomarge ergibt sich nun wie folgt:

Satz 5.2.1 Risikomargeberechnung

I—-1
RM = c- Y SCR(1),

t=0
wober ¢ die Kapitalkostenrate bezeichnet.

Als Risikomak p wird geméft den Technical Specifications [6] der VaRggos
(siehe Definition [2.4.1)) verwendet.

5.2.3 Simplification 51

In Form eines ersten vereinfachenden Ansatzes geméf Level 1 der Simpli-

fications (siehe Kapitel werden die einzelnen Dj -messbaren Schitzer
@(f}, ]/”}k) und ﬁj(k) durch die Dj-messbaren Schétzer @(O]) , ]/”}0) und 8§0) appro-
ximiert. Ansonsten erfolgt die Risikomargeberechnung wie im vollstandigen
Ansatz.

Sehr gut vergleichbar ist dieser Ansatz mit dem Modell S1.2 aus dem Kapi-

tel in dem die Dy, ,-messbaren Risikomafe p,(fl'l) durch D;-messbare

Risikomafe p,(fm) ersetzt wurden.

5.2.4 Simplification 52

Gemék Level 2 der Simplifications werden die einzelnen zukiinftigen SCR(¢)s
mithilfe des Abwicklungsmusters der zukiinftigen simulierten BE-Reserven
berechnet (¢ <1):

I I A(t—1)
_ L R[CEY — ¢y

RMS? = ¢SCR(0) 2 E L J
t=1 Y1 Cif = Cur

wobei SCR(0) den Schiitzer von SCR(0) = ¢ VaRo.g95(CDR(1)|D;) bezeich-

net.

Y

5.2.5 Simplification 53

Entsprechend Level 3 der Simplifications wird das Abwicklungsmuster der
zum Zeitpunkt 0 geschitzten BE-Reserven verwendet (¢ < i):

I I A0 (0)

(S3) _ Zz:t i1 i, ]—i+t—1
RM®9 = ¢SCR(0) Y e
t=1 Zl:1 1 — VLIl

1)



wobei @(0) den Schitzer von SCR(0) = ¢ VaRg.g95(CDR(1)|D;) bezeich-

net.
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5.3 Modell 3: Risikomargeberechnung mithilfe
von Wahrscheinlichkeitsverzerrung

Der folgende Ansatz zur Berechnung der Risikomarge basiert auf der versi-
cherungstechnischen Wahrscheinlichkeitsverzerrung. Mithilfe dieser Technik
wird (in mathematisch konsistenter Weise) ein Modell zur Berechnung der
Risikomarge entwickelt.

Das Modell ist dem Paper "Risk Margin for a Non-Life Insurance Run-Oft”
von Wiithrich, Embrechts und Tsanakas (|2I]), auf welchem das aktuelle
Kapitel basiert, entnommen. Die diversen Beweise aller in diesem Abschnitt
vorkommenden mathematischen Sitze, Lemmas, etc. werden nicht behandelt.
Diese sind zusammen mit weiteren Ausfithrungen zum Thema in Wiithrich
et al. [2I] vorzufinden.

Im Vergleich zu den Modellen aus dem vorigen Kapitel, wird hier ein eher
6konomisch motivierter Ansatz priasentiert. Die Behauptung ist, dass die Risi-
komarge im Zusammenhang mit der Risikoaversion]'| des Versicherungsunter-
nehmens stehen soll, das den Schutz gegen eine ungiinstige Entwicklung an-
bietet. Diese Risikoaversion kann mithilfe von Wahrscheinlichkeitsverzerrung
modelliert werden und fiihrt zu einer mathematisch génzlich konsistenten
Risikomarge. Risikoadjustierte Grofsen aus Versicherungscashflows werden
berechnet als Erwartungswert nach Modifizierung der verwendeten Wahr-
scheinlichkeiten. Diese Idee existiert schon linger in der aktuariellen Praxis
- insbesondere in der Lebensversicherungsmathematik bei der Konstruktion
von Sterbetafeln erster Ordnung aus jenen zweiter Ordnung. Die Sterbetafeln
zweiter Ordnung stellen die erwartete Sterbewahrscheinlichkeit dar, wihrend
fiir die Sterbetafeln erster Ordnung ein Sicherheitszuschlag hinzugefiigt wird
um sicher zu stellen, dass die Versicherungsprimie hoch genug ist.

Diese Idee wird nun im Kontext von Nichtlebensversicherungsverpflichtungen
verwendet. Es wird der Verlauf von ausstehenden Versicherungsverpflichtun-
gen in einem CL-Setting studiert. Durch Wahrscheinlichkeitsverzerrung der
klassischen CL-Faktoren werden risikoadjustierte CL-Faktoren generiert.

! Risikoaversion bezeichnet die Eigenschaft eines Marktteilnehmers, bei der Wahl zwi-
schen mehreren Alternativen mit dem gleichen Erwartungswert jene zu wihlen, die hin-
sichtlich des Ergebnisses das geringste Risiko und damit den kleinstmdglichen Verlust be-
sitzt. Dies bedeutet insbesondere, dass der Marktteilnehmer sogar einen sicheren Betrag
bevorzugt, der geringer ist, als die zu erwartende unsicher Auszahlung.
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5.3.1 Modellannahmen

Es wird angenommen, dass ein finaler Zeithorizont n = I + J gegeben ist
und die Cashflows der Schadenzahlungen in diskreter Zeit ¢t € {0,...,n} ver-
laufen. Der zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsraum wird mit (€2, 7, P)
bezeichnet. Hierbei beschreibt die Filtration 7 den versicherungstechnischen
Informationsverlauf , i.e. den Verlauf der anfallenden Schéden.

Die Schidden werden mit X, ; bezeichnet, wobei i € {1,...,I} die Unfalljahre
und j € {0,...,J} die Abwicklungsjahre der Schiden bezeichnen. Weiters
wird angenommen, dass [ > J + 1. Somit wird der Schaden X, ; im Rech-
nungsjahr k = ¢ + j bezahlt. Daraus folgt der Cashflow der Rechnungsjahre
(iiber alle Unfalljahre ¢ € {1,...,1})

IAk IA(k—1)
E Xz g E X@ k—i — E Xk —4,5°
i+j= i=1V(k—J) j=0v(k—1I)

Der gesamte Cashflow wird bezeichnet mit X = (Xi,...,X,,) und die aus-
stehenden Versicherungsverbindlichkeiten zum Zeitpunkt ¢ < n sind gegeben
durch

Xy = (0,...,0, Xpi1,..., Xp).

Das Ziel ist es nun, den Wert des Cashflows der ausstehenden Versicherungs-
verbindlichkeiten X(;; 1) fiir jedes ¢ < m zu schatzen. Fiir die Modellierung
der Cashflows X wird folgendes Bayes’sche CL-Modell verwendet

Modellannahmen 5.3.1 (Das Bayes’sche Lognormal CL-Modell) Es
set

o Ti=0{X,;;i+j<ti=1,....,1,j=0,....J} firallet =1,...,1+J.
e Bedingt auf ® = (Po,..., P, 1) und o = (00,...,05_1) gilt:

— X, ; sind unabhdngig fir verschiedene Unfalljahre 1,
— fiir die kummulierten Zahlungen C; ; = ZLO Xy gilt

Ci i1
= tos(C ) e
§ij+1 0g i Tous B0 (@5, 07)
firg3=0,....,J—1undi=1,..., 1.
o o > 0 ist deterministisch und ®;,5 =0,...,J—1, sind unabhdingig mit

(I)j ~ N(¢j, 83)
mit Priori Parameter ¢; und s; > 0 und

o (Xio9,...,Xr0) und ® sind unabhdingig.
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5.3.2 Best Estimate Reserveberechnung

Die Best Estimate Reserven werden wie folgt definiert:

Rt(X(t+1)): Z (X[ Te] = Z Z Xij| T

k>t+1 k>t4+1i+j=

In diesem Abschnitt werden die Best Estimate Reserven explizit fiir das Mo-
dell mit den Modellannahmen berechnet. Man nehme an, dass ¢ > I,
woraus folgt, dass zum Zeitpunkt ¢ alle anfinglichen Zahlungen X, fiir die
Unfalljahre ¢ € {1,..., I} getétigt wurden.

Nun erfolgt eine Bayes’sche Inferenz bzgl. des Parameters ® gegeben 7;. Dies
bedeutet, dass die Posteriori Verteilung von ® zum Zeitpunkt ¢ berechnet
wird. Man erhilt:

f(@IT) o p( ) [(Ti|®)

(t—i)AJ 1
I T N IR
7=0 i=1 j=1 ]

Der erste Term der rechten Seite bezeichnet die Priori-Dichte des Parame-
tervektors ®, der zweite Term ist die Likelihoodfunktion der Beobachtungen
gegeben ®. Die Posteriori-Dichte liefert schlieflich folgenden Satz:

Il
:1|

Satz 5.3.1 Unter den Modellannahmenl|5.3.1), sind die Posteriori-Parameter
von ®; gegeben T, mit t > I, unabhdngig normal verteilte Zufallsvariablen

mat
;|7 ~ N (g, (s)?)

und Posteriori-Parameter

Satz impliziert, dass
o)) = B[0;|T] = BYE + (1 81")e;
mit, Mittelwert und Credibility-Gewicht gegeben durch

(t—j—1)AI : 9

_ 1 t—j—1)AIls:
ggt) = - E fi,j+1 und Bj(t) = [( A ] J R
t—j—-DAI = of +[(t—j—1) AN I]s;
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Daher ist der Posteriori-Erwartungswert von ®; ein Linearkombination des

Mittelwertes E;t) und des Priori Parameters ¢;.

Unter Verwendung der Posteriori-Unabhangigkeit und der Normalverteilungs-
eigenschaften von ®; erhélt man das folgende Korollar fiir die Bayes’schen
Schitzer:

Korollar 5.3.1 Im Modell erhalt man firi+j3>t>1

BLX, 17 = m<m) 0, 1)

I=t—1

mit Posteriort Chain Ladder Faktoren
1Y = Elexp{®; + 07/2} + 1|T]] = exp{6{" + (s{")2/2 + 07 /2} + 1.

Daraus ergeben sich die Best-Estimate Reserven zum Zeitpunkt ¢ > [
folgendermafen

J Jj—2
Re(X(41)) Z Ci—i Z ( H fl(t)) (fj(i)l - 1)'
! )

i=t+1—J j=t—i+1 \i=t—i

Das folgende Kapitel beschéftigt sich nun mit der Berechnung der Risiko-
marge, die die Abweichungen der Best Estimate Reserven abdecken soll.

5.3.3 Risikoadjustierte Reserven und Risikomarge

Durch Anwendung einer Wahrscheinlichkeitsverzerrung auf die Zahlungen
X, ; werden die sogenannten risikoadjustierten Reserven R (X(:41)) zum
Zeitpunkt ¢ berechnet. Die Risikomarge zum Zeitpunkt ¢ wird schliefslich

als Differenz
RM;(X(111)) = R (Xrny) — Re(Xes1))

definiert, welche unter einem geeignetem Wahrscheinlichkeitsmaf strikt po-
sitiv ist.

Die wesentliche Idee dieser Methode ist, dass ein Prozess ¢ = (©o,...,¥n)
eingefiihrt wird, der die Wahrscheinlichkeiten in ’passender’ Weise modifi-
ziert.
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Versicherungstechnische Wahrscheinlichkeitsverzerrungen

Eine versicherungstechnische Wahrscheinlichkeitsverzerrung ¢ = (o, . . ., ©n)
ist ein strikt positives Martingal mit ¢y = 1. Fiir einen Cashflow X definiere
man risikoadjustierte Einheiten durch

1
Ak = —E[ppXi|Ti).

Pt

Die risikoadjustierten Reserven ergeben sich schliefslich als

1
REXsn) = Y A= > . EE[%X@NH-

k>t+1 k>t+1i+j=k

Fiir die Wahl von ¢ = 1 stimmen die Best Estimate Reserven und die risi-
koadjustierten Reserven iiberein. Fiir eine geeignete risikoadverse Wahl von
 erhélt man eine strikt positive Risikomarge RM,(X(1)). Dazu ist es not-
wendig, dass die ¢ Xg|T; positiv korreliert sind, wobei in diesem Fall (unter
Verwendung der Martingaleigenschaft von ¢) gilt

1 1
Aty = ;E[kalet] > ;E[%Iﬁ] E[X5|Ti] = E[Xk[Ti].
t t

Die positive Korreliertheit fiihrt dazu, dass ungiinstige Szenarien eine héhere
Wahrscheinlichkeitsmasse besitzen (vgl. mit [21]). Um bzgl. der Risikoaversi-
on eine zeitliche Konsistenz zu besitzen, setzt man voraus, dass (A¢x)i—o,..n
ein Supermartingal (siche Definition ist. Dann gilt:

EX 1k — E[Xe| Tl Te] < Ao — E[XG| T

Dies bedeutet, dass die Risikomarge in Erwartung konstant im Zeitverlauf
fallt.

Risikoadjustierte Reserven fiir das Bayes’sche Chain Ladder Mo-
dell

In den vorigen Abschnitten wurde mittels Wahrscheinlichkeitsverzerrung ein
allgemeines Konzept fiir die Berechnung einer positiven Risikomarge erarbei-
tet. In diesem Abschnitt wird ein explizites Beispiel fiir eine versicherungs-
technische Wahrscheinlichkeitsverzerrung ¢ gegeben, die fiir das vorliegende
Bayes’sche CL-Modell geeignet ist. Es wird folgende Wahl getroffen:

J I 2 2

Ss_ g _
Pn = HeXp{ alfuﬁaﬂ’j—l—(foé1+042)¢j—1_(IO‘ﬁO‘Q)QJTl_M% J2 1 }’
j=1 i=1
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wobei aq, as > 0 fixe Konstanten bezeichnen und die Risikoaversion charak-
terisieren: oy bezieht sich auf das Prozessrisiko in &; ; und ay auf die Para-
meterunsicherheit in ®. Schlieklich wird die versicherungstechnische Wahr-
scheinlichkeitsverzerrung ¢ durch ¢; = E[¢,|T;] definiert.

Lemma 5.3.1 ¢ st ein strikt positives Martingal mit ¢ = 1.

Satz 5.3.2 In Modell|5.3.1] gilt firk >t>1 undie {k—J,..., I},

1 k—i—2
—Elpr Xin-il ] = Cie— Z(H fl+t> k—i—1 1)

b l=t—i

mit ristkoadjustierten CL-Faktoren
(+) _ o, (") of (2, o
7 =ex p{ +T+?}exp{(aﬁ—[[—(t—l—l)]al)(sl ) +aq0; }—1—1.

In Anbetracht von Korollar 1] und Satz 2| ergibt SlCh fir I >¢t—1
die Ungleichung fl (+2) > f. ® D1e Posteriori CL Faktoren fl hefern die BE

Reserven zum Zeitpunkt ¢, die risikoadjusterten CL-Faktoren fl ) liefern
risikoadjustierte Reserven, die sowohl das Prozessrisiko in §; ; als auch die
Parameterunsicherheit in ®; beriicksichtigen. Die risikoadjustierten Reserven
sind schlieklich gegeben durch

R ( X(t41)) Z Cii—i Z <H let) 3—1 )7

i=t+1—J Jj=t—i+1 [=t—i

woraus man schlieflich eine positive Risikomarge RM;(X;;1)) erhilt.

Man beobachtet, dass es relativ leicht ist die risikoadjustierten Reserven
im Bayes’schen Lognormal CL-Modell zu berechnen. Der einzige Aufwand
besteht darin die CL-Faktoren geeignet zu modifizieren:

FE = (19 = 1) exp{(an + [T = (¢t =1 = D)ar)(s\))? + a10?) + ay0?} + 1.
Die folgende Funktion (mit [ >¢— 1 > 0)
Tiaon, a) = exp{(ag + [ — (t — 1 — D]a)(s”)* + a107} > 0

repréasentiert diese Modifikation bzgl. der Risikoaversionsparameter oy, cg >
0.
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Erwarteter Verlauf der Risikomarge

In diesem Abschnitt wird der erwartete Verlauf der BE und der risikoadju-
stierten Reserven vorgestellt. Dazu ist folgendes Lemmma notig:

Lemma 5.3.2 Firl>t—1>s—12>0 gqilt
R =BT = (£ = Dmglan, as) + 1.

Man beachte, dass 7;,(a1, ) absteigend in ¢ ist, woraus die Supermartinga-
leigenschaft folgt. Weiters gilt folgender Satz:

Satz 5.3.3 Fiirt > s > I sind die erwarteten Best-Estimate Reserven gege-
ben durch

I J 7j—2
E[R:(Xui)|Tsl = ) [O’Vs‘i > I A7 - 1)}
=t 1—J j=t—it 1 —s—i

und fir die erwarteten risikoadjustierten Reserven gilt

I t—i—1 J -2
E[R; (X1 Ts] = Z |:Ci,sfi H i 9. Z H fl(ﬂ’s) (f(js) - 1)}
i=t+1—J I=s—i j=t—it1i=t—i

Der Verlauf der Risikomarge ergibt sich somit durch:

ERM;(X(1+1)|Ts] = E[R, (X(111) Ts] — E[Ri(Xe41) [ 7).
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Kapitel 6

Datenbeispiele

Dieses Kapitel dient dazu die erarbeiteten CoC-Ansétze in Form der ersten
beiden vorgestellten Modelle zur Berechnung der Risikomarge und deren Sim-
plifications anhand eines Datenbeispiels zu illustrieren und analysieren.

Als Eingabedaten sind kumulierte historische Schadenzahlungen in Form ei-
nes Schadendreiecks verfiigbar (entnommen aus |20]). Zwecks Vergleichbar-
keit wird fiir jedes Modell das gleiche Schadendreieck verwendet (siehe Ta-
belle [6.2). Je nach Modell sind zusétzlich noch diverse Priori Parameter als
Inputdaten nétig.

6.1 Modell 1 aus Kapitel

Neben dem Schadendreieck aus Tabelle 6.2l werden zusétzlich noch die Priori-
Werte fiir die Abwicklungsfaktoren f = [fi,..., f,], die Parameter v =
[Y1,-.-,7s] und die Standardabweichungen o = [0y,...,0,] benétigt. Die-
se stammen aus dem Paper [20] und sind wie folgt gegeben[T}

f = [1.4500,1.1100,1.0750, 1.0700, 1.0650, 1.0630, 1.0600, 1.0500, 1.0400],
v = [2.1,3.0,4.1,4.3,4.7,4.8,5.1,6.4,8.89],
o = [0.202,0.0080,0.0078,0.0073,0.0117,0.0233,0.0031,0.0026, 0.0022].

Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Ergebnisse der verschiedenen
Ansétze. Die CoC-Rate wurde geméf den QIS5 Technical Specifications [6]

!Da der Fokus dieser Arbeit nicht auf der Vorstellung eines Modells sondern auf der
Anwendung der Simplifications und deren Vergleich liegt, wird auf die Schétzung der
Parameter verzichtet. Fiir ndhere Informationen zur Parameterschitzung in Bayes’schen
Modellen siehe [4].
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mit 6% fixiert. Die Hohe des Sicherheitsniveaus kann laut [9] durch Kali-
brierung der Risikomarge mit marktbasierten Werten (i.e. aktuelle Trans-
ferwerte) bestimmt werden. Dies ist jedoch problematisch, da nur wenige
zuverlédssige und vergleichbare Werte existieren.

Im folgenden Beispiel wurde, geméfs [20], ¢ = 3% als Sicherheitsniveau ge-
wéhlt. Die Anzahl der Simulationsdurchlaufe betragt 10.000.

Zu bemerken ist, dass die Wahl der Konstante ¢ keinen Einfluss auf den Ver-
gleich der verschiedenen Methoden hat, da sie in den jeweiligen Formeln zur
Risikomargeberechnung nur als multiplikative Konstante vor kommt.

Unfalljahr | Reserven Risikomargen fiir jedes Unfalljahr

i R RM, | RMEY | RMEM | RMIP? | RV

1 12.292 173 173 173 173 173

2 22.861 346 345 345 302 302

3 39.369 544 544 544 431 430

4 53.394 1901 1898 1898 3311 3310

5 70.239 2683 2675 2676 2194 2194

6 78.429 2916 2905 2906 1680 1680

7 93.284 3394 3379 3379 2022 2022

8 110.718 3819 3799 3799 2236 2235

9 166.991 4955 4919 4921 4389 4388
Gesamt \ 647577 20730 20637 20641 16737 | 16734
aggregierter Fall (16095) | 13658 13659 11703 | 11701

% der Reserven 2,5 2,11 2,11 1,81 1,81

Tabelle 6.1: Ergebnisse fiir die Berechnung der vollstandigen Risikomarge RM
und jene der einzelnen Vereinfachungen S1.1, 51.2, 52 und S3. Die Ergebnisse
wurden sowohl fiir die einzelnen Unfalljahre wie auch fiir den aggregierten
Fall berechnet.

Fiir die Vereinfachung S4 erhilt man als gesamte Risikomarge:
RM®Y =0.10- R© = 64.757,7

wobei 0.10 den Prozentsatz darstellt, der auf die Sparte der allgemeinen Haft-
pflichtversicherung anzuwenden ist.

6.1.1 Diskussion der Resultate

e Beim ersten Blick auf die Ergebnistabelle fillt auf, dass sich die Verein-
fachungen Sy und Sz stark vom ganzheitlichen Ansatz unterscheiden.
Dies ist auch bei Betrachtung der Abbildung sehr gut ersichtlich.
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Wihrend sie in den Unfalljahren 5 — 9 nicht geniigend Schutz bieten,
wird die Risikomarge im Jahr 4 klar tiberschétzt. Der Grund dafiir ist,
dass die Methoden die Risiken der spéteren Jahren (i.e. die Varianz der
Schadenabwicklungsergebnisse) nicht miteinbeziehen und die Approxi-
mation mit Hilfe der BE-Reserve den Verlauf der Varianzen des CDR
nicht addquat widerspiegeln kénnen.

e Die Methode 5S4, die im Grunde kein abwicklungsspezifisches Risiko
miteinbezieht, bietet eine vollkommen unangebrachte Approximation
zur Risikomarge. Aufgrund dessen wurde der Prozentsatz (hier 10%
fiir die Sparte der allgemeinen Haftpflichtversicherung), wie man im
Ergebnis sieht entsprechend hoch angesetzt, um die Wahrscheinlichkeit
einer Unterschitzung des Risikos mdglichst klein zu halten. Selbst wenn
man den kleinsten Prozentsatz unter allen Sparten verwendet ( 4% in
der Sparte "sonstige KFZ-Haftpflichtversicherungszweige”) ergibt sich
eine Risikomarge von 25.903 und liegt somit immer noch betrédchtlich
iiber jenen der anderen Simplifications.

Verlauf der Risikomarge
6.000
B Risikomarge vst.
B Risikomarge S1.1
B Risikomarge S1.2

g

M Risikomarge 52
Riskomarge S3

2.000
1.000
iy f— - -

1

o
3

Risikomarge
a2
=
2

Unfalljahr

Abbildung 6.1: Schadenabwicklung unter Modell 1 fiir die verschiedenen CoC-
Ansitze.

e Hingegen liefern die Methoden S1.1 und S1.2 im Vergleich nur sehr
geringe Abweichungen zur vollstindigen Berechnung und koénnen als
sehr gute Approximation herangezogen werden. Da der Unterschied
in den Ergebnissen zwischen diesen beiden Methoden nur sehr gering
ist, ist aus praktischen Griinden die Methode S1.2 vorzuziehen, da
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diese einfacher anzuwenden ist. Insbesondere ist fiir diese Methode die
Risikomarge im aggregierten Fall analytisch berechenbar.

Der ganzheitliche Ansatz ist fiir jedes Jahr etwas hoher als die néchst-
besseren beiden Approximationen (vgl. mit Korollar [5.1.5]). Der Grund
dafiir ist, dass hier zusitzlich das Risiko im CoC-Cashflow miteinkal-
kuliert ist.

Man erkennt, dass die Methode S1.2 sogar konservativer ist als S1.1,
da sie in jedem Jahr wie auch im Gesamten jeweils etwas hoher ausfallt

(vgl. mit Korollar [5.1.6]).

Die Methode S3 weist in allen Jahren immer eine geringere Marge
auf als die anderen. Insbesondere ist sie auch stets niedriger als die
artverwandte Methode S2.

87



‘60 = L aryelsSunppiaqy pun g0 = ¢ aayeleyup o1p Iny “Y) ueSun[yezuopeidg SAIYR[NWNY] 1g'9 O[[PRL

Z€6'611 | 6
SPCTLT TLTSTT | 8

SOT'T6T  909°ZLT 9T6LIT || 2

98070C GEG'06T L96'TLT OLVLIT | 9

6Z1°LEC €6L61C T1ST'E0Z TSOTST 6EL'STT | G

896'GPZ  099°62¢ 9€9°CTZ 097961 €E96LT SFOLTI | ¥

GTIG'TLG TEG'9SC TLOLEC TPO'Tee 6SL'L0C VOV'LST LOLLTT | €

008F8C 99L°.97 €T9°€SC LI9'LET SISTCC 616'L02 6ES98T OETZET | ¢

GPL'G6C  STOVST GET'69C LLS'SCT 9T6'EVE EIV0SC E€EL'ECIT TOS'€6T 600TET | 1

8ET'S6C  LEE'9ST  T6S9LT  GLTTIT S96'LET LLYLTT LEETFIC €L9T0C  €ST'EST 850°GTl | 0
|6 8 . 9 g ¥ ¢ e 1 0 o]

o0
e o]



6.2 Modell 2 aus Kapitel

Im Gegensatz zu Modell 1 werden hier keine Prioriwerte bendtigt, sondern
nur das Schadendreieck aus der Tabelle [6.21
Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Ergebnisse der verschiedenen An-

satze.

Rechnungsjahr Reserven Verlauf der RM-Cashflows
i R(t)® RM(i) | RM®D (i) | RMP2(5) | RM©9) (i)
0 646.494 3.096 3.083 3.096 3.096
1 475.900 2.277 2.328 2.280 2.279
2 360.636 1.825 1.871 1.728 1.727
3 264.833 1.534 1.573 1.269 1.268
4 184.763 1.303 1.328 885 885
5 119.073 1.045 1.052 571 570
6 68.598 207 220 329 328
7 32.5563 140 147 156 156
8 11.439 86 86 55 55

Gesamt 646.494 11.512 11.689 10.367 10.364
% der Reserven (aggregierter Fall) | 1.8% 1.8% 1.6% 1.6%

Tabelle 6.3: Ergebnisse fiir die Berechnung der vollstandigen Risikomarge RM
und jene der einzelnen Vereinfachungen 51,52 und S3. Die Ergebnisse wur-
den sowohl fiir die einzelnen Rechnungsjahre wie auch fiir den aggregierten

Fall berechnet.

Fiir die Vereinfachung S4 erhilt man als gesamte Risikomarge gleich wie

in Modell 1:

6.2.1 Diskussion der Resultate

RM®Y = 0.10 - R(0)© = 64.649,4

e Als Ergebnis fiir die Hohe der Risikomarge im vollstdndigen Ansatz er-
gibt sich der Wert 11.512. Diesem Ergebnis am dhnlichsten kommt die
erste Simplification mit einer Risikomarge in der Hohe von 11.689. Im
Gegensatz zur ersten Simplification aus Modell 1 ist der Wert der Risi-
komarge jedoch hoher als die ganzheitliche Risikomarge. Dies hangt da-
mit zusammen, dass bei der Berechnung des bedingten msep die Dy 4-
messbaren Schétzer @(f}, f]@

zer @(S,), f;o) und 83(»0) ersetzt wurden. Da fiir die Berechnung der Dj-
messbaren Schitzer weniger Daten verwendet werden, entstehen gréfse-
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re Schwankungen bei den geschétzen Parametern und somit auch bei
den msep’s. Dies wirkt sich schlussendlich bei der Bestimmung des VaR
in hoheren Ergebnissen fiir die Risikomarge aus.

e Die Methoden S2 und S3 liefern wie im Modell 1 sehr dhnliche Ergeb-
nisse. Deren Unterschiede zur ganzheitlichen Methode sind jedoch ins-
besondere im Vergleich zur Simpflification S1 betréchtlich héher. Die
Ergebnisse der Methode S2 ist fiir jedes Schadenjahr und schlieflich
auch fiir die gesamte Risikomarge etwas hoher als jene fiir die Sim-
plification S3 und kann somit als konservativere Methode betrachtet
werden.

e Die Berechnung unter dem Modell S4 erfolgt in gleicher Weise wie im
vorigen Beispiel und liefert ein viel zu hohes und eher unbrauchbares
Ergebnis.

e Bei Betrachtung der Abbildung [6.2] die den zeitlichen Verlauf der Ri-
sikomarge unter den verschiedenen CoC-Ansédtzen darstellt, fallt auf,
dass die Methoden S2 und S3 den charakteristischen Verlauf der Ri-
sikomarge im vollstindigen Ansatz nicht widerspiegeln. Wihrend die
Hoéhe der Risikomarge im Verlauf der Rechnungsjahre 1 bis 6 im Ver-
gleich zur vollstdndigen Risikomarge immer stidrker abféllt, so erfolgt
im Rechnungsjahr 7 erstmals eine Uberschitzung der Risikomarge.

Verlauf der Risikomarge
3.500
3.000 RO
2 RM(i) unter S1
=
g 2500 RM(i} unter 52
% 5000 RM(i) unter S3
[
5 1.500
-
£ 1000
He
I
> L
0 - -
9
Rechnungslahr

Abbildung 6.2: Verlauf der Risikomargen unter Modell 2 fiir die verschiedenen
CoC-Ansitze
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6.3 Zusammenfassung

Nach Diskussion der vorgefiithrten Ansétze, die derzeit den neuesten Stand
der Forschung darstellen, werden in diesem Abschnitt die Ergebnisse beziig-
lich Verwendung der Simplifications im Rahmen von Solvency IT présentiert.
Zu beriicksichtigen ist, dass die Empfehlungen und Urteile nur auf Basis der
eben vorgestellten Modelle, Beispiele und Beobachtungen gemacht werden
(konnen), jedoch keine absoluten Urteile darstellen sollen:

Falls es dem Versicherungsunternehmen moglich ist die Risikomarge voll-
standig - mit Beriicksichtigung aller potentiellen und messbaren Risiken - zu
berechnen, so ist dies im Rahmen eines plausiblen Modells selbstverstiandlich
zu empfehlen. Sollte dies nicht der Fall sein, so stellt die Simplification aus
Level 1 eine sehr gute Approximation dar. Insbesondere die Approximation
von D p-messbaren Schétzern oder Risikomafsen durch D-messbare Schit-
zer oder Risikomafe fiihrt nur zu kleinen Abweichungen im Vergleich zur
vollstdndigen Berechnung.

Die Simplifications aus Level 2 wie auch jene aus Level 3 fiihren vergleichswei-
se zu betrachtlicheren Abweichungen bei der Berechnung der Risikomarge. Es
erfolgt meistens eine signifikante Unterschitzung des Risikos bzw. eine Ver-
zerrung des charakteristischen Verlaufs der Risikomarge (siehe Abbildung6.1]
und . Im Modell 1 war zu beobachten, dass kein durchgehender Trend
beim Verlauf der Riskikomarge in Bezug auf die Unfalljahre zu erkennen war.
Falls keine Berechnung durch eine Methode aus Level 1 mdglich ist, so ist
eher die Methode aus Level 3 zu empfehlen, da diese nahezu gleiche Ergebnis-
se liefert wie jene aus Level 2 aber im Vergleich dazu einfacher zu berechnen
und implementieren ist.

Die Methode S4 ist wie zu erwarten war und auch die Ergebnisse zeigen
nicht zu empfehlen. Die Risikomarge wird nur sehr grob geschétzt ohne auf
ein Risiko Bezug zu nehmen. Wie die Datenbeispiele zeigen, wurden die Pro-
zentsdtze sehr vorsichtig bestimmt, um sicher zu gehen, dass die Risikomarge
eher stark iiberschitzt als unterschitzt wird.
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Abkurzungsverzeichnis

BE ........... Best Estimate

BSCR ........ Basic Solvency Capital Requirement

CDR ......... Claims Development Result

CEIOPS ..... Committee of European Insurance and Occupational Pensi-
ons Supervisors

CL ........... Chain Ladder

CoC ......... Cost of Capital

CVaR ........ Conditional Value at Risk

E . Eigenkapital

EIOPA ....... European Insurance and Occupational Pensions Authority

EU ........... Européische Union

EV .. ... Embedded Value

GuV ......... Gewinn- und Verlustrechnung

IAIS ......... International Association of Insurance Supervisors

IASB ........ International Accounting Standards Board

IFRS ......... International Financial Reporting Standards

LoB .......... Line of Business

MCR ........ Minimum Capital Requirement

MSeP ...vvn... mean squared error of prediction

QIS .......... Quantitative Impact Studies

RM .......... Risikomarge

RU ........... Referenzunternehmen

SCR ......... Solvency Capital Requirement

SST .......... Swiss Solvency Test

VaR .......... Value at Risk
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Anhang A

Verteilungen

A.1 Die Gammayverteilung

Definition A.1.1 Die Gammaverteilung I'(p,b) ist durch die Wahrschein-

lichkeitsdichte
O _xPle=b  fir oz >0
(o) = {W -

0 fur x <0
definiert, wobei b > 0 und p > 0.

Sei X ~ I'(p,b). Der Erwartungswert von X ist

p
E(X)==.
(x)="
Die Varianz von X ist »
Var(X) = L

A.2 Die stetige Gleichverteilung

Definition A.2.1 Die stetige Gleichverteilung U (a, b) auf dem Intervall [a, b]
ist durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

f(rc)z{g‘%l eest

SO0nst
definiert.

Sei X ~ U(a,b). Der Erwartungswert von X ist

a+b
E(X) = 5




Die Varianz von X ist ]
Var(X) = E(b —a)’.

i



Literaturverzeichnis

[1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7l

8]

9]

[10]

Albrecher H.; Asmussen S.: Ruin probabilities. Singapore [u.a.] : World
Scientific, 2010.

Albrecher H.; Binder A.; Mayer P.: Einfiihrung in die Finanzmathema-
tik. Basel : Birkhduser Basel, 2009.

Buckham D.; Wahl J.; Rose S.: Executive’s Guide to Solvency 2. The
Wiley & SAS business series, 2010.

Biihlmann H.; Gisler A.: A Course in Credibility Theory and its Appli-
cations. Springer, 2005.

Diers D.; Eling M.; Kraus C.; Linde M.: The Multi-Year Non-Life Ins-
urance Risk. Working papers on risk management and insurance No. 96,
2011.

CEIOPS - Committee of European Insurance and Occupational Pensions
Supervisors: QIS5 Technical Specifications. Briissel, Juli 2010.

England P.; Verrall R.: Predictive distributions of outstanding liabilities
in general insurance. Annals of Actuarial Science, 2(1), 2002.

FMA - Osterreichische Finanzmarktaufsicht: Solvency 1T Handbuch -
Eine Einfiihrung in das neue européische Versicherungsaufsichtsrecht.
LexisNexis Verlag Wien, 2012.

TAA - International Actuarial Association: Measurement of Liabilities
for Insurance Contracts: Current Estimates and Risk Margins. April,
2009.

Institut der Wirtschaftspriifer: International Financial Reporting Stan-
dards (IFRS) - IDW Textausgabe einschliefslich International Accoun-
ting Standards (IAS) und Interpretationen. IDW-Verlag, 2009.

il



[11] Mack Thomas: Distribution-free calculation of the standard error of
chain ladder reserves estimates. Astin Bulletin 23/2.

[12] McNeil Alexander J.; Frey R.; Embrechts P.: Quantitative Risk Mana-
gement. Princeton University Press, 2005.

[13] Merz M.; Wiithrich M.V.: Modelling the claims development result for
solvency purposes. CAS E-Forum, Fall 2008, 542-568.

|14] Ohlsson E.; Lauzeningks J.: The one-year non-life insurance risk. Con-
ference Paper, Astin Colloquium 2008.

[15] Perridon L.; Steiner M.: Finanzwirtschaft der Unternehmung. 13. Auf-
lage. Vahlen, 2004.

[16] Richter Rainer: Entwicklung des embedded value 19881991. Blétter der
DGVFM, 1995.

[17] Richtlinie 2009/138/EG des Européischen Parlaments und des Rates
vom 25.November 2009 betreffend die Aufnahme und Ausiibung der
Versicherungs- und der Riickversicherungstitigkeit (Solvabilitit 2).

[18] Rockel Werner: Market Value Margin fiir die Fair Value-Bilanzierung
versicherungstechnischer Verpflichtungen: Ableitung auf Basis des
CAPM. Miinchen, 2004.

[19] Rolski T.; Schmidli H.; Schmidt V.; Teugels J.: Stochastic Processes for
Insurance and Finance. John Wiley & Sons, Chichester, 1999.

[20] Salzmann R.; Wiithrich M.V.: Cost-of-capital margin for a general ins-
urance liability runoff. Astin Bulletin 40/2, 2010.

[21] Wiithrich M.V.; Embrechts P.; Tsanakas A.: Risk Margin for a Non-Life
Insurance Run-Off. Astin Bulletin 40/2, 2011.

[22] Wiithrich M.V.; Merz M.: Stochastic Claims Reserving Methods in Ins-
urance. John Wiley & Sons, 2008.

[23] Zobisch, Marion: Solvency 2: Risikoaddquanz von Standardmodellen.
Karlsruhe: VVW, 2009.

v



	Solvency II
	Einleitung
	Umsetzung von Solvency II
	Grundlagen
	SCR
	Grundstruktur
	Standardformel
	Interner Ansatz

	Versicherungstechnische Rückstellungen unter Solvency II
	Allgemeines
	Best Estimate
	Risikomarge


	Grundlagen Risikomarge
	Zielsetzungen der Risikomarge
	Schutz des Versicherungsnehmers
	Preis der Gefahrentragung - Veräußerungspreis

	Gewünschte Eigenschaften
	Mögliche Ansätze für die Risikomarge
	Historische Entwicklung

	Diskussion der Ansätze
	Quantilsmethoden
	Standardabweichung
	CoC-Methode
	Diskontierungsmethoden

	Prämienkalkulationsprinzipien

	Die Cost-of-Capital Methode
	Grundlagen
	Vereinfachte Methoden - Simplifications

	Stochastische Analyse der CoC-Methode
	Annahmen
	Schadenreservierung
	Grundlagen
	Klassische Notation
	Basismethode: Chain-Ladder(CL) Verfahren
	Die Schadenabwicklung

	Mathematische Beschreibung der Simplifications

	Analyse von Risikomargemodellen
	Modell 1: Ansatz von Salzmann und Wüthrich
	Bayes'sches Chain Ladder Modell
	Gamma-Gamma Bayes Chain Ladder Modell
	Der Parameter Update Prozess
	Schätzung des Gesamtschadens
	CoC-Marge
	Vorbereitungen
	Vollständige Risikomargeberechnung
	Simplification S1.1
	Simplification S1.2
	Simplification S2
	Simplification S3

	Modell 2: Risikomargemodell basierend auf dem ''stochastischen Re-Reserving''
	Modellannahmen
	Berechnung der Risikomarge
	Simplification S1
	Simplification S2
	Simplification S3

	Modell 3: Risikomargeberechnung mithilfe von Wahrscheinlichkeitsverzerrung
	Modellannahmen
	Best Estimate Reserveberechnung
	Risikoadjustierte Reserven und Risikomarge


	Datenbeispiele
	Modell 1 aus Kapitel 5.1
	Diskussion der Resultate

	Modell 2 aus Kapitel 5.2
	Diskussion der Resultate

	Zusammenfassung

	Verteilungen
	Die Gammaverteilung
	Die stetige Gleichverteilung


