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Kurzfassung

In Europa wird der Grofiteil der durch Naturkatastrophen verursachten Versicherungsschiden
durch Sturmereignisse verursacht. Zur statistischen Analyse dieser eher seltenen Ereignisse
wird héufig Extremwerttheorie verwendet. In einem Teil dieser Arbeit wird deshalb ein
Uberblick iiber diese mathematischen Methoden gegeben. Allerdings miissen die Stiirme,
welche grole Gesamtschéden verursachen, nicht unbedingt extreme Windgeschwindigkeiten
besitzen, sondern erstrecken sich meist iiber eine weite Flache. Aus diesem Grund werden
in dieser Arbeit die verbreiteten Ansétze in der Modellierung von Abhéngigkeiten, die
Copula-Funktionen, beschrieben. Des Weiteren wird versucht das Distanzmatrix-Modell
nach Url, welches im Jahr 2009 bereits von der Forschungsgesellschaft Joanneum Rese-
arch zur Darstellung der Abh#ngigkeitsstruktur extremer Hochwasser verwendet wurde,
auf Sturmereignisse anzupassen bzw. zu erweitern. Dieses Modell bzw. seine Erweiterun-
gen werden auf die Daten von Versicherungsschiden in Osterreich der Jahre 1998-2009,
welche eine Grenze von 2 Mio. Euro iiberschreiten, angewendet. Diese Ergebnisse wer-
den anschliefend mit jenen der aktuellen Studie zu Sturmschéden der Joanneum Research
verglichen.



Abstract

In Europe losses due to storm events make up the major part of insurance losses which are
caused by natural catastrophes. Usually extreme value theory is used to describe such rare
events. One part of work summarized these mathematical methods. Often the storm events
leading to extraordinary insurance losses are not characterized by strong wind speeds but
by affecting a large area. Therefore this work describes Copula functions; these are a helpful
tool for modeling dependence structures. In addition the , Distanzmatrix-Modell“ (distance
matrix model) by Url, which was used by the research cooperation Joanneum Research in
the year 2009 to build a model for insurance losses cause by extreme floods, is adapted
to storm losses. Then the resulting models are applied to the loss data of the years 1998-
2009 which cumulative insurance loss is larger than 2 Mio. Euro. Finally these results are
compared to the current study of storm events by Joanneum Research.
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1 Einleitung

Extreme Sturmereignisse bzw. der dadurch verursachte Schaden stellen grofie Herausforde-
rungen an die Versicherungswirtschaft. So verursachte allein der grofiflichige Sturm Kyrill
im Janner 2007 insgesamt rund 6097 Mio. USD Versicherungsschaden iiber ganz Europa.
Damit machten in diesem Jahr Sturmereignisse mit iiber 60% den Grofteil des durch Na-
turkatastrophen hervorgerufenen Schadens aus (vgl. [52]).

Die Ursachen des hohen Schadens, der durch Kyrill aufgetreten ist, liegen vor allem in
dessen grofler geografischer Ausbreitung. Deshalb ist es notwendig, die 6rtliche Abhéngig-
keitsstruktur von Schadensdaten in die Modellierung von Sturmschéden einflieen zu las-
sen.

1.1 Literaturuiberblick

In den letzten Jahren wurden aus diversen Griinden eine Vielzahl an wissenschaftlichen
Publikationen {iber extreme Sturmereignisse vertffentlicht. Zum einen hat die scheinbare
Zunahme von heftigen Naturkatastrophen in den letzten Dekaden zur Frage gefiihrt, ob
und wie sich der Klimawandel und insbesondere die Erhohung der Treibhausgaskonzentra-
tion in der Erdatmosphére auf extreme Sturmereignisse auswirkt. Mit diesen Uberlegungen
geht auch die Nachfrage nach erneuerbarer Energie, wie Windenergie, einher. Auf der an-
deren Seite hat auch die EU-Verordnung Solvency II strengere Figenkapitalanforderungen
an Versicherungsunternehmen gestellt. Somit miissen genaue Modelle zur Beschreibung
des erwarteten Schadens bzw. des PMLs (,,probable maximum loss® — wahrscheinlicher
maximaler Schaden) getroffen werden.

Um die Auswirkungen des Klimawandels auf Sturmereignisse in Europa zu bestimmen,
werden meist Simulationen allgemeiner Zirkulations-Modelle, d.h. Modelle fiir die Entste-
hung und den Verlauf von Hoch- und Tiefdruckgebieten, fiir verschiedene Szenarien der
Zunnahme von Treibhausgasen betrachtet.

Aufgrund derartiger Analysemethoden rechnen u.a. Knippertz et. al. (siehe [27]) und Lecke-
busch et. al. (siehe [30]) mit einer Verlagerung von Tiefdruckgebieten wéhrend der Winter-
monate iiber Europa weiter in Richtung Norden, d.h. Nordrussland, Hudson Bay, Gronland.
Diese Verschiebungen sind aber teilweise modellabhéingig, sodass auch Westeuropa und das
westliche Zentraleuropa davon betroffen sein kénnen. Eine Folge ist das Auftreten von ex-
tremen Windgeschwindigkeiten (vgl. auch Abschnitt 2.2). In diesen Arbeiten werden jene
Windgeschwindigkeiten als extrem bezeichnet, die das 99%-Quantil der jeweiligs betrach-
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teten Rasterzelle iiberschreiten. Dabei ist vor allem mit einer Haufung im Norden Europas
zu rechnen.

Donat et. al. betrachten in [12] 9 verschiedene Klima-Simulationen um die Anzahl und Dau-
er von Winterstiirmen zu analysieren. Ein Sturmtag liegt in dieser Arbeit dann vor, wenn
entweder in mindestens 25% des betrachteten Gebietes das 98%-Quantil der tdglichen ma-
ximalen Windgeschwindigkeit {iberschritten wird oder wenn der Gale-Index G einen Wert
von mindestens 35 betrigt!. Dabei ist

G=\/F>+ 72/2,

wobei F' die Stérke des sogenannten geostrophischen Windes und Z die Wirbelstérke misst.
Der geostrophische Wind ist jene Luftbewegung, die nur von der Corrioliskraft und den
Druckunterschieden zwischen Hoch- und Tiefdruckgebieten abhéngt. Fiir die auf diese Wei-
se definierten Sturmtage wird eine Zunahme aufgrund der westlichen Stromungen in den
Wintermonaten erwartet.

Allerdings hat die Topografie des Gelédndes einen groflen Einfluss auf die tatséchlichen
Windgeschwindigkeiten. Deshalb ist die Erstellung von Windkarten fiir einzelne Lénder
auferst komplex. Fiir die Schweiz wird eine solche Einteilung von Etienne, Lehmann
und Goyette durchgefiihrt (siche [18]). Anhand von 3-stiindlichen Messungen der Windge-
schwindigkeit in 70 Stationen seit 1981 kann die Schweiz in 7 Kategorien unterteilt wer-
den, welche u.a. von der Gelindehdhe wie auch der umliegenden Topogafie abhéngen.
Dabei wurden auch Parameter wie Kriimmungen des Geldindes und Ausrichtungen von
Gebirgsziigen betrachtet.

In Osterreich wird im Moment von der ZAMG? ein &hnlicher Bericht namens BEAUFORT?
entwickelt, der sowohl die hochaufgeloste Topografie als auch Rauigkeitsfaktoren bertick-
sichtigt (siehe [56]).

Weiters wird zur Zeit ein detaillierter Windatlas fiir Osterreich entwickelt. An diesem
Projekt sind der Verein Energiewerkstatt, die Forschungseinheit Studio iSpace, die Firma
Meteotest und das Wegener Zentrum fiir Klima und Globalen Wandel beteiligt (siehe [2]).
Dieser Atlas soll mogliche Standorte fiir Windparks zur Erzeugung von Windenergie in
Osterreich aufzeigen.

Die Problematik der richtigen Positionen von Windkraftanlagen ist nicht unabhéngig von
der Sturmschaden-Modellierung, da Windkraftwerke durch ihre Hohe und die Lénge der
Rotorblétter starken, durch Wind verursachten Kréften ausgesetzt sind. Wahrend auf der
einen Seite ein konstanter, boenloser Wind zur Stromerzeugung bendétigt wird, darf auf der
anderen Seite der Standort keinen extremen Windgeschwindigkeiten ausgeliefert sein. Die
Methodik zur Modellierung dieser Windgeschwindigkeiten ist grundsétzlich dieselbe wie
jene im Zusammenhang mit Sturmschéden, fiir eine Zusammenfassung der aktuell verwen-
deten Methoden siehe [41].

!Der englische Ausdruck ,gale wird hiufig als ,,Sturm“ oder ,,Starkwind“ ins Deutsche iibersetzt. In
der englischen Version der Beaufort-Skala wird der Grad 8 als ,gale“ bezeichnet (siehe 2.4).

2Zentralanstalt fiir Meteorologie und Geodynamik

3Bessere Wind Energie Ausnutzung - Verortung der Windgefihrdung
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Ein weit verbreiteter Ansatz zur Beschreibung der Verteilungsfunktion extremer Windge-
schwindigkeiten ist, dass ihr Quadrat einer Gumbel-Verteilung folgt. Simiu et. al. schlagen
in [50] eine Weibull-Verteilung vor (siche Kapitel 3.2.1). Im Allgemeinen sollte die Frage
nach der passenden Verteilung immer in Hinblick auf die gegebenen Daten geklart werden.

Zur Modellierung der Versicherungsschidden kénnen verschiedene Ansétze gewahlt wer-
den. Hier kann entweder ein Modell zur Beschreibung des entstandenen Schadens an ein-
zelnen Gebduden, welche anschlieend aggregiert werden, verwendet werden, oder es wird
direkt eine Verteilung an den Gesamtschaden angepasst.

In [23] wird versucht, den Schaden an Einzelgebduden mithilfe diverser Verteilungsfunktio-
nen darzustellen. So wird angenommen, dass der Anteil der Reparaturkosten am Gebaude-
wert eine steigende Funktion g der Windgeschwindigkeit ist. Dabei tritt ein Schaden erst ab
einer gewissen Geschwindigkeit v,,.;; auf und ab einer Geschwindigkeit v;,; entsteht ein To-
talschaden. Dabei sind diese beiden Grenzgeschwindigkeiten sowie die Funktion unbekannt
und héngen vom Zustand des jeweils betrachteten Gebédudes ab. Durch die Wahl von pas-
senden Verteilungsfunktionen fiir v..;; und v;,; bzw. der Wahl von ¢ als quadratische oder
kubische Funktion einer normierten Windgeschwindigkeiten kann in dieser Arbeit der ent-
standene Schaden aus vier vorliegenden Sturmereignissen durch dieses Modell angenéhert
werden.

Weiters wird auch in [14] der durch Wind verursachte Schaden an Einzelgebauden be-
trachtet. Diese Arbeit widmet sich der Einstufung von Tornadoereignissen?, welche im
allgemeinen nicht so grofile Gesamtschéden wie die in dieser Arbeit betrachteten hervorru-
fen. AuBerdem treten in Deutschland nur 2-5 Tornados pro Jahr auf, in Osterreich wurden
maximal 6 pro Jahr gemeldet. Diese Zahlen sind aber stark abhéngig von der Bevolke-
rungszahl und werden durch bessere Aufkldrung im Laufe der Zeit noch steigen. Zur Mel-
dung dieser Wettereignisse wurde das Netzwerk Tordach gegriindet (siehe [28]). Dennoch
kann die verwendete ,, T-Skala“ mit den darin angegebenen Schadensétzen eine mdogliche
Hochstgrenze fiir Versicherungsschidden bieten. Die verschiedenen Klassen dieser Skala be-
schreiben Tornados ab einer Windgeschwindigkeit von 76km /h, welche einem Sturm nach
der iiblicherweise verwendeten Beaufort-Skala (siehe 2.2) entsprechen. Fiir eine Windge-
schwindigkeit bis zu ca. 300km/h wird hier fiir Massivbauten ein Schadensanteil von 30%
des Neuwertes angegeben, an Leichtbauten wie z.B. Lagerhallen und Scheunen kénnen
Schadensgrade von bis zu 90% entstehen. Der Schadensanteil von Massivbauten liegt aber
bis zu einer Windgeschwindigkeit von 200km /h unter 1%.

Ein Modell zur Beschreibung des Jahresgesamtschadens findet sich unter anderem in
[26]. Dafiir werden die téglichen Maximalgeschwindigkeiten fiir Windbden aus 90 Mess-
stationen in Deutschland betrachtet. Die Analyse dieser Daten und jener der jdhrlichen
Gesamtschiaden zeigt, dass diese Windgeschwindigkeiten normalisiert werden miissen, da

4Das Naturphinomen ,, Tornado“ wird im Deutschen hiufig auch Windhose oder Trombe genannt. Mit
diesen Begriffen werden vertikale Luftwirbel bezeichnet, welche von einer Gewitterwolke bis zum Boden
reichen. Obwohl der Begriff Tornado eher mit den USA in Verbindung gebracht wird, kénnen solche
Wirbel auch in Europa auftreten.
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ansonsten diesselbe Windgeschwindigkeit unterschiedliche Schéden verursachen kann. Da-
nach kann der Verlust der Versicherungen als kubische Funktion der Windgeschwindigkeit
dargestellt werden.

Eine weitere Arbeit, welche den entstandenen Schaden als Funktion der Windgeschwindig-
keit ausdriickt, wurden von Dorland et. al. in [13] durchgefiihrt. Hier wird der logarith-
mierte Schaden in einer Region ¢ bzgl. des Sturmereignisses ¢ als gewichtete Summe der
Logarithmen der Anzahl der versicherten Objekte, der Flache der Region und der maxi-
malen Boengeschwindigkeit dargestellt. In dieser Studie wird dieses Modell zwar nur fiir
5 Stiirme betrachtet, durch die hochaufgelosten Versicherungs- und Winddaten, allerdings
ohne Beriicksichtigung topografischer Effekte, kann jedoch eine gute Anpassung erzielt
werden. Interessant sind vor allem die Zukunftsprognosen. Es stellt sich heraus, dass eine
Anderung im Versicherungs-Portfolio relativ wenig Einfluss auf den Gesamtschaden hat,
wihrend eine Zunahme der Windstéirke von 2% einen Anstieg des Versicherungsverlustes
von 50% bedeutet.

Auch die Anwendung von Extremwertverteilungen bietet eine mogliche Beschreibung

von Schadensdaten. In [32] wird vorgeschlagen, multivariate Extremwertverteilungen zur
Darstellung von Schéiden aus jenen Versicherungssparten zu verwenden, die von demselben
Naturereignis betroffen sind.
Eine ausfiihrliche Analyse der Versicherungsdaten der schwedischen Versicherungsgrup-
pe Lansforsiakringar wurde von Rootzén und Tajvidi in [45] und [46] bzw. von Rootzén
und Brodin in [3] durchgefiihrt. In diesen Arbeiten wird neben loglinearer Regression der
Schéden bzgl. der Windgeschwindigkeit auch die Generalisierte Pareto-Verteilung fiir die
Beschreibung des Gesamtschadens der einzelnen Sturmereignisse verwendet. Diese Vertei-
lungsfunktion wird dazu verwendet, Uberschiisse einer gewissen Schranke zu beschreiben
(siehe 3.2.2) angepasst. In [46] wird der Skalenparameter als Funktion des Winddrucks
dargestellt. Dennoch kénnen durch die meteorologischen Daten die enstandenen Schiaden
nicht vollstandig beschrieben werden. Nach einer Bereinungung des Trends bzgl. Inflation
und Portfolio-Anderungen wird in [3] auch versucht den Skalen- und Form-Parameter der
Generalisierten Pareto-Verteilung als Funktion der Zeit zu schétzen. Dabei kann allerdings
kein signifikanter Einfluss eines weiteren zeitlichen Trends gefunden werden. Die Ausnah-
me bildet hier die zusétzliche Betrachtung des aulergewthnlich starken Orkans Gudrun.
Dadurch kam es zu einer Steigerung des Formparameters von 0,99 in den Jahren von
1982-2004 auf 1.21.

In dieser Arbeit wird eine solche Analyse der Daten durch das von Url entwickelte Di-
stanzmatrixmodell (siehe [53]) durchgefiihrt. Diese Methode wurde schon im Jahr 2009
von der Forschungsgesellschaft Joanneum Research verwendet, um im Zuge ihrer Studien
zum Klimawandel [39] die raumliche Abhéngigkeitsstruktur von extremen Hochwassern zu
modellieren. Die mit dieser Methode erzielten Ergebnisse wurden mit den anderen Ergeb-
nissen der Studie sowie mit einem alternativen Copula-Modell verglichen. Dabei stellte sich
heraus, dass die Simulationsergebnisse aus dem Distanzmatrixmodell dhnliche Gréflenord-
nungen fiir Hochwasserschiden hervorbrachten wie die anderen Modelle.
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Die grundlegende Annahme des Distanzmatrixmodells ist, dass sich die Hochwasser-

Jéhrlichkeit in benachbarten Gebieten nur um eine zufillige multiplikative Konstante un-
terscheidet. Durch eine Monte-Carlo-Simulation kann anhand des Modells fiir jedes Gebiet
in Osterreich die entsprechende Jéhrlichkeit generiert werden. In den betroffenen Gebieten
kann anschliefend die Anzahl der iiberfluteten Geb&dude sowie das Ausmafl des Schadens
simuliert werden.
Fiir Sturmschéden konnen allerdings die betroffenen Gebédude in Abhéngigkeit der Jéhr-
lichkeit der Windgeschwindigkeit nicht ermittelt werden. Deshalb wird das Distanzma-
trixmodell direkt auf die Jahrlichkeit der Sturmschédden angewendet. Da kein Flussnetz
vorliegt, welches die Definition einer Nachbarschaftsrelation induziert, wird aufgrund von
meteorologischen Uberlegungen und der topografischen Struktur der einzelnen Gebiete ei-
ne Einteilung Osterreichs in verschiedene Nachbarschaften vorgenommen. Weiters werden
neben den multiplikativen Abweichungen auch Copula-Funktionen zur Beschreibung der
Abhéngigkeitsstruktur zwischen zwei benachbarten Gebieten verwendet.

In Kapitel 2 wird ein Uberblick iiber die verwendeten Daten sowie iiber die meteorologi-
schen Grundlagen zur Wind-Entwicklung gegeben. Kapitel 3 widmet sich der Modellierung
von Jahrlichkeiten durch die Betrachtung extremer (bzw. seltener) Ereignisse und in Ka-
pitel 4 wird das Konzept der Copula-Funktionen beschrieben. Die letzten beiden Kapitel
erkldaren, wie die Modelle aus der Hochwassermodellierung auf Sturmschéden angepasst
wurden und welche Ergebnisse die veranderten Modelle liefern.



2 Sturmschaden in Osterreich

Bevor in den néchsten Kapiteln auf die mathematische Modellierung von extremen Wet-
tereignissen bzw. Abhéngigkeitsstrukturen eingegangen wird, sollen hier die zugrundelie-
genden Daten der Analyse vorgestellt werden. Aulerdem wird in Abschnitt 2.2 ein kurzer
Uberblick iiber die meteorologischen Grundlagen zur Wind-Entstehung gegeben.

2.1 Schadensdaten

In den letzten Jahren wurde den Sturmschéiden in Osterreich durch die Offentlichkeit, aber
auch durch Versicherungsunternehmen immer mehr Aufmerksamkeit geschenkt. Allein die
grofiten Sturmereignisse der letzten Jahre, wie Kyrill (18. bis 20. Jénner 2007), Paula (26.
bis 28. Janner 2008) oder Emma (1. bis 3. Mérz 2008), verursachten Versicherungsschéden
an Wohngebéduden in der Hohe von ca. 160 Mio. Euro, 64 Mio. Euro bzw. 110 Mio. Euro.

’ Nr. \ Datum \ Bezeichnung \ Schaden H Nr. \ Datum \ Bezeichnung \ Schaden ‘
1 ]07.07.1998 2,85 20 | 18.11.2004 13,93
2 | 31.07.1998 3,35 21 | 30.05.2005 2,59
3 | 04.02.1999 Lara 4,23 22 | 01.01.2006 7,73
4 | 01.06.1999 12,83 23 | 27.06.2006 10,38
5 126.12.1999 Lothar 21,41 24 | 29.08.2006 0,11
6 | 17.01.2000 8,41 25 | 11.01.2007 Franz 4,37
7 | 04.07.2000 25,57 26 | 18.01.2007 Kiyrill 160,30
8 | 07.07.2000 3,18 27 | 28.01.2007 Olli 9,10
9 |07.07.2001 5,24 28 | 20.06.2007 19,59
10 | 23.06.2002 5,22 29 | 26.01.2008 Paula 63,31
11 | 10.07.2002 2,15 30 | 01.03.2008 Emma 110,65
12 | 11.08.2002 5,26 31 | 23.06.2008 13,20
13 | 27.10.2002 Jeanette 13,66 32 | 12.07.2008 3,71
14 | 16.11.2002 9,25 33 | 14.08.2008 4,45
15 | 01.01.2003 Calvann 3,83 34 | 22.08.2008 8,62
16 | 13.05.2003 2,42 35 | 26.05.2009 Felix 4,44
17 | 28.08.2003 3,89 36 | 16.06.2009 2,84
18 | 12.01.2004 | Gerda/Hanne 3,85 37 | 06.07.2009 4,67
19 | 12.08.2004 3,56 38 | 23.07.2009 | Wolfgang 115,30

Tabelle 2.1: Sturmschiaden 1998-2009
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Zur Modellierung solch extremer Sturmschéden werden Schadensdaten jener Sturmereig-
nisse zwischen Juli 1998 bis Juli 2009 betrachtet, deren Gesamtschaden in ganz Osterreich
die Grenze von 3 Mio. Euro iiberschreitet (sieche Tabelle 2.1). Dieser Datensatz beinhaltet
den Schaden fiir die einzelnen Sturmtage in jedem PLZ-2-Steller sowie die dessen jéahrliche
Gesamtversicherungssumme. Ein PLZ-2-Steller ist die Zusammenfassung jener Gebiete,
deren ersten beiden Zahlen der Postleitzahl gleich sind. Das Gebiet, dessen Postleitzahlen
mit der Nummer 13 beginnen (PLZ-2-Steller 4), weist dabei ein aufergewohnliches Ver-
halten auf. Hier liegen nur Schéden an 6 Sturmtagen vor, wiahrend durchschnittlich an 60
der 90 Tage ein positiver Schaden gegeben ist. Auflerdem betridgt der hochste eingetre-
tene Schaden ca. 14%o der versicherten Summe in diesem PLZ-2-Steller. Dieser Wert ist
10-mal so hoch wie der im Durchschnitt eingetretene Anteil in allen PLZ-2-Stellern. Bei
diesem PLZ-2-Steller handelt es sich um das Gebiet um den Flughafen Wien-Schwechat.
Die Anzahl der Gebéude in diesem PLZ-2-Steller ist relativ gering und fiithrt somit zu ho-
hen Promillewerten. Deshalb wurde dieser PLZ-2-Steller aus den weiteren Berechnungen
ausgenommen.

Die Schadensdaten wurden vom VVO bereits bzgl. dem Verbraucherpreisindex inflations-
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Abbildung 2.1: Gesamtschédden der Sturmereignisse

bereinigt. Die Grenze von 3 Mio. Euro bezieht sich allerdings nur auf den Gesamtschaden
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an Industrie- und Wohngebéduden. In dieser Arbeit soll aber ein Modell fiir den Scha-
den an Wohngebduden beschrieben werden, deshalb kann der Gesamtschaden unter dieser
Schranke liegen. Die Schadensdaten sind fiir jeden der 77 PLZ-2-Steller Osterreichs an
jedem Tag des Sturmereignisses gegeben. Somit liegen fiir jeden PLZ-2-Steller die Ver-
sicherungsschédden an 90 Einzeltagen bzw. bei 38 Sturmereignissen vor. Zur Ermittlung
der Sturmereignisse werden aufeinanderfolgende Tage zu unabhéngigen Ereignissen zu-
sammengefasst, indem die Schiden an den einzelnen Tagen aufsummiert wurden. Diese
Sturmereignisse sowie ihre Gesamtschéden sind in Tabelle 2.1 aufgelistet. Wie man erken-
nen kann, bewegt sich der Schaden von Sturm Nr. 24 weit unter der Grenze von 3 Mio.
Euro. Bei diesem Schaden liegen vor allem Versicherungsschidden an Industriegebéuden vor,
deshalb wurde er aus der weiteren Analyse genommen. Auch jenes Sturmereignis mit dem
zweitgroBten Gesamtschaden, , Wolfgang*, passt wegen seiner niedrigen Windgeschwindig-
keiten nicht zu den iibrigen Sturmdaten. Hier sind die Schadensdaten vermutlich durch
Uberflutungsschiiden verunreinigt. Somit kann auch dieser Sturm nicht in die Berechnun-
gen miteinbezogen werden.
Die Hohen der Gesamtschéiden der einzelnen Sturmereignisse sind auch grafisch in Abbil-
dung 2.1 dargestellt. Die ausgenommenen Stiirme sind als Dreiecke eingezeichnet.
Die Dauer der einzelnen Stiirme betriagt zwischen einem und 7 Tagen (7-Tage-Sturm im
Janner 2006), im Mittel dauert ein Sturm ca. 2,4 Tage.

In Tabelle 2.2 ist die Anzahl der Sturmereignisse bzw. der Sturmtage pro Jahr dargestellt.
Anscheinend hat die Anzahl der Sturmeinzeltage pro Jahr zugenommen.

1998 [ 1999 [ 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009
2/3 | 3/7 | 3/7 | 1/1 | 5/10| 3/7 | 3/9 | 1/1 | 3/11 | 4/11 | 6/15 | 4/5

Tabelle 2.2: Anzahl der Sturmereignisse/-einzeltage pro Jahr

Um zu tiberpriifen, ob auch die Haufigkeit extremer Sturmereignisse in den letzten Jahren
zugenommen hat, wird die Anzahl n; der Sturmereignisse als log-lineares Poisson-Modell
dargestellt. Dabei ist n; Poisson-verteilt mit Parameter p;, dessen Logarithmus einem li-
nearen Regressionsmodell der vergangenen Jahre entspricht:

n; ~ Poi(p;) mit  log(y;) = a+ fi, a, B €R.

Dem Jahr der ersten Beobachtung, 1998, wird hier der Wert ¢ = 0 zugewiesen. In Abbildung
2.2 ist die Kurve dieses Regressionsmodells eingezeichnet. Die Schéatzung der Parameter lie-
fert eine Konstanten « von 0,8421 und eine Steigung 3 von 0.0445. D.h., dass die erwartete
Anzahl im Jahr 1998 laut diesem Modell

E[ng] = exp {a} = 2,321208

betrigt und wihrend der Dauer der Beobachtungen auf beinahe 4 extreme Sturmereignisse
pro Jahr angestiegen ist:

E[n,1] = exp {o + 11 - 8} = 3,787076.
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Abbildung 2.2: Log-Lineares Poisson-Modell der Sturmanzahl

Wiirde sich dieser Trend durchsetzen, rechnet das Modell in den Jahren 2010 und 2011 mit
3,96 bzw. 4,14 extremen Sturmereignissen.

Die Standardabweichung dieses Modells liegt mit 8,0893 unter der Anzahl der Freiheits-
grade, also wiirde auch ein konstanter Mittelwert eine gute Anpassung liefern. Der Wert
der Pearson-Statistik, wenn die vergangenen Jahre als erkldrende Variable hinzugenom-
men werden, ist mit 7,2458 nicht weit von der Standardabweichung entfernt. Somit ist
die Zeit als beschreibende Variable nicht unbedingt nétig. In Abbildung 2.3(a) sind die
Pearson-Residuen des Modells dargestellt, welche einer Standardnormalverteilung folgen
sollten. Starke Ausreifler gibt es vor allem in den Jahren 5 (2002) und 8 (2005) mit 5 bzw.
einem Sturmereignis. Der Q-Q-Plot der Residuen scheint das Modell nicht zu verwerfen,
aber auch hier fithren die beiden Jahre zu Abweichungen von der Geraden.

Ein Zusammenhang zwischen den Schiden und der Dauer eines Sturmes bzw. die Auftei-
lung der Schéden auf die Einzeltage eines Ereignisses konnte anhand dieser Daten nicht ge-
funden werden. Vermutlich ist dies auf eine Messungenauigkeit (z.B. wenn Schiden fiir den
falschen Sturmtag gemeldet wurden) zuriickzufithren. Moglicherweise kénnte eine solche
Analyse durchgefiihrt werden, wenn auch Windgeschwindigkeiten in das Modell einflielen.
Dazu miissten aber die Versicherungsdaten in héherer rdumlicher Auflésung gegeben sein.

Da insgesamt nur 36 unabhéngige Ereignisse in den Beobachtungszeitraum fallen, wurde
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Abbildung 2.3: Graphische Uberpriifung der Residuen des log-linearen Poisson-Modells

davon abgesehen, diese in Winter- und Sommerstiirme zu unterteilen (vgl. Tabelle 2.3).
Diese Unterteilung wére prinzipiell sinnvoll, weil die Schiaden der Sommerstiirme oft durch
Hagelschidden verunreinigt sein konnen. Dies kénnte auch auf den Sturm vom 23. Juli 2009
zutreffen, der aus den Daten ausgenommen wurde.

1 [ 23 [ 4[5 6 [ 7] 8 [9]10]11]12
8/30 | 1/2 [ 1/30/0 | 3/4 | 6/19 | 8/9 | 5/11 | 0/0 | 1/2 | 2/5 | 1/1

Tabelle 2.3: Sturmereignisse/-einzeltage pro Monat

Da die téglichen Schadenshohen in den einzelnen PLZ-2-Stellern moglicherweise durch
zu spéte oder zeitlich ungenaue Meldungen verunreinigt sind und um zeitliche Unabhéngig-
keit der Schadensdaten zu erzielen, wurden die einzelnen Sturmtage zu Sturmereignissen
zusammengefasst. Dabei gehoren zwei Tage zum selben Ereignis, wenn fiir beide Tage
Schadensdaten existieren und die Tage aufeinander folgen bzw. wenn fiir alle dazwischen-
liegenden Tage ebenfalls Schadensdaten gegeben sind.

2.2 Meteorologische Grundlagen

Um die Nachbarschaften aus dem Distanzmatrixmodell an Sturmschéden anzupassen, muss
bekannt sein, wie Stiirme und auch Sturmschidden entstehen. Dieser Abschnitt soll einen
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kurzen Uberblick {iber die Eigenschaften von Wind geben und auch die Frage kliren, wo-
durch sich Wind und Sturm unterscheiden. Diese Einteilung ist letztendlich auch fiir Ver-

sicherungen interessant. Fiir eine genauere Beschreibung der meteorologischen Grundlagen
siehe [22] und [49].

2.2.1 Grofflachige Stiirme

Winde entstehen bekanntlich durch hohe Druckunterschiede in der Atmosphére. Die Luft
aus den Gebieten mit hohem Luftdruck (Hochdruckgebiet) fliet in Gebiete mit niedrigem
Luftdruck (Tiefdruckgebiet). Dabei wird zwischen thermischen und dynamischen Tief- bzw.
Hochdruckgebieten unterschieden.

1. Dynamische Tief- und Hochdruckgebiete

Die Sonnenstrahlung trifft die Erde durch ihre Kugelform in Aquatornéihe in einem
steileren Winkel als an den Polen. Somit wirkt sie am Aquator gebiindelt, withrend sie
an den Polen auf eine gréflere Flache verteilt ist. Dadurch entsteht eine unterschiedli-
che Erwiarmung der Lufttemperatur, woduch sich warme (,tropische®) und kalte (,,po-
lare“) Luftmassen bilden. Diese treffen in der sogenannten ,, Frontalzone“aufeinander.
In dieser Zone sollen die Temperaturunterschiede ausgeglichen werden, in Folge ent-
stehen starke Winde in der oberen Troposphére, die sogenannten ,,Jetstreams“oder
,Strahlstrome*.

In Bodenndhe werden Winde durch eine andere Ursache erzeugt. Die Frontalzone ist
ein Band, welches parallel zum Aquator verlduft. Wenn die Temperaturunterschiede
allerdings sehr grof sind, kann der Strahlstrom eine wellenartige Bewegung anneh-
men. Dadurch werden die transportierten Luftmassen abgebremst bzw. beschleunigt
und es entsteht ein Luftiiberschuss bzw. -defizit entlang der Frontalzone. Um die-
se Luftdruckunterschiede auszugleichen, dehnt sich ein Hochdruckgebiet nach oben
und unten aus, wiahrend durch ein Tiefdruckgebiet die bodennahe Luft in die Héhe
gesaugt wird.

2. Thermische Tief- und Hochdruckgebiete
Durch die erhitzte Erdoberfliche wird allerdings auch Energie an die bodennahen
Luftschichten abgegeben. Durch den Aufstieg der warmen Luft kommt es zu einem
Unterdruck in Bodennéhe. Dieser Unterdruck wird durch Strémungen ausgeglichen,
es entsteht Wind.

In Europa verursachen vor allem das Azorenhoch iiber dem Nordatlantik bzw. das Is-
landtief grofle Druckunterschiede, welche in Westwinden resultieren kénnen.

2.2.2 Regionale Winde

Bei Windsystemen, welche regional und meist auch zeitlich stark begrenzt sind, spricht
man von regionalen Windsystemen. Ein bekanntes Beispiel ist das Land- und Seewindsys-
tem, das vor allem in Kiistennihe auftritt. Im Laufe eines Tages erwarmt sich die Luft

11
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iiber dem Festland mehr als jene iiber See, wéhrend nachts dieser Effekt umgekehrt wird.
Dadurch entsteht eine Zirkulation, die tagsiiber Luft in Bodennéhe in Richtung Festland
bringt und in gréferer Hohe die am Festland erwérmte und somit aufgestiegene Luft in
Richtung Meer transportiert. Nachts verlauft die Zirkulation natiirlich in entgegengesetzter
Richtung.

Ein regionales Windsystem, welches mehr Einfluss auf Osterreich hat, ist das Hangwind-
system. Hier erwarmt sich bei Schonwetter ein siidlich ausgerichteter Gebirgshang, sodass
die bodennahe Luft entlang des Hanges in die Hohe steigt. Die Luft in einiger Entfernung
wird jedoch nicht so stark erwérmt. Somit entsteht in Hangnéhe ein thermisches Hoch. Der
daraus resultierende Wind wird ,,Hangaufwind“genannt. Auch dieser Effekt dreht sich in
der Nacht um und es kommt zu einem ,,Hangabwind®.

Durch die Hangauf- bzw. abwinde konnen noch weitere Winde in verzweigten Gebirgssys-
temen hervorgerufen werden. Auf Grund der Luftstromung entlang der Hange und etwa
in Talmitte kommt es hier tagsiiber zu einem Talwind, nachts zu einem Bergwind. Nicht
zu verwechseln ist dieser Effekt mit dem sogenannten Fohn. Diese Erscheinung tritt dann
auf, wenn eine Luftstromung auf ein grofies Hindernis, wie z.B. ein Gebirge stofit. Dabei
kommt es zu Turbulenzen der Leeseite (windabgewandte Seite), welche, wenn sie in den
Alpen auftreten, Féhn genannt werden.

Neben diesen regionalen Systemen kann noch zwischen weiteren, wie z.B. dem Stadt—
Umland-Windsystem oder dem Wirbelwindsystem, unterschieden werden. Diese haben
allerdings auf die Modellierung der osterreichischen Sturmschadensdaten in dieser Arbeit
keinen grofien Einfluss und werden deshalb nicht nidher beschrieben (siehe stattdessen [49]
oder [22]). Die oben genannten regionalen Windsysteme sind im Allgemeinen von keinen
hohen Windgeschwindigkeiten geprégt. Allerdings konnen sie durch groflerflichige Winde
verstiarkt werden.

2.2.3 Boigkeit und Diisenwirkung

Ein Effekt von Winden, der grofie Schéden verursachen kann, ist die Schwankung der Wind-
geschwindigkeit und -richtung. Diese Faktoren konnen sich fiir kurze Zeit stark d&ndern und
man spricht dann von der Boigkeit eines Windes. Die Ursachen fiir Béen kénnen unter-
schiedlich sein, so kann z.B. eine raue Bodenoberfliche zur Entstehung von Wirbeln fithren.
Starke Boen kommen natiirlich dann auf, wenn die Hohenunterschiede der Oberflichen grof3
sind, wie z.B. an Hausdachern, Baumen oder auch Gebirgen. Weiters kénnen Boen auch da-
durch hervorgerufen werden, dass die Geschwindigkeit des Windes mit der Hohe zunimmt.
Absinkende Luftmassen bewegen sich dann in Bodennéhe schneller als die umliegende Luft,
die deshalb kurz beschleunigt wird.

Ein Problem, welches sich aus der Boigkeit des Windes ergibt, ist die schlechte Messbarkeit
der Windgeschwindigkeit wéhrend einer Boe. Da diese ortlich und zeitlich stark begrenzt
sind, kann man nicht aus der Windgeschwindigkeit eines Punktes einer Region auf die Ge-
schwindigkeiten im iibrigen Teil des Gebietes schlieffen.

Eine weitere Verstarkung der Windgeschwindigkeit resultiert aus der Diisenwirkung. Dieser
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Effekt entsteht dann, wenn sich ein Tal plotzlich verengt. Somit werden die durchziehenden
Luftstromungen aufgehalten und der Luftdruck erhéht. Dasselbe kann passieren, wenn die
Windstromung durch ein Hindernis seitlich abgelenkt wird. Weiters kann Wind in Stra-
Benziigen kanalisiert werden, in diesem Fall sind aber die Ausmafle der Verstarkung nicht
so grofl. Das bekannteste Beispiel eines Windes, bei dem ein solcher Effekt auftritt, ist der
Fallwind Mistral im Rhonetal.

2.2.4 Windgeschwindigkeit

Wie in den vorherigen Punkten zur Wind-Enstehung erklédrt wurde, handelt es sich bei
Wind um die Bewegung von Luftteilchen. Diese kann man mithilfe eines Vektors, der die
Richtung der Bewegung beschreibt, darstellen. Die Lénge dieses Vektors ist der zuriickge-
legte Weg des Luftteilchens und kann, normiert auf eine gewisse Zeiteinheit wie Minuten
oder Stunden, als Windgeschwindigkeit interpretiert werden.

Eine weitverbreitete Einteilung der Windgeschwindigkeiten bietet die sogenannte Beaufort-
Skala. Sie ist nach Admiral Francis Beaufort benannt, der die Skala als Methode verwen-
dete, Windgeschwindigkeiten nach ihren Auswirkungen auf den Seegang zu klassifizieren.
Spéater wurde die Beaufort-Skala auch fiir das Festland erweitert. Diese Erweiterung ist in
Tabelle 2.4 beschrieben.

2.2.5 Windschaden

Das Auftreffen des Windes auf feststehende Korper, wie z.B. Héauser oder Bidume, kann ei-
ne Druckeinwirkung hervorrufen. Die Hohe dieses Druckes ist abhéingig von der Oberfléache
des betroffenen Korpers. So schreibt [22], dass sich Baume unter hohem Druck stromlini-
enformig verformen kénnen und somit einem geringeren Druck ausgeliefert sind. Dennoch
konnen diese bei Sturm entwurzelt oder abgeknickt werden, was aber vor allem auf die
Boenwirkung des Windes zuriickzufiithren ist. Dabei versetzen die Boen des Windes das
Objekt in Schwingung. Diese konnen, wenn sie mit der Frequenz der Bden iibereinstim-
men, noch verstiarkt werden. Besonders wichtig ist diese Art von Windschéden fiir die Forst-
und Landwirtschaft. In weiterer Folge ist sie auch fiir die Sturmschadensversicherung von
Privatgebauden relevant, da die von einem Sturm umgeknickten Bidume auch auf Hiuser
fallen und diese somit beschidigen konnen.

Eine weitere Schadensform tritt durch die Sogeinwirkung von Winden auf. Dabei verrin-
gert sich der Druck an jenen Flédchen, die nicht dem direkten Wind ausgesetzt sind, linear
zum Quadrat der Windgeschwindigkeit (vgl. Bernoullische Gleichung). Durch diese Krifte
konnen teilweise ganze Hausdécher abgedeckt werden.

Die Einwirkung von Wind auf Gebédude wird auch als Windlast bezeichnet. Auch sie ist
abhéngig von der Oberfliche, welche dem Wind ausgesetzt ist. So entsteht auf der windzu-
gewandten Seite (Frontalseite oder Luvseite) des Gebdaudes Druck, auf der windabgewand-
ten Seite (Leeseite) sowie an groflen Teilen des Daches fiihrt allerdings die Sogwirkung zu
Schéden an Gebduden. Dabei sind die einwirkenden Kréfte von der Windrichtung abhéngig,
da diese festlegt, auf welchen Teilen des Gebédudes Druck- bzw. Sogwirkungen entstehen.
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Beaufort- | Bezeichnung | Auswirkung des Windes im Binnenlande | Geschwindigkeit

Grad km/h

0 still Windstille, Rauch steigt gerade empor | 1

1 leiser Zug Windrichtung angezeigt nur durch Zug | 1-5
des Rauches, aber nicht durch Windfah-
ne.

2 leichte Brise | Wind am Gesicht fithlbar, Windfahne | 6-11
bewegt sich.

3 schwache Blatter und diinne Zweige bewegen sich, | 12-19

Brise Wind streckt einen Wimpel.

4 méfige Brise | Hebt Staub und loses Papier, bewegt | 20-28
Zweige und diinnere Aste.

5 frische Brise | Kleine Laubbdume beginnen zu schwan- | 29-38
ken. Schaumké&pfe bilden sich auf Seen.

6 starker Wind | Starke Aste in Bewegung, Pfeifen in | 39-49
Telegraphen-Leitungen, Regenschirme
schwierig zu benutzen.

7 steifer Wind | Ganze Bé&ume in Bewegung, fiihlbare | 50-61
Hemmung beim Gehen gegen den Wind.

8 stiirmischer | Bricht Zweige von den B&umen, er- | 62-74

Wind schwert erheblich das Gehen im Freien.

9 Sturm Kleinere Schiéden an H#usern (Rauch- | 75-88
hauben und Dachziegel werden abgewor-
fen).

10 schwerer Entwurzelt Baume, bedeutende Schiaden | 89-102

Sturm an Hausern.
11 orkanartiger | Verbreitete Sturmschéden (sehr selten | 103-117
Sturm im Binnenland).
12 Orkan Schwerste Verwiistungen. 118-133
Tabelle 2.4: Ausschnitte aus der Beaufort-Skala nach [22], S. 401-402
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2.2. METEOROLOGISCHE GRUNDLAGEN

Des Weiteren spielen auch hier Faktoren, wie z.B. die Topographie und Rauigkeit der Um-
gebung, eine bedeutende Rolle. Auf eine genaue Beschreibung dieser Kréfte soll in Rahmen
dieser Arbeit verzichtet werden, siche dazu z.B. [25].

Allerdings muss nicht jeder durch Wind verursachte Schaden ein Versicherungsfall sein.
Viele Versicherungen bezeichnen einen Schaden erst als Sturmschaden, wenn eine gewis-
se Windgeschwindigkeit vorliegt. So definiert z.B. der Versicherungsverband Osterreichs
in seinen Musterbedingungen fiir Sturmschadenversicherungen die versicherten Gefahren

([54], Artikel 1.1) folgendermaBen:

»,Sturm; Sturm ist eine wetterbedingte Luftbewegung, deren Geschwindigkeit
am Versicherungsort mehr als 60 Kilometer je Stunde betragt.
Fiir die Feststellung der Geschwindigkeit ist im Einzelfall die Auskunft der
Zentralanstalt fiir Meteorologie und Geodynamik mafigebend.*
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3 Mathematische Modellierung der
Jahrlichkeiten

3.1 Jahrlichkeiten

Der Begriff der Jahrlichkeit (return period) wird vor allem in der Hydrologie verwendet, um
die Wahrscheinlichkeit extremer Hochwasser zu beschreiben. Betrachtet man ein solches
Hochwasser mit einem bestimmten Pegelstand s, so definiert man dessen Jahrlichkeit als
Kehrwert der Wahrscheinlichkeit, dass ein Hochwasser mit demselben oder héherem Pegel-
stand in einer Beobachtungsperiode auftritt. Somit hat z.B. ein 100-jahriges Hochwasser
eine Auftrittswahrscheinlichkeit von 1/100 pro Jahr.

Die Jiahrlichkeit eines Hochwassers kann relativ gut durch Messungen des Pegelstandes des
zugrundeliegenden Flusses bestimmt werden. Auch die entstehenden Schiéden konnen an-
hand der Jéhrlichkeiten des Pegelstandes beschrieben werden. So kann mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit zumindest das iiberschwemmte Gebiet durch geografische und hydrolo-
gische Uberlegungen ausgewiesen werden.

Da ein Sturm aber sehr variabel in Richtung und Geschwindigkeit ist, konnen durch Wind
erzeugte Schéden nicht einfach an der Jahrlichkeit der Windgeschwindigkeit gemessen wer-
den. Des Weiteren konnen gemittelte Windgeschwindigkeiten aufgrund der Boigkeit des
Windes nicht als Grundlage zur Bestimmung der entstandenen Schaden verwendet werden.

3.1.1 Wiederkehrperiode einer Folge von Zufallsvariablen

Eine formale Einfiihrung der , return periods* bietet [17], die hier kurz présentiert werden
soll. Die Bezeichnung , Jéhrlichkeit® ist bei dieser Herangehensweise noch nicht angebracht,
steht aber in direkter Relation.

Sei (X,)n, n=1,..., N, eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit stetiger Vertei-
lungsfunktion F und u € R eine bestimmte Schranke. Die sogenannten Uberschreitungs-
zeitpunkte zum Level u (,,exceedence times®) bezeichnet jene Indizes 11, ..., T, an denen
die Schranke u iiberschritten wird, d.h.

7 = inf{n > 1|X,, > u} und 7 =inf{n > 7_4|X, > u}, l=2,...,m

Bemerkung. Da natiirlich zu jedem Zeitpunkt n bekannt ist, ob der Prozess (X,) die
Schranke u {iberschreitet, handelt es sich hier um Stoppzeiten.
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3.1. JAHRLICHKEITEN

Ll 0 1

T T
11 tin ti-1 g T

Abbildung 3.1: Return Period der Zufallsvariablen X,, zum Level x

Um die Jédhrlichkeiten wie in dem oben genannten Beispiel zu erhalten, ist man natiirlich
an der Anzahl der Indizes n; zwischen zwei Uberschreitungszeitpunkten 7; und 7,44, d.h.

ny =T, und ng =T — Ti_1, [=2,....,m,

interessiert. Durch die iid-Eigenschaft der X,,, n = 1,..., N sind auch n4,...,n,, un-
abhéngig und identisch verteilt. Weiters gilt fiir die Zeit der ersten Uberschreitung nq,
dass

Pln, =k =P[X, <u,...,Xp_1 <uund X >u] = (F(u)" (1 - F(u))

k
Piny < k] :ZP[Xl <Uy..., X1 <wuund X; > ul
j=1

Somit folgen die Zeiten zwischen den Uberschreitungen einer geometrischen Verteilung mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p = 1 — F'(u). Der Erwartungswert dieser Verteilung ist gegeben

als
1 1

r(u) = Elm] = - = Bln) = £ = 1.

(3.1)

Definition 3.1.1: Wiederkehrperiode (,,return period*)
Den Erwartungswert r(u) aus (3.1) bezeichnet man als Wiederkehrperiode (,,return peri-
od*) der Schranke u.
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3.1. JAHRLICHKEITEN

3.1.2 Markierte Punktprozesse

Obwohl die Indizes der Uberschreitungen Zeiten genannt wurden, enthélt diese Beschrei-
bung der Jahrlichkeiten noch keine Modellierung der zufélligen Zeitpunkte, an denen extre-
me (Wetter-)Ereignisse eintreten. Um auch diesen stochastischen Faktor in die bisherigen
Uberlegungen aufzunehmen, betrachtet man nun die Folge von Zufallsvariablen (X,,)1<n<n,
welche zu den Zeitpunkten (¢,,)1<, auftreten.

Auch hier mochte man die Anzahl der Punkte X, zihlen, welche zwischen zwei Uber-
schreitungszeitpunkten 7, und 7,4 liegen. Dazu wird héufig ein markierter Punktprozess
verwendet, der die aufgetretenen Realisationen (Xj, ¢;) in einem bestimmten Rechteck bzgl.
der Prozesse (X;); und (¢;); zahlt (vgl. Abbbildung 3.2). Eine bekannte Anwendung dieser
Prozesse ist z.B. das Cramér-Lundberg-Modell. In diesem Modell soll die Frage beantwortet
werden, ob und wann der Ruinzeitpunkt einer Versicherung eintritt, d.h. dass eingetrete-
nen Forderungen an eine Versicherung deren Kapital iiberschreiten (vgl. dazu [9], Abschnitt

6.4).

it VRN T

Abbildung 3.2: Markierter Punktprozess (T ~ Exp()), X ~ LN)

Die Theorie der Punktprozesse kann in [9], [10] und [29] nachgelesen werden. Hier sollen
allerdings nur die wichtigsten Definitionen von Punktprozessen wiedergegeben werden. Be-
vor der markierte Punktprozess definiert werden kann, muss die einfachere Variante, der
Punktprozess, , definiert werden (vgl. [10]).

Definition 3.1.2: Punktprozess

Sei T ein vollstandiger, teilbarer metrischer Raum mit Borel’scher o-Algebra 7. Bezeichne
M7 den Raum der endlichen Mafie auf 7 und N7 die Familie der Mafie N € M, wel-
che nur Werte in Ny annehmen (Z&hlmafle). Dann ist ein Punktprozess N eine messbare
Abbildung vom Wahrscheinlichkeitsraum (92, F,P) — (N7, B(N7)).
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3.1. JAHRLICHKEITEN

Definition 3.1.3: Triger eines Zihlmafles, Atome , einfaches Zihlmafle

Sei N ein Zahlmafl auf T. Dann bezeichnet man Ky, mit Ky = {t € T : N({t}) > 0}, als
Tréager des ZahlmaBes N und die Elemente {t} als Atome des Zihlmafies N.

Ein ZahlmaB heifit einfach, wenn N({t}) =1 V {t} € Ky.

Diese Definition des Punktprozesses ist sehr theoretisch. Grundséatzlich konnen Punkt-
prozesse auch als eine Folge von Zufallsvariablen oder zufélligen Intervallen dargestellt
werden. Die Darstellung als Z&hlprozess wird durch folgenden Satz vereinfacht:

Satz 1:
Jedes Zéhlmal N € N verfiigt iiber einen hochstens abzdhlbar unendlichen Trager und
fiir jede Borelmenge B € T gilt:

N(B)= Y N({thlyen (3.2)

teKn

Beweis. siehe [29], S. 30.

Damit kann fiir die Folge von Zufallsvariablen aus Punkt 3.1.1 ein sogenannter ,,point
process of exceedances“dargestellt werden:

N([u,00)) = Z Lix,>uy (3.3)

Dieser Prozess ist allerdings nicht zur Messung der Zeit zwischen zwei Uberschreitungen
gedacht. Eher ist man an den Ereignissen {N([u,00)) =0} (vgl. Abschnitt 3.2.1) und
{N([u,0)) <k} (vgl. Abschnitt 3.2.2) interessiert. Fiir eine Diskussion dieser Prozesse,
fiir (X,,) sowohl unabhéngig als auch stationir, siehe [17] oder [42].

Definition 3.1.4: einfacher Punktprozess
Sei N die Familie der einfachen Zihlmafle in A’7. Dann heifit ein Punktprozess N einfach,
wenn N € N f.s.

Definition 3.1.5: marked point process (Markierter Punktprozess)

Der markierte Punktprozess N mit Positionen (locations) t im vollsténdigen, teilbaren
metrischen Raum 7 und Markierungen (marks) k im vollstandigen, teilbaren metrischen
Raum KC ist ein einfacher Punktprozess {(¢;, k;)} auf den Produktraum B(7 x K) mit der
Eigenschaft, dass der zugrundeliegende Prozess IV, von ¢ selbst ein einfacher Punktprozess
ist.

In der Definition des markierten Punktprozesses soll mit der Bezeichnung der ¢; als ,,Po-
sitionen“ hervorgehoben werden, dass es sich nicht um Zeitpunkte handeln muss, sondern
dass damit beliebige Zufallsvariablen und sogar multivariate Zufallsvektoren gemeint sein
konnen. Deshalb finden markierte Punktprozesse haufig Anwendung in rdumlichen Ana-
lysemethoden. So verwenden z.B. Holden et. al. in [24] einen markierten Punktprozess
zur Analyse von Erdbeben. In deren Arbeit beschreiben die Positionen des verwendeten
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3.1. JAHRLICHKEITEN

markierten Punktprozesses die Zeitpunkte ¢ und die geografische Position, y = (y1, y2,v3),
bestehend aus Longitude, Latitude und Tiefe, des Erdbebens und die Magnituden M wer-
den als Markierungen behandelt.

Weitere Anwendungen des markierten Punktprozesses zur Beschreibung extremer Wette-
rereignisse finden sich auch in [55] und [5]. In letzterem wird sogar eine doppelte Markierung
verwendet, eine um die Dauer einer Flut zu messen und die andere zur Beschreibung der
Absténde zwischen zwei Hochwassern.

3.1.3 Jahrlichkeiten im markierten Punktprozess

Nun kann mithilfe der markierten Punktprozesse eine allgemeine Beschreibung der Jéhr-
lichkeit gefunden werden. Dazu beschreibt man ein Ereignis zum Zeitpunkt ¢, als Rea-
lisation der Zufallsvariablen X, (in dieser Arbeit wird das i-te Sturmereignis durch die
Schadenhohe X; dargestellt). Wie in Punkt 3.1.1 ist man an jenen X, interessiert, welche
eine Schranke wu {iberschreiten. Beziiglich dieser Schranke werden die Markierungen k,, des

Prozesses,
1 X,>u
k, = -
0 X, <u.
festgelegt. Auflerdem seien 7, ..., 7, die Zeitpunkte, an jenen k, = 1 gilt.

Wenn verlangt ist, dass sowohl X als auch ¢ unabhéngig und identisch verteilt sind, liegt
natiirlich ein stationédrer markierter Punktprozess vor. Wie in 3.1.1 gilt somit auch hier

((Xﬂ'+1a T + 1)7 (XTi+27 Ti + 2)7 R (XTi+17Ti+1)) ~oe ((Xla tl)a (X27 t2>7 cee 7XT17 7'1,)
(3.4)
Dabei gilt, dass jeder einfache Punktprozess mit stationdren und unabhéngigen Zuwéchsen
ein Poisson-Prozess ist.

Definition 3.1.6: Poisson-Prozess
Ein stochastischer Prozess N heifit Poisson-Prozess mit Intensitiat A\, wenn

1. N(0) =0 fs.
2. N((tl,tg]) ~ POZ()\(tQ — t1>) Vi, <ty € Rar
3. N((t1,t2)) und N((t3,t4]) sind unabhiingig Vt; < to < t3 < t4 € R].

Somit ist die Dauer der Zeit zwischen 7; und 7;4; ein zusammengesetzter Poisson-Prozess
mit Intensitét A = E[r;]. Dessen Erwartungswert kann einfach iiber die bedingten Wahr-
scheinlichkeiten berechnet werden.
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7(u) = EJ Z tx] G4 E| Z t4] (34) E[Z "
k=Tm—-1+1 k=711+1 k=1
=E[n|E[t] =E | ) ti|ni =n| =E[t] > nP[r = n]
k=1 n=0
= AE[t:]

Da X und ¢ unabhéngig sind, kann der Erwartungswert der ersten Stoppzeit, A, auf die
Wiederkehrperiode r(u) zuriickgefithrt werden. Somit gilt

1

7(u) = E[n]E[t] = E[tl]l——F(u)

(3.5)

Sind die Zeitpunkte t; auf ein Jahr normiert, kann damit die Jahrlichkeit definiert werden:

Definition 3.1.7: Jahrlichkeit
Die Jahrlichkeit der Schranke wu, J,, ist gegeben als die erwartete Anzahl von Jahren, bis
ein Ereignis X die Schranke u wiederereicht. D.h. J, = 7(u).

Ist auch der Punktprozess der Markierungen ein Poisson-Prozess, dann folgt die Zeit
zwischen den Markierungen des Prozesses einer Exponentialverteilung mit Parameter ;.
In diesem Fall ist der Erwartungswert von ¢; als 1/)\; gegeben.

In [47], Abschnitt 1.4, wird diese Definition der Jahrlichkeiten verwendet, um das Ri-
siko von verschiedenen Naturgefahren abzuschétzen. Dort wird auch die Moglichkeit be-
sprochen, nicht die Zeit der Uberschreitungen, sondern der Unterschreitungen zu messen.
Dieser Ansatz kann z.B. zur Modellierung der Jéhrlichkeiten von Diirreperioden verwendet
werden.

Bemerkung. In dieser Arbeit sind die X; die Schidden bzw. Schadensgrade (vgl. 5.1) der
Sturmereignisse zu den Zeitpunkten i, ¢ = 1,...,36. In diesem Fall bezeichnet L(u) den
ersten Zeitpunkt, an dem der Schaden eine bestimmte Schranke u iiberschreitet.

3.2 Extremwerttheorie

Héaufig ist man aber nicht nur an der Jahrlichkeit einer bestimmten Schranke interessiert,
sondern an der Verteilung der Zufallsvariablen, die diese Schranke iiberschreiten. Um Aus-
sagen iiber die Verteilungsfunktion jener X zu erhalten, welche die Schranke u iiberschrei-
ten, miissen Annahmen iiber das Verhalten der Maxima einer Stichprobe getroffen werden.
Dieses Gebiet der Stochastik wird Extremwerttheorie genannt.

Eine direkte Anwendung auf den Versicherungsverlust durch Feuerschidden findet sich in
[33]. Hier werden sowohl eine untere als auch eine obere Schranke festgelegt um den Preis
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eines sogenannten ,loss layers“ von Versicherungen zu berechnen.

Im Folgenden soll ein kurzer Uberblick iiber die Grenzverteilungen von extremen Zufallsva-
riablen gegeben werden. Eine detaillierte Beschreibung findet sich z.B. in [17] und [43], ver-
schiedene Anwendungsméglichkeiten und statistische Analysen konnen [6] bzw. [42] nach-
gelesen werden.

3.2.1 Grenzwertverteilung der Maxima

Im ersten Schritt soll die Verteilung des Maximums, M, einer n-elementigen Stichprobe
aus unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (X, )y,

M, = max {X;..., X, },

1<i<n

betrachtet werden. In Abbildung 3.3 ist eine Simulation von 30 unabhéngigen und lognor-
malverteilten Zufallsvariablen abgebildet. In dieser Realisation gilt

Mlzl, MQZMgz...M16:2, M17:...:M21:17.

Nun stellt sich die Frage, ob noch weitere Stichprobenmaxima auftreten und unter welchen
Voraussetzungen man etwas iiber ihre Verteilung sagen kann.

N EEREREEEEE .

Abbildung 3.3: Der Prozess M,, der Stichprobenmaxima

Die Verteilung der Stichprobenmaxima von unabhéngigen Zufallsvariablen ist zwar ein-
fach zu berechnen, aber leider nicht sehr aussagekraftig. So gilt fiir die Verteilung des
Maximums M,, :

1 F(x)
0 F(z)<

PM, <z|=PX; <z,...,X,<z]=(Fx)" = { 1 (3.6)
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Die obige Verteilung kann auch als

1 z>xF
P[Mngﬂz{() T <xTp

dargestellt werden, wobei xp den rechten Endpunkt der Verteilung F' bezeichnet.

Definition 3.2.1: rechter Endpunkt einer Verteilung
Sei F' eine Verteilungsfunktion. Dann bezeichnet man mit zp,

zp =sup{z € R|F(z) < 1}
den rechten Endpunkt der Verteilung.

Eine Verteilungsfunktion F' mit der Eigenschaft aus (3.6) gehort zur Klasse der soge-
nannten ,,degenerierten®Verteilungen.

Definition 3.2.2: degenerierte Verteilung
Eine Verteilung mit Verteilungsfunktion F' heiffit degeneriert, wenn

1 >
Jep eR: G(:v):{o z;iF
F

Gesucht werden also Folgen von normierenden Konstanten, (a,), € R und (b,), > 0,
sodass die Grenzverteilung der normierten Maximuma nicht mehr degeneriert ist. Aufler-
dem ist man an der Grenzverteilung des normierten Stichprobenmaximums interessiert,
d.h. man sucht eine Verteilungsfunktion H, die Folgendes erfiillt.

M, — a,
Pl——— < =PM, < =" H
[ b < x} (M, < b,z + ay, (u,) = H(x)

Un

Definition 3.2.3: Maximaler Anziehungsbereich (M DA)

Sei X eine Zufallsvariable. Dann ist X aus dem maximalen Anziehungsbereich einer Ver-
teilungsfunkion H, X € MDA(H), wenn Folgen von Konstanten (a,), € R und (b,), > 0
existieren, sodass

lim P {@} = H(z)

n—oo

Definition 3.2.4: Tail einer Verteilung
Sei F' eine Verteilungsfunktion. Die Uberschreitungswahrscheinlichkeit

PIX > 2] =1— F(z) =: F(z) Vr e R

heifit Tail der Verteilungsfunktion.
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Nicht jede Verteilung muss im maximalen Anziehungsbereich einer Grenzverteilung H
liegen. Ein mogliches Kriterium, ob normierende Konstantenfolgen gefunden werden kénnen,
liefert das folgende Lemma:

Lemma 2: Poisson-Approximation
Sei 7 € [0, 00] und (uy,), eine Folge reeler Zahlen. Dann gilt

nF(u,) =3 1 = P[M, <u, = e .
Beweis.

1. Sei 7 € [0, 00):

a) ,=“: Sei 7 der Grenzwert von nF(u,) fiir n — oco. Dann gilt:

P[M, < u,] = F"(u,) = (1 - % (nF(uy)) )n e

-7

b) <" Sei nun P [M,, < u,] "X o7 erfiillt. Damit muss auch F — 0 gelten.
Ann: F' -+ 0, d.h. es existiert eine Teilfolge ny, sodass F'(uy,) > m > 0. Damit
folgt aber, dass

P[My, < ttn,] = (1= F(un, )™ < (L=m)™ = 0.
<1

Somit muss F' gegen 0 streben. Da fiir ein kleines o die Funktion log(1 —x) ~
ist, gilt

—7 = lim log (P[M, < u,]) = lim nlog (1 — F(u,)) = — lim nF(u,).
n—oo n—oo n—oo
2. Sei 7 = oo:
a) ,=“: Sei lim nF(u,) = oo, aber lim P[M, < u,] > 0. Dann existiert eine

. n— oo n—oo
Teilfolge ny, sodass

. _ . Falllb . —
lim P[M,, < u,,]=¢e¢"" mit v < oo =" lim nE (uy,) = v < 0.
k—o0 k—o0

Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dass lim nF(u,) = oo.

n—o0
b) ,,<“ Ann: P[M,, < u,] — 0, aber
lim nF(u,) # 0o — I(ng)x : klim e F (Up,) = v < 00
—00

n—00

Nun wiirde aber laut Fall 1a gelten, dass P[M,, < u,, | — " < co.
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Durch das obige Lemma kann nun direkt die Grenzverteilung H mit dem Tail der ur-
spriinglichen Verteilungsfunktion F' in Verbindung gebracht werden:

Satz 3:
Seien F' und H Verteilungsfunktionen. Dann ist F' aus M DA(H) mit b, > 0, a, € R,
genau dann, wenn B

lim nF(b,x + a,) = —log(H (z))

n—oo

Definition 3.2.5: vom selben Typ

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F'x und Fy. Dann gehoren

X und Y (bzw. Fx und Fy) zum selben Typ, wenn Konstanten ¢ > 0 und p € R existieren,

sodass v
Fy(2) = Fy(u+oz) — x217F

o

Durch den Satz von Fisher-Tippet konnen die moglichen Grenzverteilungen H in ver-
schiedene Klassen von Verteilungsfunktionen eingeteilt werden.
Satz 4: Fisher-Tippett

Seien (X,,),, eine Folge von Zufallsvariablen mit X, % F und M, das Stichprobenmaximum.
Ist F € MDA(H), dann gehort H zum Typ einer der folgenden Verteilungen:

1. Frechet
B (z) = {g"p{_‘r—a} ' ig a0
2. Gumbel
Alz) =exp{—e"} z€eR
3. Weibull

a > 0.

T (z) = {exp{—(—az)o‘} x <0

1 x>0

Dabei macht es grofie Unterschiede, zu welcher Klasse die Grenzverteilung des Maximums
gehort. Eine mogliche Einteilung liefert Satz 5. Die genaue Herleitung dieser Bedingungen
kann in [17] nachgelesen werden. Dort werden auch die sogenannten Von-Mises-Funktionen
behandelt. Anhand des Grenzverhaltens der Dichte bzw. der Verteilung solcher Funktionen
kann bestimmt werden, zu welchem Anziehungsgebiet eine Verteilung gehort. In diesem
Satz ist auch eine mogliche Wahl der normierenden Konstanten (a,) und (b,) beschrieben.

Definition 3.2.6: regulir variierend, langsam variierend
Eine messbare Funktion F : (0,00) — (0, 00) heifit reguldr variierend mit Index o € R, F' €
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RV, , wenn
- F(xt)

Ist a = 0, spricht man von einer langsam variierenden Funktion.

= z%. Ve >0

Bemerkung. Im Zusammenhang mit regulérer Variation tritt auch haufig der Begriff der
yheavy tailed“ Verteilung auf. Die Definition eines , heavy tails“ ist in der Literatur nicht
eindeutig. Oft wird eine Verteilung dann als  heavy tailed“ bezeichnet, wenn

lim F(t)

—— = Vo > 0.
t—oc exp { —zt} > ’

In diesem Fall sind die Momente der Verteilung nicht endlich. Andere Definitionen verlan-
gen, dass F' ~ 7% mit 0 < o < 2 oder auch nur a > 0 fiir z — oo gilt. Wichtig ist vor allem
die Eigenschaft, dass in diesen Definition die Momente der Verteilung mit einer hcheren
Ordnung als « nicht exisiteren. Das hat vor allem Auswirkungen auf die Versicherbarkeit
von Risiken, da nur jene mit einem endlichen ersten Moment als versicherbar gelten.

Satz 5: Charakterisierung der Anziehungsgebiete
Sei F' eine Verteilungsfunktion. Dann gilt:

1. F € MDA(®,),a >0 <= xzp=o0 und F(x) € RV_,.
In diesem Fall kénnen die Folgen (a,) und (b,) folgendermafien gewahlt werden:

1
bn:F[_I] (1——) und a, = 0.

n

2. Fe MDA(Y,),a >0 < xp < oo und 1—F(xf—%) € RV_,.
Dabei sind

1
b, = xp — FI71 <1 — —) und a, = xF.

n

eine mogliche Wahl der Folgen von normierenden Konstanten.

3. F € MDA(A) <= ecine positive, messbare Funktion a(z) existiert, fiir die gilt

o Flotta@)

vt € R.

Dann kénnen a, a,, b, folgendermafien gewéahlt werden:

o(z) = / %dt _E[X — 2| X > 2] (3.7)
a, = FI=1 (1 — %) : b, = a(ay,).
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Bemerkung. Die Funktion a(x) aus (3.7) ist durch die Darstellung der Verteilungsfunktion
als Von-Mises-Funktion gegeben (siehe [17]) und wird dort ,auxiliary function® genannt.
Diese mogliche Wahl als Erwartungswert wird als ,,mean-excess-function® bezeichnet.

Beispiel 1 (Pareto-Verteilung). Der Tail der Pareto-Verteilung ist F'(x) = (2)* mit m, o >
0. Es gilt F(x) € RV_,, a > 0, denn:
F(xt)

tlgglo F(t) :tlggo (%)O‘

OHCN.

=X

Damit gehort die Pareto-Verteilung zum Anziehungsgebiet der Frechet-Verteilung und die
normierenden Folgen sind:

1 1\ "«
a, =0 und bn:F[_”(l——):m<1—1—|——) — mna
n

n

Weitere Beispiele der Frechet-Verteilung: Cauchy, Loggamma.
Beispiel 2 (Gleichverteilung). Sei F' die Verteilungsfunktion einer Gleichverteilung auf

0,1], d.h. 2z = 1. Dann gilt F' = —z und

1—(It)_1 . 11‘—%
= —_— = ]1
B F o) AT @ MR

—1 = Fe MDA(Y,).

Die normierenden Folgen sind dann:

1 1 1
a, =xp =1 und bnzl—F[*l] (1——):1—1—1——:—
n n o n

Bemerkung. Ein weiteres Beispiel aus dem Weibull-Anziehungsbereich ist die Beta-Verteilung.
Héaufig tritt die Weibull-Verteilung jedoch dann auf, wenn man eine Grenzverteilung fiir
das Minimum einer Stichprobe sucht. Die Aussagen aus diesem Abschnitt sind prinzipiell
leicht umlegbar, denn es gilt

Pmin{Xy,..., X, } <z] =P[—-max{—-Xy,..., - X, } < zl.

Dort ist sie die Grenzverteilung von z.B. Gamma, Exponential, Pareto.

Beispiel 3 (Exponential-Verteilung). Fiir X ~ Exp(\), mit F(z) = 1 — exp{—Az} und
xp = 00, ist die Funktion a(x) aus Satz 5

.’I?f o0

)= [ B [ (0= L

x T

Somit ist ' € MDA(A), denn

i D@ TA@H)_ AT TNy o
z—ep F(x) z—oo  exp{—Az}
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mit normierenden Konstantenfolgen

a, = FI-1 (1 _ l) _ log(l-1+47) log(n) 1

~ = ;) und b, = a(a,) =

Weitere Beispiele: Normal, Lognormal, Gamma

Héaufig werden die Verteilungen aus Satz 4 zu einer Verteilungsfunktion, der generalisier-
ten Extremwertverteilung, zusammengefasst:

Definition 3.2.7: Generalisierte Extremwertverteilung
Die Verteilungsfunktion H.,,

Ho(2) = exp {—(1 +~z)~"'/7} 77507
exp{—exp{-z}} =0

v

mit 1 + vz > 0, d.h.

l.y>0 < xe(—oo,—%y)

2.7=0 < z€R
3. 7<0 <= xE(—%,oo),

wird als Generalisierte Extremwertverteilung bezeichnet. Oftmals wird durch Einfiihrung
eines Lagen- und Skalenparameters, p und o, die Verteilungsfunktion folgendermaflen dar-
gestellt:

H

77“’0'

=H

v

(J;—,u) exp —(1+’V(x;"))‘1”} v #0
—H

o exp —exp{—(”"a )}} v =0,

fir 1 +~(z —p)/o > 0, also
L.y>0 = ze(-o0,p—72)
2.7=0 = z€R
3.7<0 = z€(pn—2,00).

In Abbildung 3.4 sind die Verteilungs- und die Dichtefunktion der Generalisierten Ex-
tremwertverteilung fiir verschiedene Formparameter v dargestellt. Am rechten Rand kann
man das heavy-tail Verhalten der Verteilungsfunktion fiir v > 0 gut erkennen. Auch der
rechte Endpunkt der Generalisierten Extremwertverteilung im Fall v < 0 ist deutlich zu
sehen.

Bemerkung. Die Grenzverteilungen aus Satz 4 héngen folgendermaflen mit der Generali-
sierten Extremwertverteilung zusammen:

1. F € MDA(H,) mit ¥y >0 <= 2 € MDA(®,) mit a = > > 0.
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(a) Verteilungsfunktion (b) Dichtefunktion

Abbildung 3.4: Generalisierte Extremwertverteilung (u =0, o0 = 1)

2. F € MDA(H,) mit y =0 <= € MDA(A).
3. F '€ MDA(H,) mit y <0 <= z € MDA(¥,) mit a = —1 > 0.

Satz 6: Charakterisierung des Anziehungsgebietes von /1,
Sei F' eine Verteilungsfunktion mit rechtem Endpunkt zp. Dann ist /' € M DA(H,) dann
und nur dann, wenn eine messbare Funktion a > 0 existiert, sodass

fir 1 +~x >0

iy Lt wa(w) (14+72)™7 7 #0
u—TR F(u) o7 = 0.

Beweis. siehe [17].

3.2.2 Uberschussverteilung

Um die Verteilung jener Zufallsvariablen zu erhalten, die eine gewisse Schranke wu iiber-
schreiten, betrachtet man die Bedingung aus Satz 6 genauer:

Flutwa(w) _PIX >uta@a] g oo s o =2 |57 5 0 >
) (38)

F(u) P[X > u]
Somit ist durch den Grenzwert in Satz 6 schon eine Grenzverteilung fiir normierte Zu-
fallsvariablen, welche eine Schranke u iiberschreiten, gegeben. Diese wird als Generalisierte
Pareto-Verteilung bezeichnet.
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Definition 3.2.8: Generalisierte Pareto Verteilung
Die Verteilungsfunktion der Generalisierten Pareto Verteilung (generalized Pareto distri-
bution, GPD), G, ist definiert als

Gv(x):{l—(l—l—yx)_lh v #0
l—exp{-z}  7=0,
mit x > 0 und 1+ vz > 0, d.h.

I.y>0 = z€[0,00)

2.y=0 = z€[0,00)

3. y<0 = IE[O,—%].

Auch hier ist es wieder moglich, Lage- und Skalenparamter © € R und ¢ > 0 einzufiihren,
sodass die Verteilungsfunktion G, ,,(z) = G,((x — p)/0) gegeben ist durch

-1/~
1—<1+M) v #0

g

Gy o (1) =
b 1—exp{—%} v =0,

wobei (z — p)/o > 0und 1+ v(z — p)/o > 0, d.h.
I.y>0 = z € [u,0)
2.y=0 = z € [p,00)
3.y<0 = xe[u,,u—%].

Die Verteilungs- und Dichtefunktion der Generalisierten Pareto-Verteilung sind in Ab-
bildung 3.5 dargestellt.

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Generalisierten Pareto- Verteilung ist durch
den Satz von Pickands-Balkema-de Haan gegeben. Dazu muss aber zuerst die sogenannte
Excess-Funktion definiert werden.

Definition 3.2.9: Excess-Funktion

Fuz)=PX —u<z|X >u]= .

Satz 7: Pickands-Balkema-de Haan
Sei F' eine Verteilung mit rechtem Endpunkt zp. Dann ist F' € MDA(H,) fir v € R,
genau dann, wenn fiir eine geeignete Funktion b > 0 gilt:

lim  sup |Fu(z) — Gyopw(x)] =0

U=TF 0<z<Tp—U
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Abbildung 3.5: Generalisierte Pareto Verteilung (u =0, o = 1)

3.2.3 Parameter-Schatzung der Generalisierten Pareto-Verteilung

Im Folgenden sei (X, ..., X, ,) mit X, <--- <X, die sogenannte Ordnungsstatistik
der Stichprobe z1,...,x,, d.h. die geordnete Stichprobe.

Zur Ermittlung der Parameter einer Grenzverteilung stehen diverse grafische Mittel und
Schétzmethoden zur Verfiigung. Einige dieser Verfahren sollen hier kurz vorgestellt werden.

Der Formparameter v = é und die Schranke

Vor einer Parameterschitzung muss gekliart werden, welchem Typ von Extremwertvertei-
lung die Stichprobe angehort. Dariiber kann ein Q-Q-Plot Auskunft geben. In Abbildung
3.6(a) wird die Ordnungsstatistik einer simulierten Stichprobe von gleichverteilten Zufalls-
variablen gegen die Quantile der Exponentialverteilung mit Parameter A = 1 aufgetragen.
Durch die konvexe Form der QQ-Q-Line kann man erkennen, dass der Tail der Stichprobe
leichter ist als jener der Exponentialverteilung. Der Q-Q-Plot in Abbildung 3.6(b) ist hin-
gegen konkav, womit es sich hier um eine heavy-tailed Verteilung, in diesem Fall um eine
Par(1)-Verteilung, handelt.

Fiir Stichproben, die aus einer heavy-tailed Verteilung stammen bzw. Pareto-dhnlich
sind, kann ein weiterer Wahrscheinlichkeitsplot zu Bestimmung des Tail-Index « heran-
gezogen werden. Fir F' € MDA(®,) mit @« > 0 und ausreichend grofie z gilt (vgl. Satz
5):

Fr)~z™* <= log(l— F(z)) ~ —alog(x) (3.9)

Setzt man fiir F'(z;) die empirische Verteilungsfunktion (ECDF) F,(x;) = i/n ein, sollte
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Abbildung 3.6: Q-Q-Plots

{<1og (1-%) ,1og(Xi,n)>, - 1n}

eine negative Steigung aufweisen, welche —a entspricht.

In Abbildung 3.7 sind die Log-Log-Plots der simulierten Stichproben einer Par(1)-
Verteilung (schwarz) und einer Cauchy-Verteilung (grau) mit je 1000 Elementen dargestellt.
Man kann deutlich erkennen, dass sich beide Verteilungen an die blaue Linie mit Steigung
—1 anndhern. Da fiir die Pareto-Verteilung die Gleichung 3.9 nicht nur approximativ gilt,
weist diese sofort das erwiinschte Verhalten auf, wéhrend es fiir die Cauchy-Verteilung erst
mit groflerem x eintritt. Es stellt sich also die Frage, ab welchem ¢ bzw. welcher Schranke
u = X, , diese Gleichung erfiillt ist.

Die Annahme,dass F' € RV_, mit o > 0 , liegt auch dem populdren Hill-Schétzer
zugrunde. In seiner urspriinglichen Form gilt er somit nur fiir Extremwertverteilungen des
Frechet-Typs. Bevor der Hill-Schétzer berechnet werden kann, muss allerdings erst der Satz
von Karamata eingefiihrt werden:

der Log-Log-Plot

Satz 8: Karamata
Sei L langsam variierend. Dann gilt fiir

a) k> —1, dass
Z‘H_HL(:L’)

[ teL(t)dt

lim =x+ 1.

T—00
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-5 o

-7

log(x)

Abbildung 3.7: Log-Log-Plot der Pareto-Verteilung (schwarz) und der Cauchy-Verteilung
(gran)

b) k< —1,dass [ ¢"L(t)dt < co und

H—‘rlL
lim a:—(x) = —k — 1.
Tr—r00

JteL(t)dt

xT

Beweis. siehe [43], S. 26-28.

Nun kann die mittlere Uberschreitungsfunktion der logarithmierten Zufallsvariablen X
folgendermaflen vereinfacht werden:

o 108(1)) = Ellog(X) ~ log (1) 10(X) > log(u)] = 7= [ loa(x) — log(u)F(z)

u

e 9] (e 9]

part.Int. 1 F(l’) FeRV_o 1 / —a—1
= _ ~ — L

u u

Satz 8b _1 _ 1 L)) = l
F(u) (—a—1)+1 a

Somit ergibt sich der Hill-Schétzer 45 (k) der geordneten Stichprobe Xi,,..., X, ., als

11
ap (k)

Y (k) =

>

D llog(X-jir — log(Xo)]
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Dabei soll X,,_;, die Schranke u ersetzen.
Eine Erweiterung des Hill-Schétzers auf a € R bieten Dekkers, Einmahl und de Hann
(siehe [11]):

50 = 5o = (k) 41— 3 [1 - ]
k
mit MQ(kZ) = [1Og(Xn—j+l — IOg(Xn_k)]2 .

1

| =

J

Offensichtlich héngen beiden Schétzer des Tail-Indexes o von der Wahl der Schranke u
ab. Da unter bestimmten Voraussetzungen fiir 4 als auch 4j; schwache bzw. starke Konsis-
tenz gezeigt werden kann, sollten sich diese Schétzer ab einem Index k, sodass X,,_;, > u,
um den wahren Wert von 7 = 1/« einpendeln. Dieses Verhalten wird meist grafisch im

sogenannten Hill-Plot
1
k,—— ), k=1,....n—1
{ ( OéH(k)) }

bzw. {(k,—wl ), k= 1,...,n—1}
ag (k)
iiberpriift.

In Abbildung 3.8 sind die Hill-Plots fiir Simulationen von je 1000 unabhéngigen Zufalls-
variablen fiir die Pareto-, Cauchy-, Gleich- und Exponentialverteilung gegeben. Die wah-
ren Werte fiir o sind als waagrechte Linien in der Hohe von 1, 1, -1 und 0 eingezeich-
net. Wahrend in Abbildung 3.8(a) sowohl &y (k) als auch a3, (k) ein stabiles Verhalten
um « zeigen, ist in den Abbildungen 3.8(c) und 3.8(d) zu erkennen, dass iiber den Hill-
Schitzer ay(k) bzw. die richtige Schranke u keine Aussage getroffen werden kann. Der
Schitzer a3 (k) scheint gegen den richtigen Wert zu konvergieren. Abbildung 3.8(b) zeigt
eine Cauchy-Verteilung, welche einen Tail-Index von 1 besitzt. Wie man im Log-Log-Plot
in Abbildung 3.7 sehen kann, ist die Konvergenz allerdings nicht sehr schnell. In [15] wird
eine dhnliche Verteilung abgebildet, die wie die Cauchy-Verteilung iiber einen positiven
Tail-Index verfiigt, deren Hill-Plot dennoch nicht aussagekriftig ist. Drees, de Haan und
Resnick muten dort jenen, die den wahren Wert von a erkennen, , hellseherische Krifte
zul.

Eine weitere Moglichkeit die Schranke u zu bestimmen ist der Mean-Excess-Plot. Dabei
gilt fiir die erwartete Uberschreitungfunktion (,,mean excess function “) fiir ein ausreichend

1 One would have to be paranormal to discern with confidence the true value from the Hill plot.“([15],
Seite 256, iiber den Hill-Plot einer symmetrischen stabilen Verteilung mit av = 0,2)
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grofles u laut Satz 7, dass

E[(X — u)Lixou 1
e(u) =E[X —u|X > u] = I P[Xui 1{5 1] — a0 /(33 —u)dx
part. Int. 1 't _ xFF(x)
g |t = e = [ e
Satz 7 w7 T 2\ B 2\ Grop(2) ™"
#(1+05) / (1e5) a5 (15) B2
_pPtu
e

Diese Funktion sollte also linear werden, wenn x > w. Durch Verwendung des empirischen
Schétzers der Mean-Excess-Funktion, é,(u),

én(u):—Z(x—u) mit N, =1{i: X; > u}|,

i X;>u

kann der Mean-Excess-Plot gezeichnet werden:

{(Xk,na én(Xk:,n)) ) k= 1, R ,n} .

In Abbildung 3.9(a) kann dieses Verhalten anhand der Par(2)-Verteilung beobachtet wer-
den. Die Steigung dieser Punkte liegt mit 1.15 schon nahe am wahren Wert von ¢. Allerdings
sollte man den Plot eher als Anhaltspunkt fiir den Typ der Verteilung betrachten bzw. als
Méglichkeit, die Schranke u zu bestimmen. Deshalb sind in den Abbildungen 3.9(b) die
Mean-Excess-Plots von je 100 Simulationen einer Par(2)-verteilten Zufallsvariablen abge-
bildet. Die Steigungen der Ausgleichsgerade schwankt hier aber zwischen 0,26 und 1,88.
Auch der Plot der Lognormal-Verteilung in Abbildung 3.9(c) konnte zur falschen Annahme
einer Pareto-ahnlichen Verteilung fithren. Die Mean-Excess-Funktion der Lognormalvertei-
lung ist aber (siehe [17])

_ dlu
log(u) — p

Die Linearitét dieser Funktion wiirde also félschlich angenommen werden.

ern(u) (1+0(1)) fir u — oo.

Skalenparameter o (u)

Um den Parameter o der Generalisierten Pareto-Verteilung zu ermitteln, wird meist die
Maximum-Likelihood-Methode fiir v # 0 verwendet. Dafiir betrachtet man jene Uberschiisse
Yi=Xon—vu,....,YN, = Xppn-n,4+1 — 1,s0dass X, >u, k=0,...,N, — 1. Laut Satz 7
gilt

F<y) ~ G%O,U(u)-
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Abbildung 3.9: Mean-Excess-Plots

Durch diese Approximation gilt fiir die Dichte f(y) bzw. die logarithmierte Maximum-
Likelihood-Funktion I(o,v|Y, ..., YN, ):

1 y\ 5L
fly) =~ — <1 +7—>
g g
1 all Y,
U,7Yhs - Yivs) ~ — N, log(0) + (—; - 1) 3 log (1 +7;’) |
=1

Die Maximierung der Log-Likelihood-Funktion muss allerdings numerisch erfolgen und
liefert gute Ergebnisse fiir v > —1/2.

Weiters wird zur Schiatzung der Paramter v und o auch die Momentenmethode bzw. die
Methode der wahrscheinlichkeitsgewichteten Momente verwendet (vgl. [17]). Ein moglicher
Schitzer in Anlehnung an 473 ist in [21] gegeben und lautet

5(k) = Xopnn (k) - [

Gu(k)~? 1] h
2 |

M; (k)

37



4 Modellierung der Abhangigkeiten:
Copulas

In dieser Arbeit sollen vor allem Modelle fiir die rdumliche Abhéngigkeit der Jahrlichkei-
ten gefunden werden. Wéahrend im urspriinglichen Distanzmatrixmodell nach Url Annah-
men iiber die Verteilung der multiplikativen Abweichung getroffen werden, sind Copula-
Funktionen ein allgemeiner Ansatz zur Modellierung von Abhéngigkeiten. Zum besseren
Verstéandnis wird in diesem Abschnitt eine kurze Einfithrung in die Theorie der Copulas
gegeben. Eine detaillierte Beschreibung ist z.B. in [37] zu finden, wo auch die Definitionen
und Satze der néchsten Punkte nachzulesen sind.

4.1 Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Eine Copulafunktion wird vor allem dazu verwendet, nichtlineare Abhéngigkeiten von Zu-
fallsvariablen zu beschreiben. Beschrankt man die Analyse von multivariaten Zufallsva-
riablen auf lineare Abhéngigkeitsmafle, wie z.B. den linearen Korrelationskoeffizienten, so
konnen diverse Abhéngigkeitsstrukturen unentdeckt bleiben.

Beispiel 4. In diesem Beispiel werden zwei Zufallsvariablen betrachtet, welche sich nur
durch eine multiplikative Abweichung voneinander unterscheiden (vgl. Modul 1). Sei X ~
LN(0,1) und Y = XZ mit Z ~ N(0,0?) unabhiingig von X. Fiir den Erwartungswert und
die Varianz von X und Y gilt:

E[X] = e Var[X] =e(e—1)
E[Y] = XE[Z] =0 Var[Y] = E[X?E[Z?%] = e* 0*.
Der Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen X und Y ist
E[(X —EX)(Y —E[Y])] _ E[X?Z]
VVarX]y/Var[Y] Veve—le

Somit besteht zwar kein linearer Zusammenhang, offensichtlich sind die beiden Zufallsva-
riablen aber nicht unabhéngig.

PXy = = 0.

Statt der Analyse der linearen Abhéngigkeitsmafle kann auch ein Zugang iiber Copulas
verwendet werden. Die formale Definition einer Copula beschreibt diese als die multivariate
Verteilung von d gleichverteilten Zufallsvariablen.
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Definition 4.1.1: Copula
Eine d-dimensionale Copula C' ist eine Funktion C : [0,1]¢ — [0, 1], welche die folgenden
Eigenschaften erfiillt:

1. C(uy,...,uq) =0, wenn mindestens ein u;, j =1,...,n gleich 0 ist,

2. C(1,...,Lu;l,... . 1)=u  Vj=1,....d,

3. Fiir zwei Vektoren v’ = (u},...,u), i = 1,2, mit ujl < u? Vi, gilt:

rn

Z e Z (_1)i1+"~+id0(u§1, o ’uild) > 0.

Der Satz von Sklar zeigt, dass eine Copula in direkter Relation mit der gemeinsamen
Verteilung von beliebigen Zufallsvariablen bzw. deren Randverteilungen steht. Bevor dieser
Satz betrachtet wird, miissen zuerst zwei einfache Eigenschaften von Zufallsvariablen und
deren Verteilungen beschrieben werden. Die erste grundlegende Eigenschaft ist, dass F'(X)
fiir jede Zufallsvarible X mit Verteilungsfunktion F' gleichverteilt ist. Eine dhnliche Ei-
genschaft gilt auch fiir die Inverse einer Verteilungsfunktion bzw. fiir deren Quasi-Inverse,
wenn F' nicht monoton steigend und stetig ist.

Definition 4.1.2: Quasi-Inverse
Sei F': R — [0,1] eine Verteilungsfunktion. Dann ist die Quasi-Inverse F=! der Vertei-
lungsfunktion definiert als

F7(p) = inf{z|F(z) < p}.

Bemerkung. 1. Die Quasi-Inverse einer Verteilungsfunktion wird auch oft als Quantil-
funktion bezeichnet. Der Zusammenhang zwischen Quantilen und der Quasi-Inversen
ergibt sich aus deren Definition.

2. Ist F streng monoton wachsend, dann gilt F~! = Fl-1

Mithilfe dieser Definition kénnen nun die zuvor erwihnten Eigenschaften beschrieben wer-
den.

Lemma 9:
Sei F' eine Verteilungsfunktion. Dann gilt

1. Wenn F stetig ist und X ~ F, dann gilt F'(X) ~ U(0,1).
2. Wenn U ~ U(0,1) und FI=U die Quasi-Inverse von F, dann gilt X = FIZU(U) ~ F.

Beweis. Da diese beiden Transformationen fiir Copulas und auch fiir die Verteilung der
Jahrlichkeiten (sieche Abschnitt 5.2) sehr wichtig sind, soll auch der Beweis dieses Lemmas
gefiihrt werden:
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1. Da F monoton steigend und stetig ist, ist F[~! streng monoton steigend. Weiters
gilt, dass

F(FT () = F(inf{z € R|F(z) > u}) = F(inf{z € R|F(z) = u}) = u.

Somit gilt

Zpix < FEw)] = F(FEY(w) =u
und F(X) folgt einer Gleichverteilung auf [0, 1].
2. Da die Ungleichung FI=(u) < x dquivalent mit F(z) > u ist, gilt

PIX < 2] = P[F'(U) < 2] = P[U < F(x)] 72"

F(x)

Satz 10: Sklar
Sei F' eine multivariate Verteilung und F; ... Fj; die dazugehorigen Randverteilungen. Dann
existiert eine d-dimensionale Copula C, sodass

F(zy,...,2q) = C(Fi(x1), -, Fy(zq)) vx € R. (4.1)

Sind die Randverteilungen Fj ... F; stetig, dann ist C' eindeutig.

Auch die Umkehrung gilt, d.h. wenn C' eine d-dimensionale Copula ist und Fj ... Fy univa-
riate Verteilungsfunktionen sind, dann ist F' aus Gleichung 4.1 eine multivariate Verteilung
mit Randverteilungen Fj ... Fy.

Beweis. siehe [37].

Eine der wichtigsten Folgerungen aus dem Satz von Sklar ist, dass eine Copula di-
rekt aus der gemeinsamen Verteilung sowie den Randverteilungen der zugrundeliegenden
Zufallsvariablen berechnet werden kann. Fiir stetige Randverteilungen gilt sofort, dass
C(ut,...,ug) = F(F7'(w),...,Fy " (uq)). Sind die Randverteilungen nicht stetig, kann
dieselbe Folgerung iiber die Quasi-Inversen der Randverteilungen getroffen werden.

Beispiel 5 (Gauss’sche Copula). Seien F; = @, i = 1,...,d die Verteilungsfunktionen der
Standardnormalverteilung und sei F = ®% die Verteilungsfunktion der d-dimensionalen
Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Korrelationsmatrix Y. Die daraus resultie-
rende Copula Cf,

Cs(uy, ... ug) = 05 (u1),..., 2 (ug)),

wird Gauss’sche Copula genannt.
Lemma 11: Invarianz einer Copula
Seien X1, ..., Xy Zufallsvariablen mit stetigen Randverteilungen und gemeinsamer Copula

C. Seien auflerdem «; : R — R, i = 1,...,d streng monoton steigende Funktionen. Dann
ist die Copula C' von X, ..., X, auch eine Copula von a;(Xy), ..., aq(Xq).
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Beweis. Fiir die Verteilungsfunktion F* der transformierten Zufallsvariablen a;(X;) gilt

F(2) = Plag(X;) < 2] = P[X; < o' (2)] = Fi(ay ' (2)).
Da die Funktionen a; streng monoton steigend sind, ist o; ' und somit auch F® stetig. Mit
dem Satz von Sklar gibt es also eine eindeutig bestimmte Copula C* fiir oy (X1), . . ., aq(Xa).

CU(F{ (x1)y ..., F§(xq)) = F(aq(x1), ..., ag(xyg))
= F(ay (1), a5 (za))
— C(R(ar @), ..., Falag (z)))
= C(F{(x1), ..., F5(xq)).

4.2 Archimedische Copula

Eine breite Klasse der Copulas bilden die sogenannten Archimedischen Copulas. Thre Vor-
teile liegen vor allem darin, dass sie durch eine Generator-Funktion erzeugt werden. Durch
diese hilfreiche Darstellung kénnen viele Copula-Eigenschaften vereinfacht werden.

Eine wichtige technische Voraussetzung an den Generator einer Archimedischen Copula ist
die sogenannte d-Monotonie. In dieser Arbeit soll die Definition aus [35, S. 7] verwendet
werden:

Definition 4.2.1: d-monoton, vollstindig monoton
Eine Funktion f : R — R heifit d-monoton, d > 2 , im Intervall (a,b) mit a,b € R, wenn f
(d —2)-mal differenzierbar ist, ihre k-te Ableitung, k =0, 1,...,d—2, folgende Eigenschaft
erfiillt

(-)* f® (@) >0,  Vae(ab), (4.2)
und die (d — 2)-te Ableitung fallend und konvex in (a,b) ist. Eine Funktion f heifit

vollsténdig monoton, wenn alle Ableitungen existieren und (4.2) fiir k£ € Ny gilt. (d = o0)

Teilweise wird in der Literatur (vgl. [47] und [37]) sogar vollstdndige Monotonie des
Generators vorausgesetzt. Dies hat den Grund, dass ein d-monotoner Generator eine d-
dimensionale Copula-Funktion erzeugen kann. Fiir k& > d werden die definierenden Eigen-
schaften einer Copula verletzt. Wie man anhand der Definition der Archimedischen Copula
erkennen kann, konnen diese relativ leicht auf hohere Dimensionen erweitert werden:

Definition 4.2.2: Archimedische Copula
Generator ¢ : [0, 1] — [0, 00], stetig und streng monoton fallend mit (1) = 0. Wenn ¢*
vollstiindig monoton ist, definiert C' : [0, 1]¢ — [0, 1] mit

C(i) = ¢ (p(wr) + -+ + p(ua)) (4.3)

eine Copula fiir d > 2. Diese Copula heifit Archimedische Copula.
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4.2. ARCHIMEDISCHE COPULA

Eine ausfiihrliche Aufzéhlung von Archimedischen Copulas Cy mit einem einparamet-
rigen Generator ¢y(t) ist in [37, S. 116-122] zu finden. Die bekanntesten Archimedischen
Copulas sind wohl die Clayton-, Gumbel- und Frank-Copula, welche in den Beispielen 6,
7 und 8 beschrieben werden. Der Vorteil dieser Copulas ist, dass die Inverse ihres Gene-
rators nicht nur konvex, sondern vollstdndig monoton ist. Dadurch sind sie nicht auf den
bivariaten Fall beschréankt.

Beispiel 6 (Clayton-Copula). Seien der Generator @y und dessen Inverse o, fiir > 0
gegeben als

0 —1
wy(t) = 7 bzw. 0, ' () = (0s + 1)7%.

Die daraus resultierende Copula

Co(u) = (9 (Z ui_ee_ 1) +1> 9: < (u; %) —d+1>

heifit Clayton-Copula.

SN

Beispiel 7 (Gumbel-Copula). Seien der Generator ¢, und dessen Inverse ¢, ! fiir 6 € [1, 00)
gegeben als

po(t) = (—log(t))”  und go;l(s):exp{—sé}.

Die Copula dieses Generators heifit Gumbel-Copula und ist gegeben als

S

=1

Cy(t) = exp { — (Z (—1og(t))9>

Beispiel 8 (Frank-Copula). Der Generator @y und dessen Inverse @, * fiir § > 0 der Frank-
Copula sind

—ot _
wy(t) = —log (ee_e _11> und 0y (s)=—=log (1+e*(e?-1)).

Damit erhélt man die Copula

s o e fui
Og(t) = —llog (1 + e zgl : g( e=f —1 ) (6_9—1)>

0
= _% log (1 + (e —1)1‘dH (e —1)) :

Wie man in den Abbildungen 4.1 sehen kann, sammeln sich die Werte der u; und us fiir
die verschiedenen Copulas um (0,0) bzw. (1,1). Dieser Effekt wird als Tail-Dependence
bezeichnet.
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4.3. TAIL-ABHANGIGKEIT

0.0 02 0.4 06 08 10 00 02 04 06 08 10 0.0 02 0.4 06 08 10

(a) Clayton-Copula (6 = 4) (b) Gumbel-Copula (0 = 4) (¢) Frank-Copula (6 = 8)

Abbildung 4.1: Scatterplots von gleichverteilten Zufallsvariablen mit verschiedenen
Copula-Funktionen

4.3 Tail-Abhangigkeit

Die Koeffizienten der Tailabhéngigkeit, Ay und Ay, geben Auskunft {iber die Abhéngig-
keit der Extrema zweier Zufallsvariablen mit gemeinsamer Copula C'. Sie beschreiben die
Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsvariable sehr grofi oder klein wird, wenn die andere
bereits sehr grof3 oder klein ist.

Definition 4.3.1: Obere/untere Tail-Abhingigkeit
Seien X und Y Zufallsvariablen mit Randverteilungen F'x und Fy. Dann ist der Koeffizient
der oberen Tail-Abhéngigkeit (X,Y), Ay, gegeben als

Ay = lim PlY > FEY@0) X > FEY @),

t—1—

und der Koeffizient der unteren Tailabhéngigkeit, Ay, ist

A = lim P[Y < FLU@)|x < FEY@).
t—0+
Satz 12:
Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit Randverteilungen Fx und Fy und gemeinsamer
Copula C'. Dann gilt fiir die Koeffizienten der Tail-Abhéangigkeit:

C1-C(t,1)
ANr=2—1 I S A
v tiIln— 1—1t
>\L = lim C(t7t>

t—0+ t

Beweis. Da Uy = Fx(X) ~ U(0,1) und Uy = Fy(Y) ~ U(0,1) mit gemeinsamer Vertei-
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lungsfunktion C|, gilt

Ay = lim PlY > FrYwx > FE@) = lim P[Fy (Y) > | Fx (X) > 1]
—1- 51—

. ]P’[U1>t,U2>t] . 1—P[U1St]—]P[UQSt]—F]P[UlSt,UQSt]
= lim = lim P
t—1— ]P)[Ul > t] t—1— 1-— P[Ul < t]
T e e et o[ (20) BN e/ ()
t—1— 1—1t t—1— 1-—1t

und
A= lim P[Y < FEU@)|X < FUU@0) = Tim PRy (Y) < ¢ Fx(X) < ]
t—0t t—0t
PlU, <t,U; <t . C,1)

= lim = lm
t—0+ P[Ul < t] t—0t T

Beispiel 9 (Clayton-Copula). Die bivariate Clayton-Copula Cy(uy, us) = (ul_e +uy? — 2+ 1)
verfiigt iiber die Tail-Koeffizienten

1= (2t—9 _ 1)—1/0 g0t (225_9 . 1)—1/0—1
)\U:Q—hm =92 _— lim ~0
t—1- 1-6 t—1- —1
20 — 1)’ )
AL = lim ( ) = lim (2 — te) 6 _ 91/
t—0+ t 50+

Beispiel 10 (Gumbel-Copula). Die Tailkoeffizienten der bivariate Gumbel-Copula,

Ch = exp {— [(~1og(w))’ + (~ log(w))’] ”9} — P

sind
1— 2 ol
Ay =2 — lim =2 — lim / — 9 _9l/f
t—1— 1—1¢ t—1— —1
t21/9
t—0t

4.4 Kendalls 7

In Abschnitt 4.1 wurde ein mogliches Mafl der Abhéngigkeit, der lineare Korrelationsko-
effizient, beschrieben. Wie anhand des Beispieles 4 gezeigt wurde, konnte dieses Mafl zu
irrefithrenden Resultaten fithren. Abgesehen davon ist es moglich, dass der lineare Korrela-
tionskoeffizient nicht fiir alle Verteilungen existiert, da im Fall unbeschrénkter zweiter Mo-
mente durch unendlich dividiert wird. Ein weiteres verbreitetes Mafi der Abhéngigkeit wird
durch die Betrachtung der sogenannten ,,Konkordanzen“ bzw. ,Diskonkordanzen* zweier
Zufallsvektoren gefunden.
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Definition 4.4.1: (dis-)konkordant

Seien X und Y zwei Zufallsvektoren mit stetigen Randverteilungen. Die Beobachtungen
(wi,y;) und (z;,y;) sind konkordant, wenn z; > x;, y; > y; oder z; < wx;, y; < y;. Die
Beobachtungen, fiir die x; > x;, y; < y; oder x; < x;, y; > y; gilt, heiflen diskonkordant.

Bemerkung. Die Bedingungen aus Definition 4.4.1 fiir konkordanten Beobachtungen kann
zZu

(v — x5)(yi — y5) > 0, (4.4)
vereinfacht werden. Im Fall von diskonkordanten Beobachtungen édndert sich das Vorzeichen
in 4.4.

Fiir die Differenz der Wahrscheinlichkeiten der Konkordanzen und Diskonkordanzen er-
gibt sich eine Integraldarstellung durch Copulas, welche eine einfache Mdoglichkeit zur Be-
stimmung der Parameter Archimedischer Copulas liefert.

Satz 13:

Seien (X,Y) und (X,Y) zwei Zufallsvektoren mit stetigen Randverteilungen Fx bzw. Fy
und gemeinsamer Verteilung H bzw. H. Seien C' und C' die Copulas von (X, Y') bzw. (X,Y)
und @ definiert als

Q=P(X-X)(Y -Y)>0-P[(X -X)(Y -Y) <0 (4.5)

Q@%b:gjjé@wmamm—L

Beweis. Im ersten Schritt wird die Wahrscheinlichkeit ) so umgeformt, dass ) nur noch
von der Wahrscheinlichkeit der Konkordanzen abhéngt:

Q=P(X-X)(Y -Y)>0-P[(X - X)(Y -Y) <0]
=P[(X - X)(Y -Y)>0 - (1-P[(X - X)(Y-Y)>0])
—P[(X -X)(Y -Y)>0]—1
=2(P[X > X,Y >Y]+PX <X, Y <Y]) -1

Fiir die Wahrscheinlichkeit P[X > X, Y > Y] gilt:
PX > X,Y > Y] :jfﬁ x,y)dH (z,y)

Dann gilt

- ﬂc Fx (), Fy ())dC(Fx (), Fy (v))

Mit der Transformation u = Fx(z), v = Fy(y) kann das obige Ergebnis in die gewiinschte
Form gebracht werden:
1
/ u, v)dC (u,v).
0

PX > X,Y

i
[e=]
=
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Damit gilt

Q=2PX>XY>Y|+PX <X Y <Y])—1=4

O\H

1
/ (u,v)dC(u,v) — 1.
0

Um auch die Wahrscheinlichkeit P[X < X,Y < Y] in einer dhnlichen Integralform
darzustellen, wird sie zuerst vereinfacht:

PX >z,Y >y =1-PX <z] -P[Y <y] +P[X <z,V <y,
und kann dann als Integral nach einer Copula gbildet werden.

PIX > X,V > Y] = [[(1 = Fx(a) = Fy(y) + H(x,y))dH (x.y)

_ /1/1(1 —w— v+ C(u,v))dC (u,v)

Da Fx bzw. Fy sowohl die Randverteilung von (X,Y) als auch von (X,Y) ist, ist C' auch
hier die bivariate Verteilungsfunktion von v und v. Somit gilt

PX > X //1d0uv //udC’uv

E[U]

—/l/lde(u,v)—i—//é(u,v))dc(u>v)

IE[v]—l

1
/ v))dC(u,v).
0

Sind (X,Y) und (X,Y) identisch verteilt, wird die Wahrscheinlichkeit @ aus Satz 13 als
Kendalls 7 bezeichnet.

O\H

Definition 4.4.2: Kendalls 7

Seien (X71,Y)) und (X, Ys) unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvektoren mit steti-
gen Randverteilungen. Dann bezeichnet man die Differenz zwischen Konkordanzen und
Diskonkordanzen,

7 =P[(X1 — Xo)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X;1 — X5) (Y1 — ¥3) < 0],
als das Kendalls 7 von X und Y.
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Eine direkte Folgerung aus Satz 13 der Zusammenhang zwischen Kendalls Tau und der
gemeinsamen Copula:

Satz 14:
Seien X und Y Zufallsvariablen mit stetigen Randverteilungen (d.h. ihre Copula ist direkt
aus dem Satz von Sklar gegeben). Dann ist Kendalls 7 gegeben als

T:Q@uﬂz4l<x%mmem—1. (4.6)

Fiir Archimedische Copulas kann die Gleichung 4.6 weiter vereinfacht werden.

Lemma 15:
Seien X und Y Zufallsvariablen mit Archimedischer Copula C' und Generator ¢. Dann ist

Kendalls 7 gegeben als
a0
T:1—|—4// —dt (4.7)
o Jo ¢'(t)
Beweis. Siehe [37, S. 163]
Beispiel 11 (Clayton-Copula). Setzt man den Generator der Clayton-Copula mit Parame-

ter 0 > 0, p(t) = (t7? —1)/6, und dessen Ableitung ¢'(t) = —t~*+1 in Gleichung 4.7 ein,
erhélt man folgende Relation zwischen 6 und 7:

1 140 0+1 2
o(t) / t(t0 — 1) 4/t t
— 144 dt=1+4 ] 22— gpp—142 _
T A 10 L N MAVES I
LAy e
S 0\0+2 2) 7 0+2 6+2
Beispiel 12 (Gumbel-Copula). Auch fiir die Gumbel-Copula mit Generator o(t) = (—log(t))’

und seiner Ableitung ¢'(t) = —0/t(—log(t))?~! kann man Kendalls 7 in Abhiingigkeit von
¢ ausdriicken:

1 1 1 2 2
o(t) 4/ 4 t t
=144 dt =1+ = tlog(t)dt =1+ = | —— + — log(t
T + Aué¢ﬁ) +ﬁ i og(t) +9 4+2og()
41 1

— 14 —1-_=
o1 0

Bemerkung. Der Schitzer von Kendalls 7 fiir Stichprobe {(z1,41), ..., (n,yn)} ist folgen-
dermaflen gegeben:

1

0

1

0

#{iibereinstimmende Paare} — #{nicht {ibereinstimmende Paare}
#{alle Paare}

7=

.

3 3 sen(( — ) (s — )
Rt | (18)
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Durch den Satz 14 kann somit anhand des geschétzten Kendalls 7, 7, ein Schétzer fiir den
Parameter Archimedischer Copulas, ¢, gefunden werden.

Beispiel 13 (Schétzer des Parameters der Clayton-Copula und der Gumbel-Copula). Die
Gleichungen aus Beispiel 11 und 12 kénnen nach 6 aufgeldst werden. Setzt man den Schétzer
des Kendalls 7 aus 4.8 ein, erhélt man fiir die Parameterschétzer fcy der Clayton Copula
bzw. Og, der Gumbel-Copula

27 A 1
T und Oc, =

Oy =
aT1—7 1—7

Ein anderes Konkordanzmaf in der Literatur ist Spearman’s Rho, siehe [37, S. 167-170].

4.5 Der hierarchische Simulationsalgorithmus fiir Copulas

Die naheliegendste Simulationsmethode zur Erzeugung von gleichverteilten Zufallsvaria-
blen wy, ..., ug ist die hierarchische Simulation. Dabei wird durch Verwendung der beding-
ten Copula-Funktion rekursiv aus den bisher simulierten w4, ..., u; die neue Zufallsvariable
ugy1 gewonnen. Die bedingte Copula ist dabei folgendermaflen gegeben:

Clttpg|ug, - ug) = PlUpit < ttpg1, Upgz =1, Us =1 | Uy = uy, ..., Uy = wy]
=PlUks1 < w1 | Ur = uq, ..., Uy = ug)

N T PlUk+1 < g1, un Uy < g+ hy, oo u, < U < wg + by
h1=0,...h =0 Plu; Uy <uyp+hyy oo up < U < ug + by
Bu?.k.%uk(uh"';uk7uk+17uk+2:"'zud:1) o
8u?k%uk( 17...7uk7uk+1:uk+2:...:ud:1) .

Durch Verwendung von Lemma 9 fiir bedingte Verteilungsfunktionen kann nun ein Al-
gorithmus zur Erzeugung von Zufallsvariablen mit gemeinsamer Copula-Funktion C' be-

schrieben werden (siehe [20] oder [47]):
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Hierarchischer Simulationsalgorithmus

1. Erzeuge u; ~ U(0,1)

2. Firk=2,...,d— 1 erzeuge v ~ U(0, 1) und l6se

okC S
oui...0uy (ul’ oty Uk, U411, Ug+2 = -0 = Ug = ]_)
e (4.10)
dur...0uy, (Wi, ks U1 = Ukp = - = uq = 1
nach wy .
3. Das Ergebnis (uq,...,us) hat die gemeinsame Verteilungsfunktion C'.

Auch die bedingte Copula kann fiir die Archimedische Copula als eine Funktion des
Generators dargestellt werden, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 16: Bedingte Archimedische Copula
Sei C' eine Archimedische Copula mit Generator . Dann gilt fiir die bedingte Copula

-1
C(Upg1|u ug) = 851%“8“’“ (p(ur) + -+ p(upp))
s = U .

Beweis. Wenn C' eine Archimedische Copula ist, gilt fiir den Zahler aus (4.9):

8’“—0( 1) =
Ouy - - - Ouy, Uy« ooy U1, Ug42 = = Uy = —
8k90_1<90(ul> + .+ gp(uk+1) + gp(l) + o+ (,0(1))
Ouy - - - Ouy,
p)=0 OFp! k

= /
= u g elu) £ elmen) [ ().
Analog kann der Nenner aus (4.9) umgeformt werden:

8’“(} akgo_l k /
Dy - ..auk(ul""’“kv“kﬂ == ug=1) = m(@(%) + - "%(’%))HSD (ui)-
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Damit ist die bedingte Archimedische Copula

C(uk+l|u17 s ,Uk) =

_ Ouq...0uyg (sp(ul) +F QO(Uk_H

3u?.k.%uk (U1, -y Uy Upyr = -+ = Ug = 1)
TG (U, U Uy = e = ug = 1)
k
ak -1
aulfauk (p(ur) + - p(ugs)) 1:[1 @' (u;)
Ok p—1 k ,
or o (P(ur) + -+ - p(ug)) 1:[1 @' (u;)

8_1
- )

~— |~
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5 Sturmschadenmodelle

In den folgenen Abschnitten sollen die Uberlegungen der letzten Kapitel verwendet werden,
um die Modelle der Hochwasserstudie ([39]) auf Sturmschéden anzupassen.

5.1 Trend und Saisonalitidt der Daten

In Abschnitt 2.1 wurde beschrieben, wie die Schéiden an den einzelnen Sturmtagen zu Ge-
samtschidden von Sturmereignissen zusammengefasst wurden, um unabhéngige Ereignisse
zu schaffen und Fehler durch zeitlich verzogerte Meldungen der Schéden zu vermeiden.
Auflerdem wurde auch eine saisonale Komponente in den Daten festgestellt, welche aber
aufgrund der geringen Anzahl von 36 Datenpunkten nicht beriicksichtigt werden kann.
Auflerdem wurde ein log-lineares Poisson-Modell auf die Anzahl der Sturmereignisse ange-
passt. Allerdings verbesserte die Hinzunahme eines zeitlichen Trends dieses Modell kaum
und aufgrund der Struktur der Abweichungen der Residuen von einer Geraden kann nicht
mit Sicherheit von einer Zunahme extremer Sturmereignisse ausgegangen werden.

Nun soll betrachtet werden, ob die Sturmereignisse im Laufe der Zeit heftiger geworden
sind und somit zu einem Trend in den Schadenshchen gefiithrt haben. In Abschnitt 1.1 wur-
den bereits einige Studien erwdhnt, die sich mit der zukiinfigen Entwickung von extremen
Sturmereignissen beschiéftigen. Deren Ergebnisse werden von Schonwiese folgendermafien
zusammengefasst:

,Jedoch sind gerade bei Extremereignissen die Klimamodellrechnungen beson-
ders unsicher und eine systematische Zunahme von Gewittern, Hagel und Tor-
nados bisher nicht signifikant nachweisbar. Die Zugbahnen der Herbst- und
Winterstiirme geméfigter Breiten kénnten sich sogar polwirts verlagern, was
z.B. in Mitteleuropa zu einer Abnahme, in Nordwest- und Nordeuropa aber zu
einer Zunahme fithren kénnte.“([49], S. 363)

Die Expertenmeinungen iiber die Auswirkungen von extremen Sturmereignissen sind
eher pessimistisch. So haben z.B. Pinto et al. in [38] durch die Betrachtung von verschiede-
nen Klimadnderungs-Szenarien des Max-Planck-Institutes (MPI) festgestellt, dass in West-
und Zentraleuropa mit einem Anstieg der durch Stiirme verursachten Schéden zu rechnen
ist, selbst wenn eine Anpassung an die erhohten Gefahren erfolgt. Auch die Riickversiche-
rungsgesellschaft SwissRe geht von einer Zunahme von 16 — 68% der Schadenshohen iiber
die Periode von 1975 bis 2085, welche vor allem auf ein haufigeres Auftreten sehr schwerer
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Stiirme zuriickzufiihren ist, aus ([51]).

In Abbildung 5.1(a) kann man erkennen, dass in den letzten Jahren vermehrt Sturmer-
eignisse mit extrem hohem Schaden aufgetreten sind. Wird nun anhand dieser Daten eine
einfache lineare Trendfunktion durch die Methode der kleinsten Quadrate verwendet, erhélt
man einen Anstieg von ca. 23 Mio. Euro iiber die betrachtete Periode. Die Steigung dieser
Geraden wird aber vor allem durch die grofle Hohe der Stiirme Kyrill, Paula und Emma
beeinflusst. Nimmt man zumindest die beiden grofleren Stiirme aus der Trendschétzung
aus, verschiebt dieser sich von der roten Geraden zur griinen. Uber den gesamten Zeitraum
ist nun nur mehr eine Zunahme von 4 Mio. Euro auf diesen Trend zuriickzufiihren.

Bevor sich ein Trend in den Schadensdaten aber auf eine Zunahme der Intensitét von Stur-

150
1

150
1

100
1
100
1

Gesamtschaden
Gesamtschaden (normiert auf 2009)

50

50
1

(a) Gesamtschaden (b) normierter Gesamtschaden

Abbildung 5.1: Gesamtschaden mit linearen Trendfunktionen

mereignissen zuriickspielen lasst, miissen die Daten erst von wirtschaftlichen Zuwéchsen
bereinigt werden. Eine Inflations-Bereinigung wurde schon im Vorfeld vom VVO durch-
gefiihrt. Andererseits ist aber auch die versicherte Gesamtsumme im betrachteten Zeitraum
in allen PLZ-2-Stellern angestiegen, was zu einem positiven Trend der Gesamtschéden
fithren kann. Um diesen Effekt auszuschalten und die einzelnen Datenpunkte vergleich-
bar zu machen, werden die Schadensgrade der einzelnen PLZ-2-Steller betrachtet. Diese
beschreiben den Promille-Anteil des aufgetretenen Schadens an der versicherten Summe
im jeweiligen Jahr in jedem PLZ-2-Steller. Somit konnen durch Multiplikation der versi-
cherten Summe aus dem Jahr 2009 die Schidden der einzelnen Jahre von der Zunahme im
Versicherungsvolumen bereinigt werden.

Fiir die auf das Jahr 2009 normierten Gesamtschiden wurde nun wieder eine lineare Trend-
funktion berechnet. Diese ist als rote Linie in Abbildung 5.1(b) eingezeichnet. Durch die
Normierung der Schadenshohen tritt in diesem Fall nur mehr ein Anstieg von 18 Mio. Euro
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zwischen den Jahren 1998 und 2009 auf. Schliefit man auch hier die Gesamtschiden von
Kyrill und Emma aus, ist der Trend der Schadenshéhen sogar leicht negativ (-2 Mio. seit
1998). Da alle verwendeten mathematischen Methoden aus Kapitel 3 invariant bzgl. der
Multiplikation mit einer Konstanten sind, treten durch diese Umrechnung keine Probleme
auf.

5.2 Schadensgradverteilung

Da saisonale Abhéngigkeiten der Schadensdaten nicht in die Analyse miteinbezogen werden
kénnen und nach Normierung kein signifikanter Trend feststellbar ist, kann das einfache
Modell der Jéhrlichkeiten aus Abschnitt 3.1.3 mit

E[t]

Ju:l—F(u)

verwendet werden. In dieser Arbeit soll aber nicht die Wiederkehrperiode einer gewissen
Schranke, sondern jene der gemessenen Schadenshohen betrachtet werden. Dafiir setzt man
den Schadensgrad S;; des Sturmes k im PLZ-2-Steller j als Schranke u in die obige Glei-
chung ein. Vernachldssigt man auch den Erwartungswert des zeitlichen Abstandes zwischen
zwei Schadensgraden beliebiger Hohe, erhélt man

1

JA = —
T Fy(Si)

(5.1)

wobei Fj die Verteilung der Schadensgrade im PLZ-2-Steller j beschreibt.

Bemerkung. Diese Form der Jahrlichkeit kann natiirlich nicht als Anzahl von Jahren in-
terpretiert werden, da der Faktor E[¢1] nicht beriicksichtigt wurde. Die Ergebnisse fiir den
Jahresgesamtschaden dieser Berechnungsmethoden wurden im Endeffekt aber wieder um
die zeitliche Komponente des markierten Punktprozesses ergénzt, indem die Anzahl der
Sturmereignisse pro Jahr als poissonverteilte Zufallsvariable angenommen wurde.

Um die Jéhrlichkeiten wie in (5.1) zu berechnen, ist es notwendig, die Verteilung der
Schadensgrade zu kennen. Im ersten Schritt muss deshalb fiir jeden PLZ-2-Steller j die
Verteilung der positiven Schadensgrade S;;|S;x > 0 der Ereignisses k = 1,...,36 gefun-
den werden. Dazu wurden statistische Methoden, wie z.B. Q-Q-Plots, P-P-Plots, Plots der
empirischen Verteilungsfunktionen, der verschiedenen Verteilungsannahmen miteinander
verglichen. Von einer Darstellung dieser Plots fiir die 76 betrachteten PLZ-2-Steller wird
aber aus Griinden der Lesbarkeit verzichtet.

In den meisten PLZ-2-Stellern lieferte die Lognormal-Verteilung eine gute Anpassung. Die-
se Wahl ist passend, weil die Lognormalverteilung rechtsschief ist und deshalb oft zur
Modellierung von Versicherungschiden verwendet wird. Die Verteilungsfunktion einer log-
normalverteilten Zufallsvarible X mit Parametern g € R und o > 0, d.h. X ~ LN (u,0),
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ist durch

[ (In(t) — 1)
F,,(x)= ——— | dt
() 0/ V2rot eXp( 202
gegeben.

Nach Schitzung der Parameter p und ¢ wurden auch der x?-Anpassungs-Test und der
Shapiro-Wilk auf Normalverteilung auf die Daten bzw. die logarithmierten Daten ange-
wendet. In Tabelle 5.1 sind die p-Werte dieser beiden Tests wiedergegeben. Der p-Wert

PLZJ Nj Dy2 Ps PLZ] Nj Dy2 Ps PLZJ Nj Dy2 Ps

10 36 | 0.870 | 0.823 4 34 | 0.210 | 0.493 72 27 | 0.102 | 0.567
11 36 | 0.788 | 0.417 45 32 1 0.002 | 0.100 73 28 | 0.330 | 0.668
12 36 | 0.492 | 0.425 46 35 | 0.368 | 0.094 74 30 | 0.574 | 0.749
20 31| 0.391 | 0.334 47 34 | 0.566 | 0.186 5 23 | 0.000 | 0.002
21 34 | 0.526 | 0.304 48 34 | 0.242 | 0.623 80 36 | 0.309 | 0.837
22 32 1 0.947 | 0.861 49 34 | 0.679 | 0.351 81 32 1 0.955 | 0.883
23 36 | 0.516 | 0.154 90 35 | 0.946 | 0.977 82 35 | 0.240 | 0.326
24 34 1 0.199 | 0.431 o1 31 | 0.688 | 0.496 83 31| 0.306 | 0.419
25 35 | 0.533 | 0.247 52 32 1 0.599 | 0.459 84 34 | 0.060 | 0.890
26 36 | 0.161 | 0.573 93 32 | 0.923 | 0.665 85 32 0.269 | 0.239
27 32 1 0.242 | 0.173 54 30 | 0.616 | 0.813 86 34 1 0.291 | 0.246
28 32 | 0.442 | 0.626 95 30 | 0.641 | 0.790 87 351 0.922 | 0.932
30 34 | 0.455 | 0.890 o6 29 | 0.273 | 0.522 88 25 | 0.611 | 0.456
31 35 | 0.537 | 0.905 o7 31 | 0.338 | 0.935 89 33 | 0.134 | 0.673
32 32 | 0.682 | 0.933 60 28 | 0.684 | 0.079 90 33 | 0.574 | 0.278
33 36 | 0.041 | 0.313 61 26 | 0.220 | 0.502 91 32 1 0.722 | 0.588
34 33 | 0.485 | 0.954 62 29 | 0.504 | 0.107 92 23 | 0.218 | 0.358
35 31 | 0.570 | 0.668 63 31 ] 0.938 | 0.959 93 32 1 0.762 | 0.324
36 29 | 0.319 | 0.591 64 24 1 0.231 | 0.231 94 34 1 0.594 | 0.906
37 28 | 0.237 | 0.285 65 19 | 0.410 | 0.743 95 30 | 0.890 | 0.791
38 29 | 0.748 | 0.943 66 17 1 0.000 | 0.793 96 26 | 0.924 | 0.888
39 31 | 0.311 | 0.357 67 24 | 0.889 | 0.620 97 27 1 0419 | 0.444
40 35 | 0.719 | 0.540 68 33 | 0.422 | 0.192 98 30 | 0.799 | 0.834
41 31 | 0.619 | 0.946 69 29 | 0.524 | 0.365 99 22 1 0.133 | 0.430
42 34 | 0.482 | 0.745 70 30 | 0.730 | 0.048
43 34 | 0.883 | 0.920 71 26 | 0473 | 0.108

Tabelle 5.1: p-Werte der Lognormalverteilung

py2 des x?-Tests unterschreitet das Signifikanzniveau nur in 4 PLZ-2-Stellern. Dieser Test
ist allerdings nicht sehr genau, wenn die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Klassen zu
klein sind. Deshalb sollte der Ablehnung der Hypothese einer Lognormalverteilung in den
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5.2. SCHADENSGRADVERTEILUNG

PLZ-2-Stellern 66 und 75 nicht zu viel Bedeutung beigemessen werden. Die Normalvertei-
lungsannahme der logarithmierten Daten wird durch den Shapiro-Wilk-Test hingegen nur
im PLZ-2-Steller 70 und 75 verworfen. Da fiir den Grofiteil der PLZ-2-Steller keine Ableh-
nung der Nullhypothese einer Lognormalverteilung erfolgt, wird die Lognormalverteilung
zur Modellierung der Schadensgrade verwendet.

Hierbei ist zu beachten, dass die Lognormalverteilung keine Schadensgrade der Hohe 0
zuléisst. In den gegebenen Daten kommen jedoch in den meistem PLZ-2-Stellern auch Stur-
mereignisse ohne Schaden vor. Die Anteile der Schiaden der Hohe 0 ist in Tabelle 5.2 fiir
jeden PLZ-2-Steller aufgelistet. Dies ist vor allem dadurch zu erklédren, dass die jeweiligen
Sturmereignisse ortlich auf einige PLZ-2-Steller beschréinkt waren und somit in anderen
PLZ-2-Stellern nur wenige oder keine Sturmschéden auftraten.

PLZ; | p; | PLZ; | p;, | PLZ | p; | PLZ; | p; | PLZ;| P,
10 [0.000] 34 [0.083] 50 |0028| 68 |0.083| 88 |0.306
11 0000| 35 |0139| 51 |0139| 69 |0.194| 89 |0.083
12 [0.000| 36 |0194| 52 |0111| 70 |0.167| 90 |0.083
20 |0.139| 37 |0222| 53 |0111| 71 |0278| 91 |O0.111
21 |0056| 38 [0.194| 54 |0167| 72 |0250| 92 |0.361
22 | 0.111| 39 [0.139| 55 |0.167| 73 |0222| 93 |0.111
23 | 0.000| 40 |0.028| 56 |0.194| 74 |0.167| 94 |0.056
24 0056 | 41 |0.139| 57 [0.139| 75 |0.361| 95 |0.167
25 |0.028| 42 |0.056| 60 |0.222| 80 |0.000| 96 |0.278
26 | 0.000| 43 |0.056| 61 |0278| 81 |0.111| 97 |0.250
27 |0.111| 44 |0056| 62 |0.194| 82 |0.028| 98 |0.167
28 |0.111| 45 |0.111| 63 |0.139| 83 |0.139| 99 |0.389
30 |0.056| 46 |0.028| 64 |0.333| 84 |0.056
31 |0028| 47 |0.056| 65 |0472| 85 |0.111
32 | 0111| 48 |0.056| 66 |0.528| 86 |0.056
33 | 0.000| 49 |0.056| 67 |0.333| 87 |0.028

Tabelle 5.2: Nullanteile der PLZ-2-Steller

Eine Moglichkeit, die Nullanteile der PLZ-2-Steller in das Modell einflieen zu lassen, ist
die getrennte Modellierung der Ereignisse ohne Schaden und jener mit positivem Schaden.
Man verwendet eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable S;-), welche die Schidden der Hohe
Null im PLZ-2-Steller j beschreibt, und eine zweite Zufallsvariable S}, welche die Vertei-
lung der bedingten Schadensgrade S;;|S;, > 0 besitzt. Der zuféllige Schadensgrad S; kann
dann als Produkt dieser beiden Zufallsvariablen dargestellt werden und besitzt somit die
notwendigen Eigenschaften. Eine weitere Umsetzungsmethode bildet die Bestimmung der
Verwendung einer unstetigen Verteilungsfunktion. Dies wurde schon z.B. in [8] in Verbin-
dung mit einer generalisierten Pareto-Verteilung verwendet.
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Bezeichne nun F}; die Verteilungsfunktion der S;;|S;, > 0 und p; den Anteil an Schéden
der Hohe 0 im PLZ-2-Steller j. Dann gilt fiir die Verteilungsfunktion F}o der Sj:

Fio(z)

Fj

= P[S; =0]+ (1—P[S; = 0))P[S; < z]L,0
0)=0

= p;j+(1—pj)F)

—~

Somit konnen die gegebenen Schadensgrade in Jahrlichkeiten wie in (5.1) umgerechnet

werden:

| (5.2)

PETPS > 8] 1 — Fio(Si) '
Laut Lemma 9 gilt nun, dass die Jahrlichkeiten als eine Par(1)-verteilte Zufallsvariable,
der Kehrwert einer gleichverteilten Zufallsvariblen, beschrieben werden kénnen. Dies wird
auch durch die Plots der Verteilungsfunktion in Abbildung 5.2 und des Histogramms bzw.
Log-Log-Plots in Abbildung 5.3 bestétigt. Dabei kénnen die Abweichungen im unteren
Teil des Log-Log-Plot moglicherweise durch eine obere Schranke der Schadensgrade erklart

werden (siehe [4]).
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Abbildung 5.2: Empirische Verteilungsfunktion der Jahrlichkeiten
(griin: theoretische Verteilungsfunktion)

Die Umrechnung von Jéhrlichkeiten zu Schadensgraden erfolgt einfach iiber die Um-
kehrung von Definition in (5.1). Hier muss allerdings beachtet werden, dass deren Vertei-
lungsfunktion in 0 eine Unstetigkeitsstelle besitzt. Die Jahrlichkeiten konnen trotzdem als
Par(1)-verteilte Zufallsvariable simuliert werden, bei der Riickrechnung zu Schadensgraden
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Abbildung 5.3: Histogramm und Log-Log-Plot der Jéhrlichkeiten
(griin: theoretische Verteilungsfunktion)

muss aber Folgendes beachtet werden:

~1 1 ‘ 1
Sin=F;, (1 - L) - b (1 a (1—PJ)JJ‘J<) ik > 1=p;
’ 25 ‘]j,k O J]Jg S 1

Bemerkung. Eine weit verbreitete Modellierungsmethode von Schéiden, welche eine be-
stimmte Schranke iiberschreiten, ist die Verwendung einer Generalisierten Pareto-Verteilung
aus Abschnitt 3.2. Deshalb wurde auch versucht, diese Verteilungsfunktion an die gegebe-
nen Sturmschadendaten anzupassen. Durch die wenigen Datenpunkte konnte aber inner-
halb dieser keine Schranke gefunden werden, die passend schien. Die Auswahl wurde fiir die
meisten PLZ-2-Steller weiters dadurch erschwert, dass viele Sturmereignisse ohne Schéden
vorliegen. Auch ein durchgefiihrter y2-Anpassungstest wurde in 46 PLZ-2-Stellern abge-
lehnt. Der geschiitzte Tail-Koeffizient & liegt fiir 72 PLZ-2-Steller im Intervall (0, 2). Somit
wiirde fiir jene PLZ-2-Steller, in welchen a < 1 gilt, kein endlicher Erwartungswert vor-
liegen. Grundsétzlich muss also davon ausgegangen werden, dass die Sturmschiden der
einzelnen PLZ-2-Steller noch keiner generalisierten Pareto-Verteilung folgen.

5.3 Nachbarschaftsrelationen

Die Distanzmatrixmethode nach Url wird vor allem dazu verwendet, Extremereignisse mit
grofler Jéhrlichkeit (hier mindestens 20 Jahre) zu modellieren. Wie man in den Abbildun-
gen 5.4, 5.5 und 5.6 erkennen kann, sammeln sich die Schiaden mit hohen Jahrlichkeiten
in den drei Stiirmen mit dem gréfften Gesamtschaden meist in einem Gebiet aus mehreren
zusammenhédngenden PLZ-2-Stellern. Die restlichen Jahrlichkeitsplots der einzelnen Stur-
mereignisse zeigen auch lokale Ansammlungen von hohen Jahrlichkeiten. Meist sind diese
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Abbildung 5.4: Kyrill

Abbildung 5.5: Paula
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Abbildung 5.6: Emma
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Abbildung 5.7: Wolfgang
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Gebiete aber kleiner als die von Kyrill, Paula und Emma betroffenen.

Anders hingegen verhélt sich der Sturm Nr. 38 (vgl. Abbildung 5.7), hier verteilen sich
mehrere kleinere ,Sturmzellen mit hohen Jahrlichkeiten iiber ganz Osterreich. Dieses
Ereignis ist aber lt. [40] vermutlich durch Uberflutungsschiden verunreinigt und wurde
ohnehin von den Berechnungen ausgenommen.

Im Folgenden wird nun eine Nachbarschaftsbedingung fiir jeden PLZ-2-Steller definiert,
sodass vor allem Sturmereignisse mit grofler geografischer Ausbreitung dargestellt werden
konnen.

In der Hochwasserstudie [39] wird eine Nachbarschaft zwischen zwei PLZ-2-Stellern da-
durch induziert, dass die 1.5fache Entfernung zwischen den beiden Schwerpunkten weniger
als 100km betragt. Hierbei muss beachtet werden, dass fiir die Modellierung von Hochwas-
sern die H(@),-Zonen vorliegen. Dadurch ist bei Auftritt einer hohen Jahrlichkeit nicht die
gesamte Gemeinde betroffen, sondern nur die zu dieser Jahrlichkeit gehdrende Zone. Die
Verwendung derselben Nachbarschaftsbedingung fiithrte im Sturmschadenmodell aber auf
zu groBe Sturmgebiete und somit auch zu einer Uberschitzung der Schiden.

Abbildung 5.8: Einteilung Osterreichs in verschiedene Regionen

Die Plots der aus den Daten berechneten Jahrlichkeiten lassen vermuten, dass Sturmer-
eignisse in Osterreich 6rtlich durch die Alpen begrenzt sind. So zeigen sich die Windgebiete
vor allem nérdlich oder siidostlich der Alpen bzw. in deren Télern (Tirol bis Salzburg). Dies
entspricht den meteorologischen Eigenschaften zur Entstehung starker Winde in Osterreich
(siche Kapitel 2). Aufgrund dieser Uberlegungen wurde Osterreich in 6 Regionen unter-
teilt (vgl. Abbildung 5.8). Vergleicht man diese Abbildung mit jenen der Jéhrlichkeiten
der extremsten Sturmereignisse, so kann man erkennen, dass die Stiirme Kyrill und Emma
beinahe die gesamte Region 1 getroffen haben. Paula hingegen hat sich iiber die Regionen
2, 4 und 5 erstreckt. Die iibrigen Stiirme haben jeweils nur Teile der Regionen getroffen.
Deshalb ist es wichtig, innerhalb dieser Regionen auch eine Nachbarschaftsbedingung der
PLZ-2-Steller einzufithren und somit die Ausbreitung der moglichen Sturmereignisse zu
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beschrénken.

Dabei muss angemerkt werden, dass die hier definierten Regionen grofiteils nicht mit den
sogenannten PLZ-1-Stellern iibereinstimmen. Die PLZ-1-Steller sind dabei jene Gebiete
Osterreichs, deren Postleitzahlen mit derselben Ziffer beginnen. Bis auf wenige Ausnah-
men stimmen die PLZ-1-Steller mit den Bundesldndern iiberein. Die Tabelle 5.3 stellt dar,
welche Bundesldnder zu den oben definierten Regionen gehoren.

Region 1 | Oberosterreich, Niederosterreich, nérdlicher Teil Salzburgs, Wien
Region 2 | Steiermark

Region 3 | Tirol

Region 4 | Burgenland

Region 5 | Kérnten, Osttirol, stidlicher Teil Salzburgs

Region 6 | Vorarlberg

Tabelle 5.3: Regionen

Weiters kann man in der Abbildung 5.8 erkennen, dass nicht nur die Grole der Regio-

nen, sondern auch die Anzahl der PLZ-2-Steller pro Region unterschiedlich ist (siehe auch
Tabelle 5.4).
Die unterschiedliche Grofe ergibt sich aus den geografischen Eigenheiten der jeweiligen Re-
gionen. So finden sich z.B. in Region 1 keine extremen Rauigkeiten der Erdoberflache oder
natiirliche Wind-Grenzen wie Gebirge. Deshalb ist der gesamte Donauraum héufig starken
und relativ grofflachigen Stiirmen ausgesetzt. Die grofle Anzahl an PLZ-2-Stellern in der
Region 1 kann aber auch dadurch erklart werden, dass die Bundeslénder Oberdsterreich,
Niederdsterreich und Wien in kleinere PLZ-2-Steller als der Rest Osterreichs gegliedert
sind.

Region 1 | Region 2 | Region 3 | Region 4 | Region 5 | Region 6
Anzahl 38 10 7 6 13 3

Tabelle 5.4: Anzahl der PLZ-2-Steller in den Regionen

Nun sollen fiir diese Regionen unterschiedliche Nachbarschaftsrelationen definiert wer-
den. Wie bereits beschrieben, ist vor allem die Region 1 héufig von groflen Windsystemen
betroffen. Deshalb wurden hier die Nachbarschaftsbedingungen anders gewéhlt als in den
{ibrigen Regionen. Da die meisten Stiirme in Osterreich Westwinde sind, wurden auch je
nach Himmelsrichtung unterschiedliche Bedingungen definiert. Somit héngt die Nachbar-
schaft zweier PLZ-2-Steller davon ab, dass die Distanz ihrer Schwerpunkte in Nord-Siid-
und in Ost-West-Richtung eine gewisse Entfernung nicht iiberschreitet. Diese Entfernungen
sind in in Tabelle 5.5 angegeben.

Die Grenzen zwischen zwei PLZ-2-Steller miissen allerdings nicht an natiirliche Sturmgren-
zen wie z.B. hohe Gebirge gebunden sein. Dies trifft nicht immer auf Gebiete an der Grenze
der einzelnen Regionen zu. Dadurch kann in einer Region ein Sturm entstehen, der auch auf
andere Regionen iibergreift. Dort sollte er aber schon durch die topografische Oberfliche
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der PLZ-2-Stellern an den Grenzen der Region abgeschwécht sein, sodass er nur noch die
Randgebiete betrifft.

Aus diesem Grund wurde hier die Nachbarschaftsrelation auch auf PLZ-2-Steller verschie-
dener Regionen ausgedehnt. Dazu darf die Entfernung der beiden PLZ-2-Steller aber nicht
mehr so grof sein. Diese Einschrinkung soll die Abschwéichung des Sturmes abbilden.

Nachbar in
gleicher Region anderer Region
Nord-Siid | West-Ost | Nord-Siid | West-Ost
PLZ-2-Steller in

- Region 1 100 200 40 80
- Region 2 50 100 20 40
- Region 3 50 100 20 40
- Region 4 50 100 20 40
- Region 5 50 100 20 40
- Region 6 50 100 20 40

Tabelle 5.5: Nachbarschafts-Distanzen der verschiedenen Regionen

Um zu bestimmen, ob der PLZ-2-Steller j ein Nachbar von 7 ist, wurden um den Schwer-
punkt des Polygons i zwei Rechtecke mit den Kantenldngen aus Tabelle 5.5 gelegt. Durch
Verwendung des Programmpackets sp der Programmiersprache R wurde iiberpriift, ob
der Schwerpunkt des PLZ-2-Stellers j in das richtige Rechteck fillt. Eine Beschreibung der
moglichen Bearbeitung von rdumlichen Polygonen (,,spatial polygons®) in R findet sich in
[1].

Dabei wurde die Erdkriimmung bei der Berechnung der Distanzen vernachléssigt. Die-

se fithrt aber auf einem recht kleinen Gebiet wie Osterreich nicht zu ausschlaggebenden
Fehlern.

5.4 Distanzmatrixmethode

Nun soll die Distanzmatrix-Methode nach Url verwendet werden, um eine rdumliche Abhéngig-
keitsstruktur der Jéhrlichkeiten der Schadensgrade darzustellen. Dazu ist diesese Methode
im Folgenden beschrieben und anschliefend werden die Anderungen des Modell zur An-
passung auf extreme Sturmereignisse erldutert.

5.4.1 Hochwassermodell nach Url - Uberblick

Die in [39] verwendeten Modelle kénnen in zwei Module aufgeteilt werden. Im ersten Mo-
dul (siehe Punkt 5.4.2) soll fiir alle 6sterreichischen Bezirke die jeweilige Jahrlichkeit eines
Hochwassers simuliert werden. Die Jahrlichkeit eines Hochwassers ist definiert als der Kehr-
wert der Wahrscheinlichkeit, dass ein Hochwasser mit demselben oder hoherem Pegelstand
als jener des betrachteten Hochwassers innerhalb einer Beobachtungsperiode von einem
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Jahr auftritt. Da die Wahrscheinlichkeit fiir ein Hochwasser mit Jéhrlichkeit x genau % be-
triagt, kann die Jahrlichkeit als Par(1)-verteilte Zufallsvariable modelliert werden. Da die
Methoden vor allem auf extreme Hochwasser angewendet werden sollen, werden in dieser
Simulationmethode allerdings nur Jéahrlichkeiten in der Héhe von mindestens 20 Jahren er-
zeugt. Anhand der im Modul 1 simulierten J&hrlichkeiten werden im Modul 2 (siehe Punkt
5.4.3) die Einzelschéden generiert und anschlieend zu Gesamtschidden zusammengefasst.

5.4.2 Modul 1

Den Mittelpunkt der Distanzmatrixmethode bildet die Nachbarschaftsrelation. In [53] gel-
ten zwei Bezirke als benachbart, wenn die Fahrtstrecke zwischen deren Hauptstddten ma-
ximal 100km aufweist. In [39] wurde diese Bedingung verédndert, sodass zwei Bezirke dann
benachbart sind, wenn das 1.5fache der Distanz zwischen ihren Schwerpunkten weniger als
100km betragt.

Im ersten Schritt wird fiir jeden Bezirk d, d = 1,..., D, eine gleichverteilte Zufallsvaria-
ble z; generiert. In jenen Bezirken, in welchen folgende Ungleichung erfiillt ist, tritt ein
Hochwasser mit Jahrlichkeiten von mindestens 20 auf:

D
c- % Zl # {Nachbarn des Bezirkes j}

< j
T = # {Nachbarn des Bezirkes d}

Dabei wird die Konstante ¢ so gewéhlt, dass jeder Bezirk im Durchschnitt mit Wahrschein-
lichkeit 55 betroffen ist. Da die Jahrlichkeiten Par(1)-verteilt ist, kann die Jéhrlichkeit Jy
eines betroffenen Bezirkes d als Par(1, m20)-verteilte Zufallsvariable, mit Verteilungsfunk-

tion
— 20« > 20
F(z) = 1=
0 z < 20

simuliert werden. Fiir alle Nachbarn dieses Bezirkes wird die Jéhrlichkeit als Jy|1 + vl
berechnet, wobei y, eine normalverteilte Zufallsvariable mit bestimmter Varianz ist. Der
Nachteil dieser Methode ist, dass die Jéhrlichkeiten somit nicht mehr Pareto-verteilt sind.
Um die durch die Distanzmatrixmethode gewonnenen Ergebnisse zu vergleichen, wurde
in der Hochwasser-Studie die Abhéngigkeit der Jéhrlichkeiten in den einzelnen Bezirken
mit einer Gumbel-Copula modelliert. Dabei wird angenommen, dass die Jahrlichkeiten der
Gemeinden Osterreichs, bedingt auf eine unbekannte Zufallsvariable, unabhéngig sind. Die
Abhéngigkeit der Jahrlichkeiten von dieser zufélligen Gréfle wird dann durch eine Gumbel-
Copula beschrieben. Das Problem der Copulamethode besteht darin, dass der Parameter
0 der Gumbel-Copula nicht geschéitzt werden kann.
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5.4.3 Modul 2

Im Vorfeld der Studie wurden H(),-Zonen durch geeignete hydrologische, geografische und
statistische Methoden entwickelt. Diesen Zonen sind in der HORA!'-Datenbank gesammelt
und iiber das Internet ist es moglich diese Einteilung Osterreichs abzurufen ([36]).
Anhand dieser Zonen koénnen nun mit den in Modul 1 simulierten Jahrlichkeiten die be-
troffenen Gebiete Osterreichs bestimmt werden. Je nach Jahrlichkeit der simulierten Hoch-
wasser dndert sich die Hohe des Schadens an den betroffenen Gebduden. So wird z.B.
angenommen, dass bei einer Jahrlichkeit kleiner als 100 nur der Keller der betroffenen
Gebaude iiberschwemmt ist. Die Hohe der Schiden wird als lognormalverteilte Zufallsva-
riable simuliert, deren Parameter allerdings von der Hohe der Jéahrlichkeit abhédngen.

Die zentrale Uberlegung der Distanzmatrixmethode ist, dass sich eine hohe Jahrlich-
keit in einem PLZ-2-Steller auf die Hohe die Jahrlichkeiten in dessen Nachbarn auswirkt.
Im urspriinglichen Hochwasser-Modell wird die ortliche Abhéngigkeit fiir PLZ-2-Stellern
mit einer Jahrlichkeit grofler 20 betrachet. Diese Schranke wurde fiir Sturmschéden iiber-
nommen, die folgenden Modelle kénnen aber auf beliebige Grenzen angewandt werden.
Gegebenfalls sollten jedoch neue Nachbarschaftsbedingungen definiert werden.

Im ersten Schritt wird zufillig ein PLZ-2-Steller s (,,Startgebiet“) ausgewéhlt, von dem aus
sich der Sturm ausbreiten soll. Zur Bestimmung des Startgebiets wird fiir jeden PLZ-2-
Steller j eine gleichverteilte Zufallsvariable U; mit dem sogenannten , kritischen Wert“cval;
verglichen. Dabei soll cval; garantieren, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Schadengrad
mit Jahrlichkeit grofer 20 im PLZ-2-Steller j genau % betrigt. Gilt Uy < cvalg, ist der
PLZ-2-Steller s ein Startgebiet. Da dessen Jéhrlichkeit J, grofer als 20 sein soll, folgt diese

einer Par(1,20)-Verteilung.

Bemerkung. Durch diese Auswahlmethode kénnen auch Sturmereignisse mit mehreren
Startgebieten auftreten. In diesem Fall wird fiir alle Startgebiete dieselbe Jahrlichkeit an-
genommen.

In jenen PLZ-2-Stellern, die geméafl Abschnitt 5.3 keine Nachbarn des Startgebietes sind,
wird die Jahrlichkeit als eine Zufallsvariable mit einer nach oben beschrinkten Pareto-
Verteilung T'Par(1, 1, max = 20) angenommen, d.h. die Verteilungsfunktion ist

20 1
1 y > 20.

Gmax(y) = {

Fiir die Nachbarn des Startgebietes s wurden zwei verschiedene Modelle zur Berechnung
der Jahrlichkeit verwendet, welche in den folgenden Punkten (5.4.4 und 5.4.5) beschrieben
werden.

INatural Hazards Overview Risk Assessment Austria
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5.4.4 Verteilung der Abweichungen

Im Distanzmatrixmodell nach Url wird angenommen, dass sich die Jéhrlichkeiten der Nach-
barn j des Startgebietes s durch eine multiplikative Abweichung Z; ; von J; unterscheiden.
Dabei werden die Z; 5 als Betrag einer normalverteilten Zufallsvariable Y; ; mit Erwartungs-
wert ¢ = 1 und Varianz o = 0.1 beschrieben. Die Jéhrlichkeit J; kann also folgendermafien
dargestellt werden:

Jj == JS . Zj75 = JS . D/j,sl mit Y;,s ~ N(l, 07 1)

Die Verteilung des Betrages einer normalverteilten Zufallsvariablen wird in der englisch-
sprachigen Literatur als , Folded Normal Distribution“bezeichnet. Sie wird vor allem zur
statistischen Analyse von Messfehlern, deren Vorzeichen nicht bestimmt werden kann, ver-
wendet (siehe z.B. [31]). Eine direkte Ubersetzung wire die Bezeichnung , gefaltete Nor-
malverteilung®, diese kann allerdings leicht zu Verwechslungen fiithren. In [44], S. 215, wird
sie als ,,gespiegelte “Normalverteilung iibersetzt.

Die Verteilungsfunktion Fz und Dichte f, einer gespiegelten Verteilung kénnen durch die
Verteilungs- und Dichtefunktion (F, bzw. f,) der zugrundeliegenden Verteilung relativ
einfach dargestellt werden:

Fz(2)=PlZ<z]|=P|Y| <z =P[-2 <Y <z] = Fy(2) — Fy(—=2)

fale) = 222D ORI _ 4 o)

Eine Parameterschéitzung der gespiegelten Normalverteilung gestaltet sich im Allgemeinen
eher schwierig, weil die beiden Parameter y und ¢ Formparameter sind. In [16] wird vor-
geschlagen, die 2. und 4. Momente zur Schiatzung von p und ¢ zu verwenden, wenn der
Quotient des Stichprobenmittels und der Stichprobenstandardabweichung, m/s, kleiner als
1.35 ist.

Diese Schiatzung wurde an den Abweichungen der berechneten Jéhrlichkeiten durchgefiihrt.
Da durch die Daten nicht erklart werden kann, welcher PLZ-2-Steller das Startgebiet bildet,
wurden die Zj; ;, der Gebiete j und [ und des Sturmereignisses £ folgendermafien bestimmt:

Jin ‘
Zjik = ﬁuk k) Yt > 20und Jige > 20 _
m Jir > 20 oder J;; > 20, mm(JM7 Jig) > 0.

Fiir diese Daten liegt m /s bei ca. 0,5. Dieser Wert ist aber sehr klein und somit kann die Mo-
mentenmethode zu falschen Ergebnissen fithren. Deshalb wurde auch mit einer Maximum-
Likelihood-Schéatzung versucht, passende Parameter zu finden. Beide Methoden fiihrten
jedoch nicht zur Anpassung der gespiegelten Normalverteilung an die Abweichungen der
Jéahrlichkeiten.

Aus diesem Grund wurde mit den iiblichen statistischen Methoden eine passende Vertei-
lung der Z,,; ermittelt. Die beste Anpassung lieferte die verschobene Pareto(2)-Verteilung,
d.h. 14+ Z;; ~ Par(2) (vgl. Abbildung 5.9).
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0(1-Fo(x)
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Abbildung 5.9: Grafische Uberpriifung der Anpassung der Pareto(2)-Verteing an die Ab-
weichungen der Jéhrlichkeiten

Fiir beide Verteilungsannahmen der Schadensgrade konnte der kritische Wert jedes
PLZ-2-Steller analytisch berechnet werden. Dazu muss aber zuerst die Verteilungsfunk-
tion der Jihrlichkeiten in den Nachbargebieten des Startgebietes s berechnet werden. Sei
J ~ Par(1,min = 20) und z ~ Par(2), z und J unabhéngig. Dann gilt:

Fren(r) = PJ-(z-1)<a] =P [JS Zfl]

%—’—1 Zfl ;70"_1 Zfl
. . 20 2 .
= / /fJ(])fZ(Z)d]dZZ / /j—2~§djdz
120 1 20
B T
2 +20

Bemerkung. Diese Verteilung ist keine Par(1)-Verteilung, d.h. die Jahrlichkeiten in diesem
Modell stimmen nicht mehr mit jenen aus 5.1 iiberein. Bei der Riickrechnung zu Schadens-
graden wird also ein Fehler in Kauf genommen.

Sei n die Anzahl der Nachbarn ji, k = 1,...,n, des PLZ-2-Stellers [. Fiir den kritischen
wert cval; gilt somit:
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1
20 =P Ui < cvaly V (3mind. ein ji, 1 <k <n: U;, <cvalj, NJj -Zj; > 20)] (5.3)

= cval; + Z cval; P J;, - Zj,1 > 20]
k=1

+ > cvaljcval;, P[J;, - Zj, g > 20 und Jj,, - Zj, 0 > 20)
k=1
m=k-+1

+ Z cval;, cval;, cval;, P J;, - Zj, > 20 und J;, - Z;, ;> 20 und J;, - Zj,; > 20]

k=1

m=k+1

i=k+2

+ ..
PLZ # |PLZ # |PLZ # |PLZ # |PLZ #|PLZL #
10 28| 31 37| 44 35| 57 3| 72 6| 89 3
11 29| 32 36| 45 33| 60 6| 73 5| 90 8
12 28] 33 35| 46 33| 61 6| 74 3| 91 8
20 26| 34 31| 47 28| 62 5| 75 3| 92 8
21 24| 35 31| 48 27| 63 4| 8 6| 93 10
22 25| 36 33| 49 281 64 5| 8 8| 94 6
23 30 37 27| 50 17| 65 H | 8 8| 95 8
24 281 38 18| 51 20| 66 5| 8 6| 96 7
25 321 39 28| 52 22| 67 2| 8 3| 97 8
26 32| 40 33| H3 22| 68 2| 8 7| 98 10
27 31| 41 31| 54 18| 69 118 5| 99 )
28 24| 42 33| 55 6 70 6| 87 6
30 34| 43 36| 56 ) 71 3] 8 4

Tabelle 5.6: Anzahl der Nachbarn der einzelnen PLZ-2-Steller

Durch die Definition der Nachbarschaften in Abschnitt 5.3 liegt die Anzahl der Nach-
barn, n, zwischen 1 und 37. Die genauen Zahlen sind in Tabelle 5.6 gegeben. Durch diese
grofe Anzahl wird das Gleichungssystem zur Berechnung der kritischen Werte zu rechenin-
tensiv. Deshalb wurden die verschiedenen cvaly, bzw. cval; in (5.3) gleichgesetzt. Aulerdem
wurde noch die Vereinfachung getroffen, dass ein Gebiet nur von jeweils einem Startgebiet
beeinflusst wird, auch wenn es mit mehreren Startgebieten benachbart ist. Damit folgt

2io ~cval + ,; (Z) cval® - (1 — Fr.z(20))])

=cval + (1 — Fr.:-1)(20))((1 + cval)" — 1)
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Damit ist diese Anndherung des kritischen Wertes eines PLZ-2-Stellers nur von der
Anzahl der Nachbarn abhéingig. Deshalb wurden kritische Werte cval,, fiir n = 1,...,37
berechnet und dann den PLZ-2-Stellern je nach Anzahl ihrer Nachbarn zugewiesen.

5.4.5 Copula-Modell der Nachbarn

Wie in Kapitel 4 beschrieben wurde, werden haufig Copula-Funktionen zu Modellierung
der Abhéngigkeiten von Zufallsvariablen verwendet. Die Wahl der richtigen Copula ist aber
nicht offensichtlich. Manchmal kann durch Scatterplots des bivariaten gleichverteilten Vek-
tors (Uy, Uy) wie in Abbildung 4.1 bzw. durch empirische Schétzer der Tailabhédngigkeiten
(vgl. [48] oder [19]) die Menge der moglichen Copula-Funktionen eingegrenzt werden. Da
in den Sturmdaten allerdings nur 36 Datenpunkte pro PLZ-2-Steller vorliegen, sind diese
Methoden nicht sehr aussagekraftig.

Wie die Distanzmatrixmethode soll auch das Copula-Modell vor allem die Abhéngigkeiten
extremer Sturmereignisse mit Jahrlichkeiten von mindestens 20 Jahren beschreiben. Des-
halb ist hier die Wahl einer Gumbel-Copula sinnvoll, die 1t. Beispiel 10 eine hohe obere
Tail-Abhéngigkeit besitzt.

Die multivariate Gumbel-Copula hdngt nur von einem Parameter 6 ab, der durch Kendalls
7 (siehe Beispiel 12 bzw. 13) geschétzt wird. Da die Schétzer der Kendalls 7 allerdings stark
variieren (vgl. Abb. 5.10), wird fiir jede Nachbarschaftsbeziehung ij eine eigene bivariate
Gumbel-Copula mit Parameter §; angenommen.

0.8
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0.2

° ° °
LI LALLM O
1 3 6 8 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 67 70 73 76

Abbildung 5.10: Boxplot der Kendalls 7 fiir benachbarte PLZ-2-Steller

Auch in diesem Modell wird davon ausgegangen, dass sich die PLZ-2-Steller ¢ mit
J; > 20 um ein Startgebiet s mit J;, > 20 sammeln und die restlichen Jéhrlichkeiten wieder
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T Par(1,1,20)-verteilt sind. Dabei erfolgt die Wahl des Startgebietes und der betroffenen
Nachbarn analog zur Distanzmatrixmethode, allerdings wurden hier die kritischen Werte
durch eine Monte-Carlo-Simulation angepasst.

Da alle J; von der Jahrlichkeit des Startgebietes s abhéngen, kann nicht auf den weitver-
breiteten LT-Simulationsalgorithmus fiir Archimedische Copulas zuriickgegriffen werden.
Dieser verwendet die Eigenschaften der Laplace-Stieltjes-Transformation der Archimedi-
schen Copulas C, um gleichverteilte Zufallsvariablen mit gemeinsamer Copula C' zu simu-
lieren (siehe [34], S. 222-224). Dabei ist es aber nicht moglich eine dieser Zufallsvariablen
festzuhalten. Hier sollen allerdings die J&hrlichkeiten J; der Nachbarn des Startgebietes s
in Abhéngigkeit von J; berechnet werden, d.h. man greift auf die bedingte Copula C'(u;|us)
zuriick, wobei w; =1 —1/J; und uy = 1 — 1/J; Vi ist.

Setzt man also den Generator der Gumbel-Copula
p(u) = (~log(u))”  6>1

und dessen Inverse ¢~ '(s) = exp (—s%> in die bedingte Copula-Funktion aus (16) ein,

erhalt man:

Sl

— () + ()P 3 exp (= () + p(w2)] )
~lp(wn)]? b exp (= o)) |

Durch Verwendung der Substitution

Clugluy) =

|
=

c= =0 (p(w)) = [p(u)]? " uy  und oz = () + p(un) (5.4)

kann der zweite Schritt des hierarchischen Simulationsalgorithmus vereinfacht werden:

— —(Cv)l_g = — x?e exp (— e ) ) (5.5)

Die obige Gleichung ist nicht analytisch losbar, kann aber mithilfe der LambertW-
Funktion numerisch berechnet werden.

Definition 5.4.1: LambertW-Funktion
Als Lambert W-Funktion bezeichnet man die inversen Funktionen von f(w) = wexp(w),
d.h. die moglichen Zweige W (z) erfiillen

z=W(z)e"@,
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Fiir die meisten Werte z € R kann W (z) nicht analytisch bestimmt werden. Die effizi-
enteste Methode zur Losung ist das Halley-Verfahren (siehe [7]). Dabei wird das Newton-
Verfahren zu Bestimmung der Nullstelle von f(z) auf die Funktion g(x) = f(z)//f'(z))

angewendet:
g9(zn) — 2f (xn) f'(20)
g (zn) T2(f () = f (@) f ()

Zur Berechnung der Lambert W-Funktion wird nun das Halley-Verfahren auf die Funk-
tion f(w) = we® —z bzgl. w angewandt. Durch das Einsetzen von

fw)y=we"—2  f(w)=¢e¢"(1+w) f(w) =e"(2+w)

(5.6)

Tpy1 = Tn —

in (5.6) resultiert die bekannte rekursive Formel fiir W (z)
wj e —z

oy 1) - T

Wjip1 = W5 —

Damit kann nun der Simulationsschritt v = C'(ug|uy) fiir die Gumbel-Copula C' aus (5.5)

aufgelost werden,
1 0
B [cv] T2
x—[(l 9)W< T :

und Riicksubstitution von (5.4) erhélt man eine Losung fiir us:

Uy = [—(1 — W (_ [(W(Ul)l)e__leulv]”ﬂ — o(uy)

5.5 Alternatives Copula-Modell

In der Hochwasser-Studie wird auflerdem ein Copula-Modell verwendet, um die Abhéngig-
keit der Jahrlichkeiten zu beschreiben. Es wird angenommen, dass pro Gemeinde ¢ und
Bundesland j eine unbekannte Zufallsvariable S; ;, existiert, sodass die bedingten Jéhrlich-
keiten J1]S1j,, ..., Ja|S4;, unabhéngig sind. Die Abhéngigkeit zwischen J; und S; ;, wird
durch eine Gumbel-Copula dargestellt.

Des Weiteren werden dort Zufallsvariablen Ry, Rs, und Rj fiir die Regionen 1 (Niederoster-
reich, Oberosterreich, Salzburg und Wien), 2 (Burgenland, Kérnten und Steiermark) und
3 (Tirol und Vorarlberg) eingefiihrt. Diese sollen die Abhéngigkeitsstruktur der einzelnen
Bundeslinder modellieren, sodass Sy, |R;, ..., Sa;,| R, unabhingig sind und die Ver-
teilung von S; ;, und Rm bzw. zwischen R, und RT]_/ wieder durch eine Gumbel-Copula
beschrieben wird.

Da die Zufallsvariablen, welche die Abhéngigkeiten erklaren, unbekannt sind, ist es in die-
sem Modell nicht moglich, die Parameter der Gumbel-Copula zu schétzen. Deshalb wird
angenommen, dass sich die Parameter der verschiedenen Copulas nur bzgl. des Bundeslan-
des und der Region &ndern.
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Auch in dieser Arbeit wird zum Vergleich der Modelle aus Abschnitt 5.4 eine #hnli-
che Copula-Methode verwendet. Als zugrundeliegende Copulafunktion wird eine Gumbel-
Copula angenommen. In Abbildung 5.11 kann man erkennen, dass die Schétzer der Kendalls
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Abbildung 5.11: Boxplot der Kendalls 7 der Regionen

7 der Schadensgrade zwischen den PLZ-2-Stellern der verschiedenen Regionen grofiteils
stark variieren. Um ein Sturmereignis zu modellieren, sollten demzufolge fiir die Abhéngig-
keiten zwischen den PLZ-2-Stellern verschiedene Parameter der Gumbel-Copula verwendet
werden. Dazu wurde fiir jede der 6 Regionen aus Abschnitt 5.3 jener PLZ-2-Steller d; be-

Abbildung 5.12: Mittelpunkte der Regionen

stimmt, der im Mittelpunkt der Region ¢ liegt (vgl. Abbildung 5.12). Die Verteilungen
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der Jahrlichkeiten der PLZ-2-Steller in derselben Region und dem Mittelpunkt der Region
werden durch bivariate Gumbel-Copulas mit separat geschétzten Parametern 6, 4, darge-
stellt. Somit kann auch hier der hierarchische Simulationsalgorithmus aus Abschnitt 4.5
verwendet werden.

Der zentrale Unterschied zum Copula-Modell aus Abschnitt 5.4.5 ist, dass hier keine
Schranke von 20 Jahren festgelegt wird. Stattdessen sind sdmtliche Jéhrlichkeiten Par(1)-
verteilt.
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6 Ergebnisse

Im folgenden Kapitel werden durch Anwendung der Modelle bzw Simulatiosnmethoden
aus Kapitel 5 die beiden wichtigsten versicherungsmathematischen Kennzahlen diskutiert.
Zum einen sollen die Einnahmen aus den Nettoprdmien einer Versicherung dem erwarteten
Schaden entsprechen. Deshalb wird als jahrlicher Nettopramienbedarf der Erwartungswert
des Jahresgesamtschadens herangezogen. Auf der anderen Seite geben die européische Ei-
genmittelvorschrifte Solvency II vor, dass eine Versicherung iiber ausreichend Eigenkapital
verfiigen muss, um auch seltene Ereignisse mit einer Jéahrlichkeit von 200 Jahren abdecken
zu konnen. Als Kapitalbedarf einer Versicherung kann also das 99, 5%-Quantil des Jahres-
gesamtschadens verwendet werden. Im finanzmathematischen Kontext wird dieses Quantil
als 99, 5%-VaR, (Value-at-Risk) bezeichnet.

Des weiteren werden die Simulationsergebnisse mit jenen der aktuellen Studie zu Sturmschéaden
des Joanneum-Research [40] verglichen.

6.1 Ergebnisse fiir den Schaden eines Sturmereignisses

Bevor der erwartete Nettopramien- bzw. Kapitalbedarf der Versicherung diskutiert wer-
den, sollen erst die Ergebnisse der verschiedenen Modelle fiir ein einzelnes Sturmereignis
analysiert werden. Diese beruhen auf Monte-Carlo-Simulationen mit jeweils 100.000 Simu-
lationsdurchléaufen.
Der mittlere Gesamtschaden der Daten liegt bei ca. 22 Mio. Euro. Da allerdings nur 36
Sturmereignisse betrachtet wurden, ist es durchaus moglich, dass noch weit hohere Ge-
samtschidden auftreten. Somit muss der Erwartungswert nach oben korrigiert werden.
Wie in Abschnitt 5.2 beschrieben wurde, kénnen die Schadensgrade am besten als Zu-
sammensetzung einer Binomial-verteilten Zufallsvariablen X, X ~ Bin(1,p), und einer
lognormalverteilten Zufallsvariable Y, Y ~ LN (u, o) dargestellt werden. Der Erwartungs-
wert dieser Zufallsvariablen ist dann (1—p) exp {u + 0?/2}. Die Erfolgswahrscheinlichkeiten
p, welche durch die Anzahl der nicht-positiven Schadensgrade gegeben sind, sind schon in
Tabelle 5.2 gegeben. In Tabelle 6.1 sind nun die Parameter der Lognormalverteilung sowie
die Erwartungswerte der Schéden (in Mio. Euro) fiir die einzelnen PLZ-2-Steller aufgelistet.
Wairen die Schiden in den Gebieten unabhéngig, so konnte der erwartete Gesamtschaden
einfach durch Aufsummieren der einzelnen Erwartungswerte bestimmt werden und wiirde
bei ca. 29 Mio. Euro liegen.
Dieser Erwartungswert beinhaltet aber noch nicht die Tatsache, dass der Schaden das
versicherte Volumen nicht iiberschreiten darf. Allerdings &ndert er sich kaum, wenn die
Schadensgrade, welche den Anteil des Schadens am Gesamtversicherungsvolumen in Pro-
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10 | 6,18 | 1,67 | 037 || 44 | 4,62 |2,11]098] 72 |-6,11]1,72]0,02
11 |-633|1,66|053| 45 |-44312,23]122| 73 |-6,30|2,24 | 0,07
12 | -6,61|1,98|044 | 46 |-447]222[262| 74 |-6,50 2,24 0,09
20 |-520]156 0,13 | 47 |-431]235/222| 75 |-594]200 0,07
21 |-6,15]1,94 0,18 | 48 |-4,37]216/229| 80 |-6,30]2,11 0,58
22 | 567 11,94 025 49 |-425|242]206| 81 |-6,111208 0,20
23 | -525|1,74 043 | 50 |-568|203|047| 82 |-633]2430,39
24 |-5541195|034 | 51 |[-512]247/085| 83 |-6,15]| 1,77 | 0,08
25 |-518]196 049 | 52 |-4,70]256 191 84 |-640]238 0,27
26 | -546 2,18 0,37 | 53 |-510(215]035| 8 |-6,00|1,74 0,12
27 | 513 11,76 021 | 54 [-526]214|024| 86 |-658]2,18]0,16
28 |-560]1,84009| 55 |-681]202004| 87 |[-610]2230,42
30 | -5,1111,91 /028 56 |-654|196|0,04| 88 |-550]148]0,03
31 |-527]1,73/028 | 57 |-664|228|011| 89 |-524]203]0,31
32 |-51211,96 /030 60 |-7,29|1,55|0,03| 90 |-6,60]1,79 |0,09
33 [-492]219|121| 61 |-7,68]159 001 91 |-640]225]0,15
34 |-511]146 021 62 [-633]222/014| 92 |-571]180|0,03
35 |-584 01,79 011 63 |-644]243|040| 93 |-6,01]225|0,15
36 | -491|157/010| 64 |-6,74|135]002| 94 |-646|2050,07
37 | -586|1,91/005| 65 |-698|1,72|001| 95 |-6,55]216|0,18
38 | -5,76 12,00 0,10| 66 |-586]|1,76|0,02| 96 |-6,16 2,09 |0,04
39 |-595|2,080,13| 67 |-658(193]004| 97 |-6,68]1,96 0,02
40 | -485 (155|084 68 |[-7,29252(030| 98 |-6,28]1,96 |0,07
41 | -489|1811032| 69 |-683]228|012| 99 |-6,11]2,65 0,22
42 | -567(2221046( 70 |-6,35]1,99 | 0,09
43 | -5,00 2,08 10,37 71 |-590] 1,94 0,06

Tabelle 6.1: Parameter der Lognormalverteilung
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mille angeben, bei der relativ hohen Grenze von 1000%0 abgeschnitten werden.
Verwendet man hingegen das Distanzmatrixmodell mit multiplikativen Abweichungen, so
liegt der erwartete Gesamtschaden eines Sturmereignisses bei 38 Mio. Euro. Dieses hohe
Ergebnis kann dadurch erklart werden, dass die Jahrlichkeiten und die Abweichungen in
diesem Modell unabhéngig sind. Somit konnen gleichzeitig fiir beiden Zufallsvariablen hohe
Werte generiert werden.

Die Erwartungswerte der beiden Copula-Modelle liegen sehr nahe an jenem der unabhéngi-
gen Schadensgrade. Fiir das Copula-Modell aus Punkt 5.4.5 liegt der erwartete Gesamt-
schaden mit knapp 28 Mio. Euro sogar darunter.

Insgesamt muss jedoch bemerkt werden, dass die Erwartungswerte dieser Modelle nicht
sehr aussagekriftig sind. Durch die Verwendung der Gumbel-Copula bzw. dadurch, dass
die Abhéangigkeit der Jédhrlichkeiten erst ab einer gewissen Schranke angenommen wird,
sollen vor allem Sturmereignisse mit extrem hohem Schaden dargestellt werden.
Stattdessen ist es sinnvoller, als Nettopramienbedarf die synthetisch generierten Schéden
der Studie des Joanneum Research zu verwenden. Dabei wird fiir den Logarithmus der
Schadenshohe S; ; ein lineares Regressionsmodell mit Gamma-verteilten absoluten Residu-
en angepasst, d.h.

log(Si;) ~ N(sWi; + I¥ + pur, 07) + ST (v, B).

Dabei bezeichnet ¢ die Nummer des Sturmereignisses, j den PLZ-2-Steller und W ; die
Windgeschwindigkeit. Die Parameter s, I ]G , 47 und o beschreiben die Steigungen des ge-
neralisierten linearen Regressionsmodells. Damit die Abweichung des logarithmierten Scha-
dens von der Windgeschwindigkeit sowohl positiv als auch negativ sein kann, ist S eine
Zufallsvariable mit P[S = 1] = P[S = —1] = 1/2.

Die Erwartungswerte dieses Modells liegen mit 19 Mio. Euro bzw. 26 Mio. Euro, wenn
nur Gesamtschiaden iiber 2.5 Mio Euro betrachtet werden, natiirlich nahe am Mittelwert
der Daten. Der Effekt, dass extrem grofie Sturmschéden in den Daten méglicherweise noch
nicht vorkommen, wird beriicksichtigt, indem dieses Modell auf die Windgeschwindigkeiten
grofler Sturmereignisse seit 1974 angewendet wird. Dadurch erhéhen sich die Erwartungs-

werte auf 22 bzw. 30 Mio. Euro Schaden.

Interessant gestaltet sich auch der Vergleich der Quantile zu den Jahrlichkeiten von 20,
50, 100, 150, 200 und 250 Jahren. Der bisher grofite Schaden von 175 Mio. Euro (auf das
Jahr 2009 normiert) wurde durch den Sturm Kyrill verursacht. Die Quantile der Daten
(siche Tabelle 6.2) kénnen diese Grenze iiberschreiten. Dennoch ist es moglich, dass hohere
Schéden als die bisher beobachteten auftreten. Die Simulationsergebnisse sollten demnach
grofler sein.

In Tabelle 6.3 sind diese Quantile fiir die verschiedenen Modelle aus Kaptiel 5 angegeben.
Auch hier sind die Werte des Distanzmatrixmodells mit multiplikativen Abweichungen aus
Punkt 5.4.4 grofer als jene der anderen beiden Modelle. Wie man erkennen kann, gibt es
einen Schnittpunkt der Verteilungsfunktionen des Gesamtschadens aus Punkt 5.4.5 und
5.5. Dieser Effekt kann dadurch erkléirt werden, dass im Distanzmatrixmodell mit Copula-
Funktionen kleinere Gebiete voneinander abhéngig sind als im alternativen Copula-Modell.
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Jéhrlichkeit | 20 | 50 | 100 150 200 | 250
Quantil 0,951 0,98 | 0,99 | 0,9933 | 0,995 | 0,996
Daten 77| 132 | 153 161 164 166

Tabelle 6.2: Quantile des Gesamtschadens der gegebenen Daten

Dort werden durch die Gumbel-Copula in einer gesamten Region relativ hohe Schiden
erzeugt, wenn im Mittelpunkt der Region ein Schaden mit grofler Jahrlichkeit auftritt.

Jéhrlichkeit 20 | 50 | 100 150 200 | 250
Quantil 0,951 0,98 | 0,99 | 0,9933 | 0,995 | 0,996
Mult. Abw. 127 | 270 | 446 | 603 741 846

Copula (Nachbarn) | 105 | 208 | 329 | 419 503 | 583
Copula (Regionen) | 83 | 186 | 319 | 433 519 | 618

Tabelle 6.3: Quantile des Gesamtschadens eines Sturmereignisses fiir die ver-
schiedenen Modelle aus Kapitel 5

Die Wahl einer Schranke von 1000%o, d.h. das gesamte versicherte Volumen im PLZ-
2-Steller wird zerstort, hat auch auf diese Ergebnisse keine Auswirkungen. Allerdings ist
davon auszugehen, dass der Endpunkt der Verteilung der Schadensgrade nicht so grof ist.
Laut [14] wiirde bei einer Windgeschwindigkeit von 135km /h ein Schaden an Massivbauten
in der Hohe von ca. 1%. des Neuwertes auftreten. Dieser Wert bezieht sich allerdings auf die
spezielle Winderscheinung von Tornados. Generell sind solche Einschétzungen stark von
dem Standort des Gebdudes und seiner Bauweise abhéngig. In [23] wird auflerdem darauf
hingewiesen, dass auch die Reparaturkosten geografisch grofie Unterschiede aufweisen. Ei-
ne starke Beschidigung des Daches wiirde in Europa Reparaturkosten von 8% bis 30%o
verursachen. Um solche Schranken in die Analyse einflieBen zu lassen, miissten detaillierte
Daten iiber den Gebdudebestand und die Art der Versicherung gegeben sein.

Dennoch wurden die Auswirkungen einer Begrenzung des maximalen Schadensgrad iiber-
priift. In Tabelle 6.4 sind die Quantile der verschiedenen Modelle fiir die Schranken von
10%o und 100%0 angegeben. Aulerdem wurden die Gesamtschiden der Modelle auch unter

Jahrlichkeit 20 | 50 | 100 | 150 | 200 | 250
Quantil 0,95 | 0,98 | 0,99 | 0,9933 | 0,99.5 | 0,996
Mult. Abw., Schranke: 10% 127 | 259 | 400 | 518 | 613 | 685
Mult. Abw., Schranke: 100%o 127 | 270 | 446 | 603 | 741 | 846

Copula (Nachbarn), Schranke: 10%, | 105 | 205 | 314 | 394 458 | 528
Copula (Nachbarn), Schranke: 100%0 | 105 | 207 | 328 | 419 502 582
Copula (Regionen), Schranke: 10%o 88 | 184 | 310 | 416 498 576
Copula (Regionen), Schranke: 100%, | 88 | 186 | 319 | 433 519 618

Tabelle 6.4: Quantile der Gesamtschidden mit beschréinkten Schadensgraden
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der Annahme einer Schranke von 300%o simuliert. Da aber nur 18 bzw. 4 Schadensgrade
iiber 300%o im Modell der multiplikativen Abweichung bzw. in den beiden Copula-Modellen
auftreten, dndern sich die Werte gegeniiber einer Schranke von 100%o nicht. Bei einer Wahl
von 10%o gibt es hingegen 2758 bzw. ca. 1400 Uberschreitungen.

Die Einfiithrung von Schranken hat in den Copula-Modellen keine grofien Auswirkungen.
Im urspriinglichen Modell der multiplikativen Abweichungen sind aber fiir die Wahl einer
kleinen Schranke starke Anderungen am rechten Rand der Verteilung des Gesamtschadens
erkennbar. Auch der Erwartungwert dieses Modells betrigt bei einer Schranke von 1%o nur
mehr 32 Mio. Euro ist ist somit um 4 Mio. Euro héher als die Erwartungswerte der anderen
Modelle ohne Schranken. Durch die Wahl einer passenden Obergrenze kénnte der Effekt
ausgeglichen werden, dass die Hohe der Jéhrlichkeiten und die multiplikativen Abweichun-
gen als unabhéngig angenommen werden. Dazu miisste aber eine ausfiihrliche Analyse der
moglichen Maximal-Schiaden durchgefiihrt werden.

Um diese Auswirkung der Abhéngigkeiten der PLZ-2-Steller zu verdeutlichen, sind in
Tabelle 6.5 die Quantile der Gesamtschéden fiir einfache Abhéngigkeitsstrukturen angege-
ben. Die Quantile der unabhéngigen PLZ-2-Steller bewegen sich hier ungefihr im Rahmen

Jahrlichkeit 20 50 | 100 150 200 250
Quantil 0,95 | 0,98 | 0,99 | 0,9933 | 0,99.5 | 0,996
Co-Monotone PLZ-2-Steller | 97 | 239 | 429 586 739 875
Co-Monotone Regionen 95 | 216 | 372 501 633 762
Unabhéngige PLZ-2-Steller | 73 | 122 | 183 229 279 322

Tabelle 6.5: Quantile der Gesamtschéden eines Sturmeregnisses mit einer ein-
fachen Abhangigkeitsstruktur zwischen den PLZ-2-Stellern

jener des Regressionsmodells der Sturmstudie des Joanneum Research. Erhoht man den
Grad der Abhéngigkeit, indem man annimmt, dass die Jéhrlichkeit fiir alle PLZ-2-Steller
dieselbe ist (sieche Co-Monotone Regionen in Tabelle 6.5), so steigt auch die Hohe extre-
mer Sturmschédden stark an. Dies liegt vor allem am sogenannten Diversifikationseffekt.
Bei unabhingigen PLZ-2-Stellern wird das Risiko eines hohen Gesamtschadens dadurch
verringert, dass sich hohe Schéden in einem PLZ-2-Steller durch relativ kleine Schéden in
den anderen PLZ-2-Stellern ausgleichen. Dieser Effekt wird auch iibertrieben dargestellt
(siche Co-Monotone PLZ-2-Steller in Tabelle 6.5). Hier wird fiir alle PLZ-2-Steller diesselbe
Jahrlichkeit angenommen. Man kann auch deutlich erkennen, dass sich diese Erweiterung
der Co-Monotonie der PLZ-2-Steller vor allem auf die Quantile der hohen Jéhrlichkeiten
auswirkt.

Die Bedeutung der Abhéngigkeitsstruktur kann auflerdem durch eine andere Copula-
Funktion iiberpriift werden. Dazu wurde die Simulationen der beiden Copula-Modelle
auch mit einer Clayton-Copula, welche vor allem eine Abhéngigkeit der kleinen Schiaden
beschreibt, durchgefiihrt. Die hohen Quantile des Distanzmatrix-Modells &ndern sich bei
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dieser Wahl kaum. Das kann dadurch erklirt werden, dass Schiaden bis zu einer Jéhrlich-
keit von 20 unabhéngig sind und erst ab dieser Grenze eine starke Abhéngigkeitsstruktur
aufweisen. Hohe Schéden sind wiederum beinahe unabhéngig.

Verwendet man auch fiir die Beschreibung der Abhéngigkeiten innerhalb einer Region

Jahrlichkeit 20 50 | 100 150 200 250
Quantil 0,95 | 0,98 | 0,99 | 0,9933 | 0,99.5 | 0,996
Copula (Nachbarn) | 106 | 264 | 384 | 465 521 561
Copula (Regionen) | 87 | 140 | 207 | 261 302 344

Tabelle 6.6: Quantile der Gesamtschidden eines Sturmeregnisses bei Verwen-
dung einer Clayton-Copula

eine Clayton-Copula, &ndern sich die Ergebnisse aus Tabelle 6.3 stark. Bei der Wahl ei-
ner Clayton-Copula weisen vor allem kleine Schéiden eine hohe Abhéngigkeit auf. Dadurch
konnen in der Simulation grofle Gebiete mit sehr geringem Schaden entstehen. Die hohen
Schéden treten allerdings eher vereinzelt auf.

Diese Auswirkungen der unterschiedlichen Copula-Funktionen sind eher am Verteilungs-
rand des Gesamtschadens bemerkbar. Die Erwartungswerte der Simulationen bleiben durch
die Verwendung einer anderen Copula beinahe unveréndert.

Neben dem loglinearen Modell zur Generierung von synthetischen Sturmschiden wurde

von dem Joanneum Research auch eine Extremwertanalyse des Gesamtschadens durch-
gefiihrt. Dabei stellte sich heraus, dass dieser aus dem maximalen Anziehunggebiet einer
Frechet-Verteilung stammt. Mit einem Tail-Index von o« = 1,25 bis 1, 38 pro Schétzmetho-
de besitzt der Gesamtschaden einen endlichen Erwartungswert.
Durch Anpassung einer Generalisierten Pareto-Verteilung auf die 10 bis 16 grofiten Daten-
punkte sind auch Schétzer fiir die Quantile des Gesamtschadens mittels Extremwertanalyse
verfiighbar. Diese dhneln jenen der beiden Copula-Modelle aus Kapitel 5. Fiir den Value-at
Risk schwanken die Schitzungen der Studie zwischen 400 und 500 Mio. Euro pro Sturmer-
eignis und liegen somit nahe jenen aus Tabelle 6.3.

6.2 Extremwertanalyse der Simulationsergebnisse

Der Tail-Index der Modelle aus [40] betrédgt 1,25 bis 1,38 bei Anpassung einer Generalisier-
ten Pareto-Verteilung und 1,83 fiir das log-lineare Modell. In allen Féllen liegt hier also ein
endlicher Erwartungswert vor, womit die Versicherbarkeit der zugrundeliegenden Risiken
gegeben ist.

Um diese Werte vergleichen zu kénnen, werden im Folgenden auch die Simulationsergeb-
nisse der verschiedenen Modelle einer Extremwertanalyse unterzogen. Dabei soll vor allem
der Formparameter v = 1/a bestimmt werden, um auch hier eine Aussage iiber den Er-
wartungswert treffen zu konnen.
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Abbildung 6.1: Graphische Methoden fiir Modell 1

In Abbildung 6.1 sind verschiedene Plots zur Analyse des Modells mit multiplikativen
Abweichungen dargestellt. In Abbildung 6.1(b) sind die Schétzer des Parameter v von 100
Maximum-Likelihood-Schétzungen sowie deren Konfidenzintervalle eingezeichnet. Fiir eine
Schranke u von 2, 50, 100 und 150 Mio. Euro betréigt der geschétzte Wert fiir v in diesem
Modell 0,55, 0,59, 0,62 und 0,61. Eine Maximum-Likelihood-Schétzung wiirde in diesem
Modell also einen Tail-Index von 1,6 bis 1,8 ergeben. Auflerdem scheint diese Methode
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auch zu konvergieren. Der Hill-Plot in Abbildung 6.1(a) ist jedoch von diesen Werten weit
entfernt. Wahrend der Hillschiatzer & sehr selten auf einer Hohe bleibt, pendelt sich &* ca.
bei 1 ein. In diesem Fall kann also nicht mit Sicherheit ausgesagt werden, ob ein endlicher
Erwartungswert vorliegt.

Der Grund fiir dieses Verhalten konnte in 6.1(d) gegeben sein. Wahrend der Mean-Excess-
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Abbildung 6.2: Graphische Methoden fiir Modell 2

Plot wirklich die Form einer geraden Linie annimmt (siehe 6.1(c)), schwankt er am Anfang
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stark. Vor einem Gesamtschaden von ca. 30 Mio. Euro scheint er sich schon einer Ge-
rade mit relativ starker Steigung anzundhern, danach wird diese aber schwécher. Dieses
Verhalten kann durch die plotzliche Verdnderung bei einer Jahrlichkeit der Abhéngigkei-
tesstruktur von 20 Jahren erklédrt werden.

Diese Eigenschaft ist in den Plots der Ergebnisse des Nachbarschafts-Modells mit Copula-
Funktionen in Abbildung 6.2 noch ausgeprigter zu erkennen. Hier dauert es auch relativ
lang, bis sowohl die beiden Hill-Schétzer als auch die Maximum-Likelihood-Schétzer kon-
vergieren. Wird die Schranke u grof§ genug gewéhlt, sodass der Strukturbruch der Daten
nicht mehr ausschlaggebend ist, liegen der Hill- und der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir
~ bei ca. 0,6, d.h. der Tail-Index « lasst mit einem Wert von ca. 1,6 auf einen endlichen
Erwartungswert schlieBen. Der Schéitzer & nimmt aber andere Wert an. Dieser Schétzer
konvergiert im Allgemeinen aber langsamer als der urspriingliche Hill-Schétzer.

Auch fiir das Modell, das eine Copula-Funktion zur Beschreibung der Abhéingigkeiten
innerhalb der Regionen verwendet, kdnnen die unterschiedlichen Schétzer des Tail-Index
a keine sichere Aussage iiber einen endlichen Erwartungswert treffen. Sowohl der Hill-
Schatzer als auch der Schéatzer von Dekkers, Einmahl und de Haan schwanken um den Wert
von 1 (siche Abbildung 6.3(a)). Der Maximum-Likelihood-Schétzer (Abbildung 6.3(b)) fiir
~ nimmt hier im Vergleich zu den anderen beiden Modellen leicht groflere Werte an, die
aber unter 1 liegen. Somit wiirde aufgrund dieser Schitzmethode ein endlicher Erwartungs-
wert vorliegen. Allerdings kann man in den Abbildungen 6.3(d) und 6.3(c) erkennen, dass
der Mean-Excess-Plot eine leichte Kriimmung aufweist.

Insgesamt kann fiir die verschiedenen Modelle der Tail-Index a nicht mit Sicherheit
bestimmt werden. Dies liegt vor allem an der Anderung der Verteilung in den Distanzma-
trixmodellen und an der Abhéngigkeit zwischen den PLZ-2-Stellern im Copula-Modell.

6.3 Ergebnisse fiir den Jahresgesamtschaden

Um den benétigten Nettopramien- und Kapitalbedarf fiir Versicherungen zu bestimmen,
wird nun in Folge der Jahresgesamtschaden abgeschétzt. In Abschnitt 5.1 wurde festge-
stellt, dass ein positiver Trend in der erwarteten Anzahl von Sturmereignissen pro Jahr
vorliegt. Da dieser Trend allerdings nicht sehr stark ist und um die Ergebnisse des Jahres-
gesamtschadens mit jenen des Joanneum Research vergleichbar zu machen, wurde er nicht
beriicksichtigt.

Pro Jahr treten im Durchschnitt 3 Sturmereignisse mit einem Gesamtschaden von iiber 2
Mio. Euro auf. Die Varianz dieser Anzahl liegt bei 2,18. Wenn die Anzahl der Stiirme pro

Jahr, X;, ¢ =1,...,n, unabhiingig und Poisson-verteilt mit Parameter A ist, sollte
X, — X)?
p DX K)o

gelten, wobei X die durchschnittliche Anzahl der Sturmereignisse pro Jahr bezeichnet. Fiir
die hier verwendeten Daten ist D = 8 und somit kann die Nullhypothese einer Poisson-
Verteilung mit Parameter \ = 3 nicht verworfen werden.
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Abbildung 6.3: Graphische Methoden fiir Modell 3

Im Allgemeinen sind die Charakteristika von Winter- und Sommerstiirmen unterschiedlich.
Da allerdings bei 36 Sturmereignissen in 12 Jahren nicht geniigend Daten vorliegen, um eine
saisonale Modellierung der Schéden vorzunehmen, werden in dieser Analyse Winter- und
Sommerstiirme gleich behandelt. Deshalb wird zur Ermittlung der Jahresgesamtschiden
pro Simulationsdurchlauf eine Poisson-verteilte Zufallsvariable N mit Parameter A = 3
generiert, welche die Anzahl der Sturmereignisse im gerade simulierten Jahr beschreibt.
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Die Schiden dieser Sturmereignisse werden nach den Modellen in Kapitel 5 erzeugt, eine
Analyse findet sich in Abschnitt 6.1.

Dieser Ansatz der Poisson-verteilten Anzahl an Sturmereignissen pro Jahr wurde auch in

der Studie des Joanneum Research verwendet, um den Erwartungswert bzw. die Quantile
des Jahresgesamtschadens zu bestimmen.
Die Erwartungswerte des loglinearen Modells liegen je nach Schétz- und Extrapolations-
methode bei 55 bis 91 Mio Euro. Die Ergebnisse dieser Arbeit sind teilweise mit diesen
Mittelwerten vergleichbar. Wéhrend das Distanzmatrixmodell mit multiplikativen Abwei-
chungen, dessen Mittelwert bei 112 Mio Euro liegt, diese Ergebnissen iibersteigt, ergeben
auch die beiden Copula-Modelle dieser Arbeit einen durchschnittlichen Jahresgesamtscha-
den von 86 bzw. 90 Mio. Euro.

Um die Quantile der Jahresgesamtschiiden im generalisierten loglinearen Modell zu be-
stimmen, werden die Windgeschwindigkeiten in [40] extrapoliert. Diese Methode fiihrt auf
ein 99, 5%-Quantil von ca. 800 Mio. Euro. Auch die Extremwertanalyse dieser Studie ist
fiir Jahresgesamtschiden gegeben. Hier schwanken die Ergebnisse des 99, 5%-VaR zwischen
rund 1000 und 1250 Mio Euro.

Jéhrlichkeit 20 50 | 100 150 200 250
Quantil 0,95 10,98 | 0,99 | 0,9933 | 0,99.5 | 0,996
Mult. Abw. 378 | 680 | 1067 | 1344 | 1619 | 1856

Copula (Nachbarn) | 296 | 505 | 771 966 1149 | 1305
Copula (Regionen) | 280 | 529 | 846 | 1085 | 1300 | 1578

Tabelle 6.7: Quantile des Jahresgesamtschadens fiir die verschiedenen Model-
le aus Kapitel 5

In Tabelle 6.7 sind die Quantile der Simulationsergebnisse des Jahresgesamtschadens
dieser Arbeit aufgelistet. Auch hier dhneln vor allem die Copula-Modelle am ehesten jenen
der Sturmstudie des Joanneum Research. Allerdings ist zu bemerken, dass die Schétzer
des 99, 5%-VaR fiir das Modell der multiplikativen Abweichungen sowie fiir das Copula-
Modell der Regionen grofler sind als die Ergebnisse aus [40]. Das Distanzmatrixmodell mit
Copula-Funktionen liegt aber hier im Bereich der geschétzten Value-at-Risk der Extrem-
wertanalyse des Jahresgesamtschadens des Joanneum Research.

Zum Vergleich sind auch in diesem Abschnitt die Simulationsergebnisse des Jahresge-
samtschadens fiir einfache Abhéngigkeitsstrukturen angegeben. Obwohl hier das Zusam-
menfassen der Schiden mehrerer Sturmereignisse zum Jahresgesamtschaden einen gewis-
sen Diversifikationseffekt bietet, kann dieser die Auswirkungen der Abhéangigkeit zwischen
den PLZ-2-Stellern nicht mindern. Wie schon im vorherigen Abschnitt beschrieben wurde,
nimmt auch der Jahresgesamtschaden mit dem Grad der Abhéngigkeit zwischen den PLZ-
2-Stellern zu.
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Jahrlichkeit 20 50 | 100 150 200 250
Quantil 0,95 10,98 | 0,99 | 0,9933 | 0,995 | 0,996
Co-Monotone PLZ-2-Steller | 317 | 644 | 1055 | 1434 | 1762 | 2026
Co-Monotone Regionen 300 | 566 | 911 | 1176 | 1411 | 1640
Unabhéngige PLZ-2-Steller | 229 | 334 | 463 563 649 720

Tabelle 6.8: Quantile des Jahresgesamtschadens bei einfachen Abhéngig-
keitsstrukturen zwischen den PLZ-2-Stellern

6.4 Fazit

Im Rahmen dieser Arbeit konnte die zentrale Komponente des Distanzmatrix-Modells nach
Url fiir Versicherungsschéden durch extreme Hochwasser, die Beschreibung der Abhéingig-
keit einzelner Gebiete durch eine Nachbarschaftsrelation, auf jene extremer Sturmereignis-
se angepasst werden. Die einfache Version der multiplikativen Abweichungen kann aber
nur bedingt verwendet werden. Hier besteht Verbesserungsbedarf durch das Finden einer
Abhéngigkeitsstruktur zwischen den Abweichungen und der Hohe der betroffenen Jahr-
lichkeiten. Die Erweiterung des Modells durch eine Copula-Funktion fiihrte hingegen zu
Ergebnissen, welche auch durch die Studie der Forschungsgesellschaft Joanneum Research
erzielt wurden.

Sowohl die Ablehnung einer Generalisierten Pareto-Verteilung fiir die Schadensgrade in
den einzelnen Gebieten als auch der Umstand, dass die Simulationen der Modelle dieser
Arbeit hohere Schéaden als jene der Sturmstudie der Joanneum Research hervorbringen,
zeigen, dass die extreme Hohe der gegebenen Gesamtschiaden auf das vermehrte Auftreten
hoher Jahrlichkeiten in benachbarten PLZ-2-Steller zuriickzufiihren ist.

Im Gegensatz zu dem Distanzmatrix-Modell der Hochwasser-Studie konnte die Windge-
schwindigkeit in dieser Arbeit nicht zur Beschreibung der Abhéngigkeitsstruktur der Jéhr-
lichkeiten der Schadensgrade verwendet werden. Dies ist ein Nachteil, weil die Jéhrlich-
keiten der Sturmereignisse somit nicht mit den allgemein verwendeten Jéhrlichkeiten der
Windgeschwindigkeiten verglichen werden konnen. Es muss jedoch betont werden, dass sol-
che Einteilungen aufgrund der ortlichen Variabilitdt von Windgeschwindigkeiten generell
mit Vorsicht zu genieflen sind.

Diese konnen nur dann in das Distanzmatrix-Modell miteinbezogen werden, wenn sowohl
die aufgetretenen Schéden als auch Windrichtungen und -geschwindigkeiten in sehr hoher
rdumlicher und zeitlicher Auflésung gegeben sind. In diesem Fall kénnten, wenn auch de-
taillierte Daten iiber den Gebdudebestand und das Versicherunngsvolumen gegeben sind,
geeignete Schranke fiir die Schadensgrade der einzelnen Modelle gefunden werden.
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