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Abstract

Starting from Maxwell’s equations the method of Green’s functions for simple configu-
rations is shown in detail. The Green’s function for an infinite plane condenser containing
two homogeneous dielectric layers is presented as integral representations. From these
the physical singularities are extracted to ensure and accelerate convergence. Numerical
evaluations for a charged particle moving with constant velocity from the cathode to the
interface are done. The potential and the field are computed with the common (uncured)
Green’s function and the cured Green’s function, which is obtained by the extractions. The
latter give always correct results. It is surprising that even the uncured representations
lead almost everywhere to correct results even for integrands, which are divergent. This
is attributed to the sophistication of the integrator NIntegrate[] of Mathematica, which
appears to use methods of numerical limitation.

Zusammenfassung

Ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen wird die Methode der Greenschen Funk-
tionen im Detail gezeigt und auf einfache Konfigurationen angewandt. Die Greensche
Funktion fiir einen unendlichen ebenen Kondensator, gefiillt mit zwei homogenen dielek-
trischen Schichten, wird in Form von Intergaldarstellungen angegeben. Die physikalis-
chen Singularititen werden extrahiert, um die Konvergenz zu beschleunigen und zu sich-
ern. Numerische Berechnungen fiir ein geladenes Teilchen, welches sich von der Kathode
zur Grenzschicht mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, werden durchgefiihrt. Das Po-
tential und das elektrische Feld werden numerisch, ausgehend von der herkdmmlichen
als auch der durch Extraktion kurierten Greenschen Funktion, ausgewertet, wobei die let-
ztere immer die richtigen Resultate liefert. Uberraschenderweise werden auch von der
nicht kurierten Greensche Funktion fast tiberall richtige Resultate erzielt, sogar fiir Inte-
granden, welche im klassischen Sinn divergieren. Dies wird dem raffinierten Integrator
Nintegrate[] von Mathematica zugerechnet, in welchem Limitationsverfahren implemen-
tiert zu sein scheinen.
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Part 1.

Erster Teil






1. Einleitung

Um in Simulationen Raumladungseffekte in Partikeldetektoren beriicksichtigen zu kon-
nen, ist es notwendig das elektrische Feld eines Elektrons in einem unendlich ausgedehn-
ten Plattenkondensator zu berechnen. Dies kann auf mehrere Weisen geschehen, wobei
sich der Weg tiber Greensche Funktionen als sehr dienlich erwiesen hat. Aufgrund von
Spiegelungseffekten der Ladungen zwischen den Kondensatorplatten fiihrt dies in nat-
iirlicher Weise zu Reihendarstellungen bzw. Integralsdarstellungen dieser Funktionen,
wobei in dieser Arbeit zweitere behandelt werden, da in numerischer Hinsicht die Inte-
gralsdarstellungen klare Vorteile gegentiber Reihendarstellungen haben (siehe z.B. [3]).
Im ersten Teil wird, ausgehend von den Maxwellgleichungen, von Grund auf die Vorge-
hensweise entwickelt. Dies soll einen moglichst schnellen und klaren Uberblick iiber
die Hintergrundideen geben, dabei wird die Grundlosung des Laplaceoperators detail-
liert durchgerechnet und im Folgenden werden zunehmend kompliziertere Anwendun-
gen demonstriert. Schon im einfachen Fall eines leeren Plattenkondensators erhilt man
keine geschlossen analytische Darstellung der Greenschen Funktion mehr und man ist
auf numerische Methoden angewiesen. Die dabei auftretenden Integranden zeigen ein
schlechtes Konvergenzverhalten in gewissen kritischen Ebenen, wobei die Ursache in Erin-
nerungseffekten der Singularititen der Greenschen Funktion liegt. Diese Terme konnen
durch Subtraktion von im asymptotischen Grenzfall gleichen Termen zu einer Gesamt-
funktion mit erheblich besserem Konvergenzverhalten umgeformt werden. Dadurch sind
genaue numerische Auswertungen moglich. Bei der Auswertung der verschiedenen Darstel-
lungen zeigte sich, dass auch die Darstellungen, die im klassischen Sinn divergente Inte-
granden besitzen, zu endlichen und verniiftigen Ergebnissen fiithren. Dieses verniiftige
Verhalten, darf aber nicht von allen Integranden erwartet werden. Deshalb sind die in
dieser Arbeit beschriebenen kurierten Integranden so wichtig, weil diese auch im klassis-
chen Sinn konvergieren.

Im zweiten Teil wird die Greensche Funktion eines Kondensators, welcher mit zwei Schich-
ten unterschiedlicher dielektrischer Materialien gefiillt ist, ermittelt. Alle erhaltenen Ergeb-
nisse werden angegeben. Die numerischen Auswertungen fiir das Potential und das elek-
trische Feld eines Teilchen, welches sich mit konstanter Geschwindigkeit von der unteren
Platte bis zur Grenzschicht bewegt, sind graphisch dargestellt. Der durch dieses Teilchen
induzierte Strom an der oberen Platte wurde ebenfalls mittels quasistatischer Ndherung in
analytischer Form berechnet.
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2. Grundlagen

In diesem Kapitel werden die elementaren Gesetzmafiigkeiten und Betrachtungsweisen
eingefiihrt. Ich beginne mit den grundlegenden Gleichungen und fiihre dann den Begriff
der Greenschen Funktion ein. Einige grundlegende Konfigurationen werden ausfiihrlich
durchgerechnet. Dann werden numerische Aspekte der dadurch auftretenden Integrale
behandelt. Es wird angegeben wie die physikalisch interessanten Grofien fiir allgemeine
Ladungsverteilungen mit Hilfe der Greenschen Funktion gefunden werden. Um schwach
leitfahige Materialien mit zu beriicksichtigen kann die quasistatische Ndherung verwen-
det werden, welche kurz vorgestellt wird. Den Abschluss bildet ein Unterkapitel iiber die
Berechnung des Stromes auf den Elektroden.

2.1. Die Maxwellschen Gleichungen

Die von Maxwell formulierten Gleichungen legen die Grundlage des Elektromagnetismus.
Im Folgenden sollen ausschliefilich lineare Medien behandelt werden, dass heifst homoge-
ne isotrope Medien, welche eine Formulierung des Zusammenhanges des Veschiebungs-
stromes D und der elektrischen Feldstarke E durch:

— —

D(7,t) = eoe (7, t)E(F, t) 2.1)

erlauben. Wobei ¢(7, t) die Dielektrizitdtskonstante des jeweils betrachteten Mediums und
go die Influenzkonstante, das heifst die Dielektrizitdtskonstante im Vakuum mit dem Wert[9]:

g0~ 8,854-10712 AsVim™! (2.2)

ist. Die erste Maxwellsche Gleichung in differentieller Form lautet:

V- D(7 t) = p(7,t) bzw. 7 - (e(7,t)E(7, 1)) = (2.3)

und zeigt, dass die Quelle der elektrischen Feldstirke die Ladungsverteilung p(7,t) ist.
Die zweite Maxwellsche Gleichung beschreibt die Nichtexistenz magnetischer Ladungen.
Im Falle linearer Medien gilt wiederum:

— —

B(7,t) = pop (7, t)H(7, 1). (2.4)

Hier bezeichnet B(7, t) die magnetische Induktion und H(7 t) die magnetische Feldstdrke.
Die magnetische Feldkonstante 1, hat den Wert[9]:

po = 4m-1077 VsA™Im™!. (2.5)
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Somit folgt:
V- B(7,t) = 0 bzw. V - (u(7,t)H(7,t)) = 0. (2.6)
Die dritte Maxwellsche Gleichung, auch Maxwell-Ampersches Gesetz genannt, lautet:

LA . D (7
9 x H(r 1) = j(7. 1) + 2201,

2.7)

f(F, t) ist hierbei die Stromdichte und der additive Term aﬁém) ist der Maxwellsche Ver-

schiebungsstrom. Die vierte und letzte Maxwellsche Gleichung, das Faradaysche Indukti-
onsgesetz, besitzt die Gestalt:

—

OB(7, 1)
ot

[zl

v x

(777 t) = (28)
und verkniipft die zeitliche Anderung des magnetischen Feldes B(7,¢) mit dem elektri-
schen Feld E(7, ). Ausgehend von den Gleichungen (Glg.2.3), (Glg.2.6), (Glg.2.7) und
(Glg.2.8) , ist man in der Lage alle folgenden Uberlegungen abzuleiten.

2.2. Die Greensche Funktion im freien Raum

Als Einftihrungsbeispiel um den Begriff Greensche Funktion zu beleuchten betrachte ich
den einfachen Fall der stationdren Greensche Funktion G im freien Raum. Das bedeutet
die Dielekrtizitdtszahl € = 1 und die magnetische Feldkonstane ;g = 1. Ich setze nun eine
Punktladung, mit der Ladung 1 in den Punkt . Nun kann man das Inertialsystem immer

—

so wahlen, dass j(7, t) = 0 gilt, womit aus der Kontinuitdtsgleichung;:

= o 8p(7?7 t) —_
\% ](r,t) o = 0 (2.9)
folgt:
p(7F,t)
5 = 0 (2.10)
und somit:
p(7.t) = p(P). (2.11)

Da im Vakuum B(7, ) = 0 gilt, liefert die dritte Maxwellsche Gleichung (Glg.2.7) :

[zal}

V x E(f,t) =0 (2.12)
und folglich existiert ein Gradientenfeld ¢(r, ¢):

E(F t) = — V(7 t). (2.13)




2.2. Die Greensche Funktion im freien Raum

Eingesetzt in die erste Maxwellsche Gleichung (Glg.2.3) zeigt:

95, (e(7,t) E(7, 1)) (2.14)
ot~
= 5 A O(T,t 2.15
- 7& QZ)(Tv ) ( . )
__9p) _
= %= =0. (2.16)
daher:
o(7,t) = o(7). (2.17)

Es gentigt somit ein skalares Potential ¢(7") zur Beschreibung des Problems. Man definiert
nun ein Potential G(7,7) durch die Losung der Gleichung' (in Distributionenform):

AG(F, ) = ——25(F — 7). (2.18)

Der Ort der Ladung, der Quellpunkt (), wird dabei nicht festgelegt und als Argument
in die Funktion aufgenommen. G(7, ") ist Ldsung der Poissongleichung einer Einheitsla-
dung im Aufpunkt 7. Ich werde in 2.7 eine Begriindung dafiir angeben. Da diese Glei-
chung invariant gegeniiber Translationen ist, ist die Funktion nur abhéngig vom Abstand
der Argumente’:

F=F—7, A=A (2.19)
Ar G(F,7) =0z G(r,7) =07 G(F, F) (2.20)
G(F,7) = G(7,7) (2.21)

Damit ist G offensichtlich symmetrisch in ihren Argumenten. Da das Potential im Unend-
lichen verschwinden soll, muss folgende Bedingung gelten:

lim G(7,#) =0 (2.22)

|Fl—o00

!Diese Definition ist nicht einheitlich und gelegentlich entfallt der Faktor 4
Dies gilt allgemein fiir selbstadjungierte Differentialoperatoren. In dieser Arbeit werden ausschlieglich
selbstadjungierte Operatoren vorkommen.
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Um eine Losung von (Glg.2.18) zu bekommen, fiihre ich eine Fouriertransformation
durch:

i N
/ A3t T N g G(F, ) = / drde®T (-”5(?- F)) (2.23)
R3 R3 €0

— 3 kT =z A AT ik

=—k-k [ dree™"G(F, 7)) =——¢ (2.24)
R3 €0
:g(];;)
= () = AT _ gk (2.25)
60/;: . E .

Die Losung der Riicktransformation (genauere Herleitung siehe A.1) ist:

1

G " _I | —— .
() = o (226)
Woraus die allgemeine Losung;:
R 1 R
= —+H .
G(r, ) ol =7 + H(7, 1) (2.27)

folgt, mit einer beliebigen Funktion H (7, ) fiir die gilt:

AH(F,7) =0

Wie erwartet ist G invariant gegeniiber der Vertauschung von Auf- und Quellpunkt. Fiillt
man nun den Raum mit einem Dielektrikum mit einer Orts- und zeitunabhdngigen Dielek-
trizitdtskonstante ¢;, so miifs man lediglich einen konstanten Faktor mitbertiicksichtigen:

Gi(F,F) = ——— + H(F,7) (2.28)

2.3. Die Greensche Funktion in zwei unendlich ausgedehnten
Halbraumen mit verschiedenen Dielektrika

Als nichstes werden wir die Greensche Funktion fiir zwei Gebiete, zwei unendlich aus-
gedehnte Halbrdaume getrennt durch die x-y-Ebene mit zwei verschiedenen Dielektrika,
berechnen. Abb. 2.1 zeigt die Konfiguration. Wir miissen nun die Ortsabhédngigkeit der
Dielekrtizitdtskonstante der Form:

e(T) = e10(—2) + €20(2) (2.29)




2.3. Die Greensche Funktion in zwei unendlich ausgedehnten Halbrdumen mit
verschiedenen Dielektrika

Abbildung 2.1.: Konfiguration bei zwei verschiedenen Dielektrika, welche sich in den
Halbraume, welche getrennt durch die x-y-Ebene werden, befinden. p Ab-

stand zur z-Achse. Gezeigt ist der Schnitt der Ebene y=0.

berticksichtigen. ©(z) bezeichnet hierbei die Heavyside’sche Stufenfunktion. Es folgt aus

(Glg2.3), (Glg2.13) (Glg.2.29) und p = —L5(7 — 7):

7 - (PIE) = =7 - (1) F6(7)

T(F)To() = () 0(7)

(€10(2) = 23(2)) F(7) — (216(—2) + 220(2) 2,67
1

_ —‘_—-f
= 47T(5(1" )

Der erste Term in (Glg.2.32) soll verschwinden, wodurch sich:

e 8¢— (7_'; 7_'1) —¢ 6¢+ (Fa ’F‘l)
! 0z 2=0 2 0z 2=0

(2.30)
(2.31)
(2.32)

(2.33)

(2.34)

ergibt. ¢_ ist das Potential im unteren und ¢, im oberen Halbraum. Die Indizes wurden
gewdhlt, um die Anndherung an die x-y-Ebene anzudeuten. Die Greensche Funktion muss
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nun folgende Gleichung erfiillen:

47 _

N:G(F 7)) = ———6(F — 1) 12 <0 (2.35)

E0E1

o dr .

NG(F ) = ———0(F —7) cz2>0 (2.36)

E0E2

OG _(7,7) _0G (T, )

1T, 0 2T 92 2=0 237)
G(77)| _ =G+ (2.38)

Die letzte Gleichung (Glg.2.38) muss gelten, da angenommen wurde, dass ¢ (siehe (Glg.2.13)
) differenzierbar ist und aus diesem Grund stetig sein mufs. Wiederum ist G_, die im un-
teren und G, , die im oberen Halbraum betrachtete Greensche Funktion. Ich teile das
Problem in zwei getrennte Teilprobleme auf, welche nur durch die Stetigkeitsbedingun-
gen miteinander verkniipft sind. Im unteren bzw. oberen Halbraum gilt dann folgende
Situation:

G(F,7) G (7, 7) 2 <l (2.39)
GF ™) = GofF,7) 1z2>0 (2.40)
- - =
OG(RT) _ 0Gs(TT) =0 (2.42)
0z 0z
lim G;(7,7) = 0. (2:43)
|7]—o0

Ich beschrdanke mich nun auf den unteren Halbraum z < 0. Der Aufpunkt soll ebenfalls im
unteren Gebiet liegen, das heifit: 2/ < 0. Um die Funktion G zu finden, stelle ich folgen-
de Uberlegung an: Da (Glg.2.35) invariant gegeniiber Translationen in x-y-Richtung ist,
hidngt die Losung nur vom Abstand der beiden Koordinaten ab, ist somit rotationssym-
metrisch. O.b.d.A lege ich den Punkt 7 bzgl. 2’ und 3’ in den Ursprung. Die Gleichung
(Glg.2.35) hat nun die Gestalt:

Npy»Gi(z, 2 52,y) = ———68(2 — 2')6(2)0(y) (2.44)

Diese Gleichung wird nun in der x- und y-Komponente fouriertransformiert.

1 > . 1 > .
5o | DeyeGilz e, y)e' et k) dpdy = — / 8(z = 2)8(2)d(y)e'"he ) dady
T J oo 2 J_

(2.45)
2 00 ) A7
= (S — (k2 + k2 / Gi(2, s @kt vk) dupdy = ———§(z — 2').
(82’2 (cc+ y)) - 1(Z,Z,$,y>€ ray €061 (Z Z)
=:k2
=:3;(k,2,2")
(2.46)

10
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verschiedenen Dielektrika

Ich habe hierbei die radiale Wellenzahl 2 := k2 + k;. eingefiihrt. Schlieflich folgt:
(55 — #)5il(z, 25 k) = ———0(2 — &) (2.47)

Dadurch ist es gelungen das Problem auf eine gewohnliche Differentialgleichung zu redu-
zieren, welche nur vom Abstand des Auf- und Quellpunktes entlang einer Linie abhéangt.
Die Funktion kann man nun folgendermafien gewinnen. Nimmt man an:

d2

@gi(z,z';/{) =0 :ze€(—00,0)\Uc(2) (2.48)
denn die Losung der inhomogenen Differentialgleichung (Glg.2.35) unterscheidet sich in
einer Umgebung U.(7"), ¢ > 0 um # um einen verschwindenden Storterm, da die rechte
Seite im Distributionensinn in jeder U, (i) beliebig klein gemacht werden kann. Ich spalte
das Problem neuerdings auf in zwei Bereiche. Die Trennung dieser Gebiete wird durch
die Ebene parallel zur x-y-Ebene in welcher die Koordinate des Quellpunktes liegt gesetzt.
Im oberen Bereich mufS als Randbedingung in z = 0 die Stetigkeitsbedingungen erfiillt
werden, nach unten hin die Unstetigkeit an der Stelle z = 2’. Im unteren Bereich gilt nach
unten hin die Randbedingung, dass das Potential im unendlichen verschwindet und nach
oben die Unstetigkeit wenn z = 2’. Ich suche nun die Losungen der Gleichungen:

d2
(o = #)a(z2i5) =0 s —oo <2 <2 —c (249)

d2
(@ — ) G1o(2,23k) =0 1 2 +e<2<0 (2.50)

Im Punkt z = 2/ gilt:
glu(zv ZI; "i) = g10(27 ZI; "i) rz=2 (251)
d d 4
li = /. — 1 0 /. = - rz=2 .

Z_lgh dzglo('z?z 7’%) Z_1>IZI,17 dzglu(zvz 7’%) €061 z z (2 52)

Ein geeigneter Ansatz in Produktform ist :
g10(2,2s k) = x(2)X(#') (2.53)
G1u(z, 25 k) = x(2)X(2) (2.54)
wobei die Funktion x(z) die Bedingungen:

i) = 2.55
(5 = FX=) =0 (255)
lim x(2)=0 (2.56)

Z——00

11
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und die Funktion x(z) die Bedingungen:

i 2 = 2.57
(@—%)X(Z)—O (2.57)
lim x(2) =9(<) (2.58)

erfiillen mussen. Die Funktion () sei noch vollig unbestimmt, und sorgt dafiir, dass die
Stetigkeitsbedingungen an der Grenzschicht z = 0 realisiert werden. Die aus (Glg.2.51)
geforderte Bedingung in z = 2’ ist durch den Ansatz automatisch erfiillt:

XX () = x(z)x(2). (2.59)

lim (Y(2')——x(2) = x(2) -X(2)) = —— (2.60)

X(2) = aye™ + bye™"* (2.61)
X(z) = ape™ + boe™ * (2.62)

Ich fasse nun die Funktionen gy,(z, 2’; k) und g1,(2, 2’; k) in g1 (2, 2’; k) zusammen durch:

_ . n_ ’ n_ . /
G (Z, Z/; KJ) — auboemmm(z,z )—kmax(z,2") + apbye” max(z,z')—k min(z,z") +
aoauenmax(z,z’)—l—nmin(z’,z’) 4+ bobue—ﬁmax(z,z’)—nInin(z,z’)

by =0 au(boenmin(z,z’)—nmax(z,z’) +aoenmax(z,z’)+nmin(z,z’)) (263)

Aus (Glg.2.56) folgt, dass b, verschwinden muss. Setze ich diese Form nun in (Glg.2.60)
ein so ergibt sich aufgrund der Asymmetrie der Ableitung nach z des ersten Terms bzgl.
z’ und der Symmetrie der Ableitung nach z des zweiten fiir b,:

p
by = — " (2.64)
EpE1RAy,

Aus (Glg.2.58) folgt:

er?' (e0e1Ka0ay + 27)

Y(2') = (2.65)

EpE1LR

Um a, zu bestimmen wihle ich nun im oberen Halbraum einen durch die vorhergegan-
genen Uberlegungen motivierten Produktansatz der Form: 1(z)1(2'). Ist der obere Halb-

12



2.3. Die Greensche Funktion in zwei unendlich ausgedehnten Halbrdumen mit
verschiedenen Dielektrika

raum nun ladungsfrei so muss die Funktion 1(2)1(z’) die Gleichungen:

<j:2 — K)P(2)P(2) =0 (2.:66)
lim §(2)e(=') = 0 (2.67)
lim G)9() = 6 () (2.68)
erfiillen, was die Funktion:

Pz, 21 k) = ¢(2)e™"* (2.69)

leistet. Die offenen Koeffizienten a, und a, werden durch (Glg.2.42) festgelegt:
Eldilzgl(z, 2 k) = 52%@2(2’, 2’ K) (2.70)
o — o (g1 — €2) e u) = Amrer? @71

 eoey (1 + €2) Kay g0 (e1 +e2)k

und schlieBllich, wobei ich die Funktionen max(z, z’) und min(z, z’) durch dquivalente Be-
trége ersetze:

_ . o 2 — _ ’ 2 _ _ )
g1(z,2 k) = 76057;((2;2))56 rlz+2| 4 se wle=2l, (2.72)
G2(2,2'1k) = Eo(gfﬁe_”'bz X (2.73)

Um die urspriingliche Greensche Funktion G zu erhalten, miissen die Funktionen g; zuriick
in den Realraum transformieren. Dazu betrachte ich folgende Beziehungen:

Gi(z,2s2,y) = (21)2/ gi(z,z';n)e_i(xszryky)dkwdky (2.74)
™ —0o0
L7 / 7 gz, s n)e el eos=0) (2.75)
= Kak i(z,2 K)e .
(27)2 Jo 0o Y
1 & T . , s
= di | didgs(z, ' )il sin() .
), [ onte e 76)
1 > " n . 7 . . . ~
B (27r)2/0 i [ i gi(e, 5 ) cos( el sin(9)) i sinl | sin()
o gerade ge;gde ungerade
2.77)
1 ™ o
~ (2r)2 / rd / dipgi(z, 2" k) cos(|xl|r| sin(4))) (2.78)
0 —T

Die zwei Vektorraume, Fourier- und Realraum, wurden jeweils in Polarkoordinaten be-
trachtet. Der ungerade Term in (Glg.2.77) verschwindet aufgrund des symmetrischen
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2. Grundlagen

Integrationsintervalls. Wir haben im Ergebnis nun folgende Integrale zu betrachten:

/ mdﬁ/ dw cos(|k||r| sin(4))) (2.79)
:/ dw/ dr e cos(|r||r| sin(v))) (2.80)
-7 0
T A 2m
=2/ d — = 2.81
/0 w)\Q + (Jr]sin(y))2 VA2 412 @81
/d/dw 3 cos( ]| sin(1h)) = ——r 2.82)
K e s(|x||r| sin .
—m \% )\2 +r?
Es wurde vorausgesetzt, dass A > 0 gilt. Der Sonderfall bei dem A gegen Null geht zeigt:
hm / Iidli/ dz/J cos(|r||r| sin(¢))) = L 2 (2.83)
—7 A2+ 12 ‘T| ‘
Somit ergibt die Riicktransformation von (Glg.2.72) und (Glg.2.73) *:
Gu(z,2,r) = ! (&1 = e2) ! , (2.84)
FOSL\ (g1 4 &) \/]z—i—z’] + 72 \/\z—z’\ + 2

Coi(2,7,7) = — 2 (2.85)
€0 (e1+e2) /|2 — Z’|2 + 72

Da das Problem bis auf die unterschiedlichen Dielektrizititskonstanten €1 und 5 vollkom-
men invariant gegeniiber einer Spiegelung an der x,y-Ebene ist, kann man die Losung fiir
die Konfiguration bei der die Ladung im oberen Halbraum ist, durch vertauschen der ¢;
und e2 und z bzw. 2’ miihelos angeben:

1 €2 —€ 1
Ga(z,2',r) = . (e2 1) , (2.86)
0=2 \ (e1 + &2) \/]z—z’] + 72 \/\z+z’\ + 12

Gua(z 1) = ’ (2.87)
0\ (1 +e2) /|2 + )2 + 12

2.4. Die Methode der Spiegelladungen

Um der Vollstandigkeit gentige zu tun, fithre ich noch die allgemein tibliche Methode zur
Losung der Greenschen Funktion zweier halbunendlicher Dielektrika an [6]. Ich erhalte

3Um die Funktion bei der sich der Quellpunkt im oberen Halbraum befindet formal zu unterscheiden, fiihre
ich einen zweiten Index ein.
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2.4. Die Methode der Spiegelladungen

das selbe Ergebnis wie in 2.3. Um die Randbedingung an der Grenzschicht zu erfiillen,
wird hierbei eine virtuelle Ladung, spiegelbildlich an der gegeniiberliegenden Seite der
Trennfldche imaginiert. Diese Idee stammt daher, dass aufgrund der Unstetigkeit (Glg.2.34)
die Normalkomponente auf die Grenzfldche einen Sprung macht. Im elektrostatischen Fall
miissen die Ableitungen der x-y-Komponenten verschwinden, da sonst eine Kraft tangen-
tial in Fldchenrichtung auftritt, was im Weiteren einen Strom induzieren wiirde. Folglich
ist die Grenze eine Aquipotentialflache. Das heift, die einfachste Losung dieses Problems
ist, geometrisch gesehen, ein kompensieren der Feldlinien durch invers-symmetrische Er-
zeugung dieser. Zuerst trenne ich die Halbrdume, bringe eine Einheitsladung der Green-
schen Funktion des freien Raumes (siehe 2.2) im Halbraum §; := {7]z < 0} Ae = ¢; an.
Dann setze ich eine Spiegelladung an die gespiegelte Position, und lasse einen Parameter
C offen, um die Feldstdrke an den Wert an der Grenzfldche anzupassen:

1 C

G P = e Q 2.88
1ges (7 7) Ameger |7 — 77 * |7 — 7| “F ! (2.88)
-
GfTEi (Tﬂﬂ) ::Gspiegel (F»T_;/)

In Qy := {7]z > 0} Ae = ey setzeich:

C
es(F 7)) = —— "eQ Q 2.89
Gages(T,7") Treoes [F— 7 2 eMNzeQ (2.89)

Die Randbedingung fordert:

€

8G19€5(F7F,) _ 8G2968(F7F,) — _ -
(oD SRt Gy )| = G| (290)

Als Lésung erhalte ich die selben Resultate* wie im vorhergegangenen Kapitel in (Glg.2.86)
und (Glg.2.87) .

Grges (7, 7) = S
T dmeger (a1 o) Ve — )+ (y—y)2 + (2 )
) (2.91)
+
dregery/(x — )2+ (y — v/)% + (2 — 2/)2
1
Gages(T, ) = (2.92)

- 2meg (a1 +22) V(@ — )+ (y —y)? + (2 — )2

Eine Graphische Veranschaulichung findet man in Abb. 2.2 . Dargestellt sind die Aquipotentiallinien

und das darauf normalstehende Gradientenfeld, um die Stetigkeitsbedingungen an der
Grenzflache zu betonen.

*Es ist nicht festgelegt wie ich die Greensche Funktion festlege. Sie unterscheidet sich in diesem Fall um den
Faktor 47 von der vorhergegangenen Darstellung.
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2. Grundlagen

151
1.0

Abbildung 2.2.: Greensche Funktion zweier Dielektrika. Die Aquipotentiallinien (grau)

stehen normal auf das Gradientenfeld (griin) . Man sieht deutlich den
Sprung an der Grenzschicht. Die z-Achse, zugleich Rotationssymmetrie-

achse, ist strichliert eingezeichnet.

16



2.5. Die Greensche Funktion von zwei unendlich ausgedehnten parallelen Platten

2.5. Die Greensche Funktion von zwei unendlich ausgedehnten
parallelen Platten

z=d, g(d,z’;x)=0

z=0, g(0,2k)=0

Abbildung 2.3.: Konfiguration zweier paralleler und geerdeter Platten unendlicher Aus-
dehnung. p ist der Abstand zur z-Achse. Gezeigt ist der Schnitt der Ebene

y=0.

Ich berechne nun eine Konfiguration bei der eine Ladung im Inneren zweier leitender
Platten, welche unendlich ausgedehnt sind und parallel zueinander liegen. Es sind nun
zusdtzliche Randbedingungen zu erfiillen. Ich lege die x-y-Ebene des Koordinatensystems
nun in eine der Platten. Die andere Platte befindet sich in einem Abstand d zu dieser Ebe-
ne. Dies wird in Abb. 2.3 veranschaulicht. Die aus 2.2 gewonnen Ergebnisse sollen nun
auf die neue Konfiguration angewandt werden. Da das system ebenfalls translationsin-
variant ist, kann die z-Achse so gewiahlt werden, dass sie durch den Quellpunkt 7 geht.
Anschlieffende Fouriertransformation der x-y-Koordinaten ergibt (Glg.2.28) :

DNy G T) = Axiy,z(é(z,z'; r,y)+ H(z,Z,z,y) ) (2.93)
—_————

Az,y,zH(Z,Zl,w,y) =0

Fouriertransformation der x-y-Koordinaten:
/ Npy Gz, 25 2,y) e!(@katyky) oy = / 8(z — 2)6(x)8(y)e! ke TVR) dady  (2.94)

= (8— — (k2 + k2 / Gz, s x,y)e!@rke k) dpdy = —4—5(2 -2, (295)

0z 2 €0€1
T —g(r2,2")
& 2\ = / 4m /
(2 —F)9z25k) = —55(2 —z)  (296)
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2. Grundlagen

Zusitzlich gelten die Randbedingungen:

G(z,7,z,y) o G(z,7,z,y) = 0. (2.97)
Die Strategie ist nun folgende: Die inhomogene Gleichung (Glg.2.96) soll mit den Randbe-
dingungen des Vakuums gelost werdgn, und die Funktion H(z, 2’; z, y) wird so angepasst,
daf8 die zusammengesetzte Losung G(z, z'; x,y) + H(7, ) die Randbedingungen erfiillt.
Unter diesen Annahmen ist (Glg.2.96) :

d2 2\ = /. _ /
(@7’% )g(Z,Z,IQ)—*Eoigl(S(Z*Z) (298)

lim §(z,2';k) =0 (2.99)

|z| =00
zu losen. Die Problemstellung ist in (Glg.2.49) bis (Glg.2.52) gegeben. Der einzige Unter-
schied ist das Intervall in (Glg.2.50) , welches sich nun ins Unendliche erstreckt, statt bis

Null. Man kann also dasselbe Verfahren nutzen. (Glg.2.53) bis (Glg.2.57) bleiben giiltig.
(Glg.2.58) wird zu:

li_>m x(z) =0 (2.100)

Nun befriedigt der Ansatz:
X(z) = aue™ (2.101)
X(z) = ape”"* (2.102)

die geforderten Gleichungen. Ich fasse nun die Funktionen g,(z, 2’; k) und go(z, z’; k) in
g(z,2'; k) wieder zusammen:
§(27 ZI; Ii) _ aoauenmin(z,z’)fmmax(z,z/) — aoauefn|zfz/|. (2.103)

Die Koeffizienten ergeben sich aus (Glg.2.60) womit folgt:

2
EpE1R

G(z,2 k) = e Hl==1, (2.104)

Zur Losung addiere ich nun die Losung H(z, 2/, z,y) der homogenen Gleichung, welche
die Form gy(z, 2’; k) im Fourierraum hat:

9n(z, 25 k) = an(2)e™ + by (2)e" ) (2.105)
und ermittle die Koeffizientenfunktionen ay (z’) und b, (2’) sodafi:

Gges(2, 2" K) == gn(2, 2 k) + 3(2,2; k) (2.106)
9955(27 Zl? Kf) = gges(zy Zl; /‘3) =0. (2107)
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2.6. Konvergenzbeschleunigende Mafsnahmen

Einsetzen und Losen des linearen Gleichungssystems ergibt nach einigem Umformen:

9 (e—n(Qd—|z—z’|) _ e—R2d—|zt2")) 4 g—rla—2'| _ e—n\z—l-z'\)

Gges(2,7's k) = P p—T (2.108)
Die endgiiltige Losung ergébe sich nun aus der Riicktransformation unter Verwendung
des Integrals aus (Glg.2.46) . Aufgrund von (Glg.2.83) konvergiert das Integral im Grenz-
fall A — 0, das heiflt, dass es fiir alle Werte z und 2’ aus dem Intervall [0, d] existiert.
Jedoch kann man (Glg.2.108) nicht elementar integrieren, und ist auf numerische Me-
thoden angewiesen. Daher ist die Konvergenz der Integranten von besonderem Interesse.
Die Spiegelmethode des vorhergegangenen Kapitels 2.4 fithrt durch die Erzeugung von
unendlich vielen Spiegelungen zu einer unendliche Reihe, welche zu den gleichen Werten
konvergiert, wie die Integraldarstellung (Glg.2.108) , ist also dazu dquivalent (siehe z.B.

[5]).

2.6. Konvergenzbeschleunigende Mafinahmen

Da bei numerischer Integration iiber die Radialwellenzahl  bei der Riicktransformation
von Gleichungen des Typs (Glg.2.79) die Konvergenz stark von A abhdngt, muss man den
Integranten genauer Untersuchen. Im Fall (Glg.2.108) erkennt man:

! 1 !
=0: z=2'=d =0: z=2' =0: /

z+ 7))

QW(efn(2d7|z7z’|) _ e F (2d — +e

goerk (1 — e—2dr)

gges(zy Z/; "{) =

(2.109)

Das bedeutet ein Exponent verschwindet (und damit dessen Konvergenzwirkung) genau
dann, wenn sich Auf- und Quellpunkt auf der gleichen Ebene zwischen den Platten be-
finden (z = 2). Nun hilft folgende Uberlegung, um die Situation wesentlich zu verbes-
sern: Das asymptotische Verhalten des Integranten bei kK — oo, wobei der jeweilige Ex-
ponent an den kritischen Punkten betrachtet wird, dass heifst er wird Null gesetzt, gibt
einen beschrankten Wert. Ziehe ich von der urspriinglichen Funktion nun einen Term,
bestehend aus diesem Koeffizienten multipliziert mit dem dazugehdrenden Exponenten,
so heben sich die gefdhrlichen Terme gegenseitig auf, und der Integrand konvergiert er-
heblich rascher. Der subtrahierte Wert wird im Anschluss wieder dazugegeben, wobei die
Riicktransformation mit Hilfe von (Glg.2.46) dieses Terms keine weiteren Schwierigkeiten
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2. Grundlagen

bereitet. Das bedeutet’:
—0 —0 1 —0

— —— N
27r(e—n(2d) - e—n(2d—|2z|) + e—f@\O| - €—n|2z\)

. _ /. - .
/-@h—>nc}o gges(za “ ’Kl) z=z N ngrgo 8061(1 - 6_2dn) (2110)
—
—0
2
- (2.111)
E0€1
Fiir die numerische Auswertung wird nun:
2 / 2 /
Gges (2, 2 k) = Gges (2, 2 Kk) — le_"“z_z 4+ —ﬂe_“‘z_z | (2.112)
€01 E0€1
9 (e—n(Qd—|z—z’|) 1 e—r(2d+|z=2']) _ g—r(2d—|z+Z]) _ e—/i\z+z'|)
- goe1k (1 — e~2dr) T
:=h(z,z';x)=Konvergenz verbessert!
21 || (2.113)
£0€1

nach (Glg.2.46) integrierbar

eingefiihrt. Die Integration lautet nun:
1 o) sy A
Goes(2:i7) = G /0 n [ di gtz i) @11

N <271r>2’ / s / i Wz, k) - 2l (2115)
0 -7

€0€1
1

eoe1y/ |z — z’]z + 72

Um das Integral numerisch auszuwerten, nehme ich noch eine Umformung vor. Aus-
gangspunkt ist die Integraldarstellung der Besselfunktionen [7].

(2.116)

(Glg.2.46) 1 0 . . o
= (271)2/0 dli/ﬂdw h(z,2'; k) cos(|k||r|sin(¥)) +

In(2) S /7r d¢ e #sin(Q)—ind — 1 /7r d¢ cos(zsin(¢ — n()) (2.117)

" or - T Jo
Setzt man n = 0 so ergibt sich:

Jo(z) = 1 /07T d¢ cos(zsin(()) (2.118)

T

®Dieses Beispiel dient lediglich der Veranschaulichung der Idee. Ich beschrénke mich auf den inneren Bereich
zwischen den Platten, 0 < z < d, womit ich nur eine kritische Stelle berticksichtigen muf3.
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2.6. Konvergenzbeschleunigende Mafsnahmen

Nun erkennt man, dass das Integral tiber ¥ in (Glg.2.46) iibergeht in:

/OO dr e ™ | 2 /ﬂ dp cos(|k||r|sin(¥)) | = 27 /OO drk ™" Jo (k) (2.119)
0 0 0
wJo(kr)
/00 drk /7r dip h(k) cos(|r||r| sin()) = 2 /OO dk h(k)Jo(kr) (2.120)
0 -7 0

Dadurch kann man nun die beliebigen Funktionen h(x) numerisch integrieren, welche
nicht schneller wachsen als | Jy(x)|. Die Besselfunktion Jy(z) besitzt die asymptotische Dar-
stellung (siehe ebenfalls [7]):

Jo(2) =~ \/Zcos(z — %) + O(\zlg) (2.121)

womit die Einhiillende % ist. Dies ist graphisch veranschaulicht in Abb. 2.4 . Vom nume-
rischen Standpunkt aus betrachtet ist die Konvergenz o< % langsam, womit ein rasches
Abfallen der Funktion h(x) wiinschenswert ist. Ich kehre nun zum eigentlichen Integran-

1
N
— o)

Abbildung 2.4.: Einhiillende der Besselfunktion

ten h(z, 2’; k) zuriick. Das Integral in (Glg.2.116) wird umgeformt:
1 o0
H(z,2';7) = 2/ dr Jo(kr)h(z, 2'; k). (2.122)
T Jo

Numerische Auswertungen sind in Teil II zu finden, wobei man diese Situation als Spe-
zialfall des Zweischichtkondensators auffassen kann, wenn man eine Schicht unendlich
diinn macht.
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2.7. Ladungverteilungen

Der Grund fiir die in 2.2 erstmals angegebene Differentialgleichung (Glg.2.18) der Green-
schen Funktion soll nun in Verbindung mit der eigentlich physikalisch interessanten Grofse,
dem Potential gebracht werden. Betrachten wir das zweite Greensche Theorem () bezeich-
net das betrachtete Volumen und 0V die das Volumen V umschlieSende Oberfldche):

///d?”’3 )V (e() V) B(7F,t) — B(F, )T - (e(2) V) G(F, 7))

/ / / i | G 7Y T - () F5) B, 1) —B(, 1) Due()E, - T G(F, )

p(# ,t) =0 durch Stetigkeitsbedingungen
EN)
_ — — 4 13 ( t) _ -
O(r', t)e(z )A-'/ (7, 7) dr . O (Me(z)
6(? ) 0
e(z")
o (I) — fondiion 4
=[], (GW, ) () 220D g e(z’)w) -
oV ~—— on N~—— on
=0 It. RBen =0 It. RBen
(2.123)
1 13— —y 1 S —y
= — dr®G(F,7)p(7,t) = — (G(F,7)p(7, 1)) (2.124)
€0 ) €0

Damit ist man in der Lage das Potential und alle davon ableitbaren Grofien einer beliebi-
gen zeitabhdngigen Ladungsverteilung zu bestimmen, sobald man die Greensche Funkti-
on des Problems kennt.

Die Bewegung eines Teilchens mit einer konstanten Ladung @ und der Geschwindigkeit
v entlang der z-Achse in positiver Richtung wird durch die Ladungsverteilung (in Zylin-
derkoordinaten):

®®(t) (2.125)

p(z,rt) =Q d6(z — (20 + vt)) o

beschrieben. Zusammen mit (Glg.2.124) ergibt dies fiir das Potential:
1 1
éik(zarat) = Z (G(Fv W),p(f’,t)) = ZGik(zar; ZO+Ut)' i,k € {1a2} (2.126)
0 0

Die Indizierung i bzw. k berticksichtigt eine implizite Ortsabhdngigkeit der z und 2'-
Komponente von G(7, 7). Genaueres siehe A.2.

22



2.8. Quasistatisches Verhalten

2.8. Quasistatisches Verhalten

Im Allgemeinen ist die Leitfahigkeit der betrachteten Materialien sehr gering. Dies bewirkt
das sich die induzierten Felder langsam dndern, was als Folge eine Darstellung des elektri-

schen Feldes E aufgrund des Induktionsgesetzes (Glg.2.8), als Gradientenfeld ermdglicht
(siehe [4] oder [5]) :

OB(7, t)
ot
I(F,t) ;. E(Ft) = —VO(F,t) (2.128)

[zall

~0="V x

(7,1) (2.127)

Diese Vorgehensweise wird als Quasistatische Ndaherung bezeichnet. Das elektrische Feld
kann nun durch die Greensche Funktion (Glg.2.124) ausgedriickt werden:

E(7,t) = 610% (G(7,7)p(, ) (2.129)

3!

Ich nehme nun zusétzlich eine geringe Leitfdhigkeit an. In der Theorie der schwach leiten-
den Medien kommt ein zusétzlicher additiver Term o E(F ,t)in (Glg.2.7) vor. Wendet man
die Divergenz darauf an, so erhdlt man:

67’-" ﬁ,? X ﬁ(ﬁ t) = ﬁ,—:‘ <;f(ﬁ t) + W) . (2.130)
=0
— e — E r, —
—V,—.‘-jf(F,t) =Vp- (EOOE(Z)at(T,t) —|—O‘E(’F,t)> (2.131)
t B E(7 T
8pfa(:’ ) s W +o0Tx E(7t) (2.132)
- apg;’ D ey 5(2)Vp88<1t>(z,r, D _ 55 T (2,1, 1) (2.133)
B - V70D (z,7,t) 0 N7 D(z,1,t)
= _EOVT‘E(Z)T —z—:ge(z)T —0o A D(z,1, )
=0 durchEB und SB
(2.134)
0
=— <505(z)8t + a) Ar O(z,1,t) (2.135)

Im Fourierraum bzgl. t wird die Ableitung 0, durch —iw ausgedriickt (Balken kennzeichnet
die jeweilige Fouriertransformierte):

iw p(7,w) = (g0e(2)(—iw) + o) Ay ®(2,7,W) (2.136)
=:1—iweg €(w;z)
(2 w) — LT9) (2.137)
g0€(w; 2)
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Dieses Ergebnis besagt, dass die gewtiinschte Ladungsverteilung p(7, t) bzgl. t fouriertrans-
formiert wird, die Poissongleichung im Fourierraum geltst wird, und im Anschluss das
riicktransformierte Ergebnis eine Losung fiir das urspriingliche zeitabhdngige Problem
liefert (siehe [5]). Ist die Leitfahigkeit Null, so folgt:

e(w;z) = €(z) (2.138)

2.9. Der Strom auf den Elektroden

Ich gebe hier ohne Herleitung das Ergebnis einer aus dem Reziprozitdtstheorem folgen-
den Methode zur Berechnung eines induzierten Stromes einer zeitlich verdnderlichen La-
dungsverteilung zwischen den Leiterplatten an einer der Elektroden (genaueres siehe [8])
an. Man ermittelt das Potential der Konfiguration ohne Ladungsverteilung, wobei man
eine Spannung ¢¢ zwischen den Platten anlegt. Lost man die Laplacegleichung im Fou-
rierraum fiir die Funktion ¢/(7,w) unter dieser Bedingung, erhilt man das sogenannte
Wichtungspotential ;(7,¢). Dies kann als Potential verursacht durch einen Strompuls
der Form: 6(t)¢p im Realraum aufgefasst werden. Der Strom (¢) an der Elektrode kann

nun mit Hilfe von:
Opy (1, t')
3 f
2.1
¢0/dt// dr'® r (.t — )= (2.139)

ausgerechnet werden. Eine Ladung Q welche sich entlang einer Trajektorie Z(t) bewegt,
kann durch:

py(7.t) = O(t) (QO(F + (1) — Q3(F — 7 (t))) (2.140)

ausgedriickt werden. Der zweite Term beriicksichtigt den Sachverhalt, dass ein Atom durch
einen Stofse mit einem Primaérteilchen ionisiert wird. Aufgrund der Ladungserhaltung ent-
stehen dabei ein Elektron, welches sich schnell bewegt,und ein positiv geladenes Ion, wel-
ches im Verhiltnis dazu sehr langsam fliegt. Deshalb wird das Feld des Ions als statisch
approximiert und im Weiteren weggelassen. Aus (Glg.2.139) wird mit:

dps () . s -
= 5 (000) (Q3(F = 7(1)) - Qb(F — 7' (1))
=4t

) (Q5(7 — (1) — Q8(7 — (1)) + O(t) (QS(F — 7(t)) ¥'(t)V
— QO(F — 7" ()) 7 (t) Vi (2.141)

Da fiir das Ion #(t) ~ 0 gilt wird der letzte Term in (Glg.2.141) vernachldssigt.:

_Q r’ t ! ! F—7 P () mpy (7t — ¢
~ % ///Vd /Odt o(t') (4( ) 7)oy (7, t — t') (2.142)

o Q t A= >4 gl
-2 /0 dt’ #(t )Ty (7t — ) (2.143)
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2.9. Der Strom auf den Elektroden

Der Term der Deltadistribution aus (Glg.2.141) fillt heraus, da beide Teilchen am gleichen
Ort entstehen.
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Teil II.

Zweiter Teil
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3. Die Greensche Funktion des
Zweischichtkondensators

In diesem Kapitel werde ich die Greensche Funktion fiir einen Zweischichtkondensator
ableiten. Alle Ergebnisse werden angegeben. Im Anschluss werden das Potential und das
elektrische Feld fiir eine, sich konstant entlang der z-Achse bewegende Ladung berechnet
und graphisch veranschaulicht. Abschliefsend gebe ich noch eine analytische Form zur
Berechnung des Stroms, induziert durch diese Ladung, auf der oberen Elektrode an.

3.1. Analytischer Teil

Die Situation des Zweischichtkondensators ist in Abb. 3.1 dargestellt. Zwei ins Unendli-
che ausgedehnte Platten, auf welchen das Potential verschwindet, sind mit zwei verschie-
denen Materialien gefiillt, wobei sich im Gebiet z < 0 bis z = —q ein Dielektrikum mit
der Dielektrizitdtszahl €; und im Gebiet z > 0 bis z = p ein anderes Dielektrikum mit
€2 befindet. An z = —q¢ und z = p ist das Potential Null, und somit auch die Green-
sche(n) Funktion(en). Die Situation unterscheidet sich von jener aus 2.3 durch die Rand-
bedingungen fiir die Greensche Funktion und jener aus 2.5 durch die Ortsabhédngigkeit
der Dielektrizitdtszahl, das heifst, alle Bedingungen sollen nun simultan erfiillt werden.
Die Uberlegungen an der Grenzschicht z = 0, an denen die Dielektrika zusammen stoflen
iibertragen sich und legen die Stetigkeitsbedingungen fest. ( (Glg.2.41) und (Glg.2.38)
miissen erfiillt sein.) Ich wahle wieder Zylinderkoordinaten und lege den Quellpunkt auf
die z-Achse. Die Bezeichnungen fiir die Greenschen Funktionen haben nun die Gestalt:

Gy wenn —¢<2<0A—q<2 <0

Go1 wenn —¢q<z<0A 0<z2Z<p
Gao wenn 0<z<pA 0<Z<p
G112 wenn 0<z<p A—q<7Z<0

Das heift der erste Index gibt das Gebiet des Aufpunktes und der zweite das Gebiet des
Quellpunktes an. Wobei gelten soll ( (Glg.2.48) bis (Glg.2.38) ):
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3. Die Greensche Funktion des Zweischichtkondensators

|\

‘l!l!}k

£1,01(2,20):2=0

Abbildung 3.1.: Konfiguration des Zweischichtkondensators in Zylinderkoordinaten. p
stellt den Abstand zur z-Achse dar. Auf- und Quellpunkt sind symbolisch

eingezeichnet.
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3.1. Analytischer Teil

A, Gri(z,2,r) = —60—615(2 -2
Arz Goi(z,2',7) =0
Ay Goa(z, 2, r) = —601625(2 — z/)
Ay Gia(z,2,7) =0
und

Gi1(z,2',7) = Ga1(2, 2/, 7) z =

Gaa(z,2',1) = Gra(z,2',7) z
€10,G11(2,2',1) = €20,G21(2,2',7) : 2
£20,Go2(2,2',1) = €10,G12(2, 2/, 7)1 2=

A, bezeichnet den Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten, wobei die Rotationssymme-
trie um die z-Achse durch das Fortlassen der ¢ Komponente bereits bertiicksichtigt wurde.
Die Randbedingungen an den Platten lauten:

Gu(z,2',r) =Gra(z,2,r)=0: z2=—q
Goa(2,2',17) = Ga1(2,2/,r)=0: 2= p

Der Ansatz aus 2.3 wird auch hier zum Ziel fiithren. Das Problem wird wieder aufgetrennt
in verschiedene Bereiche, welche durch die Randbedingungen verbunden sind. Die Glei-
chungen werden nach (Glg.2.46) transformiert, und die Funktionen gehen iiber in:

fx,y[Gik(zazlar(:l:ay))] = gik(zazlaﬁ) 7’7]{ = 1>2 (31)
‘/—-.71 [gik(’zv Zlv 7")] = Gik(za zla I{) (32)

Fa,y stellt die Fouriertransformation bzgl. den kartesischen Koordinaten = und y dar. 7 zlb
stellt die inverse Fouriertransformation bzgl. der radialen Wellenkomponente x und dem
Wellenwinkel v in Polarkoordinaten dar. Dabei werden bei der Riicktransformation eben-
falls Polarkoordinaten im Realraum erhalten. Dies entspricht (Glg.2.78) . Die Randbedin-
gungen bleiben fiir die transformierten Funktionen giiltig. Ich fasse zusammen:

d 0;

i VAP / _ Yk o
(G = R, 20 = 2z ) 63)
5-i_“(z 2 k) =¢ 4z (2,2, k) : i £k (3.4)
zdzgu P2 o k:dz.gkz y % s 0 .
Gii(2,2',K)| = Gri(z, 2, k) L i#k (3.5)
Gii(2, 2, k) = gin(2,2', K) =0: 1=1 (3.6)
z=—q z=—q

Gii(2, 2 k) = gin(2, 2, K) =0: 7 =2 (3.7)

zZ=p Z=p

i,kel,?2
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3. Die Greensche Funktion des Zweischichtkondensators

Dadurch ist das Problem wohldefiniert. Je nach dem wo der Quellpunkt 2’ liegt, teile ich
das Gebiet in drei Teile:

—q¢<Z<0: D :—qg<2<2, Q:2<2<0, Q3: 0<z<p oder (a)
0<z'<p: U: Z<z<p, Q:0<2<7, Q3:—¢<2<0 (b)

In Fall a wéhle ich den Ansatz (Glg.2.53) . Die Randbedingungen in Q; in (Glg.2.56)
werden:

¥(2) =0 (3.8)

z=—q
(Glg.2.57) bis (Glg.2.62) bleiben aufrecht. Folglich ist gi1(z, 2’; k) :

§11(Z, Z,; H) _ auboenmin(z,z’)—nmax(z,z’) + aobuenmax(z,z’)—nmin(z,z’)

+ apaye” max(z,z’)+k min(z,2") + bybye " max(z,z')—k min(z,2) (39)

Statt (Glg.2.67) wird durch (Glg.3.7) verlangt:

P(2)Y()|  =0. (3.10)

Z=p

Somit erhilt in Q3 (Fall a) fiir g1 (%, 2’; k) die allgemeine Form:
Go1(z, 2’ k) = A(2))e ™" + B(2')e™* (3.11)

(Glg.3.9) und (Glg.3.11) zusammen mit (Glg.3.3) bis (Glg.3.7) und dem Sprung der Ab-
leitung an der Stelle z = 2’ (Glg.2.60) ergeben ein lineares Gleichungssystem fiir die zu
bestimmenden Koeffizienten. Im Fall b ist die Vorgehensweise dquivalent. Lediglich sind
Gebiete, die Randbedingungen und Dielektrizitdtskonstanten anzupassen, woraus folg-
lich ebenfalls ein Gleichungssystem fiir die jeweiligen Koeffizienten resultiert.

Im Folgenden sind aus Griinden der besseren Ubersichtlichkeit grofere Ausdriicke zu-
sammengefasst. Ich fiihre einen gemeinsamen Nenner N (x;p, ¢) ein:

N(k;p,q) := (51 (ezkp - 1) (e%q + 1) + &2 (e%p + 1) (e%q - 1)) , (3.12)

zuséatzlich bezeichnet:
er:i=¢e1+ & E_:1=¢€1 — &9. (3.13)

Es ergeben sich die Funktionen:

]. ! ! ’ !
= . _ = =Rz ) ( 2kq _ K(|z—2'|+|z+2 |)>
g11(z%, 2 1K) = & & e
( ) 261N (K;p,q)

* (s,e”(k_'z,'”p) — el g enlleH D) &e”””'”z") (3.14)
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3.1. Analytischer Teil

1 ! / / !
& /. — —k(|z—2'|+|z+2']) ( 2kp _ K(|lz—2|+|z+2 |))
G22(z 25 5) 2eaN (w0, ) ©e
* <€+e”(‘z+zl|+2q) — e el g _enllz= 20 o s_e'*'“z/') (3.15)
(62/%]) _ ean') (e2n(q+z) _ 1) o—rl(z+2)
ol '50) = N 310
(62111) _ ean) <e2n(q+z’) . 1) 67H(z+z/)
Go1(2,7'sk) = (3.17)

N(k;p,q)

Um die gefdhrlichen Exponenten zu bestimmen, werden Zihler und Nenner der Funktio-
nen (Glg.3.14) bis (Glg.3.15) um die Funktion:

A(k;p, q) = e~ 2+a) (3.18)

erweitert. Hierdurch wird N (k;p, ¢) (Glg.3.12) zu:

N(k;p,q) := (6, (6_2’“1 — 6_2“7’) +et <1 - 6_2”(p+q))) , (3.19)

(Glg.3.14) bis (Glg.3.15), ebenfalls mit A(k;p, q) erweitert, werden:

g1z #5%) = (261N (i, ) (eme O ID o omntpalzos)

—r(2p+]z—']) —r(@pHzt#]) _ o o—r(2a-|a—)

—c_e —eqe

—e e mRalEHD) o ommlal 5+6_“|Z_z,|) (3.20)

22(z.#5K) = (202N (i, ) (—eme ") g omrCrinle )

_ N P — _ / _ _
te e hEPl?D) Lo omR(@p-lzt) 4 o omh(2atlz—2)

_€+e—n(2q+|z+z’|) — e e Kl + €+e—n|z—z’|> (3.21)

e*/i(2p+2q7z+z’) _ e*lﬁ(Qp*Z*Z/) _ efn(2q+z+z’) + efn(zfz’)

G12(2, 21 k) = =
N(k;p,q)
(3.22)
- ( , ) e—n(2p+2q+z—z’) _ e—n(2p—z—z’) _ e—n(2q+z+z’) + e—n(z’—z)
gi2\z, 2 K) = =
N(x;p,q)
(3.23)
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3. Die Greensche Funktion des Zweischichtkondensators

In Kapitel 2.6 (Glg.2.110) und (Glg.2.112) wurde bereits gezeigt, wie die gefdhrlichen
Terme zu behandeln sind. Im Allgemeinen wird:

e~ rfi(z7'ip.q)

Gir(2,2's k) = Gi(2, 2's K) — Z <Hli_{go gir(2, 21 k)

J

Z:Zoifj(207zl§p’q)20>

+Z<hm Gin(2, 25 k)
J

e_fgfj (Z,Z/§p7Q) (324)

z=2j:f;(2;,%' ;p7q)—0)

::Fik(zv'z,;ﬁz)

Die Funktionen f;(z, 2’; k) sind linear in z. z; bezeichnet ihre Nullstellen. Zusitzlich gilt:
[i(z,2';k) > 0 Vz € ;. Betrachten der Terme 7 (2, 2’; k) ergibt:

Fan(z 2i1) = (JE& Gir(2, 3 ) =) (3.05)

- z:zo:fj(Z(),Z’;p,(I):O)

def
<ceR=¢;

Die urspriinglichen Funktionen werden gemafs (Glg.2.116) in den Realraum transfor-
miert:

G

(Glg-2.116)
Rip(z,2's7) = F_ [Fin(2, 2’5 k)] 3.26)
(2 27) 1= 7, PV e
und:
_ 9. 1 [ _
Hi(z,57) = F b lhan(z, #5w)) 9270 / drs iy (r: 2,2 ) Jo(sr) (3.27)
Die Nullstellen von f;(z, z’; k) liegen bei (f;(z, 2’; k) ist der jeweilige Exponent!):
wenn z=z' wenn z=2'=0 wenn z=2'=—q
- ,—/A/ ,—/%
(Glg.3.20) e Hl==l e Hlat mh(2a-lat2) (Ns1)
Fall a wenn z=z'=0
Q]_ U QQ: ’
(Glg.3.22) e (=) (Ns2)
(3.28)
wenn z=z' wenn z=z'=0 wenn z=z"=p
(Glg.3.21) e rl===1 el pmr(p—fz42) (Ns3)
Fall b wenn z=2'=0
Q1 U Qo —
(Glg.3.23) e =% (Ns4)
(3.29)
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3.1. Analytischer Teil

Das asymptotische Verhalten des Nenners N(z, 2’; ) (Glg.3.19) bei x — oo ist:

co := lim N(z, 2 Kk)=¢e4 (3.30)

KR—00

Die asymptotischen Koeffizienten der kritischen Exponenten ergeben sich aus dem Grenz-
iibergang:

£y
%1 1
Q11 = li_>m gl1(z, 2 k) :% = 9 (3.31)
K—»00 z=z' 0 1
gu(z 2 k) lim g11(z, 2/ = - 3.32
(Glg.3.20) = lim gll(z, 25 k) PR e T 26y (3:32)
ey
— 5 1
(1= lim g11(z, 25 K) =2 —_ - (3.33)
K—00 z=z/=—q Co 281
ey
g 1
q22 = le 922(z, 7' k) :% = 2. (3.34)
K—00 z=z' 0 2
g2(z 7' ) lim ¢22(z, 2/ 5 - 3.35
(Glg.3.21) V22 = HLH;OQ (2,2's k) R = o =- %9 (3.35)
£
— 5 1
(o2 = lim ¢22(z,2'; k) =22 =—— (3.36)
K—00 z=z'=p Co 2e9
921(2, 2’1 K) — 2 _1 1
(Glg.3.22) go1 = Hh_}ngo 921(z, 2" k) - ~ = (3.37)
g12(2, 2 k) — i 2 1 _ L
(Glg.3.23) q12 == Hh_g)lo 912(z, 2's k) - ~ = (3.38)
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3. Die Greensche Funktion des Zweischichtkondensators

Aus (Glg.3.26) zusammen mit (Glg.Nsl) bis (Glg.Ns4) folgt nun:

q11 Y11 C11
Rii(z,2'sr) = + +
SR (z=2)2+7r2 2my/(z+2)2 472 2m/(2+2+2)2 +1?
_ 1 n £ 1
dmei/(z —2)2+ 12 dmerei/ (2 +2)2+ 12 dmei/(2q+ 2+ 2)% + 12
(3.39)
q22 Y22 (22
Roo(z,2:1) = + +
B P Y RN R om\/(2q + 2 + 2)2 + 17
_ 1 E_ 1
dmegr/(z — 2)2+ 12 dmesei/(z + )2+ 12 dmea/(2p— 2 — )2 + 12
(3.40)
1
Roi(z,2';1) = &l = = 2 = Ria(2,257)
omy/(z = 2)2+ 12 2mes/(z—2)2+12  2m\/(z— )2+ 72
(3.41)
Die Funktionen h;x(z, 2’'x) haben die Form:
]_7,11(z z,/{) = ; (52 e—n(—\z—z’\+2p+2q) + 62 e—n(|z—z’|+2p+2q) _ 52 e—m(—|z+z’|+2p+4q)
’ 2ere1N(kip,g) \ - -

_ ’ _ ’ _ ’ _ R P
+epe e IsHHE20) _ 2 ool 420) 4 2 (s ) o o Rl

w(|2—2'|+2q)

—eie_em +epe e RUamlzHl) _ g2 e—n(|z+z'|+2q>)
(3.42)
hao(z, 2'K) = b (52 e (=22 142p+2q) | 2 —r(lz=2"|+2p429) _ .2 o—r(=|z+2|+4p+29)
’ 2ee2N(ripg) N - -
—e2 el H2) _ (2 omnllet420) 5ie—n<|z+z’|+2q>>
(3.43)
BIZ(Za Z’I’i) _ %64» (e—n(Qp—z—&-z’) . e—n(2q—z+z/))
e+ N(k;p,q) (344)
+e <67H(2p+2q7z+z’) + efn(2p+2q+zfz’) . efn(2pfzfz’) . efn(2q+z+z’)>
B21 (Z, Z/fﬂ) _ ; (efn(2p+zfz’) . 6714(2q+z72/))
e+ N(k;p,q) (345)

+e (e—n(2p+2q—z+z’) + e—n(2p+2q+z—z’) _ e—n(2p—z—z’) _ e—n(2q+z+z’))
Die Greenschen Funktionen im Realraum ergeben sich nun durch:

Gir(z,2',7r) = f;llp[gik(z, 2 k)] = f;i[ﬁik(z, 2 k) + iz, 25 )]
= Hi(z,2',r) + Rip(2,2',7).  (3.46)
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3.2. Numerische Auswertungen

Im Prinzip kann die Methode zur Losung eines Mehrschichtproblems mit beliebig vielen
Schichten durchgefiihrt werden. Man muss die Greensche Funktion dann in verschiedene
Funktionen in den jeweiligen Schichten aufspalten, und diese durch die Grenzbedingun-
gen (Glg.2.34) bei den Ubergéngen und der dortigen Stetigkeitsforderung miteinander
verbinden. Die Unstetigkeit wenn z = 2’ gilt, fordert einen Sprung der ersten Ableitung
(Glg.2.52) und die Stetigkeit der Funktion selbst, in diesem Punkt. Das verschwinden-
de Potential am Rand legt das Problem eindeutig fest. Man hat dann ein lineares Glei-
chungssystem der Koeffizienten. Die Extraktion der schwach Konvergenten Exponenten
fallt dann entsprechend komplizierter aus, jedoch bleiben Singularititen an den selben
Stellen: wenn Auf- und Quellpunkt zusammenfallen. Ich verweise hier auf [3] zur Losung
des Dreischichtproblems. Alle Berechnungen wurden von Mathematica 9.0 begleitet.
Um meine Vorgehensweise mittels dieses Computeralgebrasystems zu zeigen findet man
im Anhang A.3 ein gekiirztes aber voll funktionsfahiges Skript.

3.2. Numerische Auswertungen

In diesem Unterkapitel, werde ich das Potential einer bewegten Ladung als auch das zu-
gehorige Feld fiir den Zweischichtkondensator berechnen. Die Vorteile der Konvergenzbe-
schleunigung sollen durch genauere Betrachtungen des Integranden erganzt werden. Die
Berechnungen wurden in Mathematica 9.0 mit dem Befehl NIntegrate [] durchgefiihrt.
Die expliziten Ausdriicke fiir den Strom an der oberen Elektrode werden angegeben.

3.2.1. Das Potential

Das Potential fiir eine entlang der z-Achse bewegte Ladung folgt aus (Glg.2.126) :

_ i - y (Glg.3.2) i —1[= VA /
(I)(Z7T7t) - €0 (G(r,r),p(r,t)) - €0 (.7:&(1)[9(2’,/172,T)},p(z,t)) (347)
2.1 1 >
(Glg.2.120) / dk (g(z,/ﬁ;z',r'),p(z',t)) Jo(kr) (3.48)
277'60 0
1 o0 (o] [o¢]
= / dr Jo(m“)/ 7! dr'/ dz' g(z,k; 2,7 p(Z, 1) (3.49)
2mep Jo 0 NS
5 [e'¢) 0
(Gilg 2.125) % dr Jo(kr) (/ d? gip(z, 532", = 0)8(2" — (20 + vt))
T
. 070 —a (3.50)
—i—/ d?’ Gop(z, k32", = 0)8(2" — (20 + vt)))
0
| O —_— N U
D1 (z,mt) = dr Jo(kr) gin(z, Kk;q — vt)) t< = Azg=—q,i € 1,2(3.51)
2mepe; Jo v
Die Bewegung startet im Punkt z = —¢ und endet im Punkt z = 0. Ich beschrianke mich

auf diesen Fall, da hierbei alle qualitativ wichtigen Phdnomene erfasst werden. Der In-
dex ¢ deutet auf den Ort des Aufpunktes hin, da die Funktion im unteren und im oberen
Gebiet verschieden ist. Wie in Kapitel 2.6 besprochen, hingt die Konvergenz sehr emp-
findlich vom Integranden g;; ab. g;; weist wie bereits gezeigt die schwichste Konvergenz
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3. Die Greensche Funktion des Zweischichtkondensators

auf, wenn z = 2’ gilt. Eine realistische Situation erhélt man durch folgende Parameter [5]:
p=0.001 m q = 0.009 m v=>5%10"m/s e=1 g0 =35

Die untere Platte ist somit 9 mm von der Grenzschicht entfernt und der Raum dazwi-
schen sei ein Vakuum (g1 = 1). 5 * 10* m/s ist ein relativ langsames Teilchen, wobei die
Geschwindigkeit konstant ist. Die obere Platte befindet sich 1 mm {tiber der Grenzschicht,
und das Dielektrikum hat eine relative Permeabilitidt von 3.5. Das Verhalten von g1, das
heiflt der Aufpunkt liegt im unteren Bereich. Die Konvergenz des Integranden g11(z, 2/, )
ist in Abb. 3.2 dargestellt. Der Vergleich zum kurierten Integranden ﬁll(z, 2/, k) (siehe
Abb. 3.3 ) zeigt die Konvergenzverbesserung. Im Fall z = 2’ konvergiert der nicht ku-
rierte Integrand gegen einen konstanten Wert ungleich Null. Diese Situation ist noch ein-

mal in Abb. 3.4 zur Verdeutlichung der Konvergenzbeschleunigung zu sehen.  Die
9(z,2'x)
0.08} e
L Va -
0.06 )/ z=-08
I z=-06
i // --z=-04
004j II . -~ — _ 7 :_0'2
~
I / =~
,I/ ~ 2.
L ~
002 ~-
¥ ~
il
i
: : : ‘ L,
2 4 6 8 10

Abbildung 3.2.: Der Integrand gi1(2,2’, k) aufgetragen gegen s mit verschiedenen Wer-
ten fir z (' ist —0.04, alle anderen Parameter sind im Text angegeben).
g11(z, 7, k) konvergiert langsam gegen Null und im Fall z = 2/ = —0.4
(oberste Linie) gegen einen Wert ungleich Null. Dadurch ist die nu-
merische Integration sehr aufwendig und in den meisten Fillen sogar
unmoglich.

numerischen Auswertungen des Potentials (Glg.3.51) sind somit durch die Integranden
(Glg.3.42) bis (Glg.3.45) und anschlieffende Addition der analytisch integrierbaren Aus-
driicke (Glg.3.39) bis (Glg.3.41) problemlos an allen Stellen des Intervalls durchfiihrbar.
Fiir die oben angegebenen Parameter ist das Potential fiir verschiedene Abstdande  von der
z-Achse ermittelt worden. Der Beobachtungspunkt z ist nahe der Platte = = —¢, danach
sind einige Punkte im Gebiet z € (—g¢,0) und schliefllich an und nahe der Grenzschicht
z = 0 gewdhlt. Das Potential hat die Form:
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h 11( z2,2', K)
0.04 z =-0.08
0.03 Z =— 006
- - z2=-0.04
0.02
— z=-0.02
0.01
l\ 1 1 1 1 1 1 | — | F— —— | —— _— -l K
p AT 2 3 4
—001f|
//
002 &7
Abbildung 3.3.: Der kurierte Integrand Bn(z, 2/, k) als Funktion von x bei verschiedenen
Werten fiir z (2’ = —0.04; alle anderen Parameter sind im Text angegeben).
konvergiert in allen Féllen gegen Null. Der Integrand bei der Singularitét
an der Stelle z = 2’ = —0.4 ist ebenfalls rasch konvergent. Die numerische

Integration kann problemlos durchgefiihrt werden.

911.h11
0.08
0.06 -

| — éll(Z:ZI:O.4,K)
0.04 B

I hll(ZZZI=0.4,K)
0.02,

! K
1 2 3 4
-0.02

Abbildung 3.4.: Der kurierte Integrand hi1(z, 2, k) und der urspriingliche g11(z, 2/, k) an
der kritischen Stelle z = 2’ = —0.04. Die schnelle Konvergenz gegen
Null ist fiir hi1(2, 2/, k) immer gesichert, wohingegen das Integral iiber
g11(z, 2', k) sehr langsam konvergiert. (Alle anderen Parameter sind im
Text angegeben.)
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$11(2,2'(1),1)
______________________ . z'(t) [mm]
- 0.002 0,004 "= m=mmme 0006 — 0.008
—2.x1077F
—4.x1077F
—6.x1077F
-7L
-8:x10 z ==0.0089
z =-0.008
-1.x1078F z =—0.0045
- z=-0.001
-12x107%r . z=0

Abbildung 3.5.: Das Potential ®11(z,7,t) (Glg.3.52) an verschiedenen Beobachtungspunk-
ten z. Der Abstand r zur z-Achse betrdgt 7 = 1 mm. (Alle anderen Para-
meter sind im Text angegeben.)

$21(2,2'(1),1)

: ‘ : ‘ 2'(t) [mm]
0.002 0:004 0.006 0.008
-5.x107 7+
z =0
1 . 10-6° z=0.0005
z =0.0009
~15x107 8}
-2.x1078"

Abbildung 3.6.: Das Potential ®9;(z,7,t) (Glg.3.58) an verschiedenen Beobachtungspunk-
ten 2. Der Abstand r zur z-Achse betrdgt » = 1 mm. (Alle anderen Para-
meter sind im Text angegeben.)
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Q (1 /°° - 1
Pyi(z,mt) = — | — de Jo(kr) h11(z, k;q — vt)) +
i) goe1 \ 27 Jo olr) e K3 g = vt)) Am/(z — g + vt)? + 12
e 1
T - 3.52
dmei/(z+q—vt)? + 12 477\/(2q+z+q—vt)2+r2> (3:52)
Q[ 1 /°° . 1
Do (2,7, t) = — dr Jo(kr) ho1(z,k;q — vt) +
21( ) eo \ 2mea Jy o(wr) han( 1 ) 2mey \/(z —q+ovt)? + 12
(3.53)

3.2.2. Das elektrische Feld
Das elektrische Feld E(7, t) erhilt man aus (Glg.2.129) :

ﬁzl(Fu t) = _5 F(G(F7T_‘/)p(7_j)t))
—Tergrae [ drdo(e) i — o0)
00 aT‘J 72' y Ry g — t
. Q N (k) g 1(()2 K;q — vt)) (3.54)
2meosi Jo 8, Jo(kr) gin (2, 3¢ — vt))
Q 00 Hjl(ﬁr) gzl (Za R q — ))
= — dk
27T€0€Z' 0

JO(HT) Zgzl (Z7 Kiq — Ut))

Das Ergebnis der letzten Rechnung zeigt, das die Ableitung nach r zwar die Besselfunk-
tionen erster Ordnung beinhaltet. Dies d@ndert aber nichts am asymptotischen Verhalten
—=, jedoch kommt durch die Kettenregel der Faktor « in den Zédhler. Das heifit in den
kritischen Punkten z = 2’ divergiert das Integral, und in der Umgebung der Singula-
ritdt ist die Konvergenz sehr schlecht. Auch die z-Komponente erhilt durch die Ableitung
der Exponenten einen zuséatzlichen Faktor «, und scheint somit in den kritischen Punkten
z = 7' zu divergieren. Es zeigt sich aber das interessante Verhalten, dass der Integrand von
k0.911(2, k; 2)) konvergiert, und zwar gegen den Wert Null. Um das zu verstehen, muss
man die Situation genauer betrachten. Bilde ich den links- und rechtsseitigen Grenzwert
der Funktion so erhalte ich:

I<:672K’Z/ <e2ﬁ<q+zl>+1) (El (CQKp—l) (62mzl+1> —EQ(EQKP+1) (EZr@z/ —1))

4,.r51(51(62f€p,1)(62nq+1)+52(62f€p+1)(62nq,1))

(81 + 62) K

. _ /
lim 0,g11(z,k;2') =
z—2'~

verhélt sich bei k£ — co wie : ——————— (3.55)
47 (61 + 6261)
re —2kz! eQn(q+z/)71 El(g?npil) 62n2/71 752(€2np+1) 62m2/+1
zgg’l 82911(2 K/ z ) ( 47r51(51(sz’f(P—1)(e2m1+1g+52(62"I>3+1)(52’fq_1))( )>
verhalt sich bei kK — oo wie : (e1+eo)r (3.56)

47 (z’f% + 6261)
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3. Die Greensche Funktion des Zweischichtkondensators

Man erkennt, dass sich die beiden asymptotischen Terme nur um das Vorzeichen unter-
scheiden. Im Punkt z = 2’ besitzt der Integrand somit einen Cauchyschen Hauptwert. Dies
istin Abb. 3.7 klar zu sehen. Der linksseitige Grenzwert ist griin und positiv und bildet
den Grenzfall zu den Werten =z < 2. Der rechtsseitige Grenzwert ist rot undnegativ und
trennt die Werte z > 2’. Gilt z = 2’ so heben sich die Werte gegenseitig auf, was man an der
dicken blauen Linie erkennt. Die kurierte Funktion x d,h11(z, x; 2')) zeigt keine Probleme
Abb. 3.8 . Links und rechtsseitiger Grenzwert stimmen {iiberein, und die Konvergenz ist
erheblich verbessert. Man beachte die Skalierung der Achsen in den beiden Abbildungen:
Abb. 3.7 und Abb. 3.8 . Der direkte Vergleich der beiden Integranden ist in Abb. 3.9 zu
sehen.
Das Feld hat die endgiiltige Form:

z =-0.0404

z =-0.0402
- - z=-0.04
sof — z=-00398

z =-0.0396
— Iiml

257"+

lim
z2-2'=

200 400 600 800 1000

_50 -~ -

Abbildung 3.7.: Der Integrand des elektrischen Feldes der Form x 0,311(z, k; 2’). Durch
den zusitzlich Faktor « ist die Konvergenz sehr schlecht. Der Funktion hat
in z = 2’ eine gegensétzliche Singularitét (rote durchgehende Linie rechts-
seitiger und griine durchgehende Linie linksseitiger Grenzwert), womit
der Integrand nirgends divergiert. Fiir numerische Zwecke ist er in der
Umgebung um z = 2’ allerdings ungeeignet. (Alle anderen Parameter sind
im Text angegeben.)
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3.2. Numerische Auswertungen

Kazhll(z,z|,K)

| | | __\_ — | K
100
~0.05
o0l z =-0.08
| z =-0.06
— z=-0.04
-0.15 z =-0.02

Abbildung 3.8.: Der kurierte Integrand des elektrischen Feldes der Form « 0.h11(z, Kk 2").
Durch den zusitzliche Faktor & ist die Konvergenz schlechter, aber tiberall
ausreichend. Die Funktion ist in z = 2’ in einer durchgehenden Linie dar-
gestellt. Links und rechtsseitiger Grenzwert stimmen tiberein. (Alle ande-
ren Parameter sind im Text angegeben.)
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3. Die Greensche Funktion des Zweischichtkondensators

kK 8070941k 9z

20 30 40 50

-05}
-10F} — k 0,0,,(z=2'=0.4,
—15:’ K aZ h11(2=Z'=0.4,
-25}

-30f

Abbildung 3.9.: Der kurierte Integrand « 0.h11(2,2',k) und der urspriingliche
k0.911(z, 2/, k) an der kritischen Stelle = = 2/ = —0.04. Die Konver-
genz gegen Null ist fiir  0,h11(z, k; 2)) immer gesichert, wohingegen das
Integral tiber x 0,711(z, 2/, k) im klassischen Sinn nicht konvergiert. (Alle

anderen Parameter sind im Text angegeben.)

—kJo(kr) O:h11(z, Ky q — vt))

- Q o0
EH(’F, t) = 5 dk 0
Teos1 Jo kJ1(kr) hi1(z, k;q — vt))
_ (2g—|z+g—vt|)sgn(z+q—vt) |z—q—vt|sgn(z—g+vt)  e_|z+q—vt|sgn(z+g—vt)
dmer ((2q—|z4q—vt|)2472)3/2 47r51(|z—q+vt|2+r2)3/2 47r€+51(|z+q—vt\2+r2)3/2
- 0 (3.57)
r E-_T r

dme1((2—|z+g—vt])2+12)3/2 47r5+51(|z+q—vt|2+7‘2)3/2 47r51(\z—q+vt|2+7”2)3/2

z—q+ut

~ 0 oo —kJo(kr) O.h11(2, K; q — vt)) T oy (P4 (z—qt0t)2)2 2
Egl(F, t) = Ymene dk _ 0 +
mEpe2 Jo kJ1(kr) hi1(2, K; q — vt)) —2m+(r2+(z7"_q+vt)2)3/2

(3.58)

Die numerischen Auswertungen fiir die z-Komponente des Feldes sind in Abb. 3.10 und
tiir die Radialkomponente in Abb. 3.11 fiir die Beobachtungspunkte an der unteren Platte
z = —q, in der Mitte z = —% und an der Grenzschicht, = = 0 gezeigt. Man sieht den
Vorzeichenwechsel im Fall fiir die z-Komponente in z = —Z am besten. Alle Darstellungen
wurden im Abstand r = 1 mm von der z-Achse berechnet.
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3.2. Numerische Auswertungen

Ez(z,r,z'(1)
z=-0.0088
* z=-0.0045
I z=0

0.0005

0.0005

0.0010

—

z'(t) [mm]

Abbildung 3.10.: Die z-Komponente des elektrischen Feldes E;1, (7, t) als Funktion des Ab-

Er(z,

0.0014

0.0012

0.0010

0.0008

0.0006

0.0004

0.0002

r

standes vom Quellpunkt 2’ zur Grenzschicht fiir verschiedene Aufpunk-
te z (Alle anderen Parameter sind im Text angegeben.)

Z'(Y)

z=-0.0088
« z=-0.0045
z=0

\r\t

2'(t) [mm]
-0.008 - 0.006 - 0.004 -0.002 0.000

Abbildung 3.11.: Die Radialkomponente r des elektrischen Feldes E1,(7,t) als Funktion

des Abstandes vom Quellpunkt 2z’ zur Grenzschicht fiir verschiedene
Aufpunkte z. (Alle anderen Parameter sind im Text angegeben.)
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3. Die Greensche Funktion des Zweischichtkondensators

3.2.3. Der Strom

Im Kapitel 2.9 wurde angegebenen wie man den Strom auf einer Elektrode bei einer ge-
gebenen Bahnkurve eines Teilchens berechnet. Ich werde nun den induzierten Strom auf
der oberen Platte eines Zweischichtkondensators ermitteln. Zuerst 16se ich die Laplace-
gleichung der Konfiguration im Fourierraum, daraus erhalte ich die Wichtungsfelder zur
Berechnung des Stromes I(t) nach (Glg.2.141) :

2

— B(z,r,w ; z,w d T
Ap @i(z,m,w) =0 SEre)miEe) @qﬁi(z,w) =0 (3.59)

Ich setze fiir die Gebiete mit verschiedener Permeabilitit zwei Funktionen an:

$1(z,w) 1 —¢<2<0 pa(z,w) :0<2<p (3.60)

Rand/Stetigkeitsbedingungen:

=0 Ba(z,w)| = o (3.61)

p

d - d -
adizw)| —erhGw| G

Daher:
- €a(q+ z ticktrafo 0(t)poea(q + =
Gilew) = DAL e, (o gy MRS
€1p + €29 €1p + €2q
- ticktrafo 6 t
d)Q(Z,W) — ¢O(€2CI+512> Riicktraf ¢2(Z,t) — ( )¢0<EZQ+€IZ) (364)
€1p + €29 €1p + e2q
wobei gilt:
d1(z,t) : —q¢<2<0 Pa(z,t) :0<2z<p (3.65)
Unter der Annahme das das Teilchen von der unteren Platte = = —¢ bis zur Grenzschicht
z = 0 fliegt und dann verschwindet, folgt:
o t )
1) €92 QL m) Gy (7t — 1) (3.66)
®0 Jo - ——
:ng ¢1 (Z»t)
Qu Queaq
= 2 0.h1(2, 1) = 21 3.67
%o 1z 1) e1p + 29 (3:67)

Bisher wurden nur Materialien mit einer verschwindenden Leitfdhigkeit o betrachtet. Je-
doch ist in realen Konfigurationen eine geringe Leitfihigkeit unumgéanglich, da es sonst
zum Aufbau von Raumladungen kommt, welche das Feld abschirmen, und somit das
Messen erschweren oder verhindern konnen. In 2.9 wurde eine einfache Methode gege-
benen um schwache Leitfdhigkeiten zu berticksichtigen. Ich nehme also an €5 sei schwach
leitfahig, ¢; bleibt 1. Erweitern der Riicktransformation (Glg.2.136) und anschlieffende
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3.2. Numerische Auswertungen

Differentiation nach z ergibt fiir die Wichtungsfelder:

qot
n d)OEQ ((A))(q + Z) Riicktrafo EQ(ZSO(S(t) p0¢00(t)€_ egpte2enq
J = E z ’t = — —
b1(2,w) en T 2@ 12(2,1) P 2o (0 £ 22)
(3.68)
_ qot
_ . eoptence
¢2(Z,W) — ¢O(€2(W>q + 612) Riicktrafo EQZ(Z7'I‘:) _ qa¢09(t)€ 0PTE2E09 B QSO(S(t) (369)

e1p + e2(w)q eo (p+e29)? P+ e2q

Es gilt wieder (Glg.3.65) . Somit ist der Strom (Glg.2.141) unter der Annahme das das

Teilchen von der unteren Platte = = —q bis zur Grenzschicht z = 0 fliegt und dann ver-
schwindet:
1 _1
@_ pteaq (g (1_6 T)_€2> L‘S% T = 60(p+€2q) (370)
)t op(q_ L) -1 q T '
Qu p+£2qq(1 e )e t> 3 qo

Das heifst der Strom steigt fiir t <2 wie zu erwarten an, danach fillt er durch die Anni-
hilation des Elektrons an der Grenzschicht exponentiell ab, wobei 7 die charakteristische
Zeitskala des Abklingens eines Messsignals darstellt. Mit den bisherigen Parametern er-
gibt sich eine Flugzeit des Teilchens von etwa 180 ns was im Verhiltnis zu 7 ~%~10-3
s sehr klein ist. Daher kann der Einflufd der Leitfdhigkeit der dielektrischen Schicht ver-
nachldssigt werden. Die Leitfahigkeit mufs gewdéhrleisten, dass nicht allzu hohe Raumla-
dungseffekte durch Anreichern der Ladungen entstehen.

Das in diesem und in 2.9 angegeben Verfahren gibt Auskunft tiber die Vorgdnge direkt
an den Elektroden, besitzt aber keine Giiltigkeit im Inneren des Kondensators. Wie im
ndchsten Kapitel erkldrt, sind diese bei der realistischen Simulation der Vorgange unum-
ganglich.

3.2.4. Bemerkungen zu den numerische Auswertungen

Alle numerischen Auswertungen wurden mit Mathematica 9.0 unter dem Betriebssystem
Ubuntu 13.04/64 bit miteinem’Intel Core™ i7-3517U0 CPU 1.90GHz X4’ Pro-
zessor durchgefiihrt. Die Routine NIntegrate [ ] wurde dafiir herangezogen. Mathema-
tica lieferte tiberraschenderweise in nahezu allen Fillen die richtigen Ergebnisse mit der
nicht kurierten Darstellung, welche mit den Werten der kurierten Darstellung sehr gut,
das heif3t, bis auf einen relativen Fehler von 10719, iibereinstimmten. Dies kann den An-
schein erwecken, dass die Funktionen problemlos numerisch integriert werden koénnen.
Das dies nicht der Fall ist zeigen genauere Untersuchungen um die Singularitit bei z = 2’
der Darstellung des elektrischen Feldes (Glg.3.57) . Fiir die Werte 2 = —q oder z = 0
lieferte NIntegrate[] keine Ergebnisse, jedoch ergaben die Auswertungen fiir Werte
z € (—q,0) scheinbar keine Schwierigkeit, und Mathematica lieferte genaue Ergebnisse.
Wie in 3.2.2 schon gezeigt, sind aber in der Umgebung um z = 2z’ numerischen Problemen
zu erwarten und der Vergleich der kurierten und nicht kurierten Funktionen nahe z = 2/
zeigte einen Anstieg des relativen Fehlers um einige GroSenordnungen (~ 10°). Dies l4sst
vermuten, dass Mathematica fiir schwach konvergente oder divergente Integrale konver-
genzbeschleunigende oder -erzeugende Operationen verwendet, dass heifst Limitierungs-
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3. Die Greensche Funktion des Zweischichtkondensators

verfahren einsetzt. Es sei daher die Warnung ausgesprochen nicht davon auszugehen, die-
se Ergebnisse mit weniger ausgefeilten Integratoren zu erhalten werden koénnen. Eine ge-
nauere Untersuchung des Integranden ist unumginglich, und daher sind die kurierten
Integraldarstellungen niitzlich, ja unentbehrlich.
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4. Zusammenfassung

4.1. Technischer Nutzen und Ausblick

Ich mochte hier abschlieffend noch Anwendungsmoglichkeiten dieser Auswertungen in
der Detektorphysik besprechen. In Messkammern ist die Entwicklung von Raumladungs-
effekten ein unerwiinschtes Phanomen. Die schwach leitfdhigen Materialien entladen sich
nicht schnell genug, (der Abtransport der Ladung liegt im Bereich von Millisekunden),
und dadurch kommt es zu abschirmenden Feldern, welche die Messung (Zeitskala im
Nanosekundenbereich) beeinflussen. Um dieser Einwirkung habhaft zu werden, ist man
bemiiht mdglichst genaue Simulationen der Situation zu entwickeln. Ein hidufiges Verfah-
ren ist die Monte Carlo Simulation. Hierzu wird der gasgefiillte Zwischenraum der Kam-
mer in mehrere Teile zerlegt, und die Raumladung in diese Gebiete verteilt. Dadurch wird
das Problem, mit Optimierungsmethoden, bestmoglich diskretisiert. Mit Hilfe von Fluk-
tuationsmodellen fiir die Townsendlawinen werden die Elektronen vervielfacht. Um nun
den Raumladungseffekt zu ermitteln werden die Felder der Lawinen dynamisch berech-
net, und zwar an den Orten, an denen sich die Elektronen vervielfachen. Hierzu verwen-
det man die analytischen Ergebnisse der Greenschen Funktionen von Mehrschichtkon-
densatoren um das Potential der Elektronen addquat zu modellieren. Aufgrund der feinen
Auflosung kommt es zu einer extrem hohen Anzahl von Berechnungen dieser Funktionen,
und somit mufs eine optimale Préparation fiir moglichst effiziente und genaue numerische
Verarbeitung gesichert sein. Simulationen unter Verwendung von Greenschen Funktionen
des Dreischichtkondensators [10] zeigten bereits Verbesserungen um 80 %. Die in dieser
Arbeit berechnete Greensche Funktion ist durch die geringere Anzahl von Termen nume-
risch schneller auswertbar und aus diesem Grund vielversprechend.
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4. Zusammenfassung

4.2. Schlussfolgerungen

¢ Fiir einen Plattenkondensator mit zwei unendlich ausgedehnten Platten, mit zwei

Bereichen unterschiedlicher Dieletrizitdt 1 und €2 wurden verschiedene Integraldar-
stellungen der Greenschen Funktion fiir eine Punktladung und geerdeten Randplat-
ten entwickelt.

Die herkommliche Integraldarstellung hat in verschiedenen Ebenen Konvergenzpro-
bleme. Einerseits wenn Auf- und Quellpunkt in einer Ebene parallel zu den Rand-
platten liegen, d.h. z = 2/, und andererseits, wenn Auf- und Quellpunkt zugleich
an einer Randplatte liegen. Im ersteren Fall ist die Singularitdt physikalischen Ur-
sprungs, und im anderen kommen Spiegel- und Ursprungsladung in einem sin-
guldren Punkt zusammen. Fiir Punkte dieser Ebenen konvergieren die unendlichen
Integrale fiir das Potential relativ langsam, oszillierend mit einer Amplitude oc . Bei
der Darstellung der Felder divergiert das Integral im Sinne des Cauchyschen Kon-
vergenzkriteriums mit einer Amplitude o \/k. Die Singularititen der Greenschen
Funktion sollten sich nur in den Punkten, in denen Aufpunkt mit Quellpunkt oder
dessen Spiegelung ident sind, ergeben.

Es wurden daher kurierte Integraldarstellungen entwickelt. Hierzu wurden die in
den kritischen Ebenen konstanten nicht verschwindenden Amplituden asymptotisch
(bzgl. der Integrationsvariablen x) durch elementar integrierbare Funktionen kom-
pensiert. Die analytisch berechneten Integrale (Sommerfeldintegrale) wurden am
Ende der problemlosen numerischen Auswertung der kurierten Integranden hinzu-
gefiigt. Dadurch wurden die physikalischen Singularitdten extrahiert, und die Green-
sche Funktion zeigt das richtige Verhalten.

Raffinierte Integratoren' haben bereits Methoden implementiert, welche auch fiir
schwach konvergente und im Cauchyschen Sinne nicht konvergente, schwach di-
vergente Integranden gute Ergebnisse liefern. Dies entspricht der Anwendung eines
Limitierungsverfahrens. In der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, dass die Verwen-
dung der kurierten Greenschen Funktionen die gleichen Ergebnisse liefert. Man ist
bei den Simulationen auf moglichst einfache und effiziente Verfahren angewiesen,
daher ist bei den in 4.1 genannten Anwendungen die Verwendung der kurierten
Greenschen Funktionen unumgénglich.

1z.B. die in Mathematica verwendete Routine NIntegrate| ]
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A. Anhang

A.1. Herleitung des Ergebnisses aus (Glg.2.26) in Kapitel 2.2

Die Riicktransformation von (Glg.2.26) kann folgendermaflen gemacht werden':

o -1 o,
/ dk3 7’Lk = (]{7) / dk3€71k’-r i _’elk-T (Al)
R3 R3 €0k‘ -k
3 ik o7 1 3671‘]2'(?77%)
/ dk’ e ¢ 7»(/ d?" 62 TG('F)) / dk' —_— (A2)
R3 R3 €0 JRr3 k-k
G() = (47) 1i / P (A3)
T) = 7y 1m -——-— P — .
R—oo (27)3e0 Jjk<r k-k
o R w e—ilT—7"|kcos®
= ] k2dk in 6do A4
(4m) (27)320 /0 /0 - K2 (Ad)

1 R ik _ ik
= (47) lim / kS € (A.5)
0

R—oo (271')280 —ik"T_"— _7|
| dk z|r 7k _ —z\’r 7|k A
= (4m )R%(Qﬂ' 80|T—r\/ —ik (A-6)
4 1 d ¢t —e A7
= U ey (7= 7 Rflo/ DT (A7)
1 sin &
— (Ar)—— 9 dk A.
G o= 2 A (A-8)
%
(4m) 1
A9
el — 7]~ ol — 7] (4.9)

'Es wurde bewuft auf die Formulierung durch Distributionen verzichtet. Man findet z.B. in [1] oder [2] sehr
gute Darstellungen.
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A. Anhang

A.2. Herleitung des Ergebnisses aus (Glg.2.126) in Kapitel 2.7

Die Greensche Funktion ist als Lésung der Gleichung;:

/ / /
Aa:,y,z G(Z’, Y, 2; .T/y/Z/) — _5(:’6 -z )5(?/ -y )6(2 —z ) (A].O)
e(2)

festgelegt. In dem betrachteten Fall ist die Funktion £(z) in der Form ), ;0(| 3| — [z — 3|).
Das stellt homogene Schichten im Abstand z; dar. Die Differentialgleichung spaltet sich
dadurch in ¢ Gleichungen entlang der z-Komponente auf, und die Lésungen sind durch
die Stetigkeitsbedingungen, die in (Glg.2.34) gefordert werden, verbunden. Das Integral
aus (Glg.2.124) zerfallt dadurch in Intervalle, welche jeweils von z;_; bis z; reichen, also
von Schicht zu Schicht, was durch den Index 7 berticksichtigt wird. Der zweite Index &
gibt an wo die Inhomogenitit der Differentialgleichung abhéngig von 2’ ist (als Folge: der
Sprung in der ersten Ableitung (Glg.2.60) ), wodurch die Greensche Funktion eindeutig
bestimmt ist.
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A.3. Mathematicacode zur Berechnung der Greenschen Funktionen

A.3. Mathematicacode zur Berechnung der Greenschen

Funktionen

Zum Schlufs habe ich einen Beispielcode, geschrieben in Mathematica 9.0, hinzugefiigt,
um die Vorgehensweise zu demonstrieren. Die nummerierten Zeilen kennzeichnen den
gekiirzten aber funktionsfdhigen Programmcode zur Berechnung der Greenschen Funk-
tionen g;; im Fourierraum und der kurierten Greenschen Funktionen des Zweischichtkon-
densators. Eingerahmter Text” ist der jeweilige Befehl an den Mathematicakernel , output

ist das zuriickgegebene Ergebnis.

Ansatz fiir g;; und ¢y,

Definiere Ansatz fiir unteren Bereich nach (Glg.3.9) und (Glg.3.11):

oben = oall Explk z]
+ b Exp[-k z]; D[oben, z]
Max [z, zl])

+ obll Exp[-z k]; unten = uall Exp[ k z]

Oben = a Expl[k z] unten - D[unten, z]

(unten /. z -> Min[z, zl]) // Expand

oben // Expand phi

+ ubll Exp[-z k];

(oben /. z

->

—2koblluall + 2koallubll
ekMax[z,zl]+kMin[z,zl]Oalluall + e—kMax[z,Zl]+kMin[z,zl]Oblluall +

output: .
ekMax[z,zl] —kMin[z,z1] oallubll + eszMax[z,zl] —kMin[z,z1] ob11lubll

Losung des Gleichungssystems mit den Rand und Stetigkeitsbedingungen (Glg.3.3) bis (Glg.3.7)

solvel = Solve[{(Refine[phi, z <= z1 <= 0] /. z -> -q) == 0, (Oben /. z -> p) == 0, (D[(Refine[phi, z
> z11), z] /. z => z1) - (D[ (Refine[phi, z < z1]), z] /. z => z1) == -1/el, (Oben /. z -> 0) ==
(Refine[phi, zl1 <= =z <= 0] /. z => 0), el (D[Refine[phi, zl <=z <= 0], z] /. z => 0) - e2
((D[Oben, z]) /. z -> 0) == 0}, {oall, obll, uall, ubll, a, b}, Method -> Reduce] // Simplify

((7 14-€2kP )e1+(1+e%”)82)0a11
(—14e2kr)el—(1+e2kP)e2 K

e2ka ((71+62k7’)e17(1+e2k’p)e2)
2el((—1+e2kP)(1+e2kq)el+(1+€2kP)(—1+e2ka)e2)koall
el—e?FPelfe24e2FPe2
2el((—1+e2kP)(1+e2F9)el+(1+e2FP)(—1+e2F9)e2) koall ’
e—kzl (1762k(q+zl)
((—1+e2kP)(14e2k9)el+(1+e2kP)(—1+e2ka)e2)k
erp*kzl(_l_,’_e?k(Q‘FZl)

(—1+4-e2kP)(1+e2Fe)el+(1+e2kP)(—1+e2F9)e2)k } }

ffon-

uall —
ubll —

output:

a —

b—>(

Ersetzen von min und maz durch entsprechende Betragsfunktionen

Er kann sehr gut zur weiteren Verwendung herauskopiert werden, falls die digitale Version der Arbeit

vorliegt.
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phi = (phi // Expand) /. {a, Max[b., c.] + a. Min[b_, c.] -> -a Abs[b + c¢], a. Max[b_, c.] - a. Min[b_, c_]
-> a Abs[b - c], -a. Max[b_, c.] + a_. Min[b_, c.] -> -a Abs[b - c]}

e~ kAbslzt+21]6311uall + e FAbsl=—2lgb11uall +
output: ekAbslz=2115a11ub11 + eFAbsl=+21lgb11ub11

Einsetzen der ermittelten Koeffizienten und Vereinfachen Definition der Funktionen g;; und go;.
(Hier mitphill und phi21 bezeichnet)

phill = phi /. solvel[[1l]] // Simplify
phi2l = Oben /. solvel[[1]] // Simplify

(efk(Abs[zle]+Abs[z+zl]) (equ _ ek(Abs[z7Z1]+Abs[z+Zl]))
(ek(2p+Abs[27Z1])(el _ 62) + ekAbs[ZJer](fel + 62)7

ekAbs[z—zl} (el + 82) T ek(2p+Abs[z+Zl])(el + 62)))/

(2e1 ((—1+ €2*?) (1 + e?*9) el + (1 + €2*P) (—1 + €?*7) €2) k)

e—k(erzl) e2kp _ o2k _1+e2k(q+zl)

((—14-e2kP)(1+e2F2)el+(1+e2kP)(—1+e2F9)e2)k

output:

Uberpriifen der Stetigkeits- und Randbedingungen (Glg.3.3) bis (Glg.3.7)

(Refine[phill, z < zl1 <= 0] /. z -> -q) // FullSimplify

Refine[phill - phi2l /. z -> 0, z1 <= 0] // Simplify
(el D[Refine[phill, zl <=z <= 0], z] /. z -=> 0 // Simplify) (e2 D[phi2l, z] /. z -> 0 // Simplify)
phi2l /. z -> p

output:

o O o O

Uberpriifen ob Differentialgleichungen erfiillt sind, bzw. Sprung der Ableitung (Glg.3.4)

D[phi21l, {z, 2}] - k"2 phi2l
D[Refine[phill, zl1 < z && z <= 0], {z, 2}] - k™2 Refine[phill, zl < z && z <= 0] // Simplify
D[Refine[phill, zl1 > z && z1 <= 0], {z, 2}] - k"2 Refine[phill, zl1 > z && z1 <= 0] // Simplify
(D[Refine[phill, zl1 < z && z <= 0], {z, 1}] - D[Refine[phill, zl1 > z && z1 <= 0], z]) /. z -> zl
// Simplify
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output:

Ansatz fiir g2, und g9,

Definiere Ansatz fiir unteren Bereich nach (Glg.3.9) und (Glg.3.11) :

oben = ocall Explk z] + obll Expl[-z k];
unten = uall Exp[ k z] + ubll Exp[-z k];
Unten = a Explk z] + b Exp[-k z]; D[oben, z] unten - D[unten, z] oben // Expand
xi = (oben /. z -> Max[z, zl]) (unten /. z -> Min[z, zl1l]) // Expand

—2kob1luall + 2koallubll
ekMax[z,zl]+kMin[z,Zl] oalluall + ekoax[z,zl]%»kMin[z,zl]Oblluall +

tput:
outpu ekMax[z,zl]—kMin[z,zl]Oallubll+e—kMaX[z,zl]—k:Min[z,zl]Obllubll

Losung des Gleichungssystems mit den Rand und Stetigkeitsbedingungen (Glg.3.3) bis (Glg.3.7)

solve2 = Solve[{(Refine[xi, z >= z1] /. z -> p) == 0, (Unten /. z -> -q) == 0, (D[(Refine[xi, z >
z11), z] /. z => z1) - (D[(Refine[xi, z < z1]), z] /. z -> zl) == -1/e2, (Unten /. z -> 0) ==
(Refine[xi, z1 >= z >= 0] /. z -> 0), e2 (D[Refine[xi, zl1 >= z >= 0], z] /. z => 0) - el ((D[Unten,
z]) /. z => 0) == 0}, {obll, oall, uall, ubll, a, b}, Method -> Reduce] // Simplify

{{ob11 — —e?*P0all,uall — (— (1 + e?*)el + €2 — e2*4e2) /
(2e2 ((—1+ €2*?) (1 + e?*9) el + (1 + €2*?) (—1 4 €2*4) €2) koall),
ubll — (el + el + €2 — ¢**1e2) /

output : (2€2 ((—1 + €2*7) (1 + %) el + (1 + e2?) (—1 + €2*7) e2) koall),

er‘q—kzl (62kpie2kzl
((—1+e2kP)(14-e2k9)el+(1+e2kP)(—1+e2ka)e2)k
e*kzl (_€2kp+e2kzl

((—14-e2kP)(1+e2ka)el+(1+e2kP)(—1+e2F9)e2)k

a —

b—

Ersetzen von min und max durch entsprechende Betragsfunktionen

xi = (xi // Expand) /. {a, Max[b., c.] + a_. Min[b_, c.] -> a Abs[b + c], a. Max[b_, c.] - a. Min[b_, c.] ->
a Abs[b - c¢], —-a- Max[b-, c.] + a- Min[b., c.] -> -a Abs[b - c]}
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ekAbslzH2lloalluall + e~FAbs—2lobl1uall +
output: ekAbslz=2lloa11ub11 + e~ #Absl=+21ob11ub11

Einsetzen der ermittelten Koeffizienten und Vereinfachen Definition der Funktionen goo und go;.
(Hier mit phi22 und phi21 bezeichnet)

phi22 = xi /. solve2[[1]] // Simplify
phil2 = Unten /. solve2[[1]] // Simplify

¢ R(Abs[z 1] Abs[z211) ((2hkp _ k(Abs[z—21]+Absz+21)
(ekAbsl21] (] — ) 4 h(2atAbS—21]) (_e] 1 e2)—

ekAbs[z—zl] (el + 62) 4 ek(2q+Abs[z+z1])(el 4 62)))/

(2e2 (=14 €2*?) (1 + e?*9) el + (1 + €?*P) (—1 + €?*7) €2) k)

e~ k(z+21) (_1+€2k(4+2))(€2k1)_62k21
((—14-e2kP)(1+e2F2)el+(1+e2kP)(—1+e2F9)e2)k

output:

Uberpriifen der Stetigkeits- und Randbedingungen (Glg.3.3) bis (Glg.3.7)

Refine[ (phi22 /. z -> p), 0 <= zl <= p]
Refine[phi22 - phil2 /. z -> 0, z1 >= 0] // Simplify
(e2 D[Refine([phi22, zl1 >= z >= 0], z] /. z => 0 // Simplify) - el D[Refine[phil2, zl >= z], z] /. z
-> 0 // Simplify
phil2 /. z -> -q

output:

o O o O

Uberpriifen ob Differentialgleichungen erfiillt sind, bzw. Sprung der Ableitung (Glg.3.4)

Dphil2, {z, 2}] - k"2 phil2
D[Refine[phi22, z1 > z && z >= 0], {z, 2}] - k2 Refine[phi22, z1 > z && z >= 0] // Simplify
D[Refine[phi22, zl1 < z && z1 >= 0], {z, 2}] - k"2 Refine[phi22, zl1 < z && z1 >= 0] // Simplify
(D[Refine[phi22, zl1 < z && z1 >= 0], {z, 1}] - D[Refine[phi22, z1 > z && z >= 0], z]) /. z -> z1
// Simplify

output:
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Urspriingliche Greenschen Funktionen

Zusammenfassung der nicht kurierten Greenschen Funktionen g11, g21, 922, 912

phill

phi22

phil2
phi2l

(efk(Abs[zle]+Abs[z+zl]) (62kq _ ek(Abs[zle]JrAbs[erzl]))

(eFprAbsl=—21]) (o] — 2) 4 eFAPs=H11(_el + €2)—
ekAbslz 1l (e] 4 e2) 4 ek(rHAbslztal)) (o] 4 e2))) /

(21 (=1 + ) (1 + e2k0) el + (14 e27) (—1 + €2*4) 2) k)

(efk(Abs[zle]+Abs[z+zl]) (62kp _ ek(Abs[zle]JrAbs[erzl]))

output: (ekAbS[Z“l] (el — e2) + ek(2atAbslz=71])(_e] 4 e2)—
ehAbs[z—2z1] (el +e2) + elc(zq-i-Abs[z-i-zl])(el + e2)))/

(262 (=1 + ) (1 + e2k0) el + (14 €27) (—1 + €2*4) 2) k)

e~k (z+21) 71+€2k(0+2))(e2kp7€2kzl

((—1+4-e2kP)(1+e2ka)el+(1+e2kP)(—1+e2ka)e2)k
e k(z+z1) e2kp_62kz)(_1+62k(q+zl)

((—14-e2kP)(1+e2F2)el+(1+e2kP)(—1+e2F9)e2)k

Gemeinsamer Teiler

Einen gemeinsamen Nenner fiir die Funktionen suchen (Glg.3.12) . cancelfactor entspricht der

Funktion A (Glg.3.18)

cancelfactor = Exp[-2 k p - 2 k gJ;
dll = 2el ((71 T BQkP) (1 T e”") el + (1 T e””) (71 T equ) e2) k//Expand
a22 = 2e2 ((71 + e2FP (1 + e”“q) el + (1 + e2kP (71 + e““) eZ) k//Expand

) )
di2 = <(71 + e“"”) (1 e”““) el + (1 e”“”) <
‘ <

d21 = <(71 + e““) e%“) el + (1 82’“1’)

+ + -1+ e%q) e2) k//Expand
+ + —

1+ e%q) eZ) k//Expand
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—2e1%k 4 2e2MPe1%k — 2¢2k9e1%k + 2e2kP2kae1 %) —
2ele2k — 2e?Frele2k + 2e2k9ele2k + 2e2Frt2kaeledk
—2ele2k + 2e**Pele2k — 2e%Flele2k + 2e2FP+2kael ek —
2022k — 2e2hPe2% | + 2¢2k1eD? | 4 2e2kPT2haeD?

s2 output: —elk + e*frelk — e?kelk + e2kpt2kae] ) —
e2k — e2Fredk 4 e2Fedf 4 e2Frt2hag)]
—elk + e*Frelk — e?kdelk + e2kpt+2kaelf —

e2k — e2FPedk + e2K1e2f + e2kPt2kag);

Auf den gemeinsamen Nenner N (Glg.3.12) bringen

33 common = Denominator[Together[1/dll + 1/d22 + 1/d12 + 1/d21]

2ele2 (—el + e**Pel — e?hlel+
s output: e?hrt2hie] — 2 — e?kreR + e?hie2 + e?hPt2kaeD) |

35 Weiter Vereinfachen mit (Glg.3.13)

Collect [common/(2ele2), {e%q, e2kpt2ka e%p}] /.

36
{el+e2 — ep,el —e2 — em,—el —e2 — —ep, —el + e2 — —em}

37

2kp _ 2kq _ 2kp+2kq
s output : e“*Pemk — e“"lemk — epk + ¢ epk

N Vereinfachen zu N (Glg.3.19)

39 commonl = % (2 el e2)

w output: 2ele2 (e*"Pemk — e?*emk — epk + e**PT2klepk)

«» Kurieren der Funktionen ¢;; und ¢,

Multiplikation von g1 mit NV und A

42 phills = phillxcommon cancelfactor // FullSimplify
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efk(2(p+q)+Abs[zle]+Abs[z+zl]) (762kq 4 ek(Abs[zle]+Abs[z+zl]))

e2 (ekAbs[z—i-zl] (el _ 82) T ek’(2p+Abs[z—zl])(_el + 82)+

output:
ekFAbs[z=71) (o] 4 @) — F(2pHAbslz+21)) (e 4 €2))

Vereinfachung gemaf} (Glg.3.13)

phills = phills //. {em - ep -> -2 €2, em + ep -> 2 el} //. {el + e2 -> ep, el - e2 -> em, -el + e2
-> -em, -el - e2 -> -ep}

efk(2(p+q)+Abs[zle]+Abs[z+zl]) (762kq + ek(Abs[z721]+Abs[z+zl])) e2

output: (_ek(2p+Abs[z—zl])em + ekAbs[z+zl]em T ekAbs[z—zl]ep _ ek(2p+Abs[z+zl])ep)

Multiplikation von go; mit N und A

phi2ls = phi2lxcommon cancelfactor // Simplify

output : Qe—k(2p+2q+z+zl) (€2kp _ erz) (_1 + €2k(q+zl)) ele?

Vereinfachung und Exponenten explizit ausriicken:

phills = phills // Expand;
phi2ls = (phi2ls // Expand) //. c- (a- + b.)
phills = phills //. c- (a- + b.)

->cat+chb

-> ca+cb

_2672kq7szkzle1e2 4 2672kp72kq+kz7kzlele2 4
2e~kthelelel — e 2hrthathele] e
_e—2kp—kAbs[z—zl]e2em _ e—2kq+kAbs[z—zl]e2em 4

output:
e~ kAbslz+21] o | o= 2kp—2ka+kAbs[z+21]anem e*kAbS[Z*ZHeZep +

e—2kp—2kq+kAbs[z—z1]ezep_6—2kp—kAbs[z+zl]ezep_e—2kq+kAbs[z+zl]e2ep
Auffinden der kritischen Werte von g11:
Refine[Reduce[#, {z, zl}, Reals] & /@ ((# == 0) & /@ Union[Refine[Cases[phills, Exp[x-] -> x, {0,
Infinity}], z <= 0 && z1 <=0]] /. k => 1), z >= - && z1 >= -q && p > 0 && g > 0 && z <=0
&& z1 <= 0]

output : {False, zZ1== — 2q — z,False, z1== — z,z1==z, False, False, False}
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Dazugehorige Exponenten finden (Glg.3.20) :

Refine[Union[Cases[phills, Exp([x--], {0, Infinity}]] /. {z -> -q, z1 -> -g}, g > 0] // Simplify

—2kp ,—2kq ,—2k —2kq ,—2k(p+ —2k
{176 P =2k ¢ (p+q)’e 7 e (p ‘1),1,@ p}

output:
Select [Union[Cases[phills, Exp[x-], {0, Infinity}]], (Refinel[(# /. {z1 -> q, z -> q}), g > 0] == 1)
&]
Select [Union[Cases[phills, Exp[x..], {0, Infinity}l], ((# /. z1 -> z) == 1) &]
Select [Union[Cases[phills, Exp[x—], {0, Infinity}]], ((# /. {z1 -> 0, z -> 0}) == 1) &]
{e—kAbs[z—zl] , e—2kq+kAbs[z+zl] }
—kAbs[z—21]
e
Output : { kAD: 1 } kAD: 1
{67 s[z—z ],67 s[z+z ]}
Vereinfachung
phills = Collect {phills, {e—qu+kAbs[z+zl], e—kAbs[z—zl]’e—kAbs[z+zl]}]
Refinel[phills/.z — —q,2z > —q&&z1 > —q&&p > 0&&q > 0&& 2z < 0&&z1 < 0]
672kq+kAbs[z+Zl] (672kpe2em _ ezep) +
e~kabslz=2l] (_e=2kPedem + e2ep)+e FAPSEHZL (e2em — e~ 2kPe2ep) +
output: ekAbs[z—Zl] (_6—2kqezem + e—2kp—2kqe2ep)

e~ 2hath(a=21) (¢=2kPedem — e2ep)+e FI2l) (—e~2kPeDem + e2ep) +
e~ka=2D) (e2em — e~2*Pe2ep)+ek(9+2) (—e~2kiedem + e~ 2hP~2hae2ep)

Asymptotisches Verhalten

Die asymptotischen Koeffizienten der kritischen Exponenten bei kK — oo von N (Glg.3.30) sowie
g11 laut (Glg.3.31), (Glg.3.32) und (Glg.3.33)
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c0 = Limit[(commoncancelfactor/k),
k — Infinity,Assumptions :— {q > 0&&p > 0}]/.{el + e2 — ep}
cl = Limit [(Cases {phills,a,,efquJrkAbs[ZJer]b,, — ab]) s
k — Infinity,Assumptions :— {q > 0&&p > 0}]

59 c2 = Limit [(Cases {phills,a,,ekabS[erZl]b,, — ab]) s

k — Infinity,Assumptions :— {q > 0&&p > 0}]
c3 = Limit [(Cases [phills, ae kapslz—aily, ab]) s

k — Infinity,Assumptions :— {q > 0&&p > 0}]

2ele2ep

{—e2ep}
60 output: {e2em}

{e2ep}

Bilden der singuldren Terme R;; in (Glg.3.39)

Philla = Collect [((Cases [phills7 a,7672kq+kAbs[z+Z1]b,,]) c0/cl—
commonlcancelfactor/kekaq+kAbs[z+ﬂ])/

(commonlcancelfactorc0/cl), e_qu+kAbs[z+21]]

3

Phillas = eiquJrkAbs[ZJer]cl/(k:cO);

Phillb = Collect[((Cases {phills, a,,ekabs[z+21]b,,]> c0/c2 — commonlcancelfactor/k
e—kAbs[z+z1])

3

/(commonlcancelfactorcO/cZ),ekabS[erZl]}
61 Phillbs = ekabS[z+21]c2/(k:cO);

Phillc = Collect[((Cases [phills7 a,,,ekabS[zfﬂlb,,]) c0/c3 — commonlcancelfactor/k

e—kAbs[z—u])

3

/(commonlcancelfactorcO/cB),eikAbS[szl]]
Phillcs = ekabS[ziZl]CE/(ch);

Phillrest =
DeleteCases [phills7 a_e kapslz=ally, 1o e 2katkhpszdzi]

-

a,,ekabs[erZl]b,,,]/(commonlcancelfactor)//FullSimplify

FAbs[z—21] (762kpem+ep)

62 output: 2e1(62’“?em—e%‘lem—ep—&-e%@‘*@ep)k

Aufsummieren der Terme aus der vorherigen Berechnung, wobei phill Ry; aus (Glg.3.39)
entspricht:
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63 Phill = Together[Philla + Phillb + Phillc + Phillrest] // Simplify

{_ (€2kp7kAbs[z+zl]em2 + ek(2p+AbS[2’*Zl])emep + erP*kAbS[Z*ZHemep—
e—kAbs[z+Zl]emep _ ek(2p—2q+Abs[z+zl])emep _ e—kAbs[z—zl]ep2 _
64 output: ekAbs[z—Zl]ePQ + ek(—2q+Abs[z+21])ep2 + e2kq—kAbs(z+2z1] (_em2 + ep2))/

(2elep (e?*Pem — e?F9em — ep + e2F(P+9ep) k) }

Auffinden der kritischen Werte von ¢21:

Refine[Reduce[#, {z, zl}, Reals] & /@ ((# == 0) & /@ Union[Refine[Cases[phi2ls, Exp[x-.] -> x, {0,
65 Infinity}], z >= 0 && z1 <=0]] /. k -=> 1), z <=p && z1 >= g && p > 0 && g > 0 && z >= 0 &&
z1l <= 0]

{False, False, z1==z, False}

66 output:

67 Dazugehorige Exponenten finden (Glg.3.22) :

Select [Union[Cases[phi2ls, Exp[x--], {0, Infinity}]], (Refine[(# /. {z1 -> 0, z -> 0}), p > 0] == 1)
&]

68

69 Output: {e_kz+k21}

Der asymptotische Koeffizient ¢21 des kritischen Exponenten bei x — oo von go; laut (Glg.3.37)

70 c4 = Limit [(Cases [phile,a,,e_kz"'k“b,, — ab]) k= Infinity]

71 output: {2ele2}

Aufspalten in Terme welche den kritischen Exponenten enthalten:

Phi2la = (Cases [phile,a,,,esz+k21b,,,}/(commoncancelfactor)—
c4/(kc0)eik2+kﬂ) //Simplify

72 _k

Phi2lrest = (DeleteCases [phile, a._e szrkﬂlj,,,])/

(commoncancelfactor)//Simplify
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{ (ek(==+2D)
(= (=14 e%P) (14 e?*) el — (14 e?*P) (=1 + e2k7) e2 + 2k (PFDep)) /
output: (((—=1+e?7) (14 e?*) el + (14 €2F?) (—1 4 e2¥) €2) epk) }

e~ k(z+z1) (_e2kp+62kz_62k(q+z+zl)

((—14e2kP)(14e2Fa)el+(1+e2kP)(—14e2F9)e2)k

Bilden der singuldren Terme Ry, in (Glg.3.41)

Phi2las = e **1*?1cq/(kco)

esz+kzl
output: { epk }

Aufsummieren der Terme aus der vorherigen Berechnung, wobei phi21 Ry aus (Glg.3.41)
entspricht:

Phi2l = ((Phi2la + Phi2lrest) // Together // Simplify) /. {el + e2 -> ep, -el + e2 -> -em, el - e2 ->

em}

{(e—k'(z+zl) (_er(p-l-zl)em 4 e2k(q+zl)em_
e2k:pep 4 e2k:zep 4 e2kzlep o e2k(q+z+zl)ep))/

output:
(((=1 + €259) (1 + e2*0) o] + (1 + 2*7) (—1 + 2+4) e2) epk) }

Kurieren der Funktionen ¢, und gy

Multiplikation von g2 mit N und A

phi22s = phi22xcommon cancelfactor // FullSimplify

efk(2(p+q)+Abs[zle]+Abs[z+zl]) (762]()17 + ek:(Abs[zle]+Abs[z+zl]))

el (ek(2q+Abs[z—zl])(e1 _ 62) + 6kAbs[z+Z1](—el + e2)+

output:
ekAbs[z—21] (el +e2) — ek(2q+AbS[2+zl])(el + 62))

Vereinfachung gemaf} (Glg.3.13)

phi22s = phi22s //. {em - ep -> -2 €2, em + ep -> 2 el} //. {el + e2 -> ep, el - e2 -> em, -el + e2
-> -em, -el - e2 -> -ep}
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efk(Z(p%»q)JrAbs[z721]+Ab5[z+zl]) (7621@ 4 ek(Abs[zle]+Abs[z+zl])) el

g2 output: (ek(2q+Abs[z—zl])em _ ekAbs[z+zl]em T ek’Abs[z—zl]ep _ ek(2q+Abs[z+21])ep)

Multiplikation von g;2 mit N und A

phil2s = phil2xcommon cancelfactor // Simplify

—k(2p+2q+2+71 2k(g+2)) (p2k 2k71
output: e MEPTRATERID (1 4 e2HaF2)) (24P — e2471) ele2

Vereinfachung und Exponenten explizit ausriicken:

phi22s = phi22s // Expand;
phil2s = (phil2s // Expand) //. c- (a- + b.) -=> c a + c b
phi22s = phi22s //. c. (a- + b2) -=> ca + cb

—9e—2kq—kz—kzla1e) 4 Qekz—kzlaleD 4
2672kp72kq7kz+kzle1e2 _ 2672kp+kz+kzle1e2

e—2kq—kAbs[z—zl]elem + e—2kp+kAbs[z—zl]e1em _

output: Auffinden
e—kAbs[z+Zl]e1em _ e—2kp—2kq+kAbs[z+zl]elem 4 e—kAbs[z—Zl]elep +
ef2k:p72kzq+kAbs[zle]elep_672kq7kAbs[z+zl]elep_ 672kp+kAbs[z+zl]elep

der kritischen Werte von ¢22:

Refine[Reduce(#, {z, zl}, Reals] & /@ ((# == 0) & /@ Union[Refine[Cases[phi22s, Exp[x--] -> x, {0,
Infinity}], z >= 0 && z1 >= 0]] /. k -> 1), assumeg22]
output : {z1== — z,False, zZ1==2p — z, False, z1==z, False, False, False}
Dazugehorige Exponenten finden (Glg.3.21) :
83 Refine[Union[Cases[phi22s, Exp(x--], {0, Infinity}]] /. {z -> p, z1 -> p}, p > 0] // Simplify

—2kq ,—2kp ,—2k(p+q) ,—2kp ,—2k(p+ —2k
s output: {176 4 =2k o—2k(p+a) o—2kp o—2k(pta) 1 ¢ q}
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A.3. Mathematicacode zur Berechnung der Greenschen Funktionen

Select [Union([Cases[phi22s, Expl[x--], {0, Infinity}]], (Refine[(# /. {z1 -> p, z -> p}), p > 0] == 1)
&]
8 Select [Union[Cases[phi22s, Exp[x--], {0, Infinity}]], ((# /. z1 -> z) == 1) &]
Select [Union([Cases[phi22s, Explx—], {0, Infinity}]], ((# /. {z1 -> 0, z -> 0}) == 1) &]

{ekabs[zle] , ef2kp+chbs[z+zl] }
{ekabs[zle] }

g6 output:
{e—kAbs[z—zl] , e—kAbs[z+zl] }

Vereinfachung

a7 Phi22s = Collect [phiZZs, {672kp+kAbs[z+zl]7efk:Abs[zle]) e—kAbs[z«le]}}

ef2lcp+kAbs[z+Zl] (_672kqe1em o elep) +

e~kabslz—=21] (¢=2kdelem + elep)+e FAbSEHZL (—elem — e~2Felep)+
g8 output:

ekAbs[z—zl] (e_%pelem—f— e—2kp—2kqe1ep)

s Asymptotisches Verhalten

Die asymptotischen Koeffizienten der kritischen Exponenten bei k — oo von N (Glg.3.30) sowie
g22 laut (Glg.3.34), (Glg.3.35) und (Glg.3.36)

c0 = Limit[(commoncancelfactor/k),k — Infinity,Assumptions :— {q > 0&&p > 0}]/.{el + e2 — ep}dl =
Limit [(Cases [phi22s7 a._e2kptkrbs[zdally, ab]) , k — Infinity,Assumptions :— {g > 0&&p > 0}]d2 =

90 Limit {(Cases {phi22s,a,,e_k“’s[z*'“]b,, — ab]) , k — Infinity,Assumptions :— {g > 0&&p > 0}]d3 =

Limit [(Cases [phiZZs, a__ekepslz—z1ly, ab]) , k — Infinity,Assumptions :— {q > 0&&p > 0}]

2ele2ep

{—elep}
91 output: {—elem}

{elep}

Bilden der singuldren Terme Ry, in (Glg.3.40)
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A. Anhang

Phi22a = Collect {((Cases [phi22s7 a,,,ef%erkAbS[erZl]b,,,]) c0/d1—

commonlcancelfactor/keizkp+kAbs[z+21])/

(commonlcancelfactorc0/dl), eizkp+kAbs[z+21]} ;
Phiz2as = e 2RPHRASlE+2l g1 /(keo);
. _ . —kAbs[z+4z1]
Phi22b = Collect[( ( Cases |phi22s,a-_e b___| ) c0/d2 — commonlcancelfactor/k

’

ekabS[erZl])/ (commonlcancelfactorc0/d2),e

—kAbs[z+zl]:|
%2 Phizzbs = e PPlEF g /(keo);
Phi22c = Collect[((Cases [phi22s, a,,ekabs[zle]b,,,]) c0/d3 — commonlcancelfactor/k

)

—kAbs[z—zl])

/ (commonlcancelfactorc0/d3), e*kAbs[zle]]

e
Phizzes = e 272 G3/(keo);

Phi22rest =
DeleteCases {phiZZs,a,,e

—kAbs[z—zl]b a e—2kp+kAbs[z+zl]b ‘

a,,,ekabS[erZl]b,,}/(commonlcancelfactor)//FullSimplify

echbs;[z—zl] (e2kqem+ep)
93 output: - 2e2(—e2kPem-+e2kdem-tep—e2k(rtalep )k

Bilden der singuldren Terme R;; in (Glg.3.39)

Phi22 = Together[Phi22a + Phi22b + Phi22c + Phi22rest] // Simplify

{(_62kq7kAbs[z+zl]em2 4 ek(2q+Abs[zle})emep 4 62kq7kAbs[zle]emep_
e7IcAbs[z+zl]eInep _ 6k(72p+2q+A‘bs[z+zl])el,nep + ekabs[zle]ep2 +
output: ekAbs[z—zl]ePQ _ ek(—2p+Abs[z+zl])ep2 + erp—kAbs[z+zl] (emQ _ ep2))/ Auffinden

(2e2ep (e?*Pem — e?Fem — ep + 2P+ 9ep) k) }

der kritischen Werte von g12:

Refine[Reduce(#, {z, zl}, Reals] & /@ ((# == 0) & /@ Union[Refine[Cases[phil2s, Exp[x--] -> x, {0,

94
Infinity}], z <= 0 && z1 >= 0]] /. k -> 1), assumegl2]

o output: {False, z1==z, False, False}

Dazugehorige Exponenten finden (Glg.3.22) :
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96

98

100

101

102

103

104

A.3. Mathematicacode zur Berechnung der Greenschen Funktionen

Select [Union[Cases([phil2s, Exp([x-.], {0, Infinity}]], (Refine[(# /. {z1 -> 0, z -> 0}), g > 0]
&]

1)

output: {ek27k21}

Der asymptotische Koeffizient ¢12 des kritischen Exponenten bei x — oo von g;2 laut (Glg.3.37)

d4 = Limit [(Cases [philZs7 a_efr kil ab]) k— Infinity]

output: {2e1e2}

Aufspalten in Terme welche den kritischen Exponenten enthalten:

Phil2a = ((Cases [philzs, a,,,e’”‘“”bﬁ]) c0/da—

commonlcancelfactor/kelm_ku)/ (commonlcancelfactorc0/d4)

kz—kz1

Phil2rest = (DeleteCases [phi12s,a,,e b,{D/(commonlcancelfactor)

[ (24P +2Ka (9ek=—k7l el eDep — 1/k2e~2kp—2kathz—hel

ele2 (e*Pemk — e?*lemk — epk + e?PT2kdepk))) /

(2ele2ep (e**Pemk — e**lemk — epk + e**P+2hiepk)) |
output : (e2hPH2ka (_9e—2ka—ke—krlo]eD |

Qe 2kp—2ha—k=+hrlgle) — 9~ hptkathele]ed)) /

(2ele2 (e**Pemk — e**lemk — epk + e2FPT2kiepk))

Bilden der singuldren Terme R, in (Glg.3.41)

Phil2as = e***21d4/(kc0)

ekz —kzl
output: { epk }

Aufsummieren der Terme aus der vorherigen Berechnung, wobei phi21 Ry aus (Glg.3.41)

entspricht:

Phil2 = (Phil2a + Phil2rest)//Together/. {em —ep > —2e2,em+ ep — 2el, (em2 — epZ) — 74e1e2} //Simplify
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{(efk‘(erZl) (762k(p+z)em + e2k(q+z)em7
er’pep + e2kzep + e2kzlep _ e2k(q+z+z1)ep))/

105 output:
(ep (e*Pem — e**%em — ep + ek P+ ep) k) }
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A.3. Mathematicacode zur Berechnung der Greenschen Funktionen

e Ergebnisse

Phill
Phillas
Phillbs
Phillcs

Phi2l

107

Phi2las

108
{ ( 2kp—kAbs| z+zl]em +ek(2p+Abs[z Zl])emeererp kAbs[z— Zl]emep—

e7kAbs[z+zl]en,lep_ek(Zp 2q+Abs[z+zl])emep —kAbs[z— zl]ep _
kAbs[z z1] ep +ek( 2q+Abs[z+zl])ep +62kq kAbs[z+z1] (—81’1’12 +ep2))/

2elep (e?*Pem — e?Flem — ep + e2FP+9ep) k) }
o= 2ka+kAbs[z+21]
T 2elk }

—k:Absz z1]
T 2elk
e—k(z+21) ( 2k(p+zl)em + er(quzl)em_

{ —kAbs z+zl]
output: { 2elepk }

Qkpep + 62kzep + 62kzlep _ 62k(q+z+zl)ep))/
(-1 +¢9) (14 ¢20) el + (1 +29) (-1 + %) ) eph)

e~ kzthzl
epk

Phi22
Phi22as
Phi22bs
Phi22cs

Phil2
Phil2as

{ (_€2kq—kAbs[z+zl] % (2q+Abs] 2kq—kAbs|

em? + e 7emep + e #~7lemep—

e—kAbs[z+zl]emep _ ek‘(—2p+2q+Abs[z+z1])emep 4 e—kAbs[z—zl]ep2 +
eFAbslz—2llgp2 _ k(=2 +Abslz+71]) g2 4. 2kp—kAbs(z+21] (em? — ep?)) /
2e2ep (e**Pem — e2*9em — ep + 2F(P+ep) k) }

e—2kp+kAbs[z+z1]
2e2k

{ e—chbs[z+z]]em}
output: 2e2epk
{e—kAbs[z—zl]

2e2k
(efk(erZl) (_€2k(p+z)em_|_ eZk(q+z)em_

¢2pep + ?Fep + ¢lep — 2K+t ep)) /
(ep (e*Pem — e**%em — ep + ek P+ep) k) }

ehz—kzl
epk
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