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Einleitung

Im ersten Kapitel werden die Grundlagen fiir die nachfolgenden Kapitel erlautert.
Zunachst wird von einer lineraren elliptischen und homogenen partiellen Differential-
gleichung zweiter Ordnung in einem Gebiet des R? ausgegegangen, deren Koeffizien-
tenfunktionen analytisch in ebendiesem Gebiet sind. Fir die klassische Losung dieser
Differentialgleichung kann dabei der Satz von Picard formuliert werden.

In weiterer Folge werden dann von dieser reellen elliptischen Differentialgleichung die
komplexe Form und die zugehorige formal hyperbolische Differentialgleichung abgelei-
tet, wobei im Zusammenhang mit letzterer die Begriffe des Spiegelgebiets, des bizylin-
drischen Gebiets und des Fundamentalgebiets einer Differentialgleichung naher erklart
werden. Schliellich wird mithilfe des Hauptsatzes von Vekua der Zusammenhang zwi-
schen der klassischen Losung der reellen elliptischen Differentialgleichung bzw. ihrer
komplexen Form und der im bizylindrischen Gebiet analytischen Losung der formal
hyperbolischen Differentialgleichung erlautert.

Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels folgt dann die Herleitung der sogenannten
ersten verkiirzten Form der formal hyperbolischen Differentialgleichung und eine kurze
Betrachtung ihrer Losbarkeit.

Das zweite Kapitel umfasst die sogenannte Riemannfunktion, eine spezielle Lo-
sung der reellen elliptischen Differentialgleichung bzw. der zugehorigen formal hyper-
bolischen Differentialgleichung. Sie ist im Wesentlichen die Losung einer Volterraschen
Integralgleichung erster Art bzw. der adjungierten formal hyperbolischen Differential-
gleichung und ist analytisch im kartesischen Produkt von zwei bizylindrischen Gebie-
ten.

Neben der Behandlung einiger wichtiger Eigenschaften der Riemannfunktion wird der
wichtige Satz bewiesen, dass sich alle im bizylindrischen Gebiet analytischen Losun-
gen der formal hyperbolischen Differentialgleichung mithilfe der Riemannfunktion und
zweier Integrale darstellen lassen. Dieses Ergebnis lasst sich dann auf die klassischen
Losungen der reellen elliptischen Differentialgleichung im einfach zusammenhéngen-
den reellen Gebiet tibertragen.

Am Ende des zweiten Kapitels folgen abschlieend zwei Beispiele fiir Riemannfunktio-
nen: Einmal wird diese fiir die Laplace-Gleichung im R? und einmal fiir die urspriing-
liche Form der Bauer—Peschl-Gleichung in der komplexen Ebene C hergeleitet (im
zweiten Fall kann diese mithilfe der Legendrefunktion erster Art angegeben werden).

Das dritte Kapitel behandelt zunédchst die Herleitung der Bauer—Peschl-Glei-
chung erster Stufe mit dem Index n € N in einem einfach zusammenhangenden kom-
plexen Gebiet und ihren Zusammenhang mit der urspriinglichen Form der Bauer—
Peschl-Gleichung. Danach wird der wichtigste Satz dieser Arbeit formuliert. Dieser
behandelt die Darstellung aller analytischen Loésungen der Bauer—Peschl-Gleichung
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erster Stufe und besagt, dass diese Losungen im Wesentlichen mithilfe von zwei im
komplexen Gebiet analytischen Erzeugenden und deren Ableitungen darstellbar sind.
Zusétzlich wird in diesem Satz noch angegeben, wie man bei einer bekannten Losung
der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe die Erzeugenden bzw. deren Ableitungen be-
stimmen kann.

Der Beweis dieser wichtigen Aussagen wird danach mithilfe zahlreicher Lemmata ge-
fithrt, wobei in diesem Zusammenhang auch die Definitionen von Auf- und Abstei-
geopertoren zu finden sind. Weiters wurden zusétzliche Beweise zu wichtige Aussagen,
die den Beweis des Darstellungssatzes von Losungen betreffen, in den Anhang aus-
gelagert. In diesem wird zusétzlich auch eine andere Darstellung der Losungen der
Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe behandelt.

Am Ende des dritten Kapitels wird die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe etwas ver-
allgemeinert. Dies geschieht in Form der Bauer-Peschl-Gleichung zweiter Stufe, die
nun zwei Indizes m,n € N besitzt. Analog zur Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe
lasst sich schlielich ebenfalls ein Satz iiber die Darstellung aller analytischen Losun-
gen mithilfe zweier analytischer Erzeugenden in einem einfach zusammenhangenden
Gebiet der komplexen Zahlenebene formulieren.

Im vierten und letzten Kapitel wird dann schliefSlich der Raum der bikomplexen
Zahlen BC eingefiihrt. Zunichst werden die bikomplexen Zahlen definiert und ihre
wichtigsten Eigenschaften vorgestellt: Sie sind ein kommutativer Ring mit Eins und
bilden, ausgestattet mit der Euklidischen Norm im R*, einen reellen Banachraum. Im
Gegensatz zu den reellen und zu den gewohnlichen komplexen Zahlen besitzen die bi-
komplexen Zahlen Nullteiler und die Menge ihrer nicht invertierbaren Elemente besteht
aus mehr als einem Element. Weiters wird bewiesen, dass eine bikomplexe Zahl eine
eindeutige idempotente Darstellung mit komplexen idempotenten Komponenten be-
sitzt. Nach dieser kurzen Einfithrung in die Eigenschaften der bikomplexen Zahlen wer-
den die Begriffe der BC—Holomorphie und der BC—Differenzierbarkeit einer bikom-
plexen Funktion eingefithrt. Zunachst wird ein bikomplexes Gebiet definiert, das sich
im Wesentlichen aus zwei komplexen Gebieten zusammensetzt. Die Anforderungen an
die komplexen Gebiete bzw. an das bikomplexe Gebiet selbst werden dabei anhand von
zwei Satzen erklart. Die BC—Holomorphie einer Funktion wird dann mithilfe einer kur-
zen Einfithrung in die Theorie bikomplexer Potenzreihen erldutert, woraus sich dann
der wichtige Satz ergibt, dass man eine BC—holomorphe Funktion durch zwei kom-
plexe analytische Funktionen darstellen kann, die harmonisch beziiglich ihrer beiden
komplexen Variablen sind und die die komplexen Cauchy—Riemannschen Differential-
gleichungen erfiillen. Gleich darauf erfolgt die Definition der BC—Differenzierbarkeit
einer bikomplexen Funktion und deren Aquivalenz zu der BC—Holomorphie.

Der néchste Abschnitt befasst sich dann mit den vier verschiedenen Arten von bi-
komplexen Differentialoperatoren. Diese ermdglichen ndamlich eine Charakterisierung
von BC—holomorphen bzw. BC—differenzierbaren Funktionen ahnlich wie im kom-
plexen Fall, in dem f; = 0 fiir eine analytische Funktion f gilt. Auflerdem wird der
komplexe Laplace-Operator mithilfe von zwei bikomplexen Differentialoperatoren aus-
gedriickt. Besagte Darstellung wird dann némlich fiir den letzten Abschnitt dieser
Arbeit bentitzt: Der Formulierung der sogenannten verallgemeinerten Bauer—Peschl—
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Gleichungen erster und zweiter Stufe im bikomplexen Raum BC. Fiir diese beiden
bikomplexen Differentialgleichungen werden schliellich jeweils Satze angegeben, die
die Darstellung ihrer Losungen behandeln.



1. Grundlagen

In diesem Kapitel wird eine lineare elliptische partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung in zwei reellen Variablen vorgestellt, die den Ausgangspunkt dieser Arbeit
bildet. Von dieser Differentialgleichung wird in weiterer Folge die komplexe Form,
eine formal hyperbolische partielle Differentialgleichung und die verkiirzte Form die-
ser formal hyperbolischen Differentialgleichung hergeleitet, die sich fiir die weiteren
Betrachtungen als wichtig erweisen. Weiters werden die Eigenschaften der Losungen
dieser zueinander dquivalenten Differentialgleichungen kurz behandelt.

1.1. Die elliptische Differentialgleichung zweiter
Ordnung

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine lineare elliptische Differentialgleichung und einen
Satz zur Charakterisierung ihrer Losung anzugeben. Zuvor werden jedoch noch grund-
legende Definitionen (vgl. Seite 16, 38 und 39 in [30]) benotigt:

Definition 1.1. Eine Teilmenge D der komplexen Ebene C heifit offen, wenn es um
jeden Punkt zy € D eine offene Kreisscheibe K (zg,r) = {z € C : |z — 20| < r} mit
Mittelpunkt zo und Radius > 0 gibt, sodass K (zg,7) C D.

Definition 1.2. Sei [a,b] = {t € R: a <t < b} ein abgeschlossenes Intervall auf der
reellen Achse und z(t) sei eine stetige, komplexwertige Funktion, die auf [a, b] definiert
ist. Wenn ¢ von a nach b lauft, so beschreiben die Punkte z(¢) eine Kurve v in der
komplexen Ebene C mit Startpunkt z(a) und Endpunkt z(b).

Die Kurve v heifit geschlossen, wenn z(a) = z(b).

Definition 1.3. Die offene Menge D C C heifit zusammenhangend, wenn je zwei
beliebige Punkte aus D durch eine Kurve v verbunden werden konnen, die ganz in D
enthalten ist.

Definition 1.4. Ein Gebiet ist eine offene und zusammenhédngende Menge.

Mithilfe der obigen Definition eines Gebiets lasst sich nun der Begriff einer ana-
lytischen Funktion einfiihren, deren Definitionsmenge immer ein Gebiet in der kom-
plexen Zahlenebene ist:

Definition 1.5. Sei D C C ein Gebiet und zy ein beliebiger Punkt von D. Die
eindeutige Funktion f : D + C heifit analytisch bzw. holomorph in z;, wenn
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sie in einer offenen Kreisscheibe um 2y komplex differenzierbar ist, d.h. der Grenzwert

Z—20 z — ZO
existiert und ist endlich.
Weiters ist die Funktion f genau dann im Punkt zy € D analytisch bzw. holomorph,

wenn sie auf einer offenen Kreisscheibe um 2, durch eine konvergente Potenzreihe

o0

> ar(z — 2)F

k=0

dargestellt werden kann.
Wenn f in jedem Punkt von D komplex differenzierbar ist, so nennt man f analytisch
bzw. holomorph im gesamten Gebiet D.

Analytische Funktionen spielen in dieser Arbeit noch eine grofie Rolle. Zu Beginn
werden sie als die Koeffizientenfunktionen von linearen partiellen Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung in zwei Variablen auftreten. Zuvor sollen diese Begriffe jedoch
noch eingefiihrt werden (vgl. Seite 90 bis 91 in [22]):

Definition 1.6. Die Normalform einer linearen homogenen partiellen Differentialglei-
chung zweiter Ordnung mit zwei unabhéngigen reellen Variablen x; und x5 in einem
Gebiet D C R? lautet:

0%u 2

2 2
0
Z Z aik(azl, Ig)axaxk + sz(l’l,.IQ)a;L + C(l’l,.%Q)u =0. (].].)

i=1 k=1 =1

Hierin bezeichnet u = wu(z1,z5) die gesuchte Funktion. Die Funktionen a, b; und ¢
werden Koeffizientenfunktionen genannt, wobei a;;, = ay; fiir i, k = 1,2 gelte.
Je nach Hauptteil

0%u 0%u 9%u
Hu = Cbn(IlJz)aiﬁ + 26L12(I17$2)M + agn(z1, 902)87:%

lasst sich die Differentialgleichung in die folgenden drei Typen klassifizieren: Sie heif3t
im Punkt (z, z5)

« hyperbolisch, wenn a;;a2 — a3, < 0,

e parabolisch, wenn a;ia90 — a%Q =0,

o elliptisch, wenn a;jas — a%z > 0.

Wenn die Differentialgleichung in allen Punkten des Gebiets D hyperbolisch, para-
bolisch oder elliptisch ist, so heifit sie hyperbolisch, parabolisch oder elliptisch im
gesamten Gebiet D.
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In dieser Arbeit soll nun von der folgenden linearen elliptischen und homogenen
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung in einem Gebiet D C R? in zwei
unabhéngigen reellen Variablen z und y ausgegangen werden:

ou ou

e + c(z,y)u = 0. (1.2)

Die vorgegebenen Koeffizientenfunktionen a(x,y), b(z,y) und c(z,y) sollen im Gebiet
D C R? analytisch sein (vgl. Seite 6 in [31]), d.h. sie lassen sich jeweils in einem Recht-
eck um einen beliebigen Entwicklungspunkt aus D C R? in konvergente Potenzreihen
entwickeln (vgl. [15]).

Weiters stellt die Funktion v = u(z,y) in der Differentialgleichung (1.2) die gesuchte
Funktion dar, fiir die gilt (vgl. Seite 7 in [31]):

Definition 1.7. Bezeichne C?(D) den Raum der zweimal stetig differenzierbaren
Funktionen in einem Gebiet D C R?. Wenn die Funktion u(z,y) € C*(D) ist und
die elliptische Differentialgleichung (1.2) identisch erfiillt, so spricht man von einer
klassischen Losung der Differentialgleichung.

Weiters gilt der folgende Satz (vgl. [23] auf Seite 213 bzw. [15]):

Satz 1. (Satz von Picard)

Die Koeffizienten a,b und ¢ der elliptischen Differentialgleichung (1.2) seien analyti-
sche Funktionen in einem Gebiet D C R2. Dann ist jede klassische Losung u = u(z,y)
von (1.2) ebenfalls analytisch in D.

Beweis. In [23] auf Seite 213 ist die Beweisidee dieses Satzes wiedergegeben. Diese
basiert auf der Methode der sukzessiven Approximation. O

Bemerkung. Die Elliptizitat der Differentialgleichung (1.2) laut Definition 1.6 kann
mithilfe des Hauptteils

u  0%u
Hu=Au=—+ —
“ T + 0y?
gezeigt werden, da hier ay;; = a9y = 1 und a;2 = 0 in allen Punkten des Gebiets

D C R? gilt.

1.2. Die komplexe Form der elliptischen
Differentialgleichung

In diesem Abschnitt soll die sogenannte komplexe Form der elliptischen Differential-
gleichung (1.2) hergeleitet werden. Hierzu setzt man die beiden unabhéngigen Varia-
blen z,y € R der elliptischen Differentialgleichung (1.2) zu einer neuen komplexen
Variable

z2=x+1y (1.3)
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zusammen und bezeichnet die zu z konjugiert komplexe Variable mit
zZ=ux—1y. (1.4)

Dabei gilt, dass z und z voneinander abhéngige komplexe Variablen sind, obwohl

x,y € R unabhéngig sind. Weiters konnen die zwei reellen Differentiationen a% und
a% aus der elliptischen Differentialgleichung (1.2) zu zwei komplexen Differentiationen,

den sogenannten Wirtinger-Operatoren
o 1[0 0
— == ;= 1.
0z 2 <8x Z8y>’ (15)

0 10 .0

zusammengefasst werden (vgl. [29] auf Seite 30 bzw. [15]). Somit ldsst sich die Diffe-
rentialgleichung (1.2) folgendermaflen auf ihre komplexe Form transformieren:
Addiert bzw. subtrahiert man (1.3) und (1.4), so erhélt man fiir z,y € R die Bezie-
hungen:

z+z
T = ,

2
_z—i
LY

Aus der Addition bzw. Subtraktion von (1.5) und (1.6) ergeben sich fiir die partiellen
Ableitungen erster Ordnung von (1.2) die Relationen:

9 _9 9 | o _ (o 9
dr 9z 0z O oy ‘

Der Laplace—Operator in (1.2) wird mithilfe der Wirtinger—Operatoren (1.5) und (1.6)
AR

0z 0z

0? 02 0 0 0 0 o?

a2 o <8x Zay> <3x * Zay> 920z (1.7)
Setzt man nun die oben hergeleiteten Ausdriicke in die Differentialgleichung (1.2) ein,
so erhélt man die Gleichung

U, (247 z-z\[oU  oU
0202 "N\ "2 T2 oz " oz

e z+z z—z\.|oU 8£+ 24z z—2 U=0
o 2 )'or oz TN\ T2 2 )0
Nach der Division durch 4 erhélt man schlieflich die komplexe Form der elliptischen
Differentialgleichung (1.2) (vgl. [9]):

0*U _oU _oU

4

+O(2,2)U = 0. (1.8)

10
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Hierbei setzt man

_ z2+z z—z
U(Z,Z).—u( 5 o ),

als die gesuchte Funktion und
_ 1 z24+2z z—2 z24+2z z—2
A =—la| —— b
(=,2) 4[(1( 2 ' 2 )J”( 2 2 )]
_ 1 z+2z2 z—2Z z+2z z2—2
B =—la| —— —ib 1.
(2:2) 4la< 2 2 ) l( 2 2 ﬂ (1.9)

_ 1 (242 2—2
C(z,z2) = 40(2, 5 )

als die Koeffizientenfunktionen (vgl. [15]). Die komplexe Form (1.8) ist dquivalent zur
elliptischen Differentialgleichung (1.2) (vgl. [11, 9]).

1.3. Die formal hyperbolische Differentialgleichung

Als néchster Schritt soll nun eine zur elliptischen Differentialgleichung (1.2) bzw. zu
ihrer komplexen Form (1.8) dquivalente formal hyperbolische Differentialgleichung her-
geleitet werden.

Dazu setzt man die beiden unabhéngigen Variablen z,y € R von (1.2) zu zwei unab-
héngigen komplexen Variablen z,y € C fort (vgl. [9, 15]). Wenn man also

z =+ 1y, (1.10)
( =z —1iy, (1.11)
setzt, so nehmen z und ¢ unabhéngige komplexe Werte an, wenn z,y € C unabhéngig
sind (vgl. Seite 7 in [31] bzw. [28]). Die beiden Variablen z und ¢ sind nur dann
abhéngig voneinander bzw. konjugiert komplex mit ( = z, wenn z,y € R sind (vgl.

Seite 7 in [31] bzw. [28, 15]), siehe dazu den Anfang von Abschnitt 1.2.
Unter Verwendung der Wirtinger—Operatoren

o _1(o 90
0z 2\0x oy)’
9 _1(o 0
A
und mithilfe der Relationen (1.10) bzw. (1.11) lisst sich aus der elliptischen Differen-

tialgleichung (1.2), ganz analog wie bei der Herleitung der komplexen Form (1.8) in
Abschnitt 1.2, folgende formal hyperbolische Differentialgleichung

0*U ou ou

&Z@C+A<Z’<)E+B<Z’O87C+C<Z’C)U:0’ (1.12)

11
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mit der gesuchten Funktion

z2+C z—()

U(z,() :zu( SERRDT (1.13)

und den Koeffizientenfunktionen

1 z24+(¢ z2—C fz+C z2—C
A(Z’C)‘_AL[“( 2 9 )“l’( 2 9 )]

1 z24+C¢ z—C fz+C 2—C
B(Z’é)'_lea( 2 2 )ﬂb( 2 2 )1

SIRRNETEEL

herleiten. Offensichtlich sind die komplexe Form (1.8) und die formal hyperbolische
Differentialgleichung (1.12) identisch, wenn ¢ = z bzw. wenn z und ¢ abhéngige kom-
plexe Variablen sind (vgl. [15]).

Nun stellt sich die Frage, in welcher Form die Koeffizientenfunktionen a(z,y), b(z,y)
und ¢(z,y) der elliptischen Differentialgleichung (1.2) bzw. jene A(z,2), B(z,z) und
C(z, z) der komplexen Form (1.8) auf die Koeffizientenfunktionen A(z, (), B(z, () und
C(z, () der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) erweitert werden kénnen
bzw. ob sie nach wie vor analytisch sind, wenn die unabhéngigen Variablen z,y € R
auf x,y € C fortgesetzt werden. Hierzu bendttigt man zuallererst die Definition einer
analytischen Fortsetzung (vgl. Seite 169 in [30]):

Definition 1.8. Das Gebiet D; sei ein Teilgebiet des Gebiets Ds. Die Funktion f;
(bzw. fs) sei eine analytische Funktion, die in D; (bzw. Dy) definiert ist. Die eindeutige
Funktion f; heiffit analytische Fortsetzung der Funktion f; in das groflere Gebiet
Ds, wenn f; = f5 im kleineren Gebiet D, gilt.

Fir die weitere Theorie reicht das bisher giiltige Konzept eines beliebigen Ge-
bietes D C C nicht mehr aus. Es muss ein speziellere Form des Gebiets eingefiihrt
werden (vgl. Seite 229 von [30]):

Definition 1.9. Ein Gebiet D C C heifit einfach zusammenhingend, wenn es
zusammenhéangend ist und sich jede geschlossene Kurve auf einen Punkt von D zu-
sammenziehen lésst.

Nun kann man das Spiegelgebiet eines einfach zusammenhdngenden Gebiets
D c C wie folgt definieren (vgl. Seite 6 in [31] bzw. [9, 15]):

Definition 1.10. Sei D ein einfach zusammenhéngendes Gebiet in der komplexen
Ebene C. Dann heifit das einfach zusammenhéngende Gebiet

D={2€C:ze D}

das Spiegelgebiet von D beziiglich der reellen x—Achse.

12
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Diese zwei soeben eingefithrten, zueinander gespiegelten, einfach zusammenhéan-
geden Gebiete der komplexen Zahlenebene C konnen in weiterer Folge zu einem soge-
nannten zylindrischen Gebiet kombiniert werden (vgl. [13] auf Seite 384 bzw. Seite 4
und 8 in [31]):

Definition 1.11. Ein Gebiet
(Dl,Dz) = {(Zl,ZQ) € (C2 121 € Dl,ZQ € DQ} C (CQ,

das in Form eines kartesischen Produkts von zwei Gebieten D, Dy C C dargestellt
werden kann und in dem z; € Dy und 2z, € D, unabhéngig voneinander variieren, wird
ein zylindrisches Gebiet (D;, Dy) genannt.

Der Spezialfall eines zylindrischen Gebiets ist der Bizylinder

(K(al,rl),K(ag,r2)> = {(21,22) € C?: |2y — a1| <711, |2 — ag| < 72}

mit Mittelpunkt a = (a1, az) und Radius r = (ry, r2) mit 71,79 > 0. Im Bizylinder sind
die zwei Gebiete D; und D, also jeweils zwei offene Kreisscheiben in der komplexen
Ebene C.

Mithilfe der Definitionen 1.8 bis 1.11 kann nun die vorher gestellte Frage tiber
den Zusammenhang zwischen den alten Koeffizienten der elliptischen Differentialglei-
chung (1.2) und den neuen der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) wie
folgt beantwortet werden:

Die in einem einfach zusammenhéingenden Gebiet D C R? analytischen Koeffizienten-
funktionen a(x,y), b(z,y) und c(z,y) der elliptischen Differentialgleichung (1.2) lassen
sich bei der Erweiterung von z,y € R zu den unabhéngigen Variablen x,y € C eindeu-
tig auf die im zylindrischen Gebiet (D, D) C C? analytischen Koeffizientenfunktionen
A(z,(), B(z,¢) und C(z,¢) der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) in
den beiden unabhéngigen komplexen Variablen z € D und ( € D fortsetzen (vgl.
31, 15, 28)).

Anschaulich werden also bei der Erweiterung von x,y € R auf x,y € C, die in einem
Rechteck im R? konvergenten Potenzreihen von a,b,c¢ nun in Form von A, B,C in
einem zylindrischen Gebiet im C? (z.B. in einem Bizylinder) konvergieren (vgl. [15]).
Der Fall ¢ = z tritt nur dann ein, wenn z,y € R sind (vgl. [15]). Die Koeffizienten-
funktionen der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) und der komplexen
Form (1.8) sind dann offensichtlich dieselben und haben die Gestalt A(z, 2), B(z, z)
und C(z, 2) aus (1.9). Aufgrund der Aquivalenz der elliptischen Differentialgleichung
(1.2) zu ihrer komplexen Form (1.8) kénnen dann also fiir ( = z die Koeffizienten
A, B,C der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) auf die Koeffizienten
a,b und c der elliptischen Differentialgleichung (1.2) zuriickgerechnet werden.
Vereinfachend kann das einfach zusammenhéngende Gebiet D C C schliellich auch
folgendermafen genannt werden (vgl. Seite 8 in [31]):
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1. Grundlagen

Definition 1.12. Ein einfach zusammenhingendes Gebiet D C R? heifit Funda-
mentalgebiet der elliptischen Differentialgleichung (1.2), wenn die Koeffizi-
entenfunktionen A(z, (), B(z,¢) und C(z,() der formal hyperbolischen Differential-
gleichung (1.12) analytische Funktionen der zwei unabhéangigen komplexen Variablen
z € D und ¢ € D im zylindrischen Gebiet (D, D) sind.

Abschlieflend bleibt noch zu klaren, wie die Losung u(x,y) der elliptischen Dif-
ferentialgleichung (1.2) bzw. jene U(z, z) der komplexen Form (1.8) mit der Losung
U(z,() der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) zusammenhéngen und
was man iiber ihre Analytizitdt aussagen kann, wenn man die unabhangigen reellen
Variablen x,y zu unabhéngigen komplexen Werten fortsetzt. Dies geschieht iiber den
folgenden Satz (vgl. Seite 22 bis 23 bzw. Seite 32 in [31] und [9, 15]):

Satz 2. (Hauptsatz von Vekua)

Sei D ein Fundamentalgebiet der elliptischen Differentialgleichung (1.2).

Jede im zylindrischen Gebiet (D, D) analytische Lisung U(z,¢) der formal hyperboli-
schen Differentialgleichung (1.12) stellt mit ( = z gesetzt eine in D klassische Lisung
U(z,z) der komplexen Form (1.8) bzw. auch eine in D klassische (ebenfalls analyti-
sche) Losung u(x,y) der elliptischen Differentialgleichung (1.2) dar.

Ist umgekehrt u(x,y) eine in D klassische (d.h. auch analytische) Losung der ellipti-
schen Differentialgleichung (1.2), dann stellt die analytische Fortsetzung

z2+( z2—C( )
2 2

mit 2 € D,( € D eine in (D, D) analytische Funktion dar, die die formal hyperbolische

Differentialgleichung (1.12) lost.

U(z,() = u(

Beweis. Vekua benutzt fiir den ersten Teil des Beweises eine Integraldarstellung der
Funktion U(z, ¢) mithilfe der Riemannfunktion und zwei beliebigen, in D bzw. D holo-
morphen Funktionen (die Riemannfunktion wird im néachsten Kapitel kurz eingefiihrt
und ist im zylindrischen Gebiet (D, D) analytisch). Durch das Setzen von ( = Z &n-
dert sich nichts an der Analytizitat dieser Losungsdarstellung, die nun U(z, 2) genannt
wird (vgl. [31] in Kapitel 1, Abschnitt 6.1). Schliefllich wird die Aquivalenz zwischen
der Losung U(z, z) der komplexen Form (1.8) und der Losung u(x,y) der elliptischen
Differentialgleichung (1.2) genutzt, um die gerade gezeigte Analytizitat von U(z, 2)
auf u(z,y) zu ibertragen.

Um die Umkehrung zu beweisen, verwendet Vekua eine Verallgemeinerung der zwei-
ten Greenschen Formel, die er auf das Produkt der klassischen Losung w mit einer
sogenannten normierten Fundamentallosung anwendet. Die dabei enstehende Funkti-
on setzt er dann analytisch auf (D, D) fort (vgl. [31] in Kapitel 1 unter Abschnitt 9.1
bzw. [16] unter Abschnitt 3.2). O

Aus dem Satz lasst sich also folgende Erkenntnis gewinnen: In einem Fundamen-
talgebiet D ist das Problem, Losungen der ellitpischen Differentialgleichung (1.2) zu
finden, dquivalent dazu, die formal hyperbolische Differentialgleichung (1.12) zu 16sen
(vel. [15, 28]).
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1. Grundlagen

Bemerkung. Die Differentialgleichung (1.12) wird deshalb formal hyperbolisch ge-
nannt, weil mithilfe ihres Hauptteils

0*U

HU = 020C

laut Definition 1.6 formal die Beziehungen a;; = agss = 0 und a2 = 1 folgen (auch
wenn diese Relationen hier statt fiir alle Punkte eines beliebigen Gebiets D C R? fiir
alle Punkte des zylindrischen Gebiets (D, D) C C? gelten).

Ganz allgemein liefert die elliptische Differentialgleichung (1.2) im R? also eine formal
hyperbolische Differentialgleichungen (1.8) im Komplexen (vgl. [11]).

1.4. Die verkiirzte Form der formal hyperbolischen
Differentialgleichung

In diesem Abschnitt soll die im zylindrischen Gebiet (D, D) erklirte, formal hyperbo-
lische Differentialgleichung (1.12) zum spéateren Gebrauch noch ein wenig vereinfacht
werden. Dafiir setzt man

U(z,¢) = W(zQV(z() (1.14)

in die formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) ein, wobei W und V' zwei im
Zylindergebiet (D, D) definierte Funktionen seien. Mit den partiellen Ableitungen

o _ow,, oV

ac ~ac’ T W

ou oW GV

5 0./ tWas
02U B O*W 8WOV oW oV 0%V

020¢  020¢ Vi oC 62 0z OC W@z(‘?(

wird die formal hyperbolische Differentialgleichung (1.12) dann zu:

0*V ow ov ow oV

WaTac + lC + Az C)W]az + [a + B(z g)W]aCJF
O*wW oW 10

+ [0Z8C+A(Z,C>az B(Z’O8C+C(Z’OW]VZO
bzw. nach der Division durch W zu:
0*V 1 oW ov 1 oW oV
Low 1 ow 1 ow
lW@z@C+WA( Qg Wb OaT“j( C)}V:O. (1.15)
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1. Grundlagen

Aus dieser obigen Gleichung kénnen nun drei verschiedene verkiirzte Formen hergleitet
werden, je nachdem welcher der drei Terme in den eckigen Klammern Null gesetzt wird.
In dieser Arbeit soll die erste verkiirzte Form angegeben werden. Dafiir setzt man den
Koeffizienten der partiellen Ableitung 2% gleich Null (vgl. [28]), also:

1 oW
WTC + A(Z,C) =0.

Diese Differentialgleichung fiir die unbekannte Funktion W (z, () wird mithilfe der
Trennung der Variablen gelost und liefert die gesuchte Funktion bzw. die spezielle
Losung (vgl. [28])

¢
Wz ) =exp| - [ A(zm)dn],

¢o

wobei die Variablen z € D, € D sind und ¢, € D einen festen Punkt des Spiegelge-
biets bezeichnet (vgl. [9]).

Um die zwei restlichen, noch unbehandelten Terme in den eckigen Klammern von
(1.15) zu berechnen, benétigt man zuallererst die folgenden partiellen Ableitungen

(vgl. [28]):

¢
ow 0
. E)\,Z{GXP —C/A(Zﬂ])dnl }
r ¢ 1 9 q
—exp|— [ Az, m)d az{— / A(zm)dn}
L Co . o
] 1(_ joAcn
= eXp _/A(Z777)d77 _/Tdn )
L <o . o
sowie
¢
ow 0
7( = E?C{eXp —C{A(zyﬁ)dﬁl }

L ¢o J o
—exp| - /C Azn)dn| (~A(0))
L & -
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1. Grundlagen

und

PW 9w D

r ¢
=2 2 (4
920C 9z OC az{eXp </ (2 m)d

¢ ] ¢

(- <>)}
~ [ Aty (,f{— / A(z,n>dn}(—A<z,c>)+
Co - Co

ZA(Z,n)dn] ;Z{—A(Z,O}

—/CA(Z,n)dn] (—/Qa{g?mdn) (—A(z,é))Jr

= exp

+ exp

= exp
o o
¢
0A
+ exp —/A(Z,n)dn (-é?o)
o
¢ ¢
A 0A
= exp _/A(z,n)dn (A(z, g)/ ((3'? n)dn_ é’i’o>
& o

Der erste Term lautet somit:

q ¢ ¢
1 oW B 0A(z,n)
W, T B(z,¢) = exp C/z‘l(z,n)dnl exp C/A(Zﬂ?)dn] ( </ 5 dn>+
+ B(2,()
¢
- dA(z,m)
= —/Tdn + B(2, ().
¢o
Der zweite Term wird nach dem Herausziehen von % ZU:
1 [9°W ow ow
| 5o + A O+ B0 G + Cow] -

¢
(6.0 [ P2y - 2A)),
¢o

= exp

¢
/ A(z,mdn] {exp
o

¢

r 7 ¢
+ A(z,() exp —/A(z,n)dr] (—/aA(Z’n)dn)—i—
e o

0z
L Co

¢
—/A(z,n)dn
¢o

+ B(z,() exp —/CA(z,n)dn_ (—A(z,C)) + C(z,() exp
L & |

- /CA(z, n)dn] }

¢o

9A(z, ()

= - = B(z,0A(2,0) + C(2,0).
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1. Grundlagen

Setzt man diese beiden obigen Terme nun wieder zurtick in die Gleichung (1.15) ein,
so folgt zunéchst die Gleichung

¢

0*V 0A(z,m) ov
828C+ —C/ P dn + B(z,() 87C+
SRS A 0BG O+ 00|V =0

bzw. die (erste) verkiirzte Form der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12)
(vel. 28, 9))

v ov B
9200 —i—a(z,C)a—C—l—b(z,C)V—O. (1.16)
Hierbei bezeichnen
q
_UkQ
V('Z? () - W(Z, C) - U(Za C) exp !A<Z7n)d7]]

0z
0

¢
bz 0) = 0(0) — P28 Az )z,

die Koeffizientenfunktionen fir z € D,( € D (vgl. [28, 9]). Wie man sieht, setzen
sich diese Funktionen aus den Koeffizientenfunktionen A, B, C' der formal hyperboli-
schen Differentialgleichung (1.12) zusammen. Weiters gilt, dass V'(z, () analytisch im
zylindrischen Gebiet (D, D) ist, wenn die Lésung U(z, () der formal hyperbolischen
Differentialgleichung (1.12) dort analytisch ist (die Koeffizientenfunktion A(z,() ist
laut Definition 1.12 analytisch).
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2. Die Riemannfunktion

In diesem Kapitel soll eine spezielle Losung der elliptischen Differentialgleichung (1.2)
bzw. der zugehorigen formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) hergleitet wer-
den, ndmlich die sogenannte Riemannfunktion. Neben einigen ihrer Eigenschaften soll
hier mit ihrer Hilfe eine Integraldarstellung der Losungen der formal hyperbolischen
Differentialgleichung (1.12) und der elliptischen Differentialgleichung (1.2) angegeben
werden.

2.1. Herleitung und Definition

Fir die Herleitung der Riemannfunktion ist der Begriff der adjungierten Differential-
gleichung wesentlich (vgl. Seite 12 von [23] bzw. Seite 279 in [29)):

Definition 2.1. Die lineare homogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

Z Z a; (1, 72) o — Z Obi(x1, 22)] + c(zy,22)v =0

i=1 O

ist die zur Differentialgleichung (1.1) adjungierte Differentialgleichung im
Gebiet D C R?. Die Differentialgleichung (1.1) heiit selbstadjungiert, wenn sie
exakt dieselbe Gestalt hat wie ihre obige adjungierte Differentialgleichung.

Mithilfe der obigen Definition kann nun die zur elliptischen Differentialgleichung
.2) adjungilerte Differentialgleichung
1.2) adjungi Diff; ialgleich

la(z,y)v] _ O[b(x, y)v]

v e 9y +c(x,y)v=0 (2.1)

fir die Funktion v(x,y) betrachtet werden. Die drei Koeffizientenfunktionen a(z,y),
b(xz,y) und c¢(z,y) sind jene der elliptischen Differentialgleichung (1.2). Diese sind
laut Voraussetzung in Abschnitt 1.1 in einem Gebiet D C R? analytisch. Offensicht-
lich haben die elliptische Differentialgleichung (1.2) und die zugehorige adjungierte
Differentialgleichung (2.1) also dasselbe Spezifikationsgebiet D C R? (vgl. Seite 8 in
[31]). Weiters ist mithilfe des Satzes von Picard ersichtlich, dass eine klassische Losung
v(z,y) der obigen Differentialgleichung (2.1) ebenfalls analytisch im Gebiet D C R?
ist.

Der adjungierten elliptischen Differentialgleichung (2.1) kann nun analog wie im ersten
Kapitel eine formal hyperbolische Differentialgleichung zugeordnet werden. Diese ist
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2. Die Riemannfunktion

die zur formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) adjungierte Differentialglei-
chung
0’V 0[A(z,Q)V] 0J[B(z)V]

Gy e R A CIO (2.2)

Da die darin vorkommenden Koeffizientenfunktionen A(z, (), B(z,¢) und C(z, () jene
der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) sind, kann man zweierlei Dinge
feststellen: Zum einen sind die Funktionen A(z, (), B(z, () und C(z, ¢) im zylindrischen
Gebiet (D, D) analytisch mit z € D und ¢ € D. Zum anderen ist das fiir die Analy-
tizitdt der Koeffizientenfunktionen notwendige Fundamentalgebiet D der elliptischen
Differentialgleichung (1.2) aus Definition 1.12 gleichzeitig auch ein Fundamentalgebiet
der adjungierten elliptischen Differentialgleichung (2.1) (vgl. [31] auf Seite 8, [16] bzw.
[12] auf Seite 132). Nun soll mithilfe der gesuchten Funktion V'(z, () aus (2.2) der Be-
griff der komplexen Riemannfunktion hergleitet werden. Dafiir sei die Funktion V' (z, ()
analytisch im zylindrischen Gebiet (D, D) und erfiille dort die adjungierte formal hy-
perbolische Differentialgleichung (2.2) identisch. Weiters soll die Funktion V' (z, () den
zwei Bedingungen

S
V(t,¢) = exp / A(t,n)dn], (2.3)
V(z,7) = exp / B(g,T)dg] (2.4)

geniigen, wobei t € D und 7 € D zwei Variablen aus den jeweiligen einfach zusam-
menhéngenden Gebieten D und D bezeichnen (vgl. Seite 16 in [31]).

Als néchster Schritt wird die adjungierte formal hyperbolische Differentialgleichung
(2.2) umgeschrieben zu (vgl. [31] auf Seite 16):

¢ z
V() = [ AV — [ BEOV(E Qe+

T

82
0z0(¢

* / i C@»mwf,n)dndg] — 0.

Da die Koeffizientenfunktionen A, B, C' und die Funktion V' laut Voraussetzung analy-
tische Funktionen der beiden Variablen z und ¢ im zylindrischen Gebiet (D, D) sind,
ist der obige Ausdruck in der eckigen Klammer ebenfalls analytisch im zylindrischen
Gebiet (D, D). Somit erhélt man schlieBlich durch zweimalige Integration nach z und
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2. Die Riemannfunktion

¢ die Integralgleichung

¢ P

V(0 = [AGnVizmdn = [ BEOV(E Qde+

t ¢
+//O(€>77>V(§,77)d77d§: (I)(Z) +\II(C)7 (2‘5)

wobei ®(z) eine im einfach zusammenhéngenden Gebiet D analytische Funktion und
U (¢) eine im einfach zusammenhiéngenden Spiegelgebiet D analytische Funktion sei
(vgl. Seiet 17 in [31]). Setzt man nun in der obigen Integralgleichung z = ¢t und ¢ = 7,
so folgt:

V(t,T) = o(t) + V(7).
Mithilfe einer der beiden Bezichungen (2.3) oder (2.4) gilt:
O(t)+V(r) =1.

Durch die obige Spezifikation der rechten Seite kann die Integralgleichung (2.5) somit
auf die folgende Volterrasche Integralgleichung erster Art umgeschrieben werden (vgl.
[31] auf Seite 17):

¢ P

V(0 = [AGmVizmnd - [ BEQV(E Qde+

t ¢
+ [ [cenvie mnds =1. (26)

Fiir diese gilt der folgende Satz (vgl. Kapitel 3 von [31], Kapitel 2 von [16] bzw. Kapitel
4 von [12]):

Satz 3. Fir die Volterrasche Integralgleichung erster Art (2.6) existiert eine eindeutige
Lésung V(z,¢) mit z € D und ¢ € D. Diese ist analytisch im zylindrischen Gebiet
(D, D) und erfillt die adjungierte formal hyperbolische Differentialgleichung (2.2),
sowie die zwei Bedingungen (2.3) und (2.4).

Beweis. Siehe Kapitel 1 und Abschnitt 3 von [31], Kapitel 2 von [16] bzw. Kapitel 4
von [12]. O

Wie man anhand von (2.6) sehen kann, hangt die Funktion V(z,¢) nicht nur
von z € D und ¢ € D ab, sondern auch von den beiden Variablen t € D und 7 € D
(vgl. Seite 17 in [31]). Es ist also sinnvoll, statt der Funktion V'(z, () die sogenannte
Riemannfunktion R der vier Variablen z, (, ¢, 7 einzufiihren und fiir diese neue Funkti-
on die wichtigsten Schritte ihrer obigen formalen Herleitung nochmal in der folgenden
Definition zusammenzufassen (vgl. Kapitel 4 von [31], [16], Kapitel 4 von [12] bzw.
[11, 15]):
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2. Die Riemannfunktion

Definition 2.2. Die eindeutige Losung der folgenden Volterraschen Integralgleichung
erster Art

¢ z
R(27<7t77—) _/A(Zan)R(Zan7t77—)dn_/B(ga C)R(éa C7t77—)d§+

z C
+t/ T/C(é“,n)R(é,n,t,T)dnd€= 1,

heifit die komplexe Riemannfunktion R(z,(,t,7) zur elliptischen Differenti-
algleichung (1.2), wobei z,t € D und (,7 € D sind. Sie ist eine analytische Funk-
tion in (D, D, D,D) := (D,D) x (D,D) C C* dem kartesischen Produkt aus dem
zylindrischen Gebiet (D, D) mit sich selbst. Die obige Integralgleichung entsteht im
wesentlichen aus der zweimaligen Integration der adjungierten formal hyperbolischen
Differentialgleichung

0*R  0[A(z,Q)R] 9[B(z,¢)R]

9:0c " 0. o TCEOR=0

fir die gesuchte Funktion R(z,(,t,7). Somit stellt die Riemannfunktion R(z,(,t, )
beziiglich ihrer ersten beiden Argumente z € D und ¢ € D eine Losung der obigen
adjungierten formal hyperbolischen Differentialgleichung (bzw. der zugehérigen ad-
jungierten elliptischen Differentialgleichung) dar. Weiters erfiillt sie die folgenden zwei
Bedingungen:

. ]
R(t,(,t,7) = exp /A(t,n)dn firt € Dund {,7 € D (2.7)
bzw.
R(z,7,t,7) = exp /B(g, 7)de|  fiw 2,6 € Dund 7 € D. (2.8)
t _

Bemerkung. Die beiden Bedingungen (2.3) und (2.4) fiir die Funktion V (z, ¢) gehen
in die Bedingungen (2.7) und (2.8) fiir die Riemannfunktion R(z,(,t,7) iber (vgl.
[31]).

2.2. Darstellung aller Losungen der formal
hyperbolischen Differentialgleichung mithilfe
der Riemannfunktion

Die Riemannfunktion R(z,(,t,7) der elliptischen Differentialgleichung (1.2) ist nicht
nur eine Losung der adjungierten formal hyperbolischen Differentialgleichung (2.2)
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2. Die Riemannfunktion

bzw. der adjungierten elliptischen Differentialgleichung (2.1) und zudem noch analy-
tisch in (D, D, D, D), sondern sie ist auch ein wichtiges Hilfsmittel, um alle im zy-
lindrischen Gebiet (D, D) analytischen Losungen U(z, () der formal hyperbolischen
Differentialgleichung (1.12) aus Abschnitt 1.3 darstellen zu konnen (vgl. [15] bzw. Ka-
pitel 4 in [31]).

Diese Losungsdarstellung fir U(z, () basiert auf einer anderen wichtigen Aussage:
Laut Vekua kann némlich eine beliebige im zylindrischen Gebiet (D, D) analytische
Funktion mithilfe der Riemannfunktion (und Integralen tiber die Riemannfunktion)
dargestellt werden (vgl. Seite 18 in [31]). Fiir den Beweis dieser Aussage benétigt man
unter anderem noch die folgenden zwei Lemmata. Das erste Lemma umfasst dabei wei-
tere Eigenschaften der Riemannfunktion R(z,(,t,7) (vgl. Seite 17 und 18 in [31],[16],
[12] in Kapitel 4 bzw. [15]):

Lemma 1. Die Riemmannfunktion R(z,(,t,7) erfillt in (D,D,D,D) fir z,t € D
und (,7 € D die folgenden Beziehungen.:

R(t,7,t,7) = 1, (2.9)
W _ AL OR(E Gt ) = O, (2.10)
W — B(z,7)R(2,7,t,7) =0, (2.11)
MESET) | Az m)R(:. ¢ 2m) = 0. (2.12)
‘W + B(t,O)R(z,(,t,¢) = 0. (2.13)

Beweis. Hierzu betrachtet man die beiden Bedingungen (2.7) und (2.8) fur die Rie-
mannfunktion. Die erste Relation (2.9) folgt aus der Beziehung (2.7), wenn man { = 7
setzt. Die Relation (2.10) ergibt sich, wenn man (2.7) nach ¢ ableitet:

¢
0 0
R(t’ai_m = ag{eXp T/A(t,n)dn] } = exp

= R(t,(,t, 7)A(t, ).

¢

/ A(t,m)dn

T

A(t, )

Analog kann (2.12) bewiesen werden, indem man in (2.7) t = z setzt und nach 7
ableitet.
Fir die Eigenschaft (2.11) benotigt man nun die Ableitung der Beziehung (2.8) nach

]B(ﬁ,r)df] } = exp

= R(z,7,t,7)B(2, 7).

B(z, 1)

OR(z,7,t,7) O ox
0z ~ 92177

[ Ble.rae

Analog kann wiederum (2.13) bewiesen werden, indem man in (2.8) 7 = ( setzt und
nach t ableitet (vgl. Kapitel 4 und Abschnitt 2 von [31]). O
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2. Die Riemannfunktion

Zusétzlich zu diesen gerade bewiesenen Eigenschaften der Riemannfunktion wird
nun noch die folgende Identitat benétigt (vgl. Seite 18 in [31] bzw. [15, 28)]):

Lemma 2. Seiv(z, () eine beliebige im zylindrischen Gebiet (D, D) analytische Funk-
tion der beiden Variablen z € D und ¢ € D. Die Funktion R(z,(,t,7) sei die kompleze
Riemmannfunktion der elliptischen Differentialgleichung (1.2). Dann gilt die folgende
Identitdt:

0?[vR)
020C

0%
_Rlazag Az C) +B(z( +C'ZC ]

2} -], o

Beweis. Man differenziert zunachst alle in der Identitat vorkommenden Ausdriicke
einzeln aus:

O’lvR] 9% _i_@@j +@87R+U 0*R
020¢  020¢ 0C 0z 0z OC 0z0¢

und

oo~ 0m) =52 (5~ om) e - 24557
220 ) = 2(22 ) o 20 2810

Setzt man nun die gerade oben ausgerechneten Ausdriicke wieder zuriick in die Identi-
tat (2.14) ein und multipliziert die jeweiligen Terme aus, so erhélt man die Gleichung:

0%v ovOR OvOR J’R 0%v v
9:0c T 9ca: Tazac T lasac Rasac  RAE G T
ov
- RB(Za g)aic - RC<Z7 C)U =
dvOR v 02 J[A(z,{)R] OvOR Ov
grott _ YUy _ gron %Y
920 9. B ORF v —vT—o T

R 9B(z R
Yoco. T ac

Wie ersichtlich heben sich hierin einige Terme gegenseitig auf und iibrig bleibt schlief3-
lich die Relation:

; 0’R B J[A(z,¢)R] B J[B(z, )R]
0z0¢ 0z ¢

C(z0)

Da die Riemannfunktion R(z, (,t, 7) beziiglich ihrer ersten beiden Variablen z € D und
¢ € D laut Definition 2.2 die adjungierte formal hyperbolische Differentialgleichung
(2.2) 16st, ist die obige Relation erfiillt und somit die Identitét (2.14) bewiesen. [
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2. Die Riemannfunktion

Mit diesen beiden Lemmata hat man nun das notwendige Riistzeug, um eine be-
liebige analytische Funktion v(z, () aus der Riemannfunktion bzw. aus Integralen tiber
der Riemannfunktion folgendermaflen zusammensetzen (vgl. Seite 18 in [31], Kapitel
4 von [12] bzw. [15]):

Lemma 3. R(z,(,t,7) sei die Riemannfunktion der elliptischen Differentialgleichung
(1.2). Fine beliebige im zylindrischen Gebiet (D, D) analytische Funktion v(z, () besitzt
die Darstellung

¢
U(Z, C) = U(Z07 CO)R(Z(M CO? Z, C) + /R(Zo, T, z, C) [%(gjjﬂ + U(Zo, T)A(ZU: T)‘| d7_+
Co

ov(t, (o)
ot

"‘/R(t?Co;Z;C)[ "‘U(t?Co)B(t?Co)} dt+

z C
0%v(t, du(t, v(t,
+J!R@ﬂao[é&ﬂ+A@ﬂ”&ﬂ+3@ﬂ”&ﬂ+cmﬂmmﬂM@

(2.15)

wobei zg € D und (y € D zwei beliebige feste Punkte in den jeweiligen einfach zusam-
menhdingenden Gebieten D und D bezeichnen. Die Integration erfolgt dabei entlang
beliebiger Kurven mit endlicher Linge in D bzw. D.

Beweis. Ausgangspunkt dieses Beweises ist die Identitét (2.14) aus dem vorigen Lem-
ma. Darin tauschen nun die Variablen z € D und ( € D mit den Variablen t € D und
7 € D die Plitze:

Plu(t, T)R(t, T, 2, ()] 0?v(t,7) ou(t, T)
81587- — R(t,T,Z,C) [&87 +A(t,7') 8t +
+Bmﬂwgﬂ+0@ﬂWWﬂ:

aat{W’ ) (W — A(t,7)R(t, T, 2, g)) }+

+§%ﬁm%mwgao_3@ﬂmmn@0} (2.16)

Diese Gleichung wird nun beziiglich ¢ zwischen den Grenzen zy € D und z € D bzw.
beziiglich 7 zwischen den Grenzen (; € D und ¢ € D integriert. Damit ergibt sich aus
dem zweiten Term auf der linken Seite von (2.16) bereits das gesuchte Doppelintegral
aus der Aussage dieses Lemmas, namlich

z ¢
PPu(t du(t du(t
J/R@ﬂao[QEW+A@ﬂ”;ﬂ+3@ﬂvgﬂ+c@ﬂmmﬂww
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2. Die Riemannfunktion

Die restlichen, noch verbleibenden Terme von (2.16) sollen nun gesondert integriert
werden. Dabei wird der erste Term auf der linken Seite zu:

j Ot OR( ¢ 2.0 ),
ot

/ / = 8158; n i

Z0 Co

_/ v(t, Qo) R tC()’ZQ]

(Za C) (27C7 ZaC) - U(Z(J?C)R(Z()? Ca ZaC)_
—v(z, ) R(2, G, 7, ¢) + v(20, Go) R(20, o, 2, C)

% (2,¢) — v(z0, O R(20, C, 2, ) —
- v(z, CO)R(Za Cos 25 C) + U(Zo, CO)R<ZO, Cos 2, C)'

N

Der erste Term auf der rechten Seite von (2.16) wird durch die Integration zu:

z ¢
//a{v(t, T) (W — A(t,7)R(t, T, 2, C)) }det =

5 ot or
¢
= /v(z T) <3R(z,@:,z,§) — A(Z,T)R(Z,T,z,§)>d7'—

_/ UV(%0, T < ZO,T z C) A(ZO,T)R(Zo,T,Z,C)>dT

¢
(2.10) _/v(zo,T) <8R(zoa,:,z,é) — A(ZOaT)R(ZOaTa27<)>dT

C
= _/U Zo, ZO’T © C dT—I—/ 207 ZO? R(Z(),T,Z,C)d'r

part. —v(20, Q) R(20, ¢, 2, ) + v(20, o) R(20, Co, 2, C) + / 31);;)—,7')}%@077’ 2, Q)dr+

Int.
o

+/ UV(%20, T ZO; R(2077_7 Z>C>d7_

Analog wird der zweite Term auf der rechten Seite mithilfe der Relation (2.11) und

partieller Integration zu:

z ¢
] 3t () < mme=) b -

Z0 Co
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2. Die Riemannfunktion

—v(z, Co) R(2, Co, 2, ¢) + v(20, Co) B(20, o, 2, C) + / 80%;&))}3(757 Co, 2, C)dt+

20

+ [0t 0B QIR(E Go, 2 )t

Nun fasst man alle gerade berechneten Ausdriicke wieder zu der zu integrierenden
Ausgangsgleichung (2.16) zusammen und erhélt:

v(z, C) v(20, ) R(20, ¢, 2, C) — v(2, Co) R(2, Co; 2, ¢) + v(20, Co) R(20, o, 2, () —

_ZZC/R 7,2, ) [ at(aT) (th)avg£T> +B(t’7)avg;7) § O o(t, ) dre

0v(zo, T

= _,U(207 C)R(Z(), C> z, <) + U(207 CO)R(Z(M C()a z, g) + / &_)R(Z()) T, 2, C)dT+
Co

¢
+ /U(ZO,T)A(ZO,T)R(ZO,T, z,C)dr —v(z, (o) R(z, (o, 2, ()+
o

+ 0(307 CO)}%(Z()7 go’ z, C) + / av(ta CO)

R(t, o, 2, C)dt+

—+ /U(t, C[))B(t7 CO)R(ta CO? Z, C)dt

Hieraus ergibt sich nach der Zusammenfassung entsprechender Terme bzw. durch Um-
schreiben die Gleichung

v(z, ¢) = v(20, Co) R(20, Co, 2, ¢)+

¢ ¢
dv( 20,
+ / U((;:T)R(ZO, 7,z,Q)dr +C/U<Zo, 7)A (20, 7) R(20, 7, 2, ()dT+

+/8v R(t, (o, 2, dt+/ (£, o) B(t, Go) R(t, Go, 2, C)dit+

z ¢
0*v(t, ou(t, ov(t,
+ //R(t,T,Z,C)[ gt(c;:) + A(t,7) Ugt ™) + B(t, 1) Ug;T) + C(t, m)v(t, 7)|drdt,

woraus die Aussage (2.15) des Lemmas folgt (vgl. [28] bzw. in Kapitel 4 von [12]). O

Bemerkung. Setzt man in (2.15) als analytische Funktion v(z, () = R(z, (o, 2, (), S0
ergibt sich unter Verwendung der Relationen (2.9), (2.12) und (2.13) folgende Glei-
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2. Die Riemannfunktion

chung:

z ¢
//R(t777z,é)[82R(Z°’<O’t’7> A 2BE S bT)

24 otor ot
+ B(t, 7_)(‘3}%(,2057(—0,75,7-) + C(t, 7)R(z0, o, t, T)] drdt =0,
woraus
+ B(t, T)W + C(t,7)R(z0, (o, t, 7')] =0

folgt. Das bedeutet offensichtlich, dass die Riemannfunktion R(z, (o, t,T) beztglich
ihrer letzten beiden Argumente t € D und 7 € D die formal hyperbolische Diffe-
rentialgleichung (1.12) 16st. Somit kann man schliefen, dass die Funktion R(z,(,t,7)
beziiglich ihrer letzten beiden Variablen ¢ € D und 7 € D die Riemannfunktion der
adjungierten elliptischen Differentialgleichung (2.1) ist (vgl. Seite 18 in [31]).

In weiterer Folge kann nun die Aussage, dass eine beliebige im zylindrischen
Gebiet (D, D) analytische Funktion v(z, ) mithilfe der Riemannfunktion laut (2.15)
dargestellt werden kann, auf eine im zylindrischen Gebiet (D, D) analytische Lésung
U(z,() der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) iibertragen werden. Da-
zu wird der folgende Satz formuliert (vgl. Seite 22 und 23 in [31] bzw. [15, 28]):

Satz 4. Sei D ein Fundamentalgebiet und R(z,(,t,7) die Riemannfunktion der el-
liptischen Differentialgleichung (1.2). Die beiden Punkte zo € D und (y € D seien
beliebig, aber fest. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Alle im zylindrischen Gebiet (D, D) analytischen Lisungen U(z,() der formal
hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) lassen sich durch

z q
U(z,¢) = aR(20, o, 2, () —l—/(I)(t)R(t, Co, 2, Q)dt + /@*(T)R(ZO,T,Z,C)dT
20 o
(2.17)

darstellen, wobei

a = U(ZOa QO)
eine komplere Konstante und
oU (z,
a(z) = 0 4 g vz
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2. Die Riemannfunktion

bzw.

6U<20,C)

(0 = =

+ A(207 C)U(Zm C)
in den einfach zusammenhdingenden Gebieten D bzw. D jeweils analytische Funk-
tionen bezeichnen.

(ii) Umgekehrt stellt (2.17) fir eine beliebige Konstante o € C und fiir zwei beliebige
in D bzw. D analytische Funktionen ®(z) und ®*(() eine im zylindrischen Gebiet
(D, D) analytische Lisung U(z, ) der formal hyperbolischen Differentialgleichung
(1.12) dar.

(iii) Alle im einfach zusammenhingenden Gebiet D C R? klassischen und analytischen
Losungen u(x,y) der elliptischen Differentialgleichung (1.2) lassen sich durch

u(z,y) = aR(zo, (o, 2, 2 +/<I> R(t,¢o, 2, 2 dt+/<1> R(zo,7,2,2)dT
(2.18)

darstellen.

(iv) Umgekehrt stellt (2.18) fir eine beliebige Konstante o € C und fir beliebige in
D bzw. D analytische Funktionen ®(z) und ®*(() eine im einfach zusammen-
hingenden Gebiet D C R? analytische (und auch klassische) Losung u(x,y) der
elliptischen Differentialgleichung (1.2) dar.

Beweis.

Zu (i): Die Funktion U(z, () ist die im zylindrischen Gebiet (D, D) analytische Losung
der formal hyperbolischen Differentialgleichung (1.12) und kann somit anstelle der
im zylindrischen Gebiet (D, D) analytischen Funktion v(z,() aus Lemma 3 in die
Losungsdarstellung (2.15) eingesetzt werden:

¢
U(Za g) = U(ZO7 CO)R<ZOa gOa Z, C) + /R(ZU7 T, z, C) [W + U(ZD> T)A(ZOa T)] d7—+
G

au(t, Co)

) .G )

+/Rt@z©l

+fﬁn7zgﬁzé )fwﬁﬁﬂiﬂ+3@ﬂ&gfﬂ4wﬁw@ﬂPMt

20 Co

Das Doppelintegral in obiger Darstellung fallt weg, da U(z, () laut Voraussetzung die
formal hyperbolische Differentialgleichung (1.12) 16st. Weiters kann man nun

a = U(z0, o)
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2. Die Riemannfunktion

bzw.
B(z) — an;fO) + B2, G)U (=, o),
#(0) = ) 4 A, U

wahlen. Die beiden obigen Funktionen sind jeweils in den einfach zusammenhéngenden
Gebieten D und D analytisch, da A(z,(), B(z,¢) und U(z,() laut Voraussetzung im
zylindrischen Gebiet (D, D) analytisch sind. Somit ist die Integraldarstellung (2.17)
erklart. Da die Punkte zg € D und (, € D beliebig gewihlte Punkte sind, kann
man mithilfe (2.17) alle im zylindrischen Gebiet (D, D) analytischen Lésungen U (, €)
darstellen (vgl. Seite 23 in [31]).

Zu (ii): Man berechnet die Ableitungen von (2.17)

aUéZ7C)_a (2078207ZC> () (Z CO,ZC +/q) tagi;,ZC)dt—F
+/<1> z”’T OR(z0,7,2.0) )
Tt o R 20) / o) 2t () R0, 200+
¢
. \OR(20,T,2,()
+C{<I> (T)—aC dr

bzw.

*U(z,() _ 0*R(z,G,2¢) R(z Co;Z () 32 R(t, o, 2, C)
0:0c Y oo b T E +/ 5.0

+CI) (C) Zo,C,Z C /(I) ;Z»az_z C)dT

und setzt diese in die formal hyperbolische Differentialgleichung (1.12) ein. Somit
erhélt man die Gleichung

a [aQR(’?;§Z7 2, C) + A(Z, C) aR('ZOuaiO; Z, C) + B(Z, C) (2078207 z C)
O ORenn o 20)| +0(2)| P2 1 Az O o |+

R(20,¢,2,()

2 + B(z,)R(z0, ¢, z, Q]"‘

" @*(4)[
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2. Die Riemannfunktion

+ CR(ZO,’T,Z,C)] dr

¢
. 0?R(z,T,2,() OR(zy, T, 2,() OR(zo,T,2,()
+!¢ﬁﬂ brae T HAT T+ BER

0z0¢ 0z aC + CR(LCO,Z,C)] dt=0.

+ /Z(I)(t) [82R<t’ CO; 25 C) + A8R(t7 CO: <, C) + BaR(t7 CO? 2 C)
20

Laut Bemerkung 2.2 erfiillt die Riemannfunktion R(zo, (o, 2, () beziiglich ihrer letzten
beiden Variablen z € D und ¢ € D die formal hyperbolische Differentialgleichung
(1.12). Das bedeutet, dass der Ausdruck in der ersten eckigen Klammer bzw. jene un-
ter den Integralen jeweils Null sind. Die Ausdriicke in der zweiten bzw. dritten eckigen
Klammer fallen wegen der Relationen (2.12) bzw. (2.13) weg. Die obige Gleichung ist
also fiir alle Konstanten « € C und fiir alle in D bzw. D analytischen Funktionen ®(z)
und ®*(() erfiillt (vgl. [15, 28]).

Zu (iii): Laut dem Hauptsatz von Vekua erhdlt man durch die Einschrénkung ¢ = Z
in (2.17) alle analytischen und klassischen Losungen u(x,y) der elliptischen Differen-
tialgleichung (1.2) (vgl. Seite 36 in [31] bzw. [15]).

Zu (iv): Dies kann analog wie im Beweis zu (ii) gezeigt werden. O

Abschliefend bleibt anzumerken, dass die Bestimmung der Riemannfunktion
R(z,(,t,7) einer Differentialgleichung der Form (1.2) im allgemeinen schwierig und
aufwindig ist. Als Uberblick sind in [18] Riemannfunktionen verschiedenster Diffe-
rentialgleichung aufgelistet. Fiir folgende Speziallfille der elliptischen Differentialglei-
chung (1.2) kann sie jedoch relativ einfach gefunden und angegeben werden:

Beispiel 1. Gegeben sei die Laplace—Gleichung

u  O%*u

Au:@%-@:

0 (2.19)

fir die unbekannte Funktion u(z,y) in einem einfach zusammenhdngenden Gebiet
D C R? (vgl. Seite 19 in [31]). Diese ist laut Definition 2.1 eine selbstadjungierte
elliptische Differentialgleichung, da sie mit ihrer adjungierten elliptischen Differential-
gleichung

v 0%

A=t e T

0

exakt tibereinstimmt. Die zur Laplace-Gleichung (2.19) dquivalente, formal hyperbo-
lische Differentialgleichung ist durch den Ubergang auf die unabhingigen komplexen
Variablen z = x + iy und ( = z — iy mit x,y € C wie folgt gegeben (vgl. Seite 8 in

[31]):

0*U

X T
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2. Die Riemannfunktion

Diese ist ebenfalls selbstadjungiert, wie man an der Gestalt der adjungierten formal
hyperbolischen Differentialgleichung

o’V 0
020¢
sehen kann. Da die Koeffizientenfunktionen A(z, (), B(z, (), C(z,() der obigen adjun-

gierten formal hyperbolischen Differentialgleichung alle Null sind, ergibt sich aus (2.6)
die Riemannfunktion der Laplace-Gleichung (2.19) als

R(z,¢(t,7) =V (2,() = 1.

Beispiel 2. In einem einfach zusammenhéngenden Gebiet D C R? wird die elliptische
und selbstadjungierte Differentialgleichung
dn(n+1)
Au+ —————u=0 N 2.20
Tt T e (2:20)
fir die unbekannte Funktion u(z,y) betrachtet. Durch die Einfithrung der komplexen
Variable z = x 4 iy und ihrer Konjugation z = x — iy mit z,y € R geht die obige
Differentialgleichung mithilfe der Beziehung (1.7) auf die folgende komplexe Form tiber
(vgl. Seite 20 und 21 in [31]):

?U  n(n+1)
020z (1+ 22)?

U=0, neN. (2.21)

Diese Differentialgleichung stellt die uspriingliche Form der Bauer-Peschl-Gleichung
dar, wobei U(z,z) die gesuchte Funktion im einfach zusammenhidngenden Gebiet
D C C bezeichnet (vgl. [2, 4] bzw. Seite 37 in [8] mit € = 1).

Zwischen der urspriinglichen Form der Bauer—Peschl-Gleichung (2.21) und der drei-
dimensionalen Laplace-Gleichung

Pw  J*w (92w_

A p—
YT e * oy? 022

0

fir die raumliche Funktion w(x, y, z) herrscht iibrigens ein enger Zusammenhang (vgl.
[2, 4, 1]). Dieser wird spéter in der Herleitung der Riemannfunktion der urspriinglichen
Form der Bauer—Peschl-Gleichung (2.21) Verwendung finden (vgl. Seite 20 in [31]).
Fiihrt man die Koordinatentransformation

T = 1 cospsind,
y = rsinesind,

z =rcost

mit dem Abstand r > 0 und den beiden Winkeln 0 < ¢ < 27 und 0 < 9 < 7 ein, so
erhélt man die dreidimensionale Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

_82710_’_28710_’_ 1 32w+i82w+ cosv 6710_0
o2 rOr  r2sin?90¢?  r2ov?  r?sind 09

Aw
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2. Die Riemannfunktion

fiir die unbekannte Funktion w(r, ¢, ). Mit dem Separationsansatz
w(r, ¢, 0) = R(r)Y (¢, 7)

und dem speziellen Separationsparameter n(n + 1) mit n € N folgen daraus die Diffe-
rentialgleichung

O?R  20R n(n+1)
a2 Tror - 2 B0

fiir den radialen Anteil R(r) und die Differentialgleichung
1 0 ( 0Y> 1 0%

LYYy, 1 oY
R sin? 9 9?2

im0 99 +nn+1)Y =0 (2.22)

fiir den winkelabhéngigen Anteil Y (¢, ). Betrachtet man nun die Differentialgleichung
(2.22) und fithrt die Koordiantentransformation

sin 9
r=-—————2C0S
1+ cosd v
sin 9
| 2.23
y 1+cosz98m(p’ ( )

die sogenannte stereographische Projektion der Riemannschen Zahlenkugel C,, :=
C U {oo} auf die komplexe Zahlenebene C (vgl. Seite 31 und 32 in [30]), ein, so erhélt
man schlielich die Differentialgleichung (2.20) bzw. die uspriingliche Form der Bauer—
Peschl-Gleichnung (2.21) (vgl. [2, 31]). Somit wire der Zusammenhang zwischen der
urspriinglichen Form der Bauer-Peschl-Gleichung (2.21) und der dreidimensionalen
Laplace—Gleichung erklart.

Fir die Herleitung der Riemannfunktion der urspriinglichen Form der Bauer—Peschl—-
Gleichung (2.21), benétigt man laut dem Anfang von Kapitel 2 ihre adjungierte formal
hyperbolische Differentialgleichung

2V n(n+1)
028C+(1—|—zC)2V_0’ n e N, (2.24)

wobei z = x + iy € D und ( = z — iy € D zwei unabhingige komplexe Variablen
bezeichnen. Generell betrachtet man fur die Differentialgleichung (2.24) ein Funda-
mentalgebiet D, das die folgende Bedingung erfiillen muss (vgl. Seite 21 in [31]):

14+2(#0 & 2(# —1.

Das heifit in anderen Worten, dass das zylindrische Gebiet (D, D) C C? keinen Punkt
mit der Fliche 1 + 2¢ = 0 aus dem Raum C? gemeinsam haben darf (vgl. [1]).

Nun bestimmt man die Riemannfunktion von (2.21) wegen des grofien Aufwandes nicht
durch die zweimalige Integration von (2.24) bzw. iiber die Lésung der Integralgleichung

z ¢
R(Z7 Ca t77_) + n(” + 1) //<1_|_1£77)2R(£7777t7 T>d77df =1
t T
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2. Die Riemannfunktion

geméfl der Definition 2.2 der Riemannfunktion, sondern man wahlt den folgenden
Weg von Vekua (vgl. [31], Kapitel 1, Abschnitt 5.4 ab Seite 20): Eine Losung der
Differentialgleichung (2.22) ist die Legendrefunktion erster Art mit dem Index n € N

In/2) NPT
Puleost) = X ()" _(z)! - 2_]")2'@! (cos 0, (2.25)

wobei

2 fiir n € N gerade,
[n/2] = {i_l

#>= fir n € N ungerade

die Gaussklammer bezeichnet (vgl. [27, 31]). Mithilfe der Transformation (2.23) fiir
die beiden unabhangigen Variablen x,y € C ergibt sich:

sin? 9
(1 + cosv)?
sin? ¥
i (14 cos1))?
1+ 2cos ) + cos® ¥ + sin® 1

I+ +y? =1+ (cos?  + sin” )

(1 + cos¥)?
B 2
1+ cos?’
2
1+COSﬁ:m7
woraus
1 — 2 2 1—
cosg = L@ YY) 1-2C

T+a2+9y2  1+2C

folgt. Diese Relation in (2.25) riickeingesetzt liefert die Legendrefunktion

P, < 1—2C ) 7
14+ 2¢
die nach wie vor die Differentialgleichung (2.22) und somit ebenfalls die zur urspiing-
lichen Form der Bauer—Peschl-Gleichung adjungierte formal hyperbolische Differen-
tialgleichung (2.24) 16st (siehe dazu die Erklarung zum Zusammenhang zwischen der
urspriinglichen Form der Bauer—Peschl-Gleichung (2.21) und der dreidimensionalen

Laplace-Gleichung am Anfang dieses Beispiels). Vekua zeigt dann weiters in [31] auf
Seite 21, dass die folgende spezielle Legendrefunktion

p ((1 —20)(1 —t7) + 227 + 2(15)
! (1+20)(1+17)

(2.26)
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2. Die Riemannfunktion

mit den beiden beliebigen Variablen ¢t € D und 7 € D und der Bedingung 1 + t7 # 0
auch wieder die adjungierte formal hyperbolische Bauer—Peschl-Gleichung (2.24) 16st.
Somit ist die Riemannfunktion der urspriinglichen Form der Bauer—Peschl-Gleichung
(2.21) durch die obige spezielle Legendrefunktion (2.26) fiir z,t € D und (,7 € D
gegeben (vgl. Seite 21 in [31]):

R(z.C.t.7) = P ((1—2C)(1—t7)—|—2z7'+2§t>

(14 2¢)(1+4t7)

Fiir die Riemannfunktion der urspriingliche Form der Bauer—Peschl-Gleichung (2.21)
gelten weiters die Bedingungen (2.7) und (2.8) aus der Definiton 2.2:

S
R(t,(,t,T) = exp /A(t,n)dn] =expl0]=1 firte Dund(,7€ D,

T

R(z,7,t,7) = exp /B(f,T)df:| =expl0]=1 firzt€ DundTeD.

Lt

Diese werden ebenfalls erfillt, wenn man die spezielle Legendrefunktion (2.26) als die
Riemannfunktion betrachtet (vgl. Seite 21 in [31]):

R(t.C.t.7) = P ((1—157)(1—757)—1—2157’—1—2725)

(L4+tr)(1+t7)

B (1 —t7)% + 4t7
= (14 t1)? >
= P,(1)

—1

(1 —27)(1 —t7) + 227 + 271
(1+27)(1+t7)
(1 —tT—zT+th2+2zT+27t>

(14 27)(1 4+ t1)
(14 27)(1+ t7)>
(14 27)(1 4 t1)

Hierbei wurde die folgende allgemein geltende Eigenschaft fiir die Legendrefunktion
erster Art mit dem Index n € N verwendet (vgl. [27]):

P,(1)=1 firallen € N.
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

In diesem Kapitel werden die zwei, fiir diese Arbeit wichtigsten Differentialgleichungen
bzw. ihre Losungsdarstellungen vorgestellt, ndmlich die Bauer—Peschl-Gleichungen
erster und zweiter Stufe. Im Gegensatz zum vorigen Kapitel, in dem die Losungen
von elliptischen partiellen Differentialgleichungen durch eine Integraltransformation
mithilfe der Riemannfunktion dargestellt wurden, sollen nun die Losungen der Bauer—
Peschl-Gleichungen mithilfe von Differentialoperatoren ausgedriickt werden.

Am Anfang dieses Kapitels wird die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe behandelt,
in der nur eine natiirliche Zahl n € N vorkommt und die durch eine Transformati-
on aus der urspriinglichen Form der Bauer—Peschl-Gleichung (2.21) erhalten werden
kann. Fir die Bauer-Peschl-Gleichung erster Stufe wird ausfiihrlich eine Losungs-
darstellung mithilfe von Differentialoperatoren hergeleitet und in Form eines Satzes
angegeben.

Am Ende dieses Kapitels wird dann die Bauer—Peschl-Gleichung zweiter Stufe einge-
fiihrt, in der nun zwei natiirliche Zahlen m,n € N auftreten. Die Darstellung ihrer
Losungen wird dabei nur kurz in Form eines Satzes zusammengefasst, da diese eine
Verallgemeinerung der Aussage des Satzes fiir die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe
ist.

3.1. Die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe

Bezeichne D C R? das einfach zusammenhinde Definitionsgebiet der folgenden ellip-
tischen und selbstadjungierten Differentialgleichung:

n+1)

Au—n< u=0, neN (3.1)

2
Hierin soll die einzig auftretende Koeffizientenfunktion

n(n+1)

clay) = olw) = =

analytisch in D C R? sein. Somit muss das einfach zusammenhingende Gebiet D die
Bedingung = # 0 erfiillen. Unter diesen Voraussetzungen ist die klassische Losung
u(z,y) der obigen Differentialgleichung ebenfalls analytisch in D (siehe dazu den Satz
von Picard in Kapitel 1).

Fithrt man nun die beiden zueinander konjugiert komplexen Variablen z = x + iy
und z = z — 4y fir z,y € R ein und verwendet die Relation (1.7), so ergibt sich die
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

komplexe Form der Differentialgleichung (3.1) bzw. die Bauer—Peschl-Gleichung erster
Stufe:
?U  n(n+1)

0200 (zrapl 0 MEN (32)

Damit die Analytizitat der unbekannten Funktion U(z, z) im einfach zusammenhén-
genden Gebiet D C C gewéhrleistet ist, muss die Koeffizientenfunktion

n(n+1)
C =
in D analytisch sein. Das beudeutet, dass die Bedingung
z+2#0

in D erfillt sein muss (vgl. [3], Seite 23 in [8] bzw. [7]). Anders ausgedriickt bedeutet
diese Bedingung, dass der Realteil der komplexen Zahl z ungleich Null sein muss. Also
kann man als das Fundamentalgebiet D der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2)
z.B. die rechten Halbebene von C wahlen.

Bemerkung. Die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) kann auch aus der ur-
spriinglichen Form der Bauer—Peschl-Gleichung (2.21)
_ 02U
1+ t8)* —
SRR
hergeleitet werden, wobei t = x + iy und ¢ = x — iy hierbei die zueinander konjugiert
komplexen Variablen in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet D C C bezeichnen.
Fihrt man die Transformation

+nn+1)U =0, neN,

t=z und t=

I

ein, bestimmt daraus die partiellen Ableitungen

o _oot_o( 1\ _ 0_ ,0
Iz ot '

0z 0tdz Ot 0z
¢ _o(oN_o(f rtoyot_ 1o O 5 &
020z 0z\0z) ot\ 2z20t)0z  z20t0f oot 9207

und setzt dies in die urspriingliche Form der Bauer—Peschl-Gleichung ein, so erhélt
man die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) (vgl. [1]):

_ 02U _
2 —
(1+1t) 8t8f+n(n+1)U_O
1\°, . 0%
& <1+zz> (—z)azag—l—n(n—l—l)U—O

2

v +n(n+ 1)U = 0.

& (z+ Z>28282
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Als nachster Schritt soll nun eine Darstellung aller Losungen der Bauer—Peschl-
Gleichung erster Stufe (3.2) hergeleitet werden. Dazu kann der folgende Satz formuliert
werden (vgl. [2, 1], Seite 30 und 31 in [8] bzw. [7]):

Satz 5. Bezeichne D ein einfach zusammenhdngendes Gebiet der komplexen Zahlen-
ebene C, in dem z + z # 0 gilt. Weiters seien durch

D, = (z+ 2)25, (3.3)
D; = (z+ Z)2aaz (3.4)

Operatoren definiert, die auf in D analytische Funktionen wirken und fir die
0 0
D = (2 + 2)2£D§_1 bow. DF=(z+ 2)2£D§_1
mit k € Ny gilt. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Alle im Gebiet D definierten, analytischen Losungen U(z,Z) der Bauer—Peschl-

Gleichung erster Stufe (3.2) lassen sich mithilfe von zwei in D definierten, holo-
morphen Funktionen g(z) und h(z) wie folgt darstellen:

U(27) = E": (2n —v)!

v=0

(-1

9" (2) + h)(2)] RS2

(3.5)

vliin —v)!
wobei h(z) die konjugiert kompleze Funktion von h(z) bezeichnet. Die Funktionen
g(z) und h(z) werden die Erzeugenden genannt und

_ d’g(2)

g (2) = T bzw.  hW)(z) =

SH
<
I~
—~
[\
~—

firv=20,...,n.
(b) Umgekehrt stellt (3.5) fir alle in D holomorphen Funktionen g(z) und h(z) eine
Lésung U(z, z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) dar.

(c) Ist die Losung U(z, Z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) in D vorge-
geben, so sind die (2n+ 1)—ten Ableitungen der Erzeugenden eindeutig bestimmt
und es gilt:

n+1 - n+l1
(2n+1)(2) - M bzw. AR (z) = M (3.6)

g (z 1 2)2+2 (z + z)2r2

Die Erzeugenden g(z) und h(z) selbst sind in diesem Fall nur bis auf ein Polynom
vom Grad 2n eindeutig bestimmt. Das allgemeinste Erzeugendenpaar folgt gemdfs:

2n

91(2) = g2(2) + D au2”,
pn=0
2n

hi(z) = ha(2) = > @u(=2)", a,€C.

n=0
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

(d) Lésst sich die Losung der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) in D allein
durch eine Erzeugende h(z) tber die Relation

Uz, 2) = iM

v=0

(-1

)

viin —v)!

darstellen, so ist diese Erzeugende eindeutig durch

1
h(z) = —=DnU
bestimmt. Analog gilt: Wenn die Lésung in D allein durch die Erzeugende g(z)
tiber die Beziehung

n

U(z,é)zz

= vi(n—uv)!

(-1

Cn—v)! oy, =D
(z+z)v

()

dargestellt werden kann, so ist diese Erzeugende eindeutig durch

bestimmidt.

Um diesen Satz beweisen zu kdnnen, benétigt man zunéchst die folgenden beiden
Lemmata (vgl. [2, 1]):

Lemma 4. Fir die Losungen U(z,2) der Bauer—Peschl-Gleichung (3.2) im einfach
zusammenhdngenden Gebiet D gilt die Beziehung

o DU DU
82{(2 re } — [n(n+1) = k(k +1)] Grgpe =0 (3.7)
firk=20,...,n.

Beweis. Der Beweis dieses Hilfssatzes wird durch vollstdndige Induktion gefiihrt.
Basis: Fiir k = 0 ergibt sich aus (3.7) und mit D°U = U die Relation

9 DU
0z | (2 + 2)?

U
(z + 2)?

}—n(n+1) = 0.

Nun ist laut Definition (3.3)

a{ DZU} a{(z+z)2g§} O*U

02\ (z+ 22 02| (z+22 | 020z

Folglich ergibt sich in diesem Fall daraus die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe
(3.2):
0*U
020z
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Somit ist die Induktionsbasis gesichert.

Annahme: Die Aussage (3.7) gilt fir ein beliebiges k.

Schritt: Um die Aussage (3.7) fiir den Index k + 1 zu zeigen, leitet man die einzelnen
Terme von (3.7) partiell nach z ab und erhélt:

o 8{ D’;‘HU } o {gZD];HU(z—i—z)%JFZ—D§+1U(2k—}-2)(z+z)2k+1}

020z \ (z+ 222~ 0z (2 + z)%+4
O [(z+2)*LDEU o[ DEU
= == ( ) (‘_922]624 _(2k+2)7— Z_ 2k+3
0z (z + z)%+ 0z | (z + z)?k+
0 D2y 0 DU
= 59217. L o\2ka —(2]{74—2)7_ T \2kas (°
0Z | (2 + %) 0z | (2 +2)
) DU _ ZDRU(z + z)*2 — DEU(2k + 2)(z 4 2)2F !
B (z + 2)2h+2 - (z + z)4k+4
_ (z+2PgDt 2k +2) DtU
(z + z)2kH4 (2 + 2)2k+3
Dk+1U DkU
= ——— — (2k+2)—F—.
(2 + z)2k+4 (2k + )(z + 7)2k+3
Diese Ausdriicke in (3.7) eingesetzt liefert:
D42 D+l
O DU b gy DU 1
9z | (z + z)2k+4 9z | (z + z)2k+3
DMy DU

Nun lasst sich die Ableitung im zweiten Term der obigen Gleichung umschreiben zu:

of DU 9 1  DHW
0z | (z+ 2263 [ 0z | 2+ 2 (2 + z)2h+2

B 1 DU N 1 0 DU
(2422 (z+ 22 24207 | (2 +2) 2

Dies in (3.8) verwendet, liefert die Gleichung;:

8{ DF2U 2k+2 DU 2k+20 ( DI'U |
( ( (

D2\ e+ 22 T 422 (2 42)%2 242 0z | (z+2)%2
DU DU
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

bzw.
2 Dr+2y 2k +2 DEIU B
0z | (z + z)%k+4 (24 2)2 (2 + z)2k+2
2k+21| 0 DU DU
Dk+1U

= [n(n +1) = k(k +1)] = 0.

(2 + z)2k+4
Der Ausdruck in der eckigen Klammer in der obigen zweiten Zeile ist Null, da dieser
Term genau der Induktionsannahme (3.7) entspricht. Ubrig bleibt also die Gleichung:

9 { DEU DU
(

e W}— [n(n+1)—k(k+1)—(2k:+2)}(Z+2)2k+4:0

=n(n+1)—(k+1)(k+2)

Dies ist genau die Aussage (3.7) fiir den Index k+ 1. Somit ist dieses Lemma bewiesen

(vel. 2, 1]). O
Lemma 5. Die Losungen U(z, z) der Differentialgleichung
0 Dn+1U
- =z ~ L_p 3.9
82{ (z + z)n+2 } (39)

fiirn € N lassen sich durch die Relation

Uz =y A oo UL s L mm T s

o V(n—v)! (z+2)  Sv (z+2)"

darstellen, wobei g(z) und p,—,(z) fir v = 0,...,n, beliebige im einfach zusammen-
hdingenden Gebiet D holomorphe Funktionen bezeichnen.

Beweis. Um auf die Losungen der Differentialgleichung (3.9) zu kommen, integriert
man zunachst einmal nach z und erhélt die folgende Differentialgleichung
Dy

Gt e = G(2), (3.11)

wobei G(z) vorerst eine beliebige in D holomorphe Funktion bezeichnet. Unter Zuhil-
fenahme der Definition des Differentialoperators D, (3.3) folgt dann:

Dy (z+ 22 2{DrU}

(z 4 z)*n+? (z 42272

D.D™U
(Z + 5)2n+2

=G(z) =G(z)

G(2).
Aus der letzten Beziehung ergibt sich, wenn man die beliebige Funktion G(z) nun

durch die (2n + 1)—te Ableitung der in D holomorphen Funktion g(z) ersetzt, die
Differentialgleichung

8 Z\<n n
ADIUY = (2 4+ 2 (2),
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Die Integration nach z liefert die Relation

DU = AZ:% (27(12%(—1%@ + 5)2"”\g(2”*’\)(z) + po(2) (3.12)

mit der beliebigen in D holomorphen Funktion py(z).

Beweis der obigen Aussage: Leite beide Seiten von (3.12) nach z ab:

2 (prvy - (f{ 5 D+ +po<z>}

- z”: (27@(—27;)!—1)!<—1)A(z 4 2)2mATgen=N) () 4

A=0

" /\Zn:() (27(12?)!)\)!(_1))\(2 4 z)2 A gt ()

)\<—>:5\—1 :gl (2222)!:\)!(_”5\1(2 + 2)2n75\g(2n75\+1)<z)+
# 3 G ek g )
)\25\ zf: (2722?)')\)' (_1))\ [_1 + 1} (Z + 5)2n—)\g(2n—>\+1)(z)_‘_
+ (2 +2)7g* 0 (2)

— (Z + 2)2ng(2n+1)(z)_

Somit ist die Aussage bewiesen.

Um nun in weiterer Folge die Losungsdarstellung (3.10) aus (3.12) herzuleiten, miissen
zunéchst die folgenden Relationen 1 und 2 bewiesen werden (vgl. [2, 1]):
Relation 1:

D’;{i(””)’ g () }:

o vi(n—v)! (z+2)
E R (n+v -k (—1)”
R Y e T

v=0

g (2) (3.13)

gilt fiir £ = 0,...,n. Dies kann durch vollstdndige Induktion bewiesen werden:
Basis: Fiir k£ = 0 ist nichts zu zeigen.
Annahme: Die Aussage (3.13) gelte fiir den Index k.
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Schritt: Um (3.13) fiir den Index k + 1 zu zeigen, betrachtet man:

ool e 1)

= OI/'(TL—V) (z+ 2)
ool o

(3.3) W 0| (n k) (n+v— k) (—1)” .
(3.13) (2+2) 82{2:0 (n—Fk)!n+k—-v)lv!(z+ Z)V—zkg( +k)(z>}
o TE (n k) (n+v—k)! [—( DY (v — 2k)(z + z)v =2k~ 1g(n k)

=(2+2) VZ::O (n— k) (n+k—v)lw! (z 4 z)v—4k

(2)+

(_]‘>V n—v+k+1
)

B (n+v— k) (v —2k)

-3

= (m=k)ln+k—v)i (z + z)v—2k-1
ntk (n+ k) (n+v—k) Vg(n—u+k:+1)(z)
+Z n+k—1/)'1/'( (z + z)r 262

(=1) +

Die Indextransformation ¥ = P — 1 in der ersten Summe liefert:
+u)l (1)
Dk+1 (TL (n—v) —
{Zov'( — Oy

_n—&-k—i—l(n—l-k}).(n—l—ﬁ—/{?—l) (0 —2k—1)
-2 (n—k)\(n+k—o+ D)0 —1)!

. g(n—ﬁ+k+1) (Z)

(=)'t

(Z+Z)V 2k—2

=1
N i’“ n+ kz) (v =R g e)
(n+k—v)lv! (2 + z)v—2k=2"

Benennt man nun © wieder zu v um, zieht beide Summen zusammen und schreibt die
Terme fiir v = 0 bzw. v = n + k + 1 extra an, so ergibt sich:

1 = (TL+V)' n—v (_1)1/ _
DE* {Z_:_V)!g( )(Z>(z+5)"} _
T (n+ k) [ (n+v—k)! N n+v—k—1Y(v—2k—-1) (1) gD ()
CH =k V(nt+k—v)! (v—=Dln+k—v+1) (z 4 z)v—2(k+1)

gD () (2n)! . wikn 92
(z +z)72kt) o (n — K — 1)[( ) (z 4 Z)n—(+D)"
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Nun muss der Ausdruck in der obigen eckigen Klammer ndher betrachtet werden:

(n+v—Fk! m+v—k-1l(v—-2k-1)
viin+k—v)! (v—Dln+k—-v+1))
n+v—k—-1! [n+v—~Fk v—2k—1
(V—l)!(n%—k—u)![ v n+k—y+11
 (n4+rv—k-1) [(n—FV—k)(ﬂ-Fk—V—i-1)—|—V(l/—2]€—1)]
(v—1ln+k—v)! vin+k—v+1)
n+v—k—-1! 1, 9
:V(!(TH—k—V—i-i)![n Tk —Hﬂ
m+v—k—-Dl(n—FkKn+k+1)
viin+k—v+1)! '

Dies riickeingesetzt liefert die Differentialgleichung:

Dl;Jrl{i (n+y)' g(nfu)<z> <_1)V }:

o vl(n—v)! (z+ 2)”
CH Atk [(n+trv—k—=Dn—k)(n+k+1) e gD ()
= ("—k)![ viln+k—v+1)! 1(_ ) (z 4 z)v—20+1)

gD () N (2n)! (— 1) g(2)
(z+2)26+D)  (p—k —1)! (z + z)n— (k41"

+

+

Fasst man nun die eckige Klammer mit ihrem Vorfaktor zusammen und zieht die
letzten beiden Summanden in die Summe hinein, so ergibt sich die Aussage (3.13) fiir
den Index k + 1:

" (n+v)! -1y
D'S“{Z( s 3)!9(”‘”)(2) (i Jz)y} =

_ng:ﬂ m+v—k—Dln+k+1)! (1) gk ()
B vin+k—v+1)l(n—k— 1) (z + z)v 24D

v=0

Somit ist Relation 1 bewiesen.
Relation 2:

T e o )L I N B o
" {Z wp"—”“)w} T e

v=0 """ v=~k

(3.14)

gilt fiir £ =0, ..., n. Auch dies kann durch die folgende vollsténdige Induktion bewie-
sen werden:

Basis: Fiir £ = 0 ist nichts zu zeigen.

Annahme: Die Aussage (3.14) gelte fiir den Index k € N.
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Schritt: Nun soll die Gleichung (3.14) fir den Index k + 1 bewiesen werden. Hierzu
betrachtet man:

G R e

3.14 " 1 —— (=1 *
o {Z - k>!p”‘”<z)<z+)zw}

3.3 , 0 | & (= 1)F
B 33{2 g jk)!p"‘”(z’éﬁgvk}

— 9 — _1 - (—1)r-k-1 .
=(z+2) Vz:k pn v(2) (v k?)(z+g)u—k—1 (2 + 2)2
e e

= V:;Fl (V —k 1)'pn—y(2) (Z n 2)[}7]{71'

Dies ist jedoch genau die Aussage (3.14) fir den Index k + 1. Relation 2 ist somit
ebefalls gezeigt.
Nun werden die Relationen 1 und 2 zur Herleitung der Losungsdarstellung (3.10) aus
der Gleichung (3.12) folgendermafen beniitzt: Setzt man in (3.13) und (3.14) jeweils
k = n, so folgt:

D?{Xn: (n—i_y)!'g(n—u)(z) (—1)_” } _ % ( (Qn) (—1)V g(2n_y)(z)’

o vin—v)! (z42) 2n —v)! (z 4 z)v—2»

D:{i Ere >(i‘jgy} ~ ).

v=0

Bezeichne nun I, den inversen Operator zu D, d.h. es gilt
I,D, U =U.
Dieser n—mal auf die Beziehung (3.12) angewendet, liefert:

I"D"U = J"{fj @fﬁ);)( DMz 4 2)7 2N (2) + po(z

el {E a0 S5 )

1 (="
Z 'pn V( )(Z—FE)V}},
v=oV
woraus die Lésungsdarstellung (3.10) folgt:
= —1)” "1
U=y =l

+2
Somit ist das Lemma 5 bewiesen (vgl. [2, 1]). O

~—

|

+I§{D;‘

"(2) P (2)

V'n—y (z+2)y v
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Beweis von Satz 5.

Zu (a) und (b): Laut Lemma 4 gilt fiir die Losungen U(z, z) der Bauer—Peschl-
Gleichung erster Stufe (3.2) die Relation (3.7). Setzt man nun in dieser Relation k = n,
so erhélt man genau die Differentialgleichung (3.9) aus Lemma 5. Das bedeutet also,
dass die Losungen der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) vorerst durch die
einzelnen Summanden von (3.10) dargestellt werden konnen:

U(z,2) =Ui(z,2) + Us(z, 2), (3.15)

wobei
0i(29) = 3ot E O g S (3.10)
U(z,7) = z FTmEl (3.17)

In (3.15) sind die im einfach zusammenhéngenden Gebiet D definierten Losungen (3.5)
von Satz 5 bereits enthalten. Man muss nur noch priifen, welche Gestalt die vorerst
noch beliebigen in D holomorphen Funktionen ¢(z) und p,_,(z) fir v = 0,...,n an-
nehmen missen, damit eine Darstellung der Form (3.5) gewéhrleistet ist.

Dafiir bestimmt man zunéchst die folgenden partiellen Ableitungen der Funktion
Ul(zv z )7

ou, & (n+vw)!
Papy

v=0

(-t 1

o) D g(n—m(z)y(z +2)7 (2 +2)

(z+2)¥

vi(n —v)!
(-
(z 4 z)v+V

i ULl R PR Gl DI < I G O LR
X Ot S e

v=0 """ )
U & (n+v) (—1)! 1
5205~ 2 0l(n AN O o vy i
n (n+y)| . _(_1)u—1<1/+1>(2+2)y
“f‘l;l (I/— 1)'(71— V>'g( )(Z> (Z—G—Z)ZVJFQ

— = (77/ + I/)' (n—v+1) P (_1)V_1
Z g ( )(Z+ g)wrl
S (n+v)iv+1) o, (1)

+ Z ( )(Z) (Z + 5)u+2
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und setzt diese in die linke Seite der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) ein:
0*U
—\2 1
+2)—= - + 1)U, =
(z+2) 9205 n(n+1)U; =0

2 - 7’L + V) (n—v+1)
=
(z+2) ;:1 TENICETIL ()

" (n+v)(v+1) () ( (—1)¥ B
9 ( )(Z_l_z)wr?
(=1)”

(z 4 2)¥

(_1)1/71
(z + 2"

z+22

= (v—1ln—-v)!
—nln+1) 3 g )

— vi(n —v)!

=0

- Z n+l/) () () (i;li;;l

" (n+v)! 1/+1) (n-)(2) =
(z+2)¥

(=1)"

viin — V)!g("—'/)(z) (z+2)¥ =0

+

—(v—1l(n—-rv)
" (n+v)!

—nn+1))

v=0

Durch die Indexverschiebung v = © + 1 in der ersten Summe ergibt sich:

n—1 19
o Z (n+0+1)! (n_y)( (—=1) (n+v)(r+1) (n—v)

M:

(ol (n—0—1)! (Z+Z VlV—l (n—v)! (z+2)¥

Bezeichnet man nun o wieder mit v und zieht die Terme fiir v = 0 und v = n aus der
Summe heraus, so folgt:

& [EZ i— 3: —n(n+ 1)] g™ (2) + [(2?:(_”1—;!1) —n(n+1) (2:')'19(2) (ijrl)ET)L”+
A (n+v+1)! n+v)(v+1) n(n+ D(n+uv)! o) B (—1)¥
;lul(n—y—l)! (v—1(n—-vr)! vi(n —v)! 1 ( >(z+2)”

—0
" 2Cn)!(n+1)  (2n)l(n+1) (=)™
& ln(n+1)—n(n+1)]g( )(2) + [ =11 -1 ]g(z)(2+z) +
(n+v) n+v+1l v+1 nn+1) . (—=1)¥
+Z[y—1)(n—y—1)< v L >]g( )(z)(z—i-i)”

=0.
Hierbei gilt fiir den Ausdruck innerhalb der grofien runden Klammer in obiger Glei-
chung:

n+1/+1+u—|—1 ~nn+1) nm+l)-vv+l) —nn+1)+rv+1)
v n—v n—v v(n—v)

=0.
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Somit ist gezeigt, dass die Funktion U(z, 2) in ihrer urspriinglich definierten Form
(3.16) mit der beliebigen in D holomorphen Funktion ¢(z) die Bauer—Peschl-Gleichung
erster Stufe (3.2) erfillt und daher eine Losung dieser Gleichung ist. Wie ersichtlich
ist, miissen dabei an die Funktion ¢(z) keinerlei Bedingungen gestellt werden.
Anders sieht das jedoch bei den Funktionen p,,_,(2) fir v =0 ... ,n in (3.17) aus, wie
nun gezeigt werden soll. Aus der Tatsache, dass die Funktion Uy(z, 2) in der Form (3.17)
die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) 16st, lassen sich ndmlich Bedingungen
fir die Funktionen p,_,(z) ableiten. Hierfiir bendtigt man zunéchst die partiellen
Ableitungen der Funktion Us(z, z),

1 (-1t 1 noo

E = Vz:% V!pnfy(/z)V(Z 4 Z)y—l (Z + 2)2 - — (l/ . 1)‘pn71/(2) (Z T 2)1/4-1
PUp _§n 1 s (1))
0:0: = -
- 1 —(=1)" v+ D(z+2)
i szl (v — 1)!p"7”(2) (z + z)2+2

_y , (=D -+ (=1
I e e e e i i

und setzt diese in die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) ein:

(= + ZVSZE (4 1)Uy = 0
o o+ 3P|X e G T e+ R S g
e 22:0 Vllpn_,,(z) (i_:i) ~0
< 2; (v . i (2) (ili)il * 2; ((VV - 11))vp”—”(z) (i_ji) B
Cn(n+ 1) 22 L (i_ji) 0,
Mit v = 5+ 1 folgt:
=1 (—1)” (v+1) (—1)”

<~ ;ap;z—ﬁ—l(z) (Z—i—g)f’ +Z::
0+ 1) 3 P )

= v (z+2)
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Wenn man 7 nun wieder durch v ersetzt, gilt:

o [t -t 0] + | i - M| S
- v+1 n(n+1) (-1
B[ g e - ) <o
u(u+1)

Die zweite eckige Klammer in der obigen Gleichung ergibt:
n+l — nn+1)— n+l1 —— n
- = 1——|=0.
(n — 1)!])0(2) n! Po(2) (n — 1>!p0(2’) [ n]
Die restlichen beiden eckigen Klammern zusammengenommen liefern nun den folgen-

den Zusammenhang zwischen den beliebigen in D holomorphen Funktionen p,_,(z)
und ihren ersten Ableitungen:

1/1! o, 1 (2)+ (v +1) —n(n+ 1)]}%#(2)] =0,

bzw.
® : e (318)
nv(2) = (2 :
b n(n+1)—y(u+1)p !
fir v = n — 1,...,0. Mithilfe des obigen Zusammenhangs kann nun die folgende
Beziehung
n+v) a0 .
v(2) = ———F~—— f =n-—1,...,0 3.19
pe) = G g () firv=n (319)

durch vollstandige Induktion bewiesen werden:
Basis: Fir v =n — 1 gilt laut (3.18):
1
nn+1)—n(n-—1

1

7 (277,—1)
)po(z) %po() W

pi(z) = po(2)-

Dies entspricht der Beziehung (3.19) fiir v = n — 1 und somit ist die Induktions-
basis gezeigt.

Annahme: Die Aussage (3.19) gelte fir den Index v.

Schritt von v auf v — 1: Betrachte die Relation (3.18) fiir den Index v — 1:

- 1 y
pn—u-i—l(z) = n(n + 1) . I/(l/ _ 1)pn—u(z)
(3.19) 1 (n+v)! W
Y ey gy ey 3 ¥ prg T TG
_ 1 (n+v)! ‘?ﬁ:@g

C (n+v)n—v+1)(n—1v)(2n)
(n+v-D! o,
:(n—y+1wmnfé ).
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Dies ist exakt die Gleichung (3.19) fir ¥ — 1 und somit ist diese Beziehung be-
wiesen.

Die Gleichung (3.19) stellt also Bedingungen fiir die beliebigen in D holomorphen
Funktionen p,_,(z) mit v = 0,...,n dar, damit Uy(z,z) in Form von (3.17) eine
Losung der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) ist. Wie man anhand von (3.19)
sehen kann, konnen alle diese Funktionen p,_,(z) im Wesentlichen durch die beliebige
in D holomorphe Funktion py(z) dargestellt werden, die man nun als

po(2) = (2n)'h(z) (3.20)

setzt, wobei h(z) nun die zweite in D holomorphe Erzeugende bezeichnet. Aus obiger
Definition und (3.19) folgt dann wiederum die Darstellung der restlichen Funktionen
Pn—v(z) fir v =0,...,n durch die Erzeugende h(z):

— (At
Proa) = ()

Dies, in (3.17) ruckeingesetzt, liefert nun die zweite Teillosung der Bauer—Peschl-
Gleichung erster Stufe (3.2) als

Un(z.5) = 3 - e Y

= vli(n —v)! (z +2)v

Folglich kann man laut (3.15) nun alle Losungen der Bauer—Peschl-Gleichung erster
Stufe (3.2) schreiben als

v=0 v=0

Durch die Indextransformation 7 = n — v folgt schliellich die Darstellung (3.5):

= @n=D) (=) " (2n —D)! RO (—1)""
U(z2) = z:% S’ AT 2:% Tl S P v
_ - (2n — ﬁ)' (?) () (_1)n_lj
_;:%ﬁ!(n—ﬁ)'[g () + KO) (z+ 27
Die Punkte (a) und (b) des Satzes 5 sind damit bewiesen (vgl. [2, 1]). O

Um den Punkt (c) von Satz 5 beweisen zu kénnen, bendtigt man den folgenden
Hilfssatz (vgl. die Seiten 48 bis 55 in [8]. Beziiglich der hier verwendeten Operatoren
erster Ordnung siehe auch [6]):

Lemma 6. (Aufsteige— und Absteigeoperatoren)

Bezeichne F,(D) die Menge aller Losungen der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe
(3.2) mit dem Index n € N im einfach zusammenhdngenden Gebiet D C C. Weiters
sei U(z,z) gemdf (3.5) eine Lisung der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (5.2)

20



3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

mit dem Indexn € N, d.h. U(z, %) € F,(D).
Dann erhdlt man mithilfe der Funktion

Wy = LU
_oU 0U  2n+1)
T 9z 9z z+7z
(2n — v+ 2)!

= _Oy!(n—y—|—1)!{g(y)(z) +h(y)(z)}

U

(_1)n71/+1

PR (3.21)

eine Losung der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) mit dem Index n + 1:

W, (n+1)(n+2)

0202 (z+ 2)? Wi =0. (322)

Also ist Wi(z,2) € F,41(D). Der obige, auf U(z, 2) angewandte Differentialoperator

8+8 2(n+1)

Ly = — 4 — —
Y"or T oz 24z

bildet also die Lisungen U(z, Z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe mit dem In-
dex n auf Losungen Wi (z, Z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe mit dem Index
n+ 1 ab und wird Aufsteigeoperator genannt.

Analog erhdlt man mithilfe der Funktion

Wy = LU
_ou ou 2n
R TS
i 2n—v—2)!

= _Oyl(n_y_m[g@”)(z) eRIe]

U
(_1)n—y—1
(Z + g)nfyfl
eine Losung der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) mit dem Index n — 1:

Wy  n(n—1)
20 (erae 2 (3.23)

Somit ist Wy(z,2z) € F,_1(D). Der Differentialoperator

L=2 0, 2
209z 0z 24z

bildet also Losungen U(z,z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe mit dem Index
n auf Losungen Wy (z, z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe mit dem Indexn—1
ab und wird Absteigeoperator genannt.

Beweis. Der Beweis soll hier nur fiir die Bauer-Peschl-Gleichung erster Stufe (3.22)
mit dem Index n+1 gefiihrt werden. Der Beweis fiir die Bauer—Peschl-Gleichung erster
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Stufe (3.23) mit dem Index n — 1 kann analog gefiihrt werden.

Zuerst soll die Darstellung (3.21) fir die Funktion Wi(z,2) gezeigt werden. Hierfir
benétigt man die folgenden partiellen Ableitungen der durch die Summendarstellung
(3.5) gegebenen Losungen Uz, z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) mit
dem Index n:

= - a{i B — VL[5 (2) + RO (_Dn_}

0z 0z |z vi(in—v)! (z + z)v
(=0
(z 4 z)»v

[096) + A9

— z”: Mg(wrl) (Z)

—(=1)" " (n—v)(z+z)" !

ovi(n—v)! (2 + z)2n—2v
_y @n-p)t! (v+1)(z>i
V=0 vli(n —v)! (z 4+ z)nv
- n—uv)! _ 1yn—vt1
+ VZ:O V'((j—v—)l)' [g(l’)(z) + h(V)(Z)] (i—i—l)z)"_”'l’
bzw.
oUu 0 ) 2n—v) - —1)nv
_ " (2n —v) TEEs (—1)nv
ZBV!(”—V)'h ( >(z+2)”‘”Jr
- n—v) o (=1"Y(n—=v)(z+ vl
- Sl | e
n (27’1, V) ] (_1 n—v
- V=0 V'(’I’L ]/)'h( * )(Z) (Z+)Z)”_V+
" 2n —v)! , . (—1)n—v+
+§Jyv((n—y—1)v[9()(z)+h”( Frnerezes
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Aus der Definition des Aufsteigeoperators L; ergibt sich somit:

ou oU 2(n+1)
W= LlU_aer@_ z+z u

& 2n B V 1/+1 (_1)7171/
“S o O
I > Vn”_‘y”_)'D [g(m(Z) + h(ﬂ)(z)} (i;ll)n_yﬂ
E et
+ :) yl((sn__yy_)'l) {g(y)('z) T MT(Z)} (;E;l,)z;njﬂ
" 2(n+1) (2n —v)! (=1)"v

9" (2) + 10(2))]

= z+z vli(n —v)!

{ (o) 4 () S

(z 4+ z)nv

(z 4+ z)nv

) 2(2n—)1>‘ [99(2) + h(2))]

" 2(n+1)(2n —v)!

2

v=0

(-1
(z + z)nvtl
(-1
(2 + z)n—vtl’

+
n—v—

viin —v)! [g(y)(z) + h(y)(z)}

Die Indextransformation 7 = v+ 1 in der ersten Summe und das Zusammenfassen der
letzten beiden Summen liefert folgende Gleichung:

o 2n—0+1)! 5 - (1)1
" :172::1 (@ =Dl(n—0+1)! 199G+ A )(2)}W)n_9+1
e 3 o e 2 o+ o)
5 e+ i) S
" 2(2n —v+1)! (—1)n—v+l

+2

= vin—-uv)!

Benennt man 7 wieder zu v um und zieht die Terme fiir » = 0 bzw. v = n + 1 heraus,
so folgt:

9 (=) + D)

(Z + Z)nflﬂrl'

2(2717;!L : {g(z) + hiz)] (i:—lg;rﬂ

" (2n—v+1)! 1 2 , ———
+Z:(zf—l) (n—i)'[n—y+1+y][g()(Z)_l_h()(z)}

v=1

W, = + [g" 0 (2) + RO (2) |+

(_1)n—u+1
(Z + 2)nfl/+1'
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Mit
1 2 v+2n—v+1)  2n—v+2

n—y—|—1+; vin—v+1)  vn—v+1)

erhalt man:

W, = 2(271—!1—1)![ ( )_{_}@} (i;l;;rl i [g(n—i_l)(z)—i-m]—i—
" 2n—v+2) [, _1)n-vHl
+;M[g“<>+h<u>< }(<+))+

Fasst man nun wieder alle Terme zu einer Summe zusammen, so ergibt sich schliellich
die gesuchte Darstellung (3.21) fur die Funktion W(z, 2):

1 (2 — p 4 2)! (—1)n—v+!

W = Vz:% R [99(2) + h¥(2))] CTIo

Weiters bleibt noch zu zeigen, dass Wi(z,z) geméB (3.21) eine Losung der Bauer—
Peschl-Gleichung erster Stufe (3.22) mit dem Index n+ 1 ist. Dazu berechnet man die

folgenden partiellen Ableitungen:

0z 0z

ow, 0 {”+1 (2n — v+ 2)!
v=0

> m 9" (2) + h¥)(2)] (i:_l;:;l}

n+1 _ | _1\n—v+1
_y Gnovtd) ey CUTT
—vl(n—v+1) (2 4 z)n—vtl

&R (2n—v+2)! —(=)"" o —v+1)(z+2)"

Y e () G) Bt
N @yt ) s (D)
N 1/2%) viln —v+ 1)!h( '(2) (z 4 z)n—v+l

+’§ 2n — v+ 2)!
0*W, _"izl (2n—u—|—2).
020z “Zyvl(n—v+1)!
W (2n —v+2)!

2

v=0

96+ AOG)
(1 v 1)z 2
(Z + 2)271—21/-"-2
(-1

—(=D)""*(n —v +2)(z +2)" !

viin —v)!

R+ (2) +

viin —v)! ")

+ 3 B ) + I L
_ nz: V'ny_—{;f‘) [g(”+1)(z) + h(u-&-l)(z)} (i:f);;i;
”+1 —v+2)(n—v+2) (—1)nvts

9¥)(2) + ()]

* Z viin —v)! (2 + z)nvt3’
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Nun setzt man diese Ableitungen auf der linken Seite der Bauer—Peschl-Gleichung
erster Stufe (3.22) mit dem Index n + 1 ein:
020z (2 +2)?

W, =

W2n—-v+2)!r o (1)
=2 oy 8 WW
Hloon — v+ (n—v+2 , o (—1)nvH3
+ V;} ( V!(n)_( ol ) (9" (2) + K0 (2))] (7E+,>5)””+3_

(_ 1)n71/+1
(z 4 z)n—v+l

n+1)(n+2) 2n—v+2)
_Vzo (z+5)2 n—v+1)

9(2) + )

”*1 2n—1/—|—2!n—u—|—2 , L (_1)vt3
+ 2) ( V!(n)_( ) ) [9(2) + hI ()] W_
Wn+1)n+2)2n—v+2)! o (—1)rv+3
- Z ),,, n_)V(JF 0 ) 9¥(2) + h(m(z)}m,

Die Indexverschiebung © = v + 1 in der ersten Summe liefert folgendes:

Fwr (n+1)(n—|—2)W _
020z (2 + 2)2 '

n+2 n—7o ) i \n_pi3
X —21 (n _+V3zr ile” @)+ RG] (i_i_li«)n——l-i’)

# 52 G D B s ] L

R (n+1D(n+2)2n —v+2) (—1)n—v+3

—Z

Die Umbenennung von © zu v und das Herausziehen des Terms fiir v = 0 ergibt (der
Term fiir v = n + 2 fillt weg, da in der Darstellung (3.21) von W; keine (n + 2)—ten
Ableitungen der Erzeugenden g(z) und h(z) auftreten):

Wy, (n+1)(n+2)

9" (2) + b ()]

viin —v+1)! (24 z)n—v+3’

0:02  (zrzp 1T
2n+2)!(n+2) (n+1)(n+2)(2n+2)! —— (=1)t3

B l 71! ) - : (n+1)(! ]{g(z)—f—h(z)}(z—{—;)’w)’—i_
o 2n—-v+2) [2n—v+3 n—v+2 (n+1)(n+2)
;(V—l)(n—y)'ln—u+1+ v B y(n—y—}—l)].

(_1)n7u+3

) [g(”)(z) + (2 }WWI}
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Betrachtet man nun die Terme in den zwei groflien eckigen Klammern, so folgt:

2n+2)!n+2) (h+1)n+2)2n+2)!  (2n+2)!(n+2) [1 _n+t 1] 0

n! (n+1)! n! n+1
und
2n—y—|—3+n—u+2_ (n+1)(n+2) _
n—v+1 v vin—v+1)
v2n—v43)+(n—v+2)n—v+1)—(n+1)(n+2)
B vin—v+1) B
v +2—vH+n+ )+ n+2-v)n—v+1)-n+2)(n+1)
B vin—v+1) B
vn+2)+vin—v+1)+(n+2)(n—v+1)—vin—v+1)—(n+2)(n+1)
B vin—v+1)
(n+2)n—v+1)-n+2)(n—-v+1)
vin—v+1)
=0.
Somit gilt

020z (2 + 2)?

D.h. die Funktion W; geméf ihrer Darstellung (3.21) erfiillt die obige Bauer—Peschl—
Gleichung erster Stufe (3.22) mit dem Index n+1. Das Lemma ist somit bewiesen. [J

)W1:O.

Fortsetzung des Beweises von Satz 5.
Zu (c): Die Losung U(z,Z2) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) sei im
einfach zusammenhéngenden Gebiet D vorgegeben. Die (2n + 1)—ten Ableitung der
Erzeugenden g(z) ist dann eindeutig bestimmt, da laut Beweis von Lemma 5 die
Beziehung (3.11) mit G(z) = g®"V(2) gilt:

DU g,
(z + z)2n+2 =g" H)(Z)'

Da die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) symmetrisch beziiglich der beiden
Variablen z und Z ist, kann analog die Eindeutigkeit der (2n + 1)—ten Ableitung der
Erzeugenden h(z) iiber die Beziehung

DU

Gorap ~ )

gezeigt werden (vgl. [1, 2]). Somit sind die Relationen (3.6) bewiesen.

Nun soll gezeigt werden, dass die Erzeugenden g(z) und h(z) bei vorgegebener Lo-
sung U(z, z) nicht eindeutig bestimmt sind. Hierfiir stellt man eine im einfach zusam-
menhédngenden Gebiet D gegebene Losung U(z, Z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster
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Stufe (3.2) auf zwei verschiedene Arten gemaf (3.5) dar:

U(e,z) = 30 By ) CU

v=0 I/!(n_l/)! (Z—FZ)”*V

In der ersten Summe wird U(z, Z) mithilfe der Erzeugenden g;(z) und hy(z) und in
der zweiten Summe mithilfe der Erzeugenden go(z) und he(z) dargestellt. Anders aus-
gedriickt erzeugen die zwei Paare ¢1(2),hi(z) und g2(2), ha(z) also dieselbe Losung
U(z,z) in D (vgl. [2]). Bildet man nun die Differenz aus den obigen beiden Darstel-
lungen von U(z, z) und setzt

90(2) = 91(2) = g2(2),
ho(z) := hi(z) — ha(2) (3.24)

als die neuen Erzeugenden, so kann die Nulllésung Uy(z, z) der Bauer—Peschl-Glei-
chung erster Stufe (3.2) wie folgt dargestelt werden:
—~ n (2n — I/)' v) ) (—1)n_y
Uo(2,2) =) 7[90 (2) + ho (@}mz)n_y

v=0

0. (3.25)

viin —v)!

Diese stellt selbst wieder eine in D vorgegebene Losung der Bauer—Peschl-Gleichung
erster Stufe (3.2) dar und erfillt deswegen die Relationen (3.6):

DU, (2n+1)
(Z 4+ 5)2n+2 =90 (’Z) = 07
DUy
z 0  4(2n+1) 2) = 0.

(z4zpenrz (2)

Daraus folgt nun, dass die Erzeugenden go(z) und ho(z) der Nulllosung Uy (z, Z) jeweils
Polynome vom Grad 2n sein miissen:

2n 2n
go(2) = > auz* und  ho(z) =D by (3.26)
pn=0 pn=0

Die Koeffizienten a, und b, sind dabei beliebige komplexe Konstanten, die die Bedin-
gung

a,+ (=1)"b, =0 mit u=0,...,2n, (3.27)
erfilllen (vgl. [7, 1, 2]). Letzteres soll nun mithilfe der vollstdndigen Induktion tber
n € N bewiesen werden:
Basis: Fiir n = 1 setzt man die beiden Funktionen

2
go(z) = Z a2 = ag + arz + azz?,
n=0

2
ho(z) = > bu2" = by + biz + by2”

p=0
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in die Darstellung der Nulllosung

ein und erhélt dadurch die Gleichung:

_ _ _ 1 _ _
—2[a0 +ayz 4 ag2® 4+ by + bz + bgzﬂ -+ [al 1 2a97 + by + 2b2§} =0.

z
Durch die Multiplikation mit z 4+ z # 0 ergibt sich:
—2[ag + a1z + ap2® + by + 017 + 52| + a1 + 2a22 + by + 25,2 (2 + 2) = 0.

Nun kann der folgende Koeffizientenvergleich durchgefiihrt werden:

20 —2a9—2bp=0 & ag+by =0,
Z —a+b;=0 & a;—b =0,
zZ: b+ =0 & a—b =0,
27 209 +2by =0 & as+by =0,
220 —2a9+2a,=0 & 0=0,
220 =2y +2b, =0 & 0=0.

Hierbei sieht man, dass die Bedingung
a,+ (=1, =0 fir p=0,1,2,

fir die Koeffizienten a, bzw. b, erfiillt und somit die Induktionsbasis gezeigt ist.
Annahme: Die Erzeugenden go(z) und ho(z) der Nulllosung (3.25) konnen mithilfe der
Summen aus (3.26) dargestellt werden. Die Koeffizienten erfiillen dabei die Bedingung
(3.27).

Schritt von n auf n + 1: Es soll gezeigt werden, dass die Koeffizienten a, und b, der
Erzeugenden

2n+2 2n-+2
90(2) = > auz*  und  ho(z) = Y b2* (3.28)
n=0 n=0
in der Nulllésung

ntl (2’/1+2—I/)! { (v)

Uo(z,2) = Z%) viin+1—v)! g0 (2)+ héu)(gﬂ(—
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

die Bedingung

a#+(—1)“E:0 mit u=0,...,2n+ 2, (3.29)
erfiillen. Hierfiir benotigt man nun das zuvor bewiesene Lemma 6. Dieses sagt aus,
dass die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.22) mit dem Index n + 1 folgende
Losung (3.21)

T 0 9 zts
besitzt, wobei U(z, Z) eine Losung der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) mit
dem Index n bezeichnet (vgl. Seite 48 bis 55 in [8]). Setzt man W; = 0, so ergeben
sich fir U(z, z) die folgenden beiden Falle:
(i) U=0:
Dieser Fall wird durch die Nulllosung Up(z, 2) gemaf (3.25) realisiert. Fur diese
gilt die Induktionsannahme, d.h. die Erzeugenden haben die Gestalt

2 1
W1_8U ou  2(n+ )U

2n 2n
go(z) = Z a2 und  ho(z) = Z b,2"
pu=0 pn=0

und die Koeffizienten a,, und b, erfilllen die Bedingung (3.27) fiir p =0, ..., 2n.
Das bedeutet, dass dieser Fall bereits die Existenz der Erzeugenden als Polynome
vom Grad 2n und die Bedingung (3.27) fiir die Koeffizienten bis = 0,...,2n
sichert. Im folgenden zweiten Fall werden nun die fiir (3.28) noch bendtigten
Summanden ag, 12" und ag,422*"2 bzw. by,1122" T und by,22?" "2 der Er-
zeugenden hergleitet. Die Koeffizienten a, und b, erfiillen dabei die Bedingung
(3.29) fur p=2n+1 und pu = 2n + 2.

. oU oU 2(n+1) '

W 5 52 crz 00
Obige Gleichung umgeformt zu

U U _2(nt1),

0z 9z  z+z
liefert die gdngige Form einer linearen homogenen partiellen Differentialgleichung
erster Ordnung, die mithilfe der Charakteristikenmethode formal wie folgt gelost
wird (vgl. [19] von Seite 25 bis 27 bzw. [17] von Seite 59 bis 64):
Bezeichne mit C (s) eine allgemeine Kurve im einfach zusammenhéangenden Ge-
biet D C C, die in Abhéngigkeit vom Parameter s durch die Paramterdarstellung

(3.30)

z=2z(s) und z=2Zz(s)

gegeben ist. Auf diesen Kurve C(s) wird die analytische Funktion U(z, Z) zur
Funktion U(z(s),z(s)). Die Richtungsableitung von U(z(s),2(s)) entlang der
Kurve C(s) ist dann gegeben durch:

W _ovds  ovd

ds 0zds 0zds
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Indem man nun den obigen Ausdruck auf der rechten Seite mit der linken Seite
der partiellen Differentialgleichung (3.30) vergleicht, ergeben sich die speziellen
Kurven oder Charakteristiken C'(s) der partiellen Differentialgleichung (3.30) aus
den Losungen der zwei gewohnlichen Differentialgleichungen

dz dz
— =1 d —=1
ds e ds
bzw. aus der Losung der vereinfachten, parameterfreien gewohnlichen Differenti-
algleichung

dz

— =1

dz
als

z=z+4¢. (3.31)

Hierin bezeichnet £ die beliebige Integrationskonstante. Entlang der Charakteris-
tik (3.31) geht die partielle Differentialgleichung (3.30) in die folgende gewo6hnli-
che Differentialgleichung

dU _ 2(n+1)

ds z+2z v

bzw. in die leichter zu lésende parameterfreie gewohnliche Differentialgleichung

au 2(n+1)U_ 2(n+1)

dz z2+z 2z + €&

tiber, wobei im Term rechts bereits die Gleichung der Charakteristik (3.31) einge-
setzt wurde. Nun kann die gewohliche Differentialgleichung fiir U durch Trennung
der Variablen gelost werden:

aw _
U

2(n +1) = IhU=Mn+1)hRz+&)+mK(E) <

U=K()(@2z+&".

z
22+ ¢

Hierbei bezeichnet K (&) die von der Charakteristik (3.31) abhdngige Integrati-
onskonstante. Mit (3.31) erhilt man die allgemeine Losung der partiellen Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung (3.30) durch

U(z,2) = K(z — 2)(z + 2)"™. (3.32)
Als nachsten Schritt bildet man die Linearkombination

U(z,2) =U"(2,2) + U™ (2, 2)
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

aus den zwei Losungen

U'(z,2) = (2 + 2",
U™(2,2) = (z — 2)(z + 2)"

der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (3.30) gemaf} (3.32). Nun gilt,
dass die Erzeugenden der Losung U*(z, z) durch
41 1

*
9" (2) = agn12 .
mit  agpy1 = bopy1 = —

h*(2) = bgpyr 22! n!
und jene der Losung U**(z, z) durch
g** (Z) — a2n+2z2n+2 1 1

it n :77bn = -
S PR S TH e PR

h** (2) _ b2n+222n+2
gegeben sind. Der Beweis dieser beiden Aussagen kann den Abschnitten A.2 und
A.3 des Anhangs entnommen werden.

Insgesamt folgt nun, dass die Erzeugenden der Nulllosung W; = 0 der Differentialglei-
chung (3.22) eine Linearkombination der Erzeugenden aus den obigen Féllen (i) und
(i) sind, also:

2n
go(2) = D au2" +g7(2) + g7 (2)
n=0
2n
=3 a2 4 a2 12"+ agng22™
n=0
2n+2

= Z a,z",
pn=0

2n
ho(z) = > bu2" + h*(2) + h™(2)
n=0
2n
= Z bMZM + bgn+122n+1 + b2n+222n+2
n=0
2n+-2

= Z b,2".
n=0

Weiters erfiillen die Koeffizienten die Bedingung (3.29), da

1 1
a2n+1_b2n+1:ﬁ_m:0>

bomrs = — L
Gan2 T Vo2 = 0T T )

61



3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

gilt. Somit ist der Induktionsschritt gezeigt.

Der Rest des Beweises von Punkt (c¢) von Satz 5 kann nun leicht gezeigt werden
(vgl. [2, 7]). Hierfir geht man wieder von den Gleichungen (3.24) aus, die laut obiger
Prozedur mit einem Polynom vom Grad 2n gleichzusetzen sind:

91(2) = g2(2) = go(z Zau ;

ha(2) — hal2) Z bzt 420 Z (1) = z_ém—z)“

mit a, € C. Dies bedeutet aber gleichzeitig, dass gi(z) bzw. hy(z) nur bis auf ein
Polynom vom Grad 2n eindeutig bestimmt sind und somit ist Punkt (c) vollstdndig
bewiesen.

Zu (d): Zum Beweis kann die Gleichung (3.12) herangezogen werden, wobei man darin
anstatt der beliebigen in D holomorphen Funktion py(z) die Relation (3.20) einsetzt:

DU = Xn: 2;2%( DAz + 2 g (2) + (2n)!h(2).

Wenn sich die Lésung U(z, z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) im ein-
fach zusammenhéngenden Gebiet D nun mithilfe der Erzeugenden h(z) allein dar-
stellen lasst, so ist durch das Nullsetzen der anderen Erzeugenden g(z) in der obigen
Darstellung die Erzeugende h(z) eindeutig durch die Relation
1
h 7D"U
oder
h(z) 1 DrU
z) = n
(2n)! 7

bestimmt. Aufgrund der Symmetrie der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2)
beziiglich z und z kann man eine entsprechende Gleichung fir DZU angeben, wobei
diesmal

po(2) = (2n)lg(2)

gesetzt wird. Durch das in diesem Fall alleinige Auftreten der Erzeugenden g(z) konnte
man diese Funktion dann schliefllich durch

eindeutig bestimmen (vgl. [2, 7]).
Somit sind die Punkte (c¢) und (d) des Satzes 5 ebenfalls bewiesen. O

Nachdem die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2) mit dem Index n € N

nun ausgiebig untersucht wurde, soll nun eine weitere Verallgemeinerung dieser Glei-
chung betrachtet werden, in der zwei Indizes m,n € N auftreten.
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3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

3.2. Die Bauer—Peschl-Gleichung zweiter Stufe

In einem einfach zusammenhangenden Gebiet D C C sei die folgende Differentialglei-
chung in der ersten verkiirzten Form gegeben:

0*U n—moU n(m+1)
020z z+4+Zz 0z (z2+2)?

U=0, n,méeN. (3.33)

Diese bezeichnet die Bauer—Peschl-Gleichung zweiter Stufe (vgl. [5] bzw. Seite 23
in [8]). Damit die gesuchte Losung U(z,z) in D analytisch ist, missen die beiden
Koeffizientenfunktionen

oy n—m
G(Z,Z)— Z—f—E’

A n(m+1)
b(z,z):—m,

in D analytisch sein. Dies wird analog wie fiir die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe
(3.2) durch die Forderung z + z # 0 an das Gebiet D erreicht.

Bemerkung. Setzt man m = n in der Bauer—Peschl-Gleichung zweiter Stufe (3.33),
so erhilt man die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2).

Nun ist man an der Darstellung der Losungen der Bauer—Peschl-Gleichung zwei-
ter Stufe (3.33) interessiert. Dazu lasst sich der folgende Satz formulieren (vgl. [5] bzw.
die Seiten 23 bis 25 in [8]):

Satz 6. Bezeichne D ein einfach zusammenhdngendes Gebiet der komplexen Zahlene-
bene C, in dem z + z # 0 gilt. Weiters bendtigt man die beiden Differentialoperatoren
(5.8) und (3.4), die bereits in Satz 5 definiert wurden. Dann gelten die folgenden Aus-
sagen:

(a) Alle im Gebiet D definierten, analytischen Losungen U(z,z) der Bauer—Peschl-

Gleichung zweiter Stufe (3.33) lassen sich mithilfe von zwei in D definierten,
holomorphen Funktionen g(z) und h(z) wie folgt darstellen:

U(Z, 2) — i (n—Hn_Vﬂ{g(V)(Z) + h(V)(Z)}wj'

— vl(n—v)! (3:34)

Die Funktionen g(z) und h(z) werden dabei die Erzeugenden genannt und

dl/
gV (z) = dgz(yz) bzw.  hW(z):=

d”h(z)
dz

~—

firv=20,...,n.

(b) Umgekehrt stellt (3.34) fir alle in D holomorphen Funktionen g(z) und h(z) eine
Losung U(z, z) der Bauer—Peschl-Gleichung zweiter Stufe (3.33) dar.
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(d)

3. Die Bauer—Peschl-Gleichungen

Ist die Losung U(z,z) der Bauer—Peschl-Gleichung zweiter Stufe (3.33) in D
vorgegeben, so sind die (n +m + 1)—ten Ableitungen der Erzeugenden eindeutig
bestimmt und es gilt:

n! D™ ((z + 2)”’mU)

ml(z + z)ntm+2

m! DT
nl(z 4 z)ntm+2’

gmtm () = bzw. Mt (z) =

Die Erzeugenden g(z) und h(z) selbst sind in diesem Fall nur bis auf ein Polynom
vom Grad n + m bestimmt. Das allgemeinste Erzeugendenpaar folgt gemdpf:

m+n

91(2) = g2(2) + ZO a2,

m' m—+n

hi(z) = hao(2) + n—!'(—l)”*"”rl Z% a,(—2)", a,€C.

Lasst sich die Lésung der Bauer—Peschl-Gleichung zweiter Stufe (3.33) in D

allein durch eine Erzeugende h(z) tber die Relation

i

(z+ 2"

U(z,2) = iwh@)(z)

viim —v)!

darstellen, so ist diese Erzeugende eindeutig durch

L D1 ((z + 2)mmU)

"=

bestimmt. Analog gilt: Wenn die Lésung in D allein durch die Erzeugende g(z)
tiber die Beziehung

N
(42"

dargestellt werden kann, so ist diese Erzeugende eindeutig durch

]' n
9(2) = szU

bestimmidt.

Der Beweis dieses Satzes konnte ahnlich wie jener von Satz 5 fiir die Bauer—

Peschl-Gleichung erster Stufe gefiithrt werden.
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4. Die verallgemeinerten
Bauer—Peschl-Gleichungen im
bikomplexen Raum

Am Anfang dieses Kapitels werden die bikomplexen Zahlen und deren wichtigsten
Eigenschaften wie z.B. ihre idempotente Darstellung vorgestellt. Danach sollen die
Begriffe der Holomorphie und der Differenzierbarkeit einer Funktion einer bikomple-
xen Variable eingefiithrt werden. Ein wichtiges Ergebnis in diesem Zusammenhang ist,
dass eine bikomplexe holomorphe bzw. differenzierbare Funktion mithilfe von zwei
holomorphen Funktionen dargestellt werden kann, die komplexe Cauchy—-Riemann—
Differentialgleichungen erfiillen bzw. harmonisch beziiglich der komplexen Variablen
sind.

Im dritten Abschnitt dieses Kapitels wird dann auf bikomplexe Differentialoperatoren
und auf den komplexen Laplace-Operator naher eingegangen.

Zu guter Letzt werden schliefflich die sogenannten verallgemeinerten Bauer—Peschl—
Gleichungen und deren Losungsdarstellungen im Raum der bikomplexen Zahlen be-
trachtet.

4.1. Die bikomplexen Zahlen und ihre
Eigenschaften

Um die Gestalt der bikomplexen Zahlen besser zu verstehen bzw. zur Motivation ihrer
Einfithrung soll zunachst die Menge der komplexen Zahlen

C={z+iy:z,y e R}

naher betrachtet werden. Wie an der obigen Definition erkennbar, setzt sich eine kom-
plexe Zahl aus den beiden reellen Zahlen x, y und der imaginiren Einheit ¢ mit 2 = —1
zusammen. Man kann die komplexen Zahlen C jedoch auch als die Menge der geord-
neten Paare von reellen Zahlen (a,b) € R? = R x R ansehen (vgl. [30]). Hierbei
bezeichnet R x R das kartesische Produkt der Menge R mit sich selbst. So gesehen
sind die komplexen Zahlen C eine mit der imaginaren Einheit ¢ versehene Verdoppe-
lung der rellen Zahlen R (vgl. [26]), auf denen die iiblichen Rechenoperationen wie die
Addition, Multiplikation und das Distributivgesetz erklart sind.

Nun wird die Idee der Verdoppelung auf die komplexen Zahlen C angewendet, um eine
neue Menge von Zahlen zu definieren (vgl. [26]). Ersetzt man in der komplexen Zahl
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x + 1y die reellen Zahlen x und y durch die zwei komplexen Zahlen z; = z; + 1y, und
29 = T9 + 1Yo, SO erhalt man zunéchst wieder eine komplexe Zahl:

21 + iZQ = (1’1 + iy1) + i(l‘g + iyz) = (ZEl — yg) + i($2 + yg).

Ersetzt man jedoch hierin die urspriingliche imaginare Einheit ¢ durch die neue ima-
ginare Einheit 7, so erhdlt man ein neuen Typ von Zahl, die nun nicht mehr komplex,
sondern bikomplex ist:

Z1 +j22 = (Il + Zyl) +](l’2 + Zyg)

Die obige Zahl Z = z;+j 29 kann nun wiederum mit einem Punkt (2, 29) € C? = CxC,
der Verdoppelung von C, identifiziert werden (vgl. [20]).

Schlieflich ergibt sich die folgende Definition (vgl. [20, 26, 25, 10] und Abschnitt 1.1
in [24]):

Definition 4.1. Die Menge der bikomplexen Zahlen ist definiert als
BC := {21 + j22 : 21,20 € C},

wobei j hierbei die zweite neue imaginire Einheit mit j2 = —1 bezeichnet. Diese
kommutiert mit der ersten urspriinglichen imaginaren Einheit ¢ der komplexen Zahlen
C mit i? = —1 gemiB der Rechenregel:

1] = Ji. (4.1)
Neben der kartesischen Form einer bikomplexen Zahl
Z =21+ jzo mit 21,29 € C

gibt es noch eine weitere Darstellungsform, die man durch explizites Einsetzen der
komplexen Zahlen z; = x; 4+ 1y; und 2o = x5 + 1y, in die kartesische Form erhélt:

Z =x1+ iy + Jxe +iJys mit x1,y1, 22, y2 € R

Nun stellt sich die Frage welche Rechenoperationen auf der Menge der bikomple-
xen Zahlen erklart sind. Hierzu werden fiir die beiden bikomplexen Zahlen
Z1 = z11 + Jz12 und Zy = 291 + jz99 die Addition durch

Z1 4 Zy = (211 + 201) + j(212 + 290)
und die Multiplikation durch
ARPARE (211221 - 212222) + j(211222 + 221212)

definiert (vgl. [20, 26]).
Als néchstes sollen einige Eigenschaften der bikomplexen Zahlen aufgelistet wer-
den:
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Die bikomplexen Zahlen mit der oben definierten Addition und Multiplikation
sind ein kommutativer Ring.

Die Addition ist assoziativ und kommutativ (dies folgt aus der assoziativen und
kommutativen Addition der komplexen Zahlen C). Weiters gibt es ein additives
neutrales Element 0 = 0 4 50, das sich aus dem additiven neutralen Element der
komplexen Zahlen 0+ 0 zusammensetzen lasst. Das additive inverse Element ist
durch —z; + j(—29) und den komplexen additiven inversen Elementen —z; und
— 2o gegeben.

Die Multiplikation ist assoziativ (dies folgt wiederum aus selbigen Eigenschaf-
ten der komplexen Zahlen C) und es gibt ein multiplikatives neutrales Element
1 =1+ 40, das sich aus dem komplexen multiplikativen neutralen Element 1+ 0
ergibt. Die Kommutativitdt der Multiplikation folgt aus der kommutativen Mul-
tiplikation der komplexen Zahlen und der Rechenregel (4.1) der imaginéren Ein-
heiten.

Fiir beliebige Z, Z,, Z; € BC gilt das Distributivgesetz

Z(Zy + Zoy) = 221 + ZZs,

welches aus den obigen Rechenregeln fiir bikomplexe Zahlen und der Rechenregel
(4.1) folgt (vgl. [20, 26, 25, 10] bzw. Abschnitt 1.2 und 1.4 in [24]).

Eine bikomplexe Zahl Z = z; + jzo besitzt die folgenden drei Arten der Konju-
gation (vgl. [25, 9]):

ZV =2 — jz, (4.2)
7* =7 + j o, (4.3)
7" =7 — jZ.

Die erste Art (4.2) ist die gwohnliche bikomplexe Konjugation beziiglich der neuen
imaginédren Einheit j (vgl. [20, 26, 25]). Die zweite Art (4.3) stellt die gewohnliche
Konjugation z; der komplexen Zahl 2, € C fiir k£ = 1,2 beziiglich der urspriing-
lichen imaginédren Einheit ¢ dar (vgl. [25, 26]). Die dritte Art (4.4) kann als eine
Kombination aus der komplexen und der bikomplexen Konjugation verstanden
werden (vgl. [26]).

Fiir die bikomplexe Zahl Z = z; + jz gibt es zwei wichtige Betrage. Zunéachst
kann der reelle Betrag der bikomplexen Zahl Z in ihrer kartesischen und zweiten
Darstellungsform definiert werden als

1 Z|g = \/|z1\2+ yz2|2 = \/x%+y%+x§+y§. (4.5)

Die Funktion ||, : BC — R{ stellt also die Euklidische Norm im C? bzw. im R*
dar (vgl. [26]). Dies kann auch damit erklart werden, dass man die bikomplexe
Zahl Z = z; + jzo = x1 + iy + joo + 1jys mit dem Punkt (zq,y;,x2,92) € R*
identifizieren und somit der Raum der bikomplexen Zahlen BC als isomorph
zum R* angesehen werden kann. Da der R* beziiglich der Euklidischen Norm ein
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vollstandiger Raum ist, ist nun (BC, +,-,|.|z) ebenfalls ein reeller Banachraum
(vgl. [26] und Seite 5 in [24]).
Der zweite Betrag wird der komplexe Betrag der bikomplexen Zahl Z = z; + jz,

genannt und ist durch
| Z]c = /2% + 23

gegeben. Dieser ist fiir bikomplexe Zahlen das Analogon zum Betrag einer kom-
plexen Zahl |z|° = 2z = 22 + 42 € R, da

Z)2 =22t =224 22 eC (4.6)
gilt (vgl. [20, 26].

Fiir die néchste Eigenschaft benotigt man zunéchst die folgende Definition (vgl.
Seite 9 in [24]):

Definition 4.2. Gegeben seien die beiden bikomplexen Zahlen Z; und Z,, sodass
Z1Zy = 1 ist. Dann ist Z; das multiplikative inverse Element von Z, und 7, ist
das multiplikative inverse Element von Z;.

Die bikomplexe Zahl Z; heifit invertierbar, wenn sie ein multiplikatives inverses
Element besitzt. Gibt es kein multiplikatives inverses Element zu Z;, so heifit Z;
nicht invertierbar.

o Eine bikomplexe Zahl Z = z; + j25 ist genau dann invertierbar, wenn ihr kom-
plexer Betrag

Zlg =2+ 25 #0

ist (vgl. [20, 26, 25]). Diese Bedingung entspricht |z|* # 0 fiir die Invertierbarkeit
der komplexen Zahl z € C.
Die Menge der nicht invertierbaren bikomplexen Zahlen ist somit gegeben durch

Oy = {21+ j2 €BC: |Z|2 = 2} + 22 = 0} (4.7)

(vgl. [26, 10]). Dies ist laut Definition 4.2 jene Menge von bikomplexen Zahlen,
die keine multiplikativen inversen Elemente besitzen (vgl. Seite 12 in [24]). Im
Gegensatz zu den reellen und komplexen Zahlen besteht die Menge der nicht
invertierbaren bikomplexen Zahlen Oy aus mehr als einem Element. Die reellen
bzw. komplexen Zahlen haben némlich jeweils nur ein Element 0 und 0 + 20, das
kein multiplikatives inverses Element besitzt (vgl. Seite 12 in [24]).

e Nun soll das multiplikative inverse Element Z~! der bikomplexen Zahl
Z = z1 + jzo bestimmt werden. Hierfiir betrachtet man die Beziehung (4.6)

Z7V =22+ 22
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Ist die bikomplexe Zahl Z invertierbar, so gilt |Z ‘<2c = 27 + 22 # 0 und es ergibt
sich die Gleichung

VAl
2L
29 + Z5
Aus Definition 4.2 folgt nun, dass
zt 1
2422 - Z

die multiplikative inverse bikomplexe Zahl zu Z ist (vgl. [26, 20, 25]). Ferner
hat man damit gezeigt, dass die Menge der bikomplexen Zahlen BC sogar ein
kommutativer Ring mit Eins ist (vgl. [26]).

o Die Division der bikomplexen Zahl Z; = 2;; + jz12 durch die bikomplexe Zahl
Zo = 291 + J 229 ist gegeben durch

é - ZlZg _ (211 + j222) (201 — J292)
Zy |22’§: 21y + 25

und setzt voraus, dass die bikomplexe Zahl Z5 invertierbar ist bzw.
| Zy|2 = 23, + 22, # 0 gilt (vgl. Seite 14 in [24]).

Fiir die nachste wichtige Figenschaft der bikomplexen Zahlen BC bendétigt man
zunéchst die folgende Definition (vgl. [20] und Seite 18 in [24]):

Definition 4.3. Die bikomplexen Zahlen Z; und Z5 heiflen Nullteiler, wenn trotz
Z1 # 0 und Zy # 0 das Produkt Z;7, = 0 ist.

o Die bikomplexen Zahlen BC besitzen Nullteiler und sind deswegen kein Korper.

Dies unterscheidet sie von den nullteilerfreien Kérpern C und R (vgl. [20, 26, 25]).
Angenommen, die komplexen Zahlen z; und 2, in der kartesischen Form der
bikomplexen Zahl Z = z; + jz, seien ungleich Null (woraus Z # 0 und ZT # 0
folgt), der komplexe Betrag | Z|% = 27 4 23 sei aber gleich Null. Dann sind Z und
ihre bikomplex konjugierte Zahl ZT wegen der Relation (4.6) jeweils Nullteiler
(vgl. [20, 26)).
Die Bedingung, dass |Z |<2c = 22+ 22 = 0 sein soll, bedeutet aber gleichzeitig auch,
dass Z nicht invertierbar ist. Folglich kann die Menge der Nullteiler ebenfalls
durch die Menge O, der nicht invertierbaren Elemente geméf (4.7) angegeben
werden (vgl. [26, 25]).

Die néchste Eigenschaft der bikomplexen Zahlen BC benétigt die folgende Defi-
nition (vgl. Seite 18 in [24] und [26]):

Definition 4.4. Ein Element Z € BC heifit idempotent, wenn Z2 = 7 ist.
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Die bikomplexen Zahlen BC besitzen genau vier idempotente Elemente:
1414 1—1dj
2 7 2
Die letzten beiden bikomplexen Zahlen sind dabei besonders wichtig und werden
daher als

0, 1,

_1+ij 1

2
definiert. Diese beiden Elemente sind Beispiele fiir Nullteiler, da sie als Elemente
ungleich Null trotzdem die Gleichung ejes = 0 erfiillen (vgl. [26, 20]). Zusétzlich
sind e; und ey nicht invertierbar, da

(v e 3

ist (vgl. Seite 19 in [24]). Weiters gilt, dass e; + e = 1 ist (vgl. [20, 26]).
Die Wichtigkeit der idempotenten Elemente e; und es soll durch den folgenden
Satz verdeutlicht werden (vgl. [20] und Seite 19 in [24]):

Satz 7. Die idempotenten Elemente e1,eq € BC seien durch (4.8) gegeben. Jede
bikomplexe Zahl Z = z1 + jzo besitzt die idempotente Darstellung

er: und e : (4.8)

Z = ey + Pes, (4.9)
wobei die beiden eindeutigen komplexen Zahlen
a=2z —izy und [ =z +iz

die idempotenten Komponenten der bikomplexen Zahl Z = z1+ jzo € BC genannt
werden.

Beweis. Gegeben seien die beiden beliebigen komplexen Zahlen o und (3, sodass
Z = ae; + PBey
ist. Hierin die Definition (4.8) der beiden idempotenten Elemente e; und ey ein-
gesetzt, ergibt die Gleichung:
141

1—ij
7 —
a5

_fa B foai i
—<2+2>“<2—2>

; Z1 + jZQ.

Der Vergleich des Realteils und des Imaginarteils beziiglich der zweiten imagi-
naren Einheit j liefert dann die Relationen:

o ot l
2—|—§:z1 und 2—ﬁ2=«22- (4.10)
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Dies ist ein Gleichungssystem fiir die beiden Unbekannten a und [, das die
eindeutige Losung

=2z —1zp und [ =2z +12

besitzt. Folglich hat die bikomplexe Zahl Z = 21 4 725 tatsachlich die idempotente
Darstellung (4.9) mit den beiden eindeutigen idempotenten Komponenten o und
[ von oben (vgl. Seite 19 in [24] und [20]). O

Die idempotente Darstellung (4.9) kann nur fir bikomplexe Zahlen Z angegeben
werden und ist folglich eine Besonderheit der Menge BC. Es gibt kein Analogon
dafiir im Komplexen (vgl. [20]).

Der Vorteil der idempotenten Darstellung von bikomplexen Zahlen zeigt sich bei
deren Addition, Multiplikation und Division. Diese Operationen vereinfachen sich
namlich aufgrund der Eigenschaften von e; und e, auf die Addition, Multiplika-
tion und Division ihrer idempotenten Komponenten. Seien Z; = ae; + ey und
Zy = ye1 + deg zwei bikomplexe Zahlen in ihrer jeweiligen idempotenten Darstel-
lung. Dann gilt:

Zl+ZQ = [Oé+’Y]€1+ [6+5]62, (411)
2y - Zy = aryer + Poes,
Z7 = a"ey + ey fir n € Ny, (4.12)
sowie
Z
—1:961+§62 fir y #0 und 6 # 0
Zg Y )

(vgl. [20] und Abschnitt 1.6 in [24]).
Eine bikomplexe Zahl in ihrer idempotenten Darstellung Z = ae; + Pes ist nicht
invertierbar genau dann, wenn eine der idempotenten Komponenten a = 2; — iz
oder § = 21 + 129 gleich Null ist. Sie ist invertierbar genau dann, wenn beide
idempotenten Komponenten a und § ungleich Null sind (vgl. Seite 10 in [24]).
Das multiplikative inverse Element der invertierbaren bikomplexen Zahl
Z = aey + Peq ist gegeben durch
Z_1 = 05_161 + /3_162 = lel + l62,

o 5
wobei a~! und B! die muliplikativen inversen Elemente der komplexen Zahlen
a und (3 bezeichnen (vgl. [20]).
Schliellich kann der reelle Betrag einer bikomplexen Zahl in ihrer idempotenten
Darstellung durch

2 2 . 2 . 2
|Z|R: |C¥€1—|—562|R: \/’Oé’ ;‘ﬂ' _ \/‘Zl ZZQ‘ ;—|Z1+22’2‘ (413)

angegeben werden (vgl. Seite 21 in [24]).

1
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4.2. Differenzierbarkeit und Holomorphie einer
bikomplexen Funktion

Analog wie bei der Definition der komplexen Differentierbarkeit am Anfang von Ka-
pitel 1, benotigt man hier ebenfalls als Grundlage den Begriff eines Gebiets im bikom-
plexen Raum BC. Hierfiir wiederum spielt die folgende Definition eine wichtige Rolle
(vgl. die Seiten 40 und 45 in [24]):

Definition 4.5. Bezeichne mit den beiden Mengen

Ay i={z1 — iz : 21,20 € C}
und

Ay :={z1 4+ iz : 21,20 € C}

zwei komplexe Hilfsraume. Wenn es zwei Teilmengen X; C A; und Xy, C Ay gibt,
sodass

X ={z21+J20 € BC: z1 + jzo = wie; + waeq, (w1, wq) € X7 X Xo}

ist, so wird die obige Menge X C BC das kartesische Produkt der Mengen
X7 und X, genannt. Ein spezielles kartesisches Produkt der zwei offenen komplexen
Mengen

X1 = {w1 c A1 : |’ll)1 — (CL1 — iCLQ)‘ < ?”1},
Xy = {wg € A2 : |w2 — (Cl1 +Z(l2)| < 7’2}

ist der sogenannte Diskus
D(A;r,1ma) = {21+ jz0 € BC: 21 + jzo = wieg + waeq, (wy,wy) € X7 x Xo} C BC
mit Mittelpunkt A = a; 4+ jas € BC und den reellen Radien 71 > 0 und ro > 0.

Bemerkung. Identifiziert man die bikomplexe Zahl Z = 2z; + jz, mit dem Punkt
(21, 22) € C?, so entspricht der Diskus D(A; 71, ro) aufrund der idempotenten Zerlegung
von Z dem Bizylinder

(K(al — iag, 7’1)7 K(a1 + iag, TQ))
aus der Definition 1.11 im ersten Kapitel.

Schliefllich kénnen Mengen X C BC nun naher beschrieben werden (vgl. Seite
84 in [24]):

Definition 4.6. Eine Menge X C BC heiit offen, wenn es um jeden Punkt
Z = z1+ jzo € X einen Diskus D(Z;ry,15) in X gibt.
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Definition 4.7. Eine Menge X C BC heiffit zusammenhingend, wenn zwei belie-
bige Punkte Z; = 211 + jz12 und Zs = 291 + j29o durch einen Polygonzug verbunden
werden konnen, der ganz in der Menge X enthalten ist.

Definition 4.8. Eine Menge X C BC heifit Gebiet, wenn sie offen und zusammen-
hangend ist.

Zur Anwendung des kartesischen Produkts von komplexen Mengen, kann der
folgende Satz formuliert werden (vgl. Seite 40 und 43 in [24]):

Satz 8. Sei X das kartesische Produkt der Mengen X1 C Ay und Xy C Ay. Sind X,
und Xo zwei Gebiete in der komplexen Ebene C, so ist X ein Gebiet in BC.

Beweis. Auf Seite 40 in [24] wird aus der Offenheit der beiden komplexen Mengen
X; C Ay und X, C A, auf die Offenheit der Menge X C BC geschlossen. Auf Seite
43 in [24] folgt selbige Aussage beztiglich des Zusammenhangs von Mengen. O]

Fir die Umkehrung muss X keine kartesische Menge mehr sein (vgl. Seite 38
und 42 in [24]):

Satz 9. Sei X eine Menge in BC und

hy BC —- C hs BC — C

21 +j22l—>21—i22 21 +j22|—>21+i22

seien zwei Funktionen. Wenn X ein Gebiet in BC ist und X; = hi(X) bzw.
Xy = ho(X), so sind die Mengen X1 C Ay und Xy C Ay Gebiete in C.

Beweis. Der Beweis, dass aus der Offenheit von X C BC die Offenheit der beiden
komplexen Mengen X; C A; und X, C Ay folgt, kann Seite 38 in [24] entnommen
werden. Auf Seite 42 in [24] wird gezeigt, dass wenn X C BC eine zusammenhangende
Menge ist, so sind die komplexen Mengen X; C A; und X5 C A, ebenso zusammen-
hangend. [l

Nun soll der erste wichtige Teil dieses Abschnitts behandelt werden, ndamlich die
BC—Holomorphie einer auf dem Gebiet X C BC definierten Funktion

f: X — BC
21+ jzo = fa1 + J2).

Bevor dieser Begriff jedoch genau definiert wird und zum besseren Verstandnis des
damit verbundenen wichtigen Satzes 10, ist ein Exkurs zu bikomplexen Potenzreihen
notwendig:

Die bikomplexe Potenzreihe

[e.9]

Z(ak +jbi) (21 + j22)" (4.14)
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mit den Koeffizienten a; + jb, € BC und dem Entwicklungspunkt 0 € BC besitzt die
idempotente Darstellung

i(ak + jibe) (21 + j2)" = i(ak —ibg) (21 — Z'Zz)k] e + [i(ak +iby) (21 +i2)" e

k=0 k=0 k=0

mit den zwei Potenzreihen der idempotenten Komponenten

Z(ak —ib) (21 —i2)"  und Z(ak +ibg) (21 + i20)", (4.15)
k=0 k=0

die jeweils komplexe Potenzreihen sind (vgl. Seite 64 in [24]). Die bikomplexe Po-
tenzreihe (4.14) konvergiert fir alle z; + jzo € D(0;ry,75) genau dann, wenn die
komplexen Potenzreihen der idempotenten Komponenten (4.15) jeweils in den Krei-
sen |z; —izg| < rp und |z +iz3] < 7o mit den Radien r; > 0 und 7, > 0 in der
komplexen Ebene C konvergieren (vgl. Seite 65 in [24]).

Definiert man nun die bikomplexe Funktion f(z; 4 jz2) durch die bikomplexe Potenz-
reihe (4.14) im Diskus D(0;ry,72), also

f(Zl —|'j2'2) = Z(ak +]bk)(2’1 + ]Zg)k fir 21 —|—j22 € D(O, T, 7“2),
k=0
so lassen sich auf den zwei Konvergenzkreisscheiben der Potenzreihen der idempoten-
ten Komponenten (4.15) die folgenden zwei komplexwertigen Funktionen definieren:

[e.9]

fi(z1 —iz) = Z(ak —ibp) (21 —i20)"  auf |z —iz| < 1y,
k=0
o0

fo(z1 +ize) = Z(ak +ib) (21 +i20)"  auf |z +izg| < 1o
k=0

Aufgrund der oben besprochenen Konvergenzeigenschaften der bikomplexen bzw. kom-
plexen Potenzreihen folgt nun:

f(Zl +j22) = fl(Zl — izz)el -+ f2(21 -+ i22)€2 Vzl —|—ng c D(O, T, 7“2)

(vgl. Seite 75 in [24]).

Die Definition einer BC—holomorphen Funktion umfasst nun allgemeine bikom-
plexe Potenzreihen mit einem beliebigen Entwicklungspunkt A € BC statt 0 € BC
(vgl. Seite 84 in [24]):

Definition 4.9. Sei X C BC ein Gebiet. Die Funktion f der bikomplexen Variable
Z = 21+ jz € X heifit BC—holomorph im Gebiet X, wenn es zu jedem Punkt
A =ay + jaz € X einen Diskus D(A;ry,r2) und eine Potenzreihe

o0

];(ak + 70 {(21 +j22) — (a1 +ja2)]k
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mit dem Entwicklungspunkt A € BC und den Koeffizienten a; + jby gibt, sodass

o0

[+ d2a) = 3 (ot i) (a1 +22) = (o + jaz)]'

fir alle z; + jzo € D(A;ry,19).

Der folgende Satz tiber BC—holomorphe Funktionen basiert im Wesentlichen
auf den oben erwihnten Betrachtungen beztiglich der bikomplexen Potenzreihen (vgl.
Seite 85 und 87 in [24] bzw. [25]):

Satz 10. Seien X C BC, X; C C und Xy C C Gebiete. Die Funktion f : X — BC ist
genau dann BC—holomorph in X, wenn es zwei holomorphe Funktionen f; : X; — C
und fo : Xo — C gibt, sodass

f(z1+j22) = filz1 —iz)er + fo(z1 +iza)es Vo +jzm € X
gilt. Definiert man weiters zwei komplezwertige Funktionen u(zy, zo) und v(21, 2z2) als

(21, 2) = Ji(z1 —izg) ;L falz + Z'ZQ),
i[f1(21 —i22) — fo(21 +i22)]

2

(21, 22) = (4.16)

fiir alle z1 + jzo € X, so sind die komplexen Funktionen f1, fo und die bikomplexe
Funktion f durch

fi(z1 —iz2) = u(z1, 20) — iv(z1, 29),
fo(z1 +iz2) = u(z1, 22) + iv(z1, 22),
f(z1+ j2z) = ulz1, 22) + ju(z, 22)

fiir alle z; + jzo € X gegeben. Auferdem erfillen u(z1, z3) und v(z1, z2) die folgenden
komplexen Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen

ou  Ov ou ov
— = d —=——— 4.1
621 822 un 822 @21 ( 7)
und wegen
2 2 2 2
Ou Ou_ o e 2020y
022 023 0zf 023

sind sie harmonische Funktionen der komplexen Variablen z1 und zs.

Beweis. Die Behauptung, dass aus den beiden holomorphen Funktionen f; und fs
der komplexen Variablen z; — iz5 und z; 4 729 die BC—holomorphe Funktion f durch
fie1 + faes konstruiert werden kann, ist auf Seite 85 in [24] bewiesen. Hierfur muss X
tibrigens das kartesische Produkt der Mengen X; und X5 sein (siche Satz 8).

75



4. Die verallgemeinerten Bauer—Peschl-Gleichungen im bikomplexen Raum

Die Umkehrung der obigen Aussage ist auf Seite 87 in [24] bewiesen.

Die Definition der Funktionen u(z1, z2) und v(z1, 22) ist auf Seite 75 oder 89 in [24] zu
finden. Der Beweis der komplexen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichung bzw.
dass u(z1, z2) und v(zy, 22) harmonisch sind, kann Seite 77 oder 89 in [24] entnommen
werden. O

Als néchstes soll der zweite wichtige Teil dieses Abschnitts, die BC—Differen-
zierbarkeit einer bikomplexen Funktion definiert werden (vgl. Seite 140 in [24] bzw.
20, 25, 10]):

Definition 4.10. Gegeben sei ein Gebiet X C BC. Die Funktion f : X — BC ist
BC—differenzierbar im Punkt 7, € X, wenn der Grenzwert

£(Z0) = lim L2 =1 (%)

Py 7 _ ZD fir Z — Zo ¢ OQ, (418)

existiert. Weiters ist f BC—differenzierbar im ganzen Gebiet X, wenn f in jedem
Punkt von X BC—differenzierbar ist.

Bemerkung. Geméf der Betrachtungen im vorigen Abschnitt ist (BC,+, -, |.|) ein
reeller Banachraum. Somit ist der obige Grenzwert beziiglich der Euklidischen Norm
(4.5) (bzw. beziiglich (4.13) fiir die idempotente Darstellung) erklart (vgl. Seite 55 in
[24] und [20]).

Nun kann der folgende wichtige Satz formuliert werden (vgl. die Seiten 42 bzw.
175 in [24] und [25, 10]):

Satz 11. Sei X C BC ein Gebiet. Die Funktion f : X — BC ist genau dann
BC—holomorph in X, wenn sie BC—differenzierbar in jedem Punkt von X ist.

Beweis. Der Beweis dieser Behauptung ist auf Seite 176 in [24] zu finden. O

Bemerkung. Laut obigem Satz gelten also alle Aussagen fiir BC—holomorphe Funk-
tionen aus Satz 10 ebenso fir BC—differenzierbare Funktionen: In einem Gebiet
X C BC ist die Funktion f : X — BC genau dann BC—differenzierbar, wenn es
zwei holomorphe Funktionen f; : X; — C und f, : X5 — C gibt, sodass

f(Zl + jZQ) = fl (Zl - i22)€1 —+ f2<21 —+ i22)€2 (419)

ist. AuBerdem sind die komplexwertigen Funktionen u(z1, z9) und v(z1, 22) wie in (4.16)
definiert und erfiillen die komplexen Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
(4.17). Weiters sind beide harmonisch beziiglich der komplexen Variablen z; und z,
(vgl. die Seiten 166 und 167 in [24] bzw. [25, 20]).

Zusammenfassend lasst sich also feststellen, dass eine BC—differenzierbare bzw.
BC—holomorphe bikomplexe Funktion durch zwei holomorphe Funktionen u und v
darstellbar ist, welche die komplexen Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen
erfiillen (vgl. [20]). Diese Eigenschaft spiegelt ebenfalls die Ahnlichkeit der bikomplexen
Zahlen zu den gewohnlichen komplexen Zahlen wider.
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4.3. Die bikomplexen Differentialoperatoren

Zu Beginn sollen zunéchst die vier verschiedenen bikomplexen Differentialoperatoren
vorgestellt werden. Analog zum komplexen Fall in Kapitel 1, in dem gemaf der kom-
plexen Zahl z = x + 1y und ihrer konjugiert komplexen Zahl z = x — 1y die beiden
Wirtinger-Operatoren (1.5) und (1.6)

o _1fo o\ .0 _1(0 B
dz 2\ 0z oy 0z 2\ 0z dy
hergeleitet werden konnten, konnen nun gemafl der bikomplexe Zahl Z7 = z; + j2»

und ihrer drei Konjugationen (4.2), (4.3) und (4.4) die folgenden vier bikomplexen
Differentialoperatoren angeben werden (vgl. [25, 10]):

0 1( 0 0

Dhi= = = — —j— 4.2
oz 2 (821 ]azQ>’ (4.20)
0 1( 0 0

D = E— . | —— 4.21

a 1({a 9
07+ 2(851_‘782)’
o 1({a .0
azfz(azﬁfazg)-

Nun lésst sich der folgende Satz formulieren (vgl. [25, 10]):

Satz 12. Gegeben sei ein Gebiet X C BC, auf dem die bikomplere Funktion
f(Z) = u(z1, 22) + ju(z1, 22)

definiert sei, wobei u(zy, z3) und v(z1, z3) hierbei zwei komplexwertige Funktionen be-
zeichnen. Wenn die Funktion f BC—differenzierbar in einem beliebigen Punkt Z, € BC
ist, d.h. also wenn der Grenzwert (4.18) existiert, dann ezistieren die komplexen par-
tiellen Ableitungen

SZ, 352, 8851 und g;; (4.22)
und es gilt:
D) = 522 = 17 = g + g (4.29
Df(Zy) = (;Z:(ZO) =0, (4.24)
aaZf*(Zo) =0, (4.25)
8aZf* (Zy) = 0. (4.26)
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Umgegekehrt gilt: Wenn die komplexen Ableitungen (4.22) existieren und in einer Um-
gebung von Zy € BC stetig sind und wenn die Gleichungen (4.23)—-(4.26) gelten, dann
ist die Funktion f BC—differenzierbar bzw. der Grenzwert (4.18) existiert.

Beweis. Siehe [25]. O

Bemerkung. Die Gleichungen (4.23)-(4.26) kennzeichnen eine BC—holomorphe
Funktion f : X — BC (vergleiche dazu eine holomorphe Funktion f, die die Be-
dingung f; = 0 erfillt). Hierbei ist die Gleichung (4.24) dquivalent zu den komplexen
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (4.17). Die Gleichung (4.25) entspricht
dem Gleichungssystem

o 0w o
0z 0z 0z, 07
und die Gleichung (4.26) beschreibt das Gleichungssystem
oo o
0z1 0% 0z 0z

Weiters kann man nun analog zum ersten Kapitel, in dem mithilfe der Wirtinger—
Operatoren (1.5) und (1.6) der reelle Laplace-Operator fiir (z,y) € R? durch

A2 _9\(0 9\ _, %
“ oz ay)\or "oy ) T Toz0z

ausgedriickt wurde, die beiden bikomplexen Differentialoperatoren (4.20) und (4.21)

dazu beniitzen, den komplexen Laplace—Operator
o 0*

REERRT:

Ac (4.27)

fiir (21, z2) € C? auf die Darstellung

0 0 0 0 0?

umzuschreiben (vgl. [25]). Diese Relation wird sich fir den ndchsten Abschnitt als
wichtig erweisen.

4.4. Die verallgemeinerten
Bauer—Peschl-Gleichungen

Die Bauer-Peschl-Gleichung erster Stufe in einem Gebiet X C C2, in dem 2, # 0 gilt,

ist gegeben durch die Gleichung

n(n+1)

2t

Acth — W=0, neN. (4.29)
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Hierin bezeichnet (z;,22) die gesuchte Losung in Abhangigkeit vom Punkt
(21, 22) € C? und Ac ist der komplexe Laplace-Operator aus (4.27).

Fihrt man nun die bikomplexe Variable Z = z; + jzo € BC und das bikomplexe Ge-
biet X C BC ein, das mit dem obigen Gebiet X identifiziert werden kann, und driickt
z; € C mithilfe von Z € BC und der zugehérigen bikomplexen Konjugierten ZT durch

Z+ 7t
21 = 9

aus, so erhdlt man geméf der Relation (4.28) aus (4.29) die bikomplexe verallgemei-
nerte Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe:

1

mw —0, neN (4.30)
Hierin bezeichnen D' und D die in (4.20) und (4.21) definierten bikomplexen Diffe-
rentialoperatoren und w(Z, Z7) ist die gesuchte Losung im Gebiet X C BC, in dem
nun Z + ZT # 0 gelten muss (vgl. [10]).

Fiir die Darstellung der Losungen dieser bikomplexen Differentialgleichung (4.30) kann
der folgende Satz herangezogen werden (vgl. [10]):

Satz 13. Bezeichne X C BC ein Gebiet im bikomplezen Raum, in dem Z + Z1 # 0
gilt. Weiters seien durch

DiDw —

P = (Z+ Z")?D', (4.31)
Q:=(Z+Z")D (4.32)

zwei bikomplexe Operatoren gegeben, wobei DT und D die beiden in (4.20) und (4.21)
definierten bikomplexen Differentialoperatoren bezeichen. Nun gelten die folgenden
Aussagen:

(a) Alle im Gebiet X definierten, BC—holomorphen Lésungen w(Z, ZT) der bikom-
plexen verallgemeinerten Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (4.30) lassen sich

mithilfe von zwei in X definierten, BC—holomorphen Funktionen bzw. Erzeugen-
den g(Z) und h(Z) wie folgt darstellen:

w(z.2) = 3= B Dy + D) | Sl

= vi(n—v)!

(4.33)

Hierin bezeichnet [h(Z)|! die bikomplexe konjugierte Funktion von h(Z).

(b) Umgekehrt stellt (4.33) fir alle BC—holomorphen Funktionen g(Z) und h(Z)
in X eine Losung w(Z,Z") der bikomplezen verallgemeinerten Bauer—Peschl-
Gleichung erster Stufe (4.30) dar.

(c) Ist die Losung w(Z,Z") der bikomplexen verallgemeinerten Bauer—Peschl- Glei-
chung erster Stufe (4.30) in X vorgegeben, so sind die (2n + 1)—ten Ableitungen
der Erzeugenden eindeutig bestimmt und es gilt:

Pn+1w Qn+1w

(O 92) = g b DM =
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Die Erzeugenden g(Z) und h(Z) selbst sind in diesem Fall nur bis auf ein Poly-
nom vom Grad 2n eindeutig bestimmt. Das allgemeinste Erzeugendenpaar folgt

gemap:

2n
91(2) = g2(2) + Y a, 2",
=0

2n

hi(Z) =ha(Z) = al(=Z)*, a, €BC.

(d) Lasst sich die Lésung der bikomplezen wverallgemeinerten Bauer—Peschl-
Gleichung erster Stufe (4.30) in X allein durch eine Erzeugende h(Z) dber die
Relation

w(Z, 21 = zn: (2n — v)!

v=0

(-1

Dy[h(Z)]Tm

viin —v)!
darstellen, so ist diese Erzeugende eindeutig durch

W(zZ) = an)![P"wr

bestimmt. Analog gilt: Wenn die Losung in X allein durch die Erzeugende g(Z)
tiber die Beziehung

n n—uv) -
w82 = 2 O N

dargestellt werden kann, so ist diese FErzeugende eindeutig durch

9(Z) = (21”>!Q"w

bestimmidt.

Beweis. Da das Kriterium von Heersink, mit dem man entscheiden kann, ob alle
Loésungen mithilfe der Differerentialoperatordarstellung (4.33) erhalten werden kénnen
(vgl. [14]), nun nicht zur Verfiigung steht, kann man Punkt (a) wie folgt beweisen:
Die bikomplexe Zahl Z = z; 4 jz, lésst sich in ihrer idempotenten Darstellung (4.9)
durch

Z = aeq + fesy
angeben, wobei

=21 —izp und [:=21 412
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jeweils komplexe Zahlen sind. Laut (4.19) kann eine BC—differenzierbare Funktion
f(Z) mithilfe ihrer komplexen idempotenten Komponenten f;(«) und f5(5) durch

f(Z) = fila)er + fa(B)ez

dargestellt werden. Der bikomplexe Differentialoperator (4.20) ldsst sich nun ebenfalls
durch die idempotente Darstellung
0 0
Dt =~ — 4.34
FERCET A (4.34)
ausdriicken und auf die bikomplexe Funktion f(Z) folgendermafien anwenden (vgl.
Seite 144 in [24]):

_ afl(a) afz(ﬁ)

D'f(Z) 5+ o5

Analog kann fiir die zu Z bikomplex konjugierte Zahl ZT = z; — jz, die idempotente
Darstellung

A Ber + aes

angegeben werden. Auf die zu f(Z) bikomplex konjugierte Funktion in ihrer idempo-
tenten Darstellung

()] = fo(B)er + fi(@)es

kann dann der bikomplexe Differentialoperator (4.21) in seiner idempotenten Darstel-
lung

€2 (4.35)

wie folgt angewendet werden:

0f2(8)  9fi(e)
D[f(2)|' = :

() = e, 1 200,
Betrachtet man nun die verallgemeinerte Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (4.30),
stellt die gesuchte bikomplexe Funktion w mithilfe ihrer komplexen idempotenten

Komponenten durch

W = wye; + wyes (4.36)

dar und verwendet die idempotenten Darstellungen der bikomplexen Differentialope-
ratoren (4.34) und (4.35), so erhdlt man mithilfe der Eigenschaften von e; und ey bzw.
mithilfe der Rechenregeln (4.11) und (4.12) die folgende idempotente Darstellung der
verallgemeinerten Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe:

0wy 0wy ] _n(n+1)

8&8&61 + 8680462 (221 [wlel + UJ2€2:| =0, neN.
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Damit die obige Differentialgleichung erfiillt ist, miissen die idempotenten Komponen-
ten der obigen Darstellung gleich Null sein, also:

Pw,  n(n+1)

6@85 - (a T B)zwl = 07 (437)
Pwy  n(n+1)
5560 (0 s B =" (4.38)

wobei hierin die aus Gleichung (4.10) folgende Relation
(221)* = (a + B)?

verwendet wurde. Die komplexen idempotenten Komponenten w; und ws miissen also
die gewohnlichen Bauer—Peschl-Gleichungen erster Stufe (4.37) und (4.38) erfiillen.
Somit besitzen die idempotenten Komponenten w; und wsy laut Satz 5 die folgenden
Losungsdarstellungen gemés (3.5):

= 3 S ol e) + )] (4.39)
wy = Enjo m (98 (0) + 18 (5)] (i;lg;y (4.40)

Hierbei bezeichnen g (), go(), h1(5) und he(8) holomorphe Funktionen. Weiters er-
halt man mithilfe der obigen Darstellungen von w; und wsy alle Losungen der Bauer—
Peschl-Gleichungen erster Stufe (4.37) und (4.38). Setzt man nun die obigen Losungs-
darstellungen von w; und wsy wieder in die idempotente Darstellung (4.36) von w
ein, so erhélt man damit auch alle Losungen w der bikomplexen verallgemeinerten
Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (4.30). Dies soll nun am Beispiel der bikom-
plexen verallgemeinerten Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (4.30) mit dem Index
n=1

2 0
(Z+ 2z ="

demonstriert werden. Diese bikomplexe Differentialgleichung besitzt bei der Betrach-
tung ihrer idempotenten Darstellung die folgenden zwei idempotenten Komponenten:

DiDw —

0w, 2
9008 (avpp ="
9%ws 2
9800 (atrpp2="

Diese beiden gewohnlichen Bauer—Peschl-Gleichungen erster Stufe besitzen die oben
angegebenen Losungdarstellungen (4.39) und (4.40) fiir n = 1:

wn =~ [n(0) + TalF)] + g1 (@) + TG 5,
s = = [0a(0) + FalB)] + g5(0) + ).
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Die darin vorkommenden Funktionen g;(«), ga(c), h1(8) und ho(8) sind holomorph.
Setzt man nun w; und we gemaf der idempotenten Darstellung (4.36) zur bikomplexen
Funktion w zusammen, so ergibt sich die Gleichung:

W = Wi€1 + Wae2

~ (-5l + ]+ h )+ ) e

(=2l + B+ hte) + ) e

Sortiert man nun die Terme dieser Relation ein wenig um, so folgt:

w = _a—?—ﬁ [91(04)61 + hz(ﬁ)@} +gi(a)er + hy(B)ea—

2
a—+f

h(B)er + ga(@)es] + Wi (B)er + ghla)es.

Definiert man die zwei bikomplexen Funktionen g(Z) und [h(Z)]" durch

9(Z) == gi(a)er + ha(B)ez,
[W(2)]T := hi(B)er + ga(a)es

und beriicksichtigt die idempotente Darstellung der bikomplexen Differentialoperato-
ren (4.34) und (4.35), so erhélt man die gesuchte Darstellung (4.33) aller Lésungen der
verallgemeinerten Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe (4.30) mit dem Index n = 1:

w =

(Z) + Dig(Z) - —>—[W(2)]" + DIW(Z)]".

_04+ﬂg a+f

Da die idempotenten Komponenten g¢;(a), go(), hi(f) und hs(5) der bikomplexen
Funktionen g(Z) und [h(Z)]" holomorph sind, sind die Funktionen g(Z) und [h(Z)]f
selbst BC—holomorph.

Die Punkte (b)—(d) des Satzes konnen ganz analog wie jene des Satzes 5 im dritten
Kapitel bewiesen werden. O

Die verallgemeinerte Bauer—Peschl-Gleichung zweiter Stufe im bikomplexen Ge-
biet X C BC, welches Z + Z # 0 erfiillt, ist durch

n—m n(m+1)
Dw— ——FS5w=0 N 4.41
7 7P (Z+ZT)2w , m,meE (4.41)

D'Dw +
gegeben. Fiir die Darstellung der Lésungen w(Z, ZT) dieser bikomplexen Differential-
gleichung (4.41) gilt nun der folgende Satz:

Satz 14. Bezeichne X ein Gebiet im bikomplezen Raum BC, in dem Z + ZT # 0
gilt. Weiters bendtigt man die beiden Differentialoperatoren (4.31) und (4.32), die im
vorigen Satz definiert wurden. Dann gelten die folgenden Aussagen:
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(a)

(b)

(c)

(d)

4. Die verallgemeinerten Bauer—Peschl-Gleichungen im bikomplexen Raum

Alle im Gebiet X definierten, BC—holomorphen Losungen w(Z, Z") der bikomple-
zen verallgemeinerten Bauer—Peschl-Gleichung zweiter Stufe (4.41) lassen sich
mithilfe von zwei in X definierten, BC—holomorphen Funktionen g(Z) und h(Z)
wie folgt darstellen:

(1)

" (n+m—v)
(Z + Zt)yn—v

w(z,2h) =3 (DY 9(2) + D*[(2)]]

v=0
Die Funktion [h(Z)]1 ist dabei die bikompleze konjugierte Funktion von h(Z).
Umgekehrt stellt (4.42) fir alle BC—holomorphen Funktionen g(Z) und h(Z)

in X eine Losung w(Z,Z') der bikomplerven verallgemeinerten Bauer—Peschl-
Gleichung zweiter Stufe (4.41) dar.

Ist die Losung w(Z, Z') der bikomplexen verallgemeinerten Bauer—Peschl-
Gleichung zweiter Stufe (4.41) in X wvorgegeben, so sind die (n +m + 1)—ten
Ableitungen der Erzeugenden eindeutig bestimmt und es gilt:

vi(n—v)! (442)

n!pmtl ((Z + ZT)"_mw)
ml(Z+ ZT)n-‘rm-i-? ’

!Qn-Hw
D R(Z)) = — " .
WD) = g s g

(Dhym+tg(7) =

Die Erzeugenden g(Z) und h(Z) selbst sind in diesem Fall nur bis auf ein Poly-
nom vom Grad n+m bestimmt. Das allgemeinste Erzeugendenpaar folgt gemdfs:

m—+n

0(2) = 9:(2) + 3 0, 2",

m| m-+n

hi(Z) = ha(Z) + — (=1)"" 1 S~ al (=Z)*, a, € BC.

n!

Lasst sich die Losung der bikomplexen verallgemeinerten Bauer—Peschl—
Gleichung zweiter Stufe (4.41) in X allein durch eine Erzeugende h(Z) tiber die
Relation

w(Z,2%) = iWD”[h(Z)]TM

darstellen, so ist diese Erzeugende eindeutig durch

1

"=

1.
Pz 2y
bestimmt. Analog gilt: Wenn die Losung in X allein durch die Erzeugende g(Z)
tiber die Beziehung

(-1

" (n+m—v)!
(Z + Zt)r—v

w(Z, 2" ="

v=0

Jn ) (DN’ 9(2)
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dargestellt werden kann, so ist diese Erzeugende eindeutig durch

02) = s Q'

bestimmidt.

Zur Anwendung von bikomplexen pseudoanalytischen Funktionen und ihrer Dar-
stellung mithilfe geeigneter Differentialoperatoren siehe [21].
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A. Zusatzliche Beweise

A.1. Eine andere Form der Losungsdarstellung fiir
die Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe

Im einfach zusammenhangenden Gebiet D C C mit z 4+ z # 0 wurde fir die Bauer—
Peschl-Gleichung erster Stufe (3.2)

PU  n(n+1)

9:0: " (z42pl Y

in Kapitel 3, Satz 5 die Losungsdarstellung (3.5) als

U(Z,Z):Zn:

v=0

(-1

2n—v)l 1, T
ool + ]

vi(n —v)!

angegeben. Fiir die beiden néchsten Abschnitte wird jedoch eine andere Form der
Losungsdarstellung benotigt, die zur urspriinglichen Form (3.5) dquivalent ist (vgl.
Seite 31 in [8] bzw. [7]):

Behauptung. Es gilt:

zn: (@n—v)! [g(”)(z) I h(V)(Z)}

—vl(n—v)!

(-1

G

= (z+2)"" laa;{(z i(;)nﬂ} * gﬂ{(z J}:(;))”“} '

Beweis. Dieser wird durch vollstandige Induktion gefiihrt. Um den Beweis jedoch ein
wenig zu vereinfachen, spaltet man das Ergebnis (A.1) in die folgenden zwei Aussagen
auf (vgl. [7]):

(A1)

e ) = e e (49

= (Z+Z)nV

)
(z+2)"+1 o" {( (_) } _ Z Mh( )(z)i. (A.3)

z 4 zZ)rHl — vi(n—v)! (z 4+ z)nv

Nun soll der Induktionsbeweis nur fiir die erste Aussage (A.2) durchgefiithrt werden, da
die zweite Aussage (A.3) ganz analog bewiesen werden kann. Am Ende kénnen dann
beide bewiesenen Aussagen (A.2) und (A.3) wieder zur geforderten Relation (A.1)
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zusammengesetzt werden, die dadurch ebenfalls bewiesen ist.
Basis: Zeige (A.2) fiir n = 1:

(z+@23{ 9(2) }:(%+@ﬂyqu+@2—ma%z+a

0z | (z + 2)? (2 +2)*
=g’(2)—255f>2
Lo(2-w) —1)t
:;)y(!(1—3)!g(y)(z)(i+,)z)lv‘

Die Basis ist also erfiillt.
Annahme: Die Aussage (A.2) gilt fiir beliebiges n.
Schritt: Nun soll die Relation (A.2) fiir n+1 gezeigt werden. Hierfiir muss man zunéchst

0 { 9(2) } _JEE+)" —g(z)(n+1)(z+2)"

0z | (z + 2)nt! (2 4 z)2n+2
O RN
“ G P

beriicksichtigen. Leitet man nun beide Seiten obiger Gleichung (n + 1)mal nach z ab,
so ergibt sich:

e oy} = | O g e

bzw.

n—+1 n+1 / n+2
(n+1)2 9z) |_9 ge) | _ 9 9:) 1w
aszrl (Z + Z)n+2 8Zn+l (Z + Z)n+l 8zn+2 (Z + Z)n+1
Nun koénnen die zwei Terme auf der rechten Seite obiger Gleichung weiter umgeformt

werden. In den ersten Term auf der rechten Seite von (A.4) setzt man nun die durch
(z + z)"*! dividierte Induktionsannahme (A.2) mit ¢'(z) statt g(z) ein und erhélt:

ot q'(2) oo q'(2)
0zt { (z + z)nt! } T 920z { (z + z)nt! }
O [E )y (D
= 82{2 g¥ I )(Z+5)2n+1u}

= vli(n—v)!
=@t 0 gv(R)
-3 g )

Der zweite Term auf der rechten Seite von (A.4) wird mithilfe der durch (z + z)"*!
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dividierten Induktionsannahme (A.2) zu:

3"”{ 9(2) }_52 (9”{ 9(2) }
0z +2 | (z+ 2)mt [ 022 9z | (2 + 2)n T

I N N
022 ,;)V‘(n—l/)'g()( )(ZJFE)%H_V}
_ = (zn_y)' . nflxiQ g(u)(z)
_Vz:%y!(n—l/)!( D 822{(2—1-2)2"“—”}

Diese zwei neuen Terme wieder in (A.4) riickeingesetzt und die resultierende Gleichung
durch (n 4 1) dividiert, liefert:

ontlt g(z) - n (2n — V)! _— 0 g(u+1)(z)
32"“{(z+5)”+2} _;V!(n—y)!(n—i—l)(_l) az{W)ZnHV}_
= (2n —v)! N ¥)(2)
"S- a{<+‘q>} (85)

Nun sollen die oben vorkommenden partiellen Ableitungen extra berechnet werden:

0 [ g | _ g + 2 — g ()20 + 1 )z + 5
8,2{ (2 + z)2nti-v } a (2 + z)int2-2v
(1),
:Mml—u_@n—i_l_wmﬂ
9 9" (2) O [g"E) ) =g ()2 + 1 — ) (2 + 2)
) = o S |
0 { 9" (2) 9" (z) }
0z | (2 + z)2ti-v (2 + z)2nt2-—v

gV (2)(z + 2) T gD 20+ 1 —v) (2 + 2)

(z + z)in+2-2 N (z + z)in+2-2 N
g(u+1)(z)(2+ 2)2n+2—u
(2 + z)in+i—2v
g (z)(2n +2 —v)(z + 2

(2 + z)An+i-2v
g('”rl)(z)

9"(2)
(z 4 z)2nt3-v

g(u+2)(z)

—(2n+1-v)

+

—(2n+1-v)

+(2n+1-v)

(v+2)
:g—(z)—2(2n+1—1/)

(Z + 2)2714—1—1/ +

+(2n+1—-v)2n+2—v)
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Diese partiellen Ableitungen wiederum in (A.5) riickeingesetzt, ergibt die Gleichung:

ot 9(2) L (2n —v)! gtz
Ozntl { (z + z)n+2} z% V'(n _ V) (n T 1)( 1) [(Z—l-z)%“_”_

g2
—(2n+1—y)(2+2)%+2y1_
“ (2n — v)! T g
_I;)I/'(n—l/) (n—l—l)( 1 lW)ZnHu_
—2(2n+1—y)M+

(Z + 2)2n+2—u
)
9" (z)
< 27’L — v+ 1) —1)v g(qul)(z)
[ A e e
9"(2)
(Z + 2)2n+371/ '

= (@n-v+2) (—

—vin—v)l(n+1)

Durch die Indextransformation © = v 4+ 1 in der ersten Summe erhalt man dann:
8n+1 g(z) % (Qn - + 2) (_1)n—z7+1 g(ﬁ)(z)
0zt | (2 4 z)nt+2 N ( Din—0+1Dl(n+1) (z + z)2nt3-v

" (2n—v+2)! . g (2)
Z I(n —v)! (n—I—l)( ) (z 4 z)2nt3-v

Die Umbenennung von © zu v und das Herausziehen der Terme fiir v = 0 und v = n+1
liefert folgendes:

o { o(2) }: oD ) )

Ozn+1 (Z+2)n+2 (n+ 1)[ (Z+5)2n+3 (Z+2)n+2
(2n_y+2) n—v+1 1 1 g(u)( )

*Z D=+ D)) [n—wﬁ ]<z+z>2n+su

Der Ausdruck in der eckigen Klammer lautet nun:

1 1 V+n—y—|—17 n+1

n—u—i—l_'—;— vin—v+1) vin—v+1)

Setzt man dies wieder in die vorletzte Gleichung ein und fasst alle darin vorkommenden
Terme wieder zu einer einzigen Summe zusammen, so bekommt man die Relation:

mtl z o 2n—v ! M)(z
d { g( ) }_ Z (2 +2)' (_1)n—u+1 9 ( )

0 (2422 [ &= W)n—v+ 1) (z+2)2i3
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n+2

Multipliziert man nun beide Seiten obiger Gleichung mit (z + z)", so erhélt man die

Relation (A.2) mit n + 1 statt n:
ot = (2n—v+2) —1)nvHt
(z_|_2)n+2 g(f) _ Z ( n v+ ) (V)(Z)<)_—7.
ozt | (2 4+2)m2 ) = (v)l(n—v+1) (z + z)nt1-v

Somit ist der Induktionsschritt gezeigt.
Nach analogem Beweis der Aussage (A.3) ist die Behauptung (A.1) somit insgesamt
bewiesen (vgl. [7]). O

A.2. Die Erzeugenden der Funktion U*(z, 2)

Im Beweis von Punkt (c¢) des Satzes 5 wurde folgende Aussage fiir die spezielle Losung
U*(2,2) = (z + 2)"

der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (3.30)
ou oU  2(n+1)

0z 0z 242
die laut Voraussetzung ebenfalls eine Losung der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe
(3.2) ist, getitigt:

Behauptung. Die Erzeugenden der speziellen Losung U*(z, z) sind durch
2n+1

1

Y

*
g (Z) = A2p41% .
mit  dgpyr = bopy1 = —

h*(2) = by y1 22! n!

gegeben.

Beweis. Zunachst gelten die folgenden zwei Relationen:
o* { 221 } _ 1 : <k> (=MD auniiz ()
0zF | (2 + 2)nt! (z 4 2)mttih = \j) (n — k)!(2n + 1 — j)! ’ '
o { zt } _ 1 zk: (k’) (n—j)!(2n+1)! oI Z2nt 1= (A7)
0zZF | (2 + 2)nt! (z 4+ 2tk = \j ) (n — k)I(2n + 1 — j)!

fir Kk = 0,...,n mit n € N. Diese konnen durch vollstandige Induktion bewiesen

werden, wie nun anhand von (A.6) gezeigt werden soll:
Basis: Mit k = 1 betrachtet man zunéchst die linke Seite von (A.6):

3, { Z2ntl } (2n +1)2*(z + 2)" — 22 (n 4+ 1) (2 + 2)"

9z | (z + 2)nH (2 + 2)2n+2
@+ 1) (24 2) -2 (n+ 1)
(z 4 z)nt2
C @n+ )22+ 2+ 1)222 — (n+ 1)
B (z + z)n+2
nz?ntt (2n +1)2%"z

Grare T Gy
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Vergleicht man dieses Ergebnis nun mit der rechten Seite von (A.6)

. L1\ (n—)2n+1)! 21—z _
(z+5)"+2j§)<1'> (n—1)l2n+1- )" )

_ 1 [(1)( nl(2n +1)! 2n+1+(1)(71—1)!(271—1—1)!22”2

G+2)m2[\0) (n—DlEn+ 1)~ 1) (n—1)(2n)
nz?ntl (2n +1)2*"z
(et )2 (242t

so ist die Aquivalenz beider Seiten gezeigt und die Induktionsbasis gesichert.
Annamhme: Die Relation (A.6) gilt fir k.

Schritt: Zum Beweis der Relation (A.6) fiir £ + 1, geht man von deren linken Seite
aus:

ak—H Z2n+1 ) ak 22n+1
azk+1{(z+5)n+l} - azgzk{(z+5)n+1} -

YIRS S o AW (et ) C R
T 0z (2 + Z)ntik —\j)(n—Fk)!2n+1—j)

J

_ —(n+1+k)(z+2)""* (k) (n—j)!(2n+1)! Stz g
(2 + z)2t2+2k = \J (n—FEk)!2n+1—j)!

+ ,; Z <k> (n = j)!2n + 1) (2n +1—j)z*"iz

(z+ 2tk =\ ) (n— k)!(2n + 1 — j)!
- ()
+ G 2 @ EZ - ﬁ'& - 3: S
e = )

Betrachtet man nun die eckige Klammer naher, so ergibt sich:

 (n+14k)2 +1_—(n+1+k‘)z+(z+2)(2n+1—j)
(z+2)(2n+1—7) B (z4+2)2n +1—j)
Z(—n—1—k+2n+1—j)+z2n+1-y)
(z+2)2n+1-7)
z(n—k—7j) N z
(z+2)2n+1-3) (2+2)

Diesen Ausdruck wieder an seine urspriingliche Stelle riickeingesetzt und das Resultat
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in zwei Summen aufgespalten, liefert folgendes:

oh+1 L2n+1
Ozk+1 { (z + z)ntl } -

_ Z k '2n+1) 20— 5i z(n —k—7) N
e 2o )" C ettt
k — 2 1 .z
T gk ( ) ; ] ) g
(z+z " =\ '(2n — j)! (z+ %)
_ Z E\ (n — 2”+1> (n—k—7) S2n—itlzi g
(z+z"+2+ =\ N(2n+1—j)!
k
k n—]).(2n+1)! 2n—j j+1
TG (2 + z)nt2th z:: (]) —k)!(2n —j)!z =

Mithilfe der Indextransformation j = j + 1 in der zweiten Summe folgt:
gh+1 L2n+1
Ozk+1 { (z + z)nt! } -
_ 1 i<k> (n_.j)!(Qn—l—1)!(n_k_j)22n—j+1§j+
(z + z)m 2tk =\ g (n—Ek)!2n+1—j)!

1 Sk N\ —j+D)(@2n+1) 2n—j+12j
+ G Z _q YK zZ.
(z + 2) b (n—k)!(2n+1—j)!

Die Umbenennung von j zu j, das Herausziehen der Terme fiir j = 0 und j = k + 1
und das Einsetzen der Definition des Binomialkoeffizienten ergibt:

okt 201
9k +1 { (= + g)nﬂ} -

_ 1 n! L2+l 1 (2n+1)! Sk skl
(z+ 2"tk (n — k —1)! (z + z)nt2tk (2n — k)!
N 1 i k! (n—j)(Zn—l-l)(n—k—j)+
(z +z)mt2h = Gk =) (n=k)!(2n+1-j)!
I k! (n—j+1!I2n+1)! n—j+lzj

G-Dk—j+ 1) (n—K)2n+1—j)!
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Die eckige Klammer kann nun umgeschrieben werden zu:

k! (n—])(2n+1)(n—kz—j)+ k! (n—j+1)!(2n+1)!:
JUk—=7  (n—k)!2n+1-))! G- k—74+ D' (n—K)!2n+1-7)!
_ k! (n—N2n+1)! [n—Fk—j n—j+1]
=Dk = (n=k)!2n+1=5)' J k—j+1
_ k! (n—)(2n +1)! (n—k—j)(k—j+1)+j(n—j+1)]
G =Dk =)(n = k)2 +1-5)!] jk—j+1)
_ k! (n—2n+1)! (1—j)(n—k—j+j)+k(n—k—j)+jn]
G =Dk =) (n = k)2 +1-j)!] jk—3j+1)
_ k! (n—)12n+1)! (1—j)(n—k)+k(n—k)—jk+jn]
G =Dk =) (n = k)2 +1-5)!] jk—j+1)
_ k! (n—)H2n+1)! l(n—k:)(l—j—kk—kj)]
U= DIk =) (n = k)20 +1 =) jk—j+1)
_ k! (n—)H12n+1)! l( —l{;)(l{:%—l)]
G =Dk = (n=R)!2n+1 =)' j(k—7+1)
(k+1)! (n—HI2n+1)!

:j(k—j+1) n—k—-1!2n+1—j)!

_ <k + 1) ( (n —)(2n + 1)!

J n—k—1)!12n+1— )

Setzt man dieses Ergebnis nun wieder an die urspriingliche Stelle ein und zieht die
Terme fiir 7 = 0 und j = k+ 1 wieder unter das Summenzeichen hinein, so erhilt man
die Relation (A.6) mit k& + 1 statt k:

s {( L2nt1 } _ ’il (k + 1)( (n=g!Cn+ D! gy

Ozk+1 | (z + z)nt! =\ n—k—112n+1—j)!

Somit ist der Induktionsschritt gezeigt. Analog kann die Relation (A.7) bewiesen wer-
den.

Fiir den weiteren Verlauf des Beweises beziiglich der Gestalt der Erzeugenden aus der
Behauptung, setzt man in den beiden Gleichungen (A.6) und (A.7) k = n, also

" Z2ntl 1 " (n - )N2n+1)! ,,
8z”{(z+z)”+1}:(z+z)2”+1z<'>( 2 )(1— Loniorz,
o\ (@2n+1-)

o { z2n+1 } _ # n <n> (n —]) (2’n, -+ 1) ij2n+1 j

ozn | (z 4 z)ntt (z 4 z)2nt1 jz:%) (2n+1—j)!
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und addiert diese beiden Relationen:
an 22n+1 an 22n+1
dz" { (z + z)nt! } MPED { (z + z)nt! } B

S S [Z": <n> (1= D1+ D! iy,

(z4 22 |5 \i) @2n+1—))
+ Zn: <n> - j)!(2n+’ 1)!zj22"+1_j :
j=0 J (2n+1_j)|

Nun fithrt man in der zweiten Summe die Indextransformation j = 2n + 1 — j durch
und erhélt:

an 22n+1 an 22n+1
RER { (z 4 2)"H } MFED { (z 4 2)" } -

N [Z <n> (1= 10+ D! iy,

(z+2)2 = \j) (2n+1-j)

S A [ELE RIS

i) 2n+1— 7!

Da nach der Umbenennung von j zu j die Relation

<n> (n—7)'2n+1)! n! (n—7)!2n+1)!

i) @Cn+1=70  glln—j5)! @2n+1-j)
n!(2n + 1)!
T jl2n+1— ) (4.9)
B n! (j—1—n)(2n+ 1)
C2n+ 1= )G -1 —n)! 7!
B ( n )(j—l—n)!(2n+1)!
2n+1—y !

gilt, konnen die zwei Summen aus (A.8) zu einer einzigen Summe mithilfe von (A.9)
zusammengesetzt werden:

10 n n Z2n 2n
8{ 2+l } 8{ 241 } 1 il n!(2n + 1)! e

o\ Grar T o\ Grar

(z+ 22t = (2n+ 1 —j)!

Mithilfe des binomischen Lehrsatzes

2n+1 2n+1
(2 4 2)>H = i 2n+1 L=z i (2n +1)! 2t 5
=0 j 3=0 j'<2n+1_]>'
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folgt somit die wichtige Gleichung:

an Z2n+1 an 22714_1 1 L
ozn { (z+ 2"+ } EED { (z+z)+1 } = GrgmantiEt 7 =nl (A.10)

Laut Abschnitt A.1 kann eine Losung Uz, z) der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe
(3.2) im einfach zusammenhéngenden Gebiet D C C ebenfalls durch die Beziehung
(A.1)

Uz, 2) = (z 4 2)" [g" { (2 i*;z))w } + aa;n { (2 TS)Z‘“ }]

dargestellt werden, wobei hierin

1

g*(Z) — a2n+1z2n+1 — 7Z2n+1’
n!
1

h*(z) — b2n+122n+1 — 7'2271—1—1
n.

die Erzeugenden aus der Behauptung bezeichnen sollen, also:
an 1 22n+1 an 1 22n+1
U 7) — \n+1 - =
(2:2) = (= +2) [82" { n! (z 4+ z)nt! } N oz { n! (z 4 z)ntt }]

B (Z N E)N-l—ll o 22n+1 N or 22n+1
B nl|0zn | (z+2)"+ | 9z0 | (2 + z)H!

(A.10) e L
= (Z —+ Z) +1an!
= (z +z)"*!
=U*(z,2)

Man sieht folglich, dass die Erzeugenden ¢*(z) und h*(z) aus der Behauptung tatséch-
lich die spezielle Losung U*(z, z) = (z + 2)"™! erzeugen. O

A.3. Die Erzeugenden der Funktion U*(z, 2)

Der Beweis von Satz (5) (c¢) benétigt fiir die spezielle Losung
U(2,2) = (z — 2)(z + 2)"*!
der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (3.30)
ou n oUu  2(n+ 1)’

9z 0z 24z

die laut Voraussetzung ebenfalls eine Losung der Bauer—Peschl-Gleichung erster Stufe
(3.2) ist, die Verifikation der folgenden Aussage:
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Behauptung. Die Erzeugenden der speziellen Losung U**(z, z) sind durch

g**(z) — CL2n+222n+2 1 1

mit  agpio = ————, bopio = —
R*(2) = by g2 T (1)l (n+1)!

gegeben.

Beweis. Man bendtigt fiir den spateren Verlauf des Beweises die folgenden beiden
Relationen:

& { } 1 (k) (1= DA
( = i)

0zF | (z + z)nt! (z 4+ 2)mttHh = \j) (n+ 1 —k)!(2n + 2 — j)! ’

(A.11)
o F2n+1 _ 1 FE (n4+1—5)1(2n+2)! A3l (A 19)
0ZF | (# + z)n*! (z +2)mHHh = \j ) (n+1—=k)!I(2n+2—j)!

fir k= 0,...,n mit n € N. Da beide vollig analog mithilfe der vollstandigen Induktion
bewiesen werden konnen, soll dies hier nur fiir die Relation (A.11) vorgezeigt werden:
Basis: Fiir £ = 1 berechnet man die linke und die rechte Seite von (A.11) getrennt
voneinander, um deren Aquivalenz zu demonstrieren:

0 { 222 } _ (@2n+ 2)22 T (2 4 Z)" T — 222 (n 1) (2 4 2)

0z | (2 + z)ntt (z 4 z)2n+2
C @2n+2)22 (2 +2) — 22" (n+ 1)
(z 4 z)nt2
C (2n4+2)22"2 4 (20 +2)22"TZ — (n 4 1)2° 2
B (z + z)nt2
 (n4 1) (2n42)27t 2
(z 4 z)n*2 (z4z)n2 7

bzw.

R Z (1) (n+1—7)!(2n+ 2)!22”+2_j5j -

(z+2)"2 g \J n!(2n +2 — j)!
B 1 \(n+1!2n+2)! 4, N\ n!2n+2)! 5, _
= - z + — % Z
(z+2z)"*+2 | \0 n!(2n + 2)! 1)n!(2n+1)!
B (7’L—|— 1)Z2n+2 (27’L—|—2)Z2n+12
(2 4 z)nt2 (z 4 z)nt+2

Somit ist die Basis gezeigt.
Annahme: Die Aussage (A.11) gilt fiir beliebiges k.

96
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Schritt: Man startet bei der linken Seite von (A.11) mit k + 1 statt k:
ak—‘,—l 22n+2 o ak z2n+2
021 { (2 + z)nt1 } " 0202k { (z + z)n } B
A11) O 1 ko (k n+1—7)1(2n+2)! o
(:)67 _n+1+kz<.> ( k{)( ).'22—&-2]2]
2| (24 2) o\ (n+1=k)(2n+2—j)!

—(n+1+k)(z+ 2" & (k n+1—4)(2n+2)! .
22n+2 J5i
(z + z)2n+2+2k j)(n+1—=K)!2n+2—7)

J=0

1 B\ (n+1-)2n+2)! S
W;(i)(n+1—k)(2n+2—])(2"+2 Jrz

_ (n+1+4k) Zk: E\ (n+1—35)!2n+2) iz,
(z+z"+2+"C jJ(n+1—=FkK)!2n+2—j)!

(n+1-5)'Cn+2)! o1
—2 z
(n+1—-k)!2n+1—j)!

_ k n+1—j) (2n + 2)! 1=z —(n+14+k)z
(z+z"“+k j/n+1—=K)!2n+1-j)! (z+2)2n+2—7)

.

J

=0
k

+
(Z + Z n+1+k ]go

+ 1.

Der Ausdruck in der eckigen Klammer kann nun umgeformt werden zu:

—(n+1+k)z 1o —(n+1+k)z+(2+2)(2n+2—7)
(z+2)(2n+2—7) B (z+2)(2n+2 —j)
Z(—n—1—k+2n+2—j)+z22n+2—j)
(z+2)(2n+2—j)

z(n—k—j+1) z
(z+2)2n+2—-3) (2+2)

Dies nun wieder an die urspriingliche Stelle riickeingesetzt und das Resultat in zwei
Summen aufgespalten, liefert folgende Gleichung;:

ak+1 22n+2
D2k { (z ¥ z)nt } -

B Zk: k n+1—j (2n + 2)! 2tz z(n—k—j+1)
(Z+Zn+1+k]:0 j)(n+1—=K)!2n+1—j) (z4+2)(2n+2—j)
PR By (n+1 _J) (2n +2)! 2= zj z

(z + "H*k o \J) (n+1-Fk)!(2n+1—j)! (z+2)

_ 3 E\ (n+1—7)!(2n + 2)! (n—k—j+1)z2n+2_j2j+

(z+z )Ptk g\ n+1—-Kk)!2n+2—j)!

k? (n+1- ]) (2n +2)! 20— Zj+1
m+1-=FK)!2n+1—7)! '
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Fiithrt man in der zweiten Summe die Indextransformation ; = j + 1 durch, so erhalt

man:
ak—l—l Z2n+2
Ozk+1 { (z + z)nt! } B
B 1 k (k)(n—l—l—j)!(2n+2)!(n—k:—j—l—1)

(n+1-K)!2n+2—j)!

N 1 ’““( k ) (n+2—7)(2n +2)!
(n+1—k)(2n+2—))

2n+2—j§j+

22n+2—]5]'

Die Umbenennung von j zu j, das Herausziehen der Terme fiir j = 0 und j = k + 1
und das Einsetzen der Definition des Binomialkoeffizienten ergibt:

okl ~2n+2
8zk+1{(z+§)"+1} -
1 (n+1)! 5,0 1 (2n + 2)!
T ) (k) Gtz 2n+1— k)
1 b K (n+1—=)2n+2)!(n—k—j+1)
(2 + z)nt2+k jzllj!(k—j)! (n+1—-Fk)!(2n+2—j)!

K (n+2— (20 +2)!
T SO ) =R (2nr2—j)

2n+1—k2k+1+

Z2n+2—] 2] ]
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Die darin vorkommende eckige Klammer lautet nun:

B (n+1-5)Cn+2)l(n—k—-j+1)

Uk —)! n+1—-K)!2n+2—j)!
k! (n+2—-7)'2n+2)!
T )l R@n 2
B k! m+1—-7)'2n+2)! n—k—j+1 n+2—j
_(j—1)!(k—j)!(n+1—k)!2n+2—j)![ j k—j+1
k! (n+1—)(2n+2)!

G-—Dk—)(n+1—k)!2n+2—j)
'l(n—k—J‘F1)(’€—j+1)+J(n+2—j)]
jlk—j+1)
k! (n+1—7)(2n+2)!
G- k=) (n+1—k)!2n+2—7j)
‘lnk—nj+n—k2+kj—k—kj+j2—j+k—j+1+nj+2j—j2]

Jjk—j+1)
B k! (n+1-=)12n+2)! [nk+n—k+1
_(j—1)!(k—j)!(n+1—k)!(2n+2—j)![ jk—j5+1) ]
k! (n+1-)'2n+2)! (E+Dn—-k+1)

G-=DIk=)'(n+1—-K)!Cn+2—51 jlk—j+1)
(k+1)! (n+1-7)!12n+2)!
Mk =+ D) (n—k)(2n +2—5)!

Setzt man dieses Ergebnis nun wieder an die urspriingliche Stelle ein und zieht die
Terme fiir 7 = 0 und j = k+ 1 wieder unter das Summenzeichen hinein, so erhélt man
die Relation (A.11) mit k& + 1 statt k:

Rt Z2nt2 B ki:l k+1\(n+1-7)!(2n+ 2)!Z2n+2—j2j
DzF+1 | (z + Z)n+! i ) (n—=k)!2n+2—j)! ‘

j=0

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt. Die zweite Relation (A.12) kann analog be-
wiesen werden.

Um nun die spezielle Gestalt der Erzeugenden aus der Behauptung zu zeigen, setzt
man zunachst in den beiden Gleichungen (A.11) und (A.12) k = n, also

on 52042 1 “n\(n+1=)'Cn+2)! o o0
an{ —n+1}: —2n+12<'>( 3N - )22+23337
| (24 2) (z+2) =\J (2n 42— j)!

o F2n+2 _ 1 “(n\(n+1-7)!(2n+ 2)!23'22"“7].
0z | (z+ 2~ 2+ S\ (2n+2—j)!
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und subtrahiert dann diese beiden Relationen voneinander:

an z2n+2 an 52n+2
oz" { (z + zZ)ntl } Oz { (z + zZ)ntl } -
1 {z": (n) (A 1=+ 2!,

(2 z)H! j (2n+2—j)!

gj_

j=0
_ zn: <n> (n+1- j)!(2”. + 2)!Zj§2n+27j .
=0 J (2n+2_.])!
Die Indextransformation j = 2n 4+ 2 — j in der zweiten Summe fithrt auf folgendes:
an Z2n+2 an 52n+2
0z" { (z + z)nH! } o { (z 4 z)n+t } -

1 [i <n> (nt 1= U2 +2)! gy,

(z+2)2+1 |5\ (2n+2— j)!
. 2%52 ( n A) (j —n— 1)!(2n + 2)!Z2n+2_355
L \2nt2— 7!

Durch die Umbenennung von j zu j und mithilfe der Definition des Binomialkoeffizi-
enten ergibt sich:

an 22n+2 an 5271—}-2
ozn { (z + z)nt! } o { (z 4+ z)ntt } -

1 n n! (n+1—=7)2n+2)! 5 5 i
_ —onT Z .' Y 5 SREY Z -
(z 4+ 2) j:Oj'(n J)! (2n + J)!
2352 nl (J—n=DICn+2)! 5 .0,
— . . N Z Z
jomia 2n 2 =G —n—2)! J
R zn: nl(n—j+1)2n+ 2)!22n+2—j§j_
(z+2)2 |50 @2n+2—))!
B 2§+:2 n! (J—n-— 1)(2n+2)!22n+2—j2j '
PP (2n + 2 — j)! J!

Nun gilt die Beziehung

nl2n+2) =n!l2Cn+1!2n+2) =n!2n+1)12(n+1) = 2n + 1)12(n + 1)!
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Diese in die vorletzte Gleichung eingesetzt, liefert:

an 22n+2 611 22n+2
dz" { (z + z)nt1 } - oz { (z + z)nH! } -
2(n+1)!

- (z+z 2n+1

Bl Und R (RS VIR }

Xn: n_]+ )(2n+1) 22n+2 jzj
= J'(2n +2 — j)!

Pl J'2n+ 2 —j)

_ 2(n +1)! 2§2( n—j+1)2n+1) S22 5
(z 422+ = 120 +2— ) ’

da der Term fiir j = n 4+ 1 Null ist. Nun gilt, dass

W (n—j+1)(2n+ 1)!22n+27j

2}: an 2 7= (242" (2 -2) (A.13)

ist.

Beweis der Gleichung (A.13): Mit dem binomischen Lehrsatz folgt:

2n+1 9 1 o
(z 42" (z—25) = Y ( nf )( -2
5=0
2n+1 2n+1
_ Z (2” + 1) e Z (2” + 1) L2n+l—j i+l
=0 J =0 J

Fiithrt man in der zweiten Summe die Indextransformation j = j 4+ 1 durch, so
ergibt sich die Gleichung:

2n+1 2n+2 N a
(422 = 3 (2“ 1>22”+2‘j5j -X (237 ’ 1>Z2n+2_j5j'

j=0 J o1 \J T 1

Nun bezeichnet man J mit j und zieht die Terme fiir j = 0 und j = 2n + 2 aus

den Summen heraus:
2ntl 2n+1 2n + 1
j-1)|°

(Z + Z)2n+1(2’ o 2) 2n+2 2n+2 + Z 2n+2—j2j‘
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Die eckige Klammer lautet:
2n +1 2n+1\  (2n+1)! (2n +1)!
j j—=1) 4@Cn+1-5! (G —-D(2n+2—7)!
B (2n +1)! [1 1 ]

T G-DI@2n+1=)j 2m+2—j

B (2n +1)! 2(n+1—7)
U=DICn+1-75)!j2n+2-j)
(2n+1)'2(n—|—1—j)

o jl2n 42— )

Also folgt die Beziehung;:

2n+1 | o
N2l 3\ _ 2042 22042 2n+1)12(n+1-—7) 2 j=j
(2 +2) (z—2) =2 z +jz_:1 j!(2n+2—j)! z z

2n+2—j) '

Somit ist die Giiltigkeit der Gleichung (A.13) gezeigt.
Schliellich folgt damit nun die wichtige Relation:

8n 22n+2 an 52n+2
92" { (2 4 z)n 1 } ED { (z 4 z)n 1 } -

(z + z)2n 1 J'(2n+2 —j5)!
=(n+1l(z-2). A

Laut Formel (A.1) in Abschnitt A.1 kann eine Losung U(z,Zz) der Bauer-Peschl-
Gleichung erster Stufe (3.2) durch die Losungsdarstellung (A.1)

U(z,2) = (z + )" [ j; { (ffgiﬂ } + gn { (sz;)zz“ }]

angegeben werden, wobei hierin

1
*% _ 2n+2 __ 2n+2
97(2) = Az = CE
1
*ok _ 2n+2 __ 2n—+2
PR) = bansa?™ = =
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die Erzeugenden aus der Behauptung bezeichnen sollen, also:

_ vt | 9" 1 22 0" 1 s
Ulz,2) = (2 +2) [82” { (n+ D! (z 4 z)n+1 } EED {_ (n+ 1! (z + z)m+t }]

_ 11 o 222 0" i

= (z+2) n+ 1) azn{(z+5)n+1}_62"{(z—|—2)n+1}
ey e

= (242" (2 - 2)

=U"(z,2).

Man sieht hieran, dass die Erzeugenden ¢**(z) und h**(z) aus der Behauptung die
spezielle Losung U**(z,2) = (2 — 2)(z + z)"™! tatséchlich erzeugen. O
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