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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die perspektivische Beobachtbarkeit betrachtet.
Nach derzeitigem Stand der Forschung sind notwendige und hinreichende Bedin-
gungen bekannt, unter denen ein lineares zeitinvariantes System perspektivisch
beobachtbar ist. Allerdings sind alle bekannten Bedingungen schwer zu iiberprii-
fen. Es wird gezeigt, daf bei einer bekannten Bedingung die Uberpriifung von
unendlich vielen Parametern auf eine endliche Menge reduzierbar ist und somit
die Uberpriifung in der Praxis verwendbar wird.

Es wird eine alternative Formulierung vorgestellt und es werden zuséatzliche hin-
reichende Bedingungen gezeigt. Weiters wird die numerische Stabilitit der Uber-
priifung untersucht und es wird ein numerisch stabiler Algorithmus vorgestellt.
Die Arbeit schliefst mit einer Definition fiir ein Maf fiir die perspektivische Beo-
bachtbarkeit, um die Eigenschaft quantitativ beurteilen zu kénnen.

Schlagworter: perspektivische Beobachtbarkeit, Rangermittlung, Eigenvektor-
Test, numerische Minimierung, Simplex-Verfahren, perspektivisches Beobachtbar-
keitsmalfs
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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird die perspektivische Beobachtbarkeit betrachtet.
Das Konzept wird von Grund auf vorgestellt und sich daraus ergebende Fragen
werden behandelt.

In Kapitel 2] werden die Grundlagen angefiihrt, die in der vorliegenden Arbeit
verwendet werden. Dabei wird vorausgesetzt, dafs die mathematischen Konzepte,
vor allem der Linearen Algebra, bekannt sind. Die verwendeten Konzepte der Sy-
stemtheorie werden hingegen erklart.

In Kapitel [3] wird gezeigt, wie in der Praxis tiberpriift werden kann, ob ein System
die Eigenschaft perspektivische Beobachtbarkeit besitzt.

Verschiedene hinreichende Bedingungen zur Uberpriifung der perspektivischen Be-
obachtbarkeit werden in Kapitel {4| gezeigt. Anhand dieser Bedingungen kann in
bestimmten Spezialfillen die perspektivische Beobachtbarkeit sehr einfach und ef-
fizient tiberpriift werden.

In Kapitel |5| wird die numerische Stabilitéit der Uberpriifung der perspektivischen
Beobachtbarkeit untersucht und die auftretenden Probleme behandelt.
Abschliefend wird in Kapitel [6] versucht aus bereits bekannten Definitionen fiir
Steuerbarkeitsmafe ein Maf fiir die perspektivische Beobachtbarkeit abzuleiten
und zu berechnen.

Im Anhang [A] finden sich Implementierungen der in dieser Arbeit entwickelten
Algorithmen.






Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Konzepte, mit denen man sich in der
vorliegenden Arbeit beschéftigt, vorgestellt. Vergleiche dazu [I]. Aus Griinden der
Einfachheit betrachtet man nur lineare zeitinvariante Systeme. Die verwendeten
Konzepte sind zwar auch fiir nichtlineare bzw. zeitvariante Systeme definiert, diese
Systeme sind allerdings mathematisch sehr viel schwieriger zu behandeln.

2.1 Lineare zeitinvariante Systeme

Die zu untersuchenden Systeme werden in der Formulierung

S0~ As(t) + Bu(t) (2.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.2)

angegeben[l] Der Zustandsvektor z besteht aus n Zustandsvariablen, die den inne-
ren Systemzustand beschreiben. Der Eingangsvektor u besteht aus m Eingangs-
grofsen und der Ausgangsvektor y aus p Ausgangsgrofen. Die vier Matrizen sind
konstant und haben die dazu passenden Dimensionen: die Systemmatrix A ist eine
(n xn)-Matrix, die Eingangsmatrix B ist eine (n x m)-Matrix, die Ausgangsmatrix
C ist eine (p x n)-Matrix und die Durchgriffsmatrix D ist eine (p x m)-Matrix.
Ublicherweise wird D = 0 angenommen und fiir eine kompaktere Schreibweise wer-
den zwei Vereinfachungen getroffen: Die zeitliche Ableitung des Zustandsvektors
wird mit & bezeichnet und die zeitlichen Abhéngigkeiten der Grofen u, x, y werden
nicht explizit angeschrieben. Dadurch ergibt sich die bekannte Darstellung

z=Az+ Bu
y=Cuzx

1Zur besseren Lesbarkeit werden Matrizen fett gedruckt dargestellt.

3



4 2.2. Regulédre Zustandstransformation

fiir ein lineares zeitinvariantes System.

2.2 Regulare Zustandstransformation

Die Wahl der Zustandsvariablen ist bei der Darstellung eines Systems nach
und nicht eindeutig. Durch Transformation kann quasi das Koordinatensy-
stem der Variablen verdndert werden.

Ausgehend vom Zustandsvektor z kann ein neuer Zustandsvektor x = Tz einge-
fithrt werden. Um eine eineindeutige Zuordnung zu gewéahrleisten muf die (n x n)-
Matrix T regulér sein. Ferner wurde sie als konstant gewéahlt. Gleichung wird
zu

Tz = ATz + Bu |- T~ von links (2.5)
;=T 'ATz+T 'Bu
= 5

und Gleichung (2.4)) wird zu

y=CTz (2.7)
Cz

Es ist nun ein dquivalentes System mit z anstatt = als Zustandsvektor entstanden:

z=A,z+B.u (2.8)

Relevante Eigenschaften eines Systems bleiben bei einer regulédren Zustandstrans-
formation erhalten bzw. Kenngrofsen wie zum Beispiel die Gewichtsfunktion oder
die Ubertragungsfunktion verandern sich nicht.

2.2.1 Modaltransformation

Unter den beliebig vielen Zustandstransformationen gibt es einen besonders inter-
essanten Spezialfall. Dabei wird das System so umgewandelt, dafs nach der Trans-
formation die einzelnen Differentialgleichungen in entkoppelter Form vorliegen.
Das bedeutet, dafs die zeitliche Ableitung einer Zustandsvariable nur mehr von der
Zustandsvariable selbst und von den Eingéingen des Systems abhéngig ist, nicht
aber von den anderen Zustandsvariablen.

Waéhlt man fiir die Spalten der Transformationsmatrix Rechtseigenvektoren p; der
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Systemmatrix A, so ergibt sich folgendes System:

;=P 'APz+P 'Bu (2.10)
y=CPz (2.11)
mit P= | pi|p2|...|pn

Um zu kennzeichnen, daf das System modaltransformiert vorliegt, vergibt man
fiir die entstehenden Matrizen neue Symbole:

Z2=Az+du (2.12)
y =02 (2.13)

Die Differentialgleichungen des Systems liegen nun in entkoppelter Form vor, das
heifit die neu entstandene Systemmatrix A besitzt Diagonalform; die Elemente s;
in der Hauptdiagonale sind die Eigenwerte der Systemmatrix A.

A= . (2.14)

Um die Transformation durchfiihren zu kénnen, muf P regulér sein. Dies ist genau
dann der Fall, wenn A n linear unabhéngige Eigenvektoren besitzt. Sind alle Ei-
genwerte von A verschieden (s; # s; Vi, 7,1 # j), dann besitzt A jedenfalls n linear
unabhéngige Eigenvektoren. Bei mehrfachen Eigenwerten ist dies nicht mehr ga-
rantiert; hier kann es weniger als n linear unabhéngige Eigenvektoren geben und
das System kann nicht modaltransformiert werden. Systeme, die modaltransfor-
miert werden konnen, werden auch diagonalisierbar genannt.

Ein weiterer interessanter Spezialfall ist die Transformation in die Jordan-Block-
form. Diese Transformation ist immer moglich, auch bei mehrfachen Eigenwerten.
Die transformierte Systemmatrix besitzt dann so genannte Jordan-Blocke in der
Hauptdiagonale, die die mehrfachen Eigenwerte représentieren. Sind alle Eigen-
werte verschieden, so ist die Jordan-Blockform zur Diagonalform ident.

2.3 Steuerbarkeit

Der Begriff Steuerbarkeit wird wie folgt definiert:
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Das System , wird steuerbar genannt, wenn durch geeignete
Wahl der Eingangsgrofse u der Zustandsvektor x in endlicher Zeit T
aus einem beliebig vorgegebenen Anfangszustand x(0) in den beliebig
vorgegebenen Endzustand x(7T) bewegt werden kann. [I, S. 78]

Daraus ergeben sich unter anderem die folgenden notwendigen und hinreichenden
Kriterien:

1. Kriterium nach Kalman: Die Steuerbarkeitsmatrix S, besitzt vollen Rang.

rangS, =rang[ B AB ... A"'B|=n (2.15)

2. Rangkriterium nach Popov-Belevitch-Hautus: Die Matrix H,, hat Rang n fiir
alle A = s;, wobei s; die Eigenwerte der Systemmatrix A sind.

rangH, =rang | \I-A B | =n (2.16)

3. Eigenvektor-Test nach Popov-Belevitch-Hautus: Kein Links-Figenvektor von
A steht normal auf B.

prA=sptund p'B=0 = p=0 (2.17)

Fiir die Steuerbarkeit eines linearen zeitinvarianten Systems sind nur die System-
und die Eingangsmatrix mafgeblich, die Ausgangsmatrix ist hingegen irrelevant.
Daher spricht man im Zusammenhang mit der Steuerbarkeit oft nur von dem
Matrizenpaar bzw. System (A, B).

2.4 Beobachtbarkeit

Der Begriff Beobachtbarkeit wird wie folgt definiert:

Das System (£2.3), (2.4) wird beobachtbar genannt, wenn aus der
Kenntnis von u(t) und y(¢) in einem endlichen Zeitintervall [0, T, der
unbekannte Anfangszustand x(0) bestimmt werden kann. |1, S. 79|

Daraus ergeben sich unter anderem die folgenden notwendigen und hinreichenden
Kriterien:

1. Kriterium nach Kalman: Die Beobachtbarkeitsmatrix B, besitzt vollen Rang.

C

CA
rang B, = rang , =n (2.18)

CAn—l
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2. Rangkriterium nach Popov-Belevitch-Hautus: Die Matrix H, hat Rang n fiir
alle A = s;, wobei s; die Eigenwerte der Systemmatrix A sind.

M_A] =n (2.19)

rang H, = rang { C
3. Eigenvektor-Test nach Popov-Belevitch-Hautus: Kein Rechts-Eigenvektor von
A steht normal auf C.

Ap=spund Cp=0 = p=0 (2.20)

Fiir die Beobachtbarkeit eines linearen zeitinvarianten Systems sind nur die System-
und die Ausgangsmatrix mafgeblich, die Eingangsmatrix ist hingegen irrelevant.
Daher spricht man im Zusammenhang mit der Beobachtbarkeit oft nur von dem
Matrizenpaar bzw. System (A, C).

2.5 Dualitat von Steuerbarkeit und Beobachtbar-
keit

Die beiden Begriffe Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit sind eng miteinander ver-
bunden; man nennt sie dual zueinander.

Das System (A, B) ist genau dann steuerbar, wenn das System (—AT BT) beob-
achtbar ist. Die Umkehrung davon gilt ebenfalls: (A, C) ist genau dann beobacht-
bar, wenn (—A™T, CT) steuerbar ist.

2.6 Perspektivische Beobachtbarkeit

In [2] wird der Begriff perspektivische Beobachtbarkeit erstmals allgemein einge-
fiihrt:

Ein lineares zeitinvariantes System wird perspektivisch beobacht-
bar genannt, wenn aus der Kenntnis von y(t) bis auf d Dimensionen
in einem endlichen Zeitintervall [0, T'], der unbekannte Anfangszustand
x(0) bis auf d Dimensionen bestimmt werden kann.

Im Gegensatz zur Beobachtbarkeit ist hier der Ausgangsvektor nicht vollstandig
bekannt, sondern nur p — d Dimensionen davon. Man kann sich das als Projekti-
on eines p-dimensionalen Vektors auf p — d Dimensionen vorstellen. Da nur diese
Projektion des Ausgangsvektors bekannt ist, méchte man auch ,nur” eine Projek-
tion des Anfangszustandes des Zustandsvektors auf n — d Dimensionen ermitteln.
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Damit iiberhaupt eine Projektion des Zustandsvektors existieren kann, wird im
weiteren Verlauf der Arbeit davon ausgegangen, daft der Zustandsvektor minde-
stens zweidimensional ist (n > 2).

Systeme, bei denen eine Projektion des Ausgangsvektors bekannt ist, und bei de-
nen es ausreichend ist, Projektionen der inneren Zusténde zu kennen, werden als
perspektivische Systeme bezeichnet. Solche wurden bereits zwei Jahre vorher
in [3] vorgestellt, allerdings nur fiir den Spezialfall d = 1.

2.6.1 Beispiele perspektivischer Systeme

Ein paar Beispiele perspektivischer Systeme sollen das Konzept verdeutlichen:

Gefilmter Drehkorper

In [4] wird als Beispiel ein starrer dreidimensionaler Korper, der sich mit konstanter
Winkelgeschwindigkeit um eine feste Achse dreht, verwendet. Ein Punkt (zy, v, 2¢)
auf dem Korper unterliegt daher der Beziehung

T Ty
2t 2t
0 w1 %)
mit Q=] —w; 0 w3

—W2 —Ws3 0

Die Matrix €2 ist eine konstante schief-symmetrische Rotationsmatrix. Der Kérper
wird mit einer Kamera gefilmt. Das entspricht geometrisch einer perspektivischen
Projektion; jeder Punkt ungleich null ist, bis auf eine Linie durch den Ursprung des
Koordinatensystems, eindeutig bestimmt. Mathematisch kann das mit der Funk-
tion

7 :R*—{(0,0,0)} — RP? (2.22)
ausgedriickt werden, die als

(xta Y, Zt) = [l‘t, Yt Zt] (223)

definiert ist. Die eckigen Klammern des Vektors stehen fiir die so genannten ho-
mogenen Koordinaten.

Fiir das Beispiel nimmt man an, dak der Projektionsschirm bei z; = 1 steht. Jeder
Punkt (x4, ys, 2¢) mit z; # 0 wird auf den Punkt (x;/z;,v:/2) am Schirm proji-
ziert. Dieser Punkt am Schirm représentiert alle Punkte auf einer Linie durch den
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Ursprung und den Punkt (zy, v, z¢). Der Aufbau des Beispiels wird durch Abbil-
dung illustriert. Das lineare System und die Ausgangsfunktion (2.23))
sind ein perspektivisches System.

In diesem Beispiel ist der dreidimensionale Ausgangsvektor in einer zweidimensio-
nalen Projektion bekannt. Das System ist perspektivisch beobachtbar, wenn aus
der Kenntnis der Projektion in einem endlichen Zeitintervall die Projektion des
Anfangszustandes ermittelt werden kann.

Mochte man das Beispiel in die Form ([2.3]) und bringen, so erhilt man

i =Qu (2.24)

y = (2.25)

OO =
O = O
— O O
8

Die Ausgangsmatrix C wird zur Einheitsmatrix, da eine Projektion des kompletten
Zustandsvektors sichtbar ist.

Gefilmter bewegter Drehkorper

Die Verhéltnisse werden komplexer, wenn sich der Drehkorper zusétzlich in ei-
ner Bewegung befindet [4]. Nun gibt es zwei verschiedene Koordinatensysteme.
Das eine besteht aus den Korperkoordinaten (xy,yp, 25), die sich mit konstanter
Geschwindigkeit bewegen:

Ty
Y | =% (2.26)
Zb
Ca
mit Z= | ¢, | = konstant
G

Das zweite Koordinatensystem sind die Kamerakoordinaten. Diese rotieren in Be-
zug auf die Kérperkoordinaten:

Ye = ¥ Yo (2.27)

Fafit man nun beide Bewegungen zusammen, so erhélt man

Le IC(O) <1"
ye | =™ ye(0) |+ 1 ¢ |t (2.28)
Ze 2.(0) C:
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Ye

Zt
Projektionsebene (z, = 1)
Xt
Abbildung 2.1: Gefilmter Drekérper
Es ist bekannt, daf die Gleichung
x(t) = e*x(0) (2.29)
die Losung der Differentialgleichung
T = Az (A konstant) (2.30)
ist. Substituiert man nun
Z=7(0) (2.31)
(o
mit ¥ = | 1,

Vs
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und multipliziert die Gleichung aus, so erkennt man, daf Gleichung (2.29) zweimal
auftritt, einmal allerdings mit dem zusétzlichen Faktor t:

T . z.(0) . ¥,(0)

ve | =P w0) |+ ¥, (0) |t (2.32)

2 z(0) ¥:(0)

Daraus ergeben sich folgende zwei Systeme von Differentialgleichungen:

Ze Le ¢CE
e | = v |+ | ¥y (2.33)
Ze Ze wz
n s
O, | =2 v, (2.34)
¢z 77Z)Z

Schliefslich erhélt man ein lineares zeitinvariantes System der Form

(v)-15al(v) ¢33

Le
mit X, = | v
ZC

fiir die Dynamik des Beispiels. Die Punkte am Korper werden wieder durch eine
Kamera betrachtet, es entsteht die Beobachtungsfunktion

Z : R — B — RP? (2.36)

definiert durch
(Xe, V) = [2e, Ye, 2] (2.37)
und B = {(X,, V) : X, =0} (2.38)

Die eckigen Klammern stehen hier wieder fiir homogene Koordinaten. Die Glei-
chungen (2.35)) und bilden ein perspektivisches System.

In diesem Beispiel ist der sechsdimensionale Ausgangsvektor in einer zweidimen-
sionalen Projektion bekannt. Das System ist perspektivisch beobachtbar, wenn
aus der Kenntnis der Projektion des Ausganges in einem endlichen Zeitraum eine
zweidimensionale Projektion des Anfangszustandes ermittelt werden kann.
Bringt man die Ausgangsfunktion in die Form (2.4), so ist sie als

1000007],,
y=1]1010000 (\P) (2.39)
001000

darstellbar, von der man nur eine Projektion auf zwei Dimensionen kennt.



12 2.6. Perspektivische Beobachtbarkeit

Systeme mit rationalem Ausgang

In [5] wird eine weitere Beispiel-Klasse vorgestellt. Betrachtet man Systeme, zum
Beispiel dritter Ordnung, mit einer rationalen Funktion am Ausgang, also

= Az + Bu (2.40)
_ C11%1 + C12%2 + C13%3

C2121 + Co2X2 + Co3%3

so kann man den Ausgang y als Steigung des Vektors (y;,42)" betrachten:

( a ) =C ﬁ; (2.42)

2
Y 5

. C11 Ci12 (13
mit C =
C21 Ca2 C23

Oder anders formuliert, man kennt die Projektion y = z—; Perspektivisch beob-
achtbar bedeutet nun, dak anhand der Kenntnis von y(t) eine zweidimensionale
Projektion des Anfangszustandes xy, oder wiederum anders formuliert, die Rich-
tung des Anfangszustandes, ermittelt werden kann.

2.6.2 Einschrankungen dieser Arbeit

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird die perspektivische Beobachtbarkeit mit
zwei durch die Praxis motivierten Einschrankungen betrachtet:

1. Es wird nur der reelle Fall betrachtet. Sowohl die Systeme (A € R™™ C €
R®*™) als auch die Projektionen sind reell. Bei praktischen Problemen ist
dies fast immer der Fall.

2. Es wird nur der Fall d = 1 betrachtet, da bereits dieser ,einfache” Fall eine
Reihe von Schwierigkeiten bietet.

2.6.3 Bekannte Ergebnisse

In [4] wird ebenfalls der Fall d = 1 betrachtet. Es werden also, wiederum anders for-
muliert, Linien im n-dimensionalen Zustandsraum auf Linien im p-dimensionalen
Ausgangsraum abgebildet. Als Ergebnis wird vorgestellt, daf ein System iiber die
komplexen Zahlen C genau dann perspektivisch beobachtbar ist, wenn

(SZ‘I — A)(SJI — A)

c —n (2.43)

rang
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fiir alle Eigenwerte s;,s; (i = 1,...,n;5 = 1,...,n) von A gilt. Uber die reel-
len Zahlen R ist diese Bedingung nur hinreichend. Das heiftt, wenn die Bedingung
erfiillt ist, dann ist das System perspektivisch beobachtbar. Ist die Bedingung aller-
dings nicht erfiillt, so kann iiber die perspektivische Beobachtbarkeit des Systems
keine Aussage getroffen werden.

In [6] wird der allgemeinere Fall mit der Unkenntnis von d Dimensionen be-
trachtet. Hier wird das Ergebnis (2.43)) verallgemeinert: Ein System ist perspekti-
visch auf einem d-dimensionalen Unterraum beobachtbar wenn

(sol —A)...(sqI—A)

rang C =n (2.44)

fiir alle Eigenwerte s, ...,Sq von A gilt. Daraus ergeben sich 2¢ Uberpriifungen
fiir d Dimensionen. Diese Bedingung ist in verschiedenen Féllen unterschiedlich
stark:

e Im Fall komplexer Projektionen ist sie hinreichend und notwendig,

e im Fall d = 0 ist sie das Rangkriterium nach Popov-Belevitch-Hautus und
ebenfalls hinreichend und notwendig,

e im Fall d =1 ist sie Bedingung (2.43)),

o fiir den Fall, dafs A lauter reelle Eigenwerte besitzt, ist sie auch hinreichend
und notwendig

e und fiir alle restlichen Falle ist sie nur hinreichend.

In [5] wird wiederum nur der Spezialfall d = 1 betrachtet. Dort wird als Resul-
tat angefiihrt, dafl ein System iiber die reellen Zahlen genau dann perspektivisch
beobachtbar ist, wenn

rang (T = A)é)\QI —A) ] =n (2.45)
fiir alle A1, Ay aus den reellen und konjugiert komplexen Zahlen gilt.
Dieses Resultat wurde 2009 in [7] durch folgendes Beispiel widerlegt:
0 -1 0 O
A<lo oo ) e=lota ] ew
0o 0 1 2
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Die Bedingung ist fiir alle reellen und konjugiert komplexen Zahlen erfiillt,
doch trotzdem ist das System nicht perspektivisch beobachtbar.

Als Ergebnis wird angefiihrt, daf die Aussage aus [5] nur dann korrekt ist, wenn
gewisse zusatzliche Bedingungen fiir A gelten: A muf stark regquldr sein und die
Irrationalitdtsbedingung erfiillen.

Es seien sq,...,s, € C die unterschiedlichen reellen oder komplexen Eigenwerte
von A € R™™) Die Matrix A heifit stark regulir wenn r = n und Re{s;} #
Re{s;} fiir ¢ # j und s; # ;. Die Matrix A erfiillt die Irrationalitétsbedingung
wenn Im{s;}/Im{s;} ¢ Q fir ¢ # j,s; # 5; und s;,s; ¢ R. Zusammengefafit
bedeutet das, dafs die Systemmatrix keine mehrfachen Eigenwerte besitzen darf,
die Realteile der konjugiert komplexen Eigenwert-Paare verschieden sein miissen
und die Verhéltnisse der Imaginérteile der konjugiert komplexen Eigenwert-Paare
irrational sein miissen.

2.6.4 Derzeitiger Wissensstand

Der derzeitige Stand der Forschung kann wie folgt zusammengefafst werden:
Ein System ist genau dann perspektivisch beobachtbar, wenn die Systemmatrix A
stark regular ist, die Irrationalitatsbedingung erfiillt und

(I — A)(MI— A) } _

C VA1, A2 € R oder konj. komplex  (2.47)

rang
gilt.
Im weiteren Verlauf der Arbeit wird die reellwertige Matrix

Hyy = Hyy (A1, A2) = [ (Al - Agm —A) (2.48)

verwendet. Die gewidhlte Bezeichnung H,,, leitet sich von der mit H, bezeichneten
Matrix des Popov-Belevitch-Hautus-Kriteriums ab. Die Abhéngigkeit der Matrix
H,, von A\; und Ay wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht immer explizit
angeschrieben.

2.6.5 Alternative Formulierung

Die Formulierung mit den beiden Parametern A\; und Ay wird in [4], [5] und [6]
bevorzugt und verdeutlicht den Zusammenhang mit dem Popov-Belevitch-Hautus-
Rangkriterium. In [7] wird eine dquivalente Formulierung der Bedingung ([2.47))
bevorzugt:

2
A +O‘A+m}:n Va, 8 € R (2.49)

rang H,, (o, §) = rang [ C
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Durch Ausmultiplizieren des Produktes in (2.47) sieht man, daf die beiden Rang-
bedingungen &quivalent sind:

AMI=A) QI —A) =A%+ (=X — ) A+ M\ 1 (2.50)
——— \\E./

Fiir reelle und konjugiert komplexe \; sind die Ausdriicke (—X\; — A2) und A g
immer reell.

2.6.6 Invarianz gegeniiber reguliren Zustandstransformatio-
nen

Wie bereits erwiahnt, gibt es Systemeigenschaften, die gegeniiber reguldren Zu-
standstransformationen invariant sind (zum Beispiel Steuerbarkeit, Beobachtbar-
keit). Es wird nun gezeigt, dak auch die Eigenschaft der perspektivischen Beo-
bachtbarkeit invariant gegeniiber reguldren Zustandstransformationen ist.

Bewers. Erfiillt A die Voraussetzungen stark regulédr und die Irrationalitdtsbeding-
ung, so erfiillt auch die transformierte Systemmatrix T~ AT die Voraussetzungen,
da die Eigenwerte ebenfalls invariant gegeniiber reguléren Transformationen sind.
Das Kriterium zur Uberpriifung perspektivischer Beobachtbarkeit fiir das urspriing-

liche System (12.3) und ([2.4)) lautet

A2—|—ozA—|—ﬁI] o (2.51)

rang H,,, = rang [ C

Fiir das transformierte System (2.8)) und (2.9)) ist der Rang folgender Matrix aus-

zuwerten:

T-'AT)? + o T 'AT + 51
Hyy,. = { ( ) CT (2.52)
mit (T'AT)? = T 'ATT 'AT = T'A’T
und T'IT =T 'T =1
[ TYA2+ A + 6T
= { CT (2.53)

Der Rang von T ist gleich n, T! besitzt ebenfalls vollen Rang. Deswegen gilt
rang H,, = rang H,, . O

und daraus folgt, daf die perspektivische Beobachtbarkeit invariant gegeniiber
reguldren Zustandstransformationen ist.
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2.7 Steuerbarkeitsmalse

Die Steuerbarkeit ist eine bindre Eigenschaft. Entweder ein System ist steuerbar,
oder nicht. Diese Einteilung ist bei verschiedenen Fragestellungen unzureichend.
Deswegen wiinscht man sich Mafzahlen, die quantitativ angeben wie gut steuer-
bar ein System ist. Es gibt verschiedene Vorschliage fiir Steuerbarkeitsmafe. Eine
vielversprechende Definition wird in [8] vorgestellt:

w(A,B) = 51;1?}13{” [0A,0B]||2 : (A + 0A,B + ¢B) nicht steuerbar} (2.54)

Das Maf représentiert den euklidischen Abstand von dem System (A,B) zum
néchsten nicht steuerbaren System. In [9] wird gezeigt, dak das Mak (2.54)) als

w(A,B) = r)l\aelél on([N\— A, BJ) (2.55)

dargestellt werden kann.
Ein anderer Vorschlag fiir eine Mafdefinition stammt aus [I0]. Dort wird das Mafs

A(A,B) = 6r11&115r]13{dA||5A||2 + dp||0B]|2 : (A + A, B + 0B) nicht steuerbar}
(2.56)

vorgeschlagen, das als

A*(A,B)= min da2"A(I - 22" ATz + dpa"BB Mz (2.57)

zeCn,||lz||=1

berechnet werden kann, wobei 2 den konjugiert transponierten Vektor z symbo-
lisiert.

2.8 Beobachtbarkeitsmafse

Fiir die Beobachtbarkeit gelten die gleichen Uberlegungen und Wiinsche wie fiir
die Steuerbarkeit. Aufgrund der Dualitét der beiden Eigenschaften kann man aus
den Steuerbarkeitsmafen Beobachtbarkeitsmafe ableiten. Fiir das System (A, C)
erhdlt man ein Beobachtbarkeitsmafl, wenn man das Steuerbarkeitsmaf fiir das
System (—AT CT) ausrechnet.



Kapitel 3

Uberpriifung perspektivischer
Beobachtbarkeit

In Abschnitt wurde beschrieben, unter welchen Bedingungen ein System per-
spektivisch beobachtbar ist. Die Uberpriifung der Bedingung sieht auf den
ersten Blick schwierig aus, da die Matrix H,,, fiir alle A\; und A vollen Rang besit-
zen muf. Bei ndherer Betrachtung zeigt sich jedoch, daf man das Kriterium nicht
fiir alle Ay und A, iiberpriifen muft. Man kann eine Liste von Kandidaten, maximal
O(n?) viele, angeben, deren Uberpriifung geniigt. Besitzt die Matrix H,,, bei allen
Kandidaten vollen Rang, so gilt dies auch fiir alle reelle oder konjugiert komplexe
A1 und As. Die vollstdndige Kandidatenliste wird nun in diesem Kapitel Schritt
fiir Schritt erarbeitet.

3.1 Rangermittlung

Seien A € R™™ und o(A) die Menge der Eigenwerte s1,..., s, von A so gilt

rang A;(A) =n YAeC\o(A) (3.1)
mit A;(\) = A — A

Beweis. Es gilt
rang(AI — A) <n <= det(\I - A) =0 (3.2)

Die Determinante von A\I — A ist das charakteristische Polynom der Matrix A und
kann als

det(\I— A) = JJ( = s:) (3.3)

17
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dargestellt werden. Es ist ersichtlich, daft nur bei A = s; der Rang kleiner n werden
kann und obige Aussage gilt. m

Man sieht auch, daf die Aussage
rang(\I — A) <n<= e o(A) (3.4)

dquivalent zu Aussage ((3.1)) ist.

Seien A € RO und sy, ..., s, die Eigenwerte von A, dann gilt

rang Apa(s;,s;) <n—2  Vi,j=1,....n; i #] (3.5)
mit Alg()\l, )\2) = ()\1]: — A)()\QI — A)

Die Matrix A liRt sich immer als WIJW ! darstellen, wobei J Jordan-Blockform
besitzt. Die obige Aussage laft sich mit Hilfe dieser Transformation zeigen, aller-
dings ist der Beweis umstéandlich anzuschreiben.

Da fiir das angegebene Kriterium fiir perspektivische Beobachtbarkeit A stark re-
guldr vorausgesetzt wird, und alle stark reguldren Matrizen diagonalisierbar sind,
wird die Aussage nur fiir diagonalisierbare Matrizen gezeigt:

Beweis. Die Matrix A ist diagonalisierbar, deswegen kann A als PAP~! dar-
gestellt werden. Die Spalten der reguldren Matrix P sind Rechts-Eigenvektoren
von A; A ist eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten von A (siehe auch Ab-

schnitt [2.2.1). Daher gilt

S; — 51 O

Ai(s;)) =P s;—5;,=0 p! (3.6)

Si — Sn |

Der Rang der Matrix A;(s;) ist gleich dem Rang von A, und somit kleiner gleich
n— 1.
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Betrachtet man nun den Rang der Matrix As(s;, s;), so kann dieser als
[ s; —s1 0 55— s1 0
P 8 —8i P 'P sj— 8 P l= (3.7)

Si — Sn 8j — Sn

[ (si —s1)(sj — s1) 0
0(sj — s4)

(si —s;)0

0

(si — sn)(sj — sn) J

dargestellt werden. Es ergeben sich hier mindestens 2 Nulleintrage in der Diago-
nalmatrix, aus diesem Grund ist der Rang kleiner gleich n — 2. O

Nun wird untersucht, wie sich der Rang der Matrix
rang Aq12(A1, A2) VA1, A2 € R oder konjugiert komplex (3.9)

in Abhéngigkeit von zwei Parametern A\, Ay verhalt.

Fiir eine kompakte Schreibweise wird folgende Notation festgelegt: Mit sq,...,s,
werden die Eigenwerte der Matrix A symbolisiert, og(A) ist die Menge aller reellen
Eigenwerte und oc(A) ist die Menge aller komplexen Eigenwerte.

Es gibt fiinf verschiedene Félle, aus welchen Mengen man die beiden Parameter
A1 und Ay wahlen kann:

i) beide Parameter sind reell aber keine Eigenwerte
()\1, A ER \ O'R(A))

ii) Parameter sind konjugiert komplex aber keine Eigenwerte
()\1 c C \ O'((j(A), )\2 = )\1)

iii) beide Parameter sind reell und Eigenwerte
()\1, )\2 € O'R(A)>

iv) Parameter sind konjugiert komplex und Eigenwerte
(A1, A2 € oc(A), Ay = Ay)

v) beide Parameter sind reell, einer ist allerdings ein Eigenwert

()\1 € UR(A), )\2 eR \ UR(A))
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Alle anderen Kombinationen sind aufgrund der Tatsache, daft A; und A, reell oder
konjugiert komplex sein miissen, ausgeschlossen.

In den Féllen i) und ii) ist der Rang gleich n. Es wurde bereits gezeigt, dafs A ()
vollen Rang besitzt. Das Produkt von A;(A1)A1()\2) besitzt dann ebenfalls vollen
Rang.

In den Fillen iii) und iv) ist der Rang laut Aussage kleiner gleich n — 2.
Bleibt noch Fall v) zu betrachten: Der Rang der Matrix A;(\;) ist kleiner gleich
n — 1, der Rang der Matrix A;(\y) ist gleich n, also ist der Rang des Produktes
kleiner gleich n — 1, unabhéngig der Wahl von \;! Der Rangverlust wird hier nur
mit einem Freiheitsgrad (A;) erreicht, der zweite Freiheitsgrad (A2) wird nicht
verwendet. Deswegen kann der zweite Parameter beliebig gewahlt werden, der
Einfachheit halber Ay = 0.

Es zeigt sich, dal nur in den Féllen iii), iv) und v) der Rang kleiner n werden
kann. Man kann nun eine Menge S an Kandidaten definieren, deren Uberpriifung
ausreicht, um den vollen Rang der Matrix Aj5(\;, \2) zu priifen:

S ={(A1,A2)}
={(s1,52) | 51,82 € or(A)}U Fall iii)
{(s1,52) | 51,52 € oc(A),s1 =53} U Fall iv)
{(51,0) | s1 € or(A)} Fall v) (3.10)

Oder alternativ, mit Hilfe der Beziehung (2.50]), in den Parametern « und f:
S ={(a,0)}

:{(—81 — 82,8182) | S1,82 € O']R(A)}U
{(_51 - 3275132) | S1,82 € Uc(A),S1 = E}U
{(=s1,0) | s1 € or(A)} (3.11)

3.2 Kandidaten fiir die Uberpriifung

Um nun das Kriterium bzw. zu iiberpriifen, reicht es, wenn man in
Abschnitt erarbeitete Kandidatenliste iiberpriift. Sie deckt alle moglichen Falle
ab, wie der obere Teil Aj5(A1, A2) den Rang verlieren kann. Nur dann kann auch
die gesamte Matrix den Rang verlieren.

3.3 Alternatives Kriterium

Das Rangkriterium nach Popov-Belevitch-Hautus kann auch alternativ als Eigen-
vektortest formuliert werden (siehe Abschnitt . Da das Kriterium zur Uberprii-
fung perspektivischer Beobachtbarkeit eine Verallgemeinerung des Rangkriteriums
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nach Popov-Belevitch-Hautus ist, ist auch hier eine alternative Formulierung mog-
lich.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(AMI— A)(MI— A)

D rang H,, = rang C =n VA,\ES
@ Cp; #0 Vi, p; € R"
und

Cp;, Cp; linear unabhangig Vi, 7, 1 # j; pi+pj € R”
wobei p1, ..., p, die Rechtseigenvektoren

der Systemmatrix sind.

3.3.1 Kommutivitat eines Matrizenproduktes

Um die obige Aquivalenz zu zeigen, ist noch ein Zwischenresultat notwendig, das
zuerst bewiesen wird:
Das Produkt

(MI—A)(AI—A) (3.13)
ist kommutativ fiir A\, Ay € C.

Beweis. Durch Ausmultiplizieren und wieder herausheben sieht man die Kommus-
tivitat:

= (AI—A)(MI—A) 0

Jetzt kann die Aquivalenz zwischen (1) und 2) gezeigt werden.

Beweis. Zuerst wird ) < (2) gezeigt.
Dazu nimmt man an, daf

rang H,, <n (3.15)
sei. Deswegen

IPpeR":H,yp=0 (3.16)
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Diese Gleichung kann aufgrund der Form von H,, in zwei Gleichungen aufgeteilt
werden:

Cp=0 (3.18)

Nun gibt es zwei Moglichkeiten, wie der Vektor p aussehen kann, damit er die

Gleichungen (3.17)) und (3.18]) erfiillt.

Fall 1: p ist ein reeller Eigenvektor von A es gilt
(sI—A)p=0 (3.19)

wobei s der zu p gehorige Eigenwert ist. Jetzt kann man A; = s wahlen und sieht
so, daf die Gleichung (3.17)) (fiir alle \y) erfillt ist:

(sST— A)AI—A)p =0 (3.20)
MI—A)(sSI—A)p=0 (3.21)
—_——

0

Also erfiillt jeder reelle Eigenvektor, der Cp = 0 erfiillt, die beiden Gleichun-
gen (13.17) und (3.18]).
Fall 2: p ist eine Linear-Kombination aus zwei Eigenvektoren:

p = ap; + Bp; (3.22)

Man wahlt nun A\; = s; und Ay = s;, wobei s; und s; die zu den Eigenvektoren
gehorigen Eigenwerte sind. Dadurch wird Gleichung (3.17)) erfiillt:

(s:I—A)(s,I— A)(ap; + Bp;) =0 (3.23)
a(s;I—A) (s;I—A)p;,+08(s;I —A) (s;,I—A)p; =0 (3.24)
v v

Da p € R™ muf natiirlich die Summe der beiden Eigenvektoren auch reell sein.
Daraus folgt, daf die dazugehoérigen Eigenwerte auch reell bzw. konjugiert komplex
sein miissen. Fiir Gleichung (3.18) gilt dann

Cp=0 (3.25)
Clap: + Bp;) = 0 (3.26)
aCp; + Cp; =0 (3.27)

Um die Gleichung (3.27) zu erfiillen miissen die Vektoren Cp; und Cp; linear ab-
héngig sein.

Also erfiillen zwei Eigenvektoren von A die beiden Gleichungen (3.17)) und (3.18])
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wenn die Vektoren Cp; und Cp; linear abhangig sind und die Summe der Eigen-
vektoren reell ist.

Jetzt bleibt noch die Gegenrichtung @) = (@) offen:
Hier gibt es wieder zwei mogliche Falle.
Fall 1: Man nimmt man es

dpeR": (sI—A)p=0und (3.28)
Cp=0 (3.29)

Erfiillt ein Vektor die Gleichung (3.28)), so erfiillt er auch

(sI—A)p=0 |- (A2l — A) von links (3.30)
(MNI-—A)(sI-A)p=0 (3.31)
Schreibt man nun die beiden Gleichungen (3.31]) und (3.29)) als eine an, so erhélt
man
(sI—A)(AI-A) 10
{ C =10 (3.32)

oder anders formuliert (mit s = \)

rang { (I - A)é)\QI —A) ] <n (3.33)
Fall 2: Man nimmt an es
3pi,p; ¢ (sl — A)py, fiir k =1, 7, p; + p; € R" und
Cp;, Cp, linear abhéngig (3.34)

Formt man nun die beiden Eigenvektorgleichungen um und definiert p = ap; + Bp,
so erhalt man

(sil —A)pi =0 e (s;1—A)p; =0 |- B (3.35)
a(sil—A)p;, + B(s;1—A)p; =0+0 (3.36)
(51— A)(s,T— A)(ap; + Bp,) = 0 (3.37)
(siI—A)(s;I—A)p=0 (3.38)

Bedingung kann als
oszi + ﬁij =0 (339)
C(ap; + Bp;) =0 (3.40)

Cp=0 (3.41)
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formuliert werden. Fiigt man nun die beiden Gleichungen (3.38)) und (3.41)) zu-

sammen, ergibt sich

{ (5,1 — A)ésjl ~A) } . { 8 } (3.42)

oder anders formuliert (mit A; = s; und Ay = s;)

e [ (A — Azj()\gI —A) ] .

3.4 FErgebnis

Zusammenfassend kann das Ergebnis aus Abschnitt [2.6.4] verbessert werden, indem
die Menge der moglichen Parameterwerte eingeschrankt wird. Zusétzlich kann das
Kriterium auf eine alternative Weise formuliert werden.

Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Ein System der Form ([2.3)) und (£2.4) ist perspektivisch beobachtbar

2. Die Systemmatrix A ist stark regular, erfiillt die Irrationalitdtsbedingung

und
rang (MI - Aé)\QI —A) n o Y(A, ) €S (3.43)
mit S = {(s1, 82) | 51,82 € or(A)} U
{(s1,82) | 81,82 € oc(A), 51 =53} U
{(51,0) | 51 € or(A)} (3.44)
gilt.

3. Die Systemmatrix A ist stark regulér, erfiillt die Irrationalitdtsbedingung
und

Cpi#0 Vi, p eR"
und
Cp;, Cp; linear unabhéngig Vi, j3; i # j; pi+pj € R? (3.45)

ist erfullt.



Kapitel 4

Hinreichende Bedingungen
perspektivischer Beobachtbarkeit

In diesem Kapitel werden verschiedene hinreichende Bedingungen vorgestellt, mit
denen unter bestimmten Voraussetzungen relativ einfach die Eigenschaft der per-
spektivischen Beobachtbarkeit {iberpriift werden kann. Es wird immer davon aus-
gegangen, daft die Systemmatrix A stark regulér ist und die Irrationalitdtsbeding-
ung erfiillt.

4.1 Systeme mit skalarem Ausgang

Systeme der Form ([2.3), (2.4) besitzen einen skalaren Ausgang, wenn die Aus-
gangsmatrix C eine (1 x n)-Matrix ist. Solche Systeme sind nicht perspektivisch
beobachtbar.

Bewers. Da die Systemmatrix A die beiden Voraussetzungen erfiillt, kann das Sy-
stem in Diagonalform (£2.12]), (2.13) transformiert werden. Fir die Matrix H,, (A1, A2)
ergibt sich folgende Struktur:

(A1 = s1)(A2 = s1) 0
(A1 = s2)(A2 — 52)
Hy, = O (4.1)
_ _ ()\1 - Snz()\Q - sn)
5 55 . 5
wobei 61, . .., 6, die Eintrige der transformierten Ausgangsmatrix sind. Die Eigen-
werte sq,...,s, sind entweder reell oder konjugiert komplexe Paare. Weil n > 2

kénnen mit Hilfe der beiden Parameter \; und A\, zwei Eintrige in der Diagonale

25
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Null gesetzt werden. Es ergibt sich daher (mit Ay = s; und Ay = s;)
[ (si —s1)(s; —s1) 0
0(s; — si)

(si —s5)0

0

_ _ (si = 8n)(sj = sn)

51 5 5 on

Die Spalten der Eigenwerte s; und s; bestehen nun aus n Nullen und einem Eintrag
aus 0 und sind somit zueinander parallel. O]

4.2 Die Ausgangsmatrix besitzt Rang 1
Systeme der Form , sind nie perspektivisch beobachtbar, wenn

rang C =1 (4.3)
gilt.

Beweis. Die Korrektheit der Aussage ergibt sich aus den Argumenten aus Ab-
schnitt und der Tatsache, daf bei Matrizen mit Rang 1, auch nach regulédren
Zustandstransformationen, alle Spalten zueinander parallel sind. O

4.3 Die Ausgangsmatrix besitzt Rang n

Systeme der Form , sind immer perspektivisch beobachtbar, wenn
rangC =n (4.4)

gilt.

Beweis. Die Matrix H,, setzt sich aus zwei Teilen zusammen, die iibereinander
,gestapelt® werden:
H,, — (MI—A)(AI—-A) (4.5)
C
Der untere Teil C hat Rang n, das heifst er besteht aus n linear unabhéngigen Spal-
ten. Somit besteht die gesamte Matrix auch aus n linear unabhéngigen Spalten,
unabhangig vom oberen Teil der Matrix. Also besitzt H,, auch Rang n. m
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4.4 Zusammenhange mit der Beobachtbarkeit

4.4.1 Nicht beobachtbare Systeme

Systeme der Form ([2.3)), (2.4)), die nicht beobachtbar sind, sind nicht perspektivisch
beobachtbar.

Beweis. Fiir ein nichtbeobachtbares System ist das Rangkriterium nach Popov-
Belevitch-Hautus (2.19) verletzt, das heift, es

EI/\GC:rang{)\IéA}<n (4.6)
Daraus folgt, es
EIpE(C":{/\I_A]p:O (4.7)
C
Gleichung (4.7)) kann in folgende zwei Gleichungen aufgespalten werden:
(M —A)p=0 |-(A—A) von links (4.8)
Cp=0 (4.9)

Erweitert man Gleichung (4.8) und fiihrt sie wieder mit Gleichung (4.9)) zusammen,

so erhilt man

[(XI—AéAI—A)}pZO (4.10)

oder anders formuliert (mit A = A\; und A = \y)

ame { (MI— A)(SAQI —A) ] -

st A eC \ R, so sind \; und Ay konjugiert komplex. Anderenfalls ist A € R und
A = A und somit sind A; und A, gleich und reell.

]

4.4.2 Perspektivisch beobachtbare Systeme
Systeme der Form (2.3)), (2.4)), die perspektivisch beobachtbar sind, sind beobacht-

bar.

Beweis. Die Korrektheit folgt aus Abschnitt und dem Kontrapositionsgesetz:
Sind A und B logische Aussagen, so gilt

A— Be=-B—-A (4.11)
0
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4.5 Systeme in Modalform

Sind Systeme in Form ({2.12), (2.13) gegeben, so spricht man von der Modalform.
Die Spalten der Ausgangsmatrix é werden als 01, ..., d, bezeichnet:

d=1|01|0|...|0n (4.12)

In diesem Abschnitt werden zwei strukturelle Bedingungen fiir Systeme in Modal-
form vorgestellt, die die Eigenschaft der perspektivischen Beobachtbarkeit zersto-
ren. Liegt ein System in Modalform vor und die beiden Bedingungen sind nicht
erfiillt, so ist das System perspektivisch beobachtbar.

4.5.1 Ausgangsmatrix mit einer Nullspalte

Systeme der Form (2.12)), (2.13) sind nicht perspektivisch beobachtbar, wenn die
Matrix § eine Nullspalte besitzt. Mathematisch kann das folgendermafsen formu-
liert werden:

0
_ 0 _

Ji:o; = — (A, 9) nicht perspektivisch beobachtbar (4.13)

0

Beweis. Fiir Systeme der Form (2.12)), (2.13) ergibt sich die Matrix H,, als
[ (A1 = s1) (A2 = s1) 0 |
(A1 = 52)(A2 — 52)

Hyy (A1, A2) = 0 . (A1 — $0) (A2 — $n) (4.14)

5 55 . on

Wahlt man nun fiir \; = s; und fiir Ay = 5; so erhélt man

[ (si —51) (57 — 1) 0

(si — si)(5i — s4)
H,, = 0 s (4.15)

(8i = 5n)(5i — 5n)
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und man erkennt unter Beriicksichtigung von 6; = 0, daf die i-te Spalte aus Nullen
besteht. Somit ist

rang H,, <n [

4.5.2 Zwei linear abhangige Spalten in der Ausgangsmatrix

Systeme der Form ({2.12)), (2.13)) sind nicht perspektivisch beobachtbar, wenn die
Matrix § zwei linear abhédngige Spalten besitzt und die Summe der ,zugehorigen”
Eigenwerte von A reell ist. Mathematisch kann das als

= ,5j linear abhangig und s; +s; € R
(

i7j : Sz
— (A, d) nicht perspektivisch beobachtbar (4.16)

formuliert werden.

Beweis. Gleichung (4.14]) zeigt die Gestalt der Matrix H,,, fiir Systeme in Modal-
form. Dieses Mal wird Ay = s, und Ay = s; gesetzt. Da die Summe der beiden
Eigenwerte s;, s; reell ist, sind die beiden Parameter A;, Ao entweder reell oder
konjugiert komplex, und diese Wahl ist zulédssig. Man erhélt somit die Matrix

[ (si—s1)(sj —s1) O

(si —si)(s;

0

01 5

Weil §; und §; zueinander parallel sind, sind auch die i-te und die j-te Spalte von

H,, zueinander parallel und es gilt

— 5;)

(si — s5)(s5 — s5)

d;

rang H,, <n

(Si - Sn)(sj - Sn)

On

]
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Kapitel 5

Numerisch stabile Uberpriifung der
perspektivischen Beobachtbarkeit

In Kapitel |3| wurde eine Methode vorgestellt, wie man die Rangbedingung
bzw. @I} direkt {iberpriifen kann. Diese Uberpriifung setzt voraus, daf die Ei-
genwerte der Systemmatrix A exakt bekannt sind. Deswegen werden in diesem
Kapitel ein Algorithmus erarbeitet, der ohne exakte Kenntnis der Eigenwerte aus-
kommt.

5.1 Numerische Probleme bei der Uberpriifung der
Rangbedingung

Falls die Eigenwerte der Systemmatrix nicht exakt bekannt sind, werden diese nu-
merisch berechnet. Bei der Berechnung kénnen Fehler auftreten. Die Rangbedin-
gung wird somit an den ,falschen* Stellen ausgewertet und das Ergebnis ist nicht
aussagekriftig. Folgendes Beispiel, inspiriert durch [11], zeigt diese Problematik:

1 0 0

A=10 20 (5.1)
|0 0 3

- 10 5 0

0= 6 3 1 (5.2)

Man erkennt, daf§ & zwei ,parallele Spalten besitzt und die zugehérigen Eigenwerte
von A reell sind. Somit ist das vorliegende System nach Abschnitt nicht
perspektivisch beobachtbar.

31
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Durch eine regulidre Zustandstransformation mit

1 -4 7
P=|-3 9 —49 (5.3)
0 1 9

entsteht das System
—149 —-50 —154

A=PAP'=| 537 180 546 (5.4)
-27 -9 =25
< 1435 475 1470
C=0P=1 g8 284 879 (5:5)

Kennt man diese Zustandstransformation und wertet den Rang von H,,(a, 3) von
A und C bei @ = —3 und [ = 2 mit Hilfe von MATLAB aus, so betragt der mi-
nimalen Singuldrwert an dieser Stelle 3.10 - 1071* und der Rangverlust der Matrix
wird erkannt.

Kennt man hingegen nur A und C und ermittelt mittels MATLAB die Eigen-
werte von A, so erhélt man fiir den mafigeblichen Kandidaten das Wertepaar
(—=3—5.02-107", 24 1.05-10'"). Der minimale Singuldrwert von H,,, an dieser
Stelle betrigt 3.31 - 10712, laut MATLAB besitzt die Matrix vollen Rang.

Bereits die hier vorliegenden Abweichungen im Bereich von 107! reichen aus,
damit die Uberpriifung des Kriteriums fehlschligt. Man wiinscht sich daher ei-
ne numerisch stabile Methode, die nicht auf die exakte Kenntnis der Eigenwerte
angewiesen ist.

5.2 Formulierung als Minimierungsproblem
Sind oy, ..., 0, die geordneten Singuldrwerte einer Matrix Q, so gilt
01>09>...20.>0,41=...=0,=0<=rangQ =r. (5.6)

Diese Beziehung wird zur numerischen Bestimmung des Ranges von QQ verwendet.
Die Anzahl der Singuldrwerte, die iiber einer vorgegebenen Toleranzschranke lie-
gen, ist der numerische Rang der Matrix.

Will man nun wissen, ob der Rang von Q kleiner als n ist, so reicht es, zu iiber-
priifen ob der minimale Singuldrwert o,(Q) gleich null ist.

Man kann also Bedingung in

pry(a,ﬂ)zan([Az—i_aCAjLﬁI])750 Vo, € R (5.7)
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umformulieren. Die Bedingung ist erfiillt, wenn fiir das globale Minimum

' 0 5.8
min fu,, (o, 8) > (5-8)
gilt.
Das Problem wurde nun von der Uberpriifung des (diskreten) Ranges einer Matrix
in ein (kontinuierliches) Minimierungsproblem {iberfiihrt.

5.3 Eigenschaften des Minimierungsproblems

Die Funktion fu,,(a, 3) ist stetig und kann mehrere lokale Minima besitzen. Die
Abbildungen bis zeigen das Aussehen der Funktion fiir die Beispiele (5.9)
bis (5.12).

Typischerweise werden solche Minimierungsprobleme mit Hilfe numerischer Op-
timierungsverfahren gelost, die von einem Startpunkt ausgehend mit Hilfe der
Steigung und der Kriimmung der Funktion ein Minimum suchen.

Um diesen Prozel anschaulicher darzustellen, interpretiert man den Verlauf der
Funktion als ,Landschaft. Die Standard-Verfahren kénnen auf dem Weg zum Mi-
nimum nur ,bergab®, nicht aber ,bergauf* oder ,,geradeaus” suchen. So finden diese
Verfahren eventuell nur ein lokales Minimum und nicht das (gesuchte) globale Mi-
nimum.

Dieses Verhalten kann gut durch Abbildung verdeutlicht werden. Die Land-
schaft besteht aus zwei ,Mulden“, die durch einen ,Berg“ voneinander getrennt
sind. Ein Standard-Verfahren wiirde, je nach Startpunkt, nur das Minimum der
jeweiligen Mulde finden, aber nicht in die andere Mulde wechseln kénnen.

Eine weitere Schwierigkeit fiir diese Verfahren sind ,ebene” Gebiete. In Abbil-
dung erkennt man 3 ,Téaler”, deren Talbéden (im Gegensatz zu natiirlichen
Télern) keine Gefélle aufweisen. Die Verfahren wiirden zwar eines dieser Téler
finden, aber die Suche ware dort zu Ende. Sie konnen nicht mehr weiter bergab
suchen und finden an jeder Stelle im Talboden ein lokales Minimum.

5.3.1 Beispiele
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Abbildung 5.1: minimaler Singuldrwert von H,, iiber o, 3, Beispiel 1}

Abbildung 5.2: minimaler Singuldrwert von H,, iiber o, 3, Beispiel 1)
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Abbildung 5.3: minimaler Singuldrwert von H,,, iiber «, 3, Beispiel 1)

Abbildung 5.4: minimaler Singuldrwert von H,, iiber o, 3, Beispiel 1)
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Die Abbildungen [5.1] bis [5.4] zeigen den Verlauf des minimalen Singuldrwertes der
folgenden Beispiele:

[ —81 —56 57 11 -
1 000
A, — 146 102 106 20 | Ci—lo10 0 (5.9)
62 43  —46 9 00 10
| 203 138 —149 31 L
[0 1 0 0
-1 0 0 0 (1.0 1 0
A=l 9 0 2 Va3l C2=10 101 (5.10)
0 0 —V2 2
-6 0 0 - -
As=| 0 —4 0 | Cs = ; ? 1 (5.11)
0 0 -2 L 1
[ —2 —43.2 —684 TR
Aj=| 0 —-794 —1188 |, C, = | 9 5 (5.12)
| 0 396 59.2 L .

Das Beispiel (A4, C;) stammt aus [6].

5.4 Losungsansatze

Fiir die Suche nach dem Wertepaar (o, 3), das den Rang der Matrix H,, ver-
ringert, bzw. nach dem globalen Minimum von fg,, (o, 3) werden eine Reihe von
verschiedenen Losungsansatzen vorgestellt.

5.4.1 Test nach Gao und Neumann

Das Problem der Uberpriifung von perspektivischer Beobachtbarkeit ist dem Pro-
blem der Uberpriifung von Beobachtbarkeit #hnlich. Ein System ist genau dann
beobachtbar, wenn das Rangkriterium nach Popov-Belevitch-Hautus erfiillt
ist. Daraus kann ein Beobachtbarkeitsmafs abgeleitet werden, das angibt, wie gut
beobachtbar ein System ist (vergleiche dazu [12]):

u(A, C) = mino, ({ AEAI D (5.13)

Zur Ermittlung von p gibt es numerisch stabile Verfahren, wie zum Beispiel [13],
[14] oder [15]. Diese Verfahren sind numerische Tests, die iiberpriifen ob ein Wert
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d eine obere Schranke fiir (A, C) ist.
Formt man H,, ein wenig um, so sieht man die erwahnte Ahnlichkeit:

pr:{A2+%A+ﬁI} (5.14)
_ { Aaé 51} (5.15)

mit Aa = —A%?_— A

Fiir ein festes a entsteht jetzt das Minimierungsproblem

%qeiﬂgan ({ Aaé bl D (5.16)

mit dem einzigen Unterschied zu (5.13)), dak 3 iiber R anstatt iber C minimiert
wird. In [14] wird genau fiir dieses Teilproblem ein Algorithmus angegeben.

So kann man fiir ein festes a eine obere Schranke §(«) finden und die zweidimen-
sionale Suche nach dem globalen Minimum von kann auf eine Dimension
eingeschrankt werden.

Leider zeigt sich, dafs die Suche nach einem globalen Minimum von §(«) die selben
Schwierigkeiten aufweist, wie das urspriingliche Problem.

In Abbildung ist der Verlauf von ¢(«) fiir Beispiel gezeigt. Man erkennt,
dafs die dargestellte Funktion n lokale Minima besitzt. Damit treten bei einer
numerischen Suche nach dem globalen Minimum die in Abschnitt erwahnten
Probleme auf.

5.4.2 Numerische Optimierungsverfahren 1. und 2. Ordnung

Numerische Optimierungsverfahren 1. und 2. Ordnung sind dadurch gekennzeich-
net, daft mit Hilfe der 1. und 2. Ableitung der Zielfunktion ein Minimum gesucht
wird. Grundsétzlich zeigen solche Verfahren die in Abschnitt vorgestellten
Probleme auf. Zusatzlich laft sich die Zielfunktion des vorliegenden Mini-
mierungsproblems nicht analytisch ableiten. Deswegen ist eine numerische Dif-
ferentiation notwendig, die allfillige numerische Ungenauigkeiten verstéarkt. Aus
diesem Grund wird an dieser Stelle nicht weiter auf solche Methoden eingegangen.
Zusétzlich wurde festgestellt, dalt Methoden 0. Ordnung, die ohne Ableitungen
auskommen, ausreichend gut funktionieren.

5.4.3 Genetische Algorithmen

Bei genetischen Algorithmen wird am Anfang zufillig eine Menge (Population)
aus verschiedenen Individuen erstellt. Jedes Individuum besitzt ein Genom, das
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Test nach Gao und Neumann
1E T T T T T

121

&)

0.8

0.6

0.4

I:I2 | | | | |
-10 4 a 5 10 15 20

Abbildung 5.5: obere Schranke fiir den minimalen Singuldrwert in Abhéngigkeit

von o, Beispiel

eine mogliche Losung des Problems reprasentiert. Beim vorliegenden Problem be-
steht das Genom aus dem Wertepaar («, ). Die Individuen werden iiber viele
Generationen hinweg evolviert. Dazu wird fiir jedes Individuum ein Fitnesswert
ermittelt, der proportional zur Qualitit der Losung ist. Im vorliegenden Fall steht
ein hoher Fitnesswert fiir einen niedrigen Funktionswert an der Stelle (a, 3). Im
nachsten Schritt werden die Individuen zufillig ausgewahlt, wobei die Auswahl-
wahrscheinlichkeit proportional zum Fitnesswert ist. Die ausgewahlten Individuen
werden dann entweder direkt in die ndchste Generation iibernommen oder sie ,,paa-
ren” sich mit einem zweiten Individuum. Bei der Paarung werden die Genome der
Individuen untereinander gekreuzt, indem Teile des Genoms zuféallig zwischen den
Partnern getauscht werden. So entstehen zwei neue Individuen. Anschliefsend wird
bei zufillig ausgewéhlten Individuen das Erbgut noch mutiert (es wird an zufélli-
gen Stellen ein Rauschen addiert).

Uber viele Generationen kann ein genetischer Algorithmus gute Ergebnisse fiir ein
Minimierungsproblem liefern, selbst wenn deterministische numerische Methoden
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versagen. Der grofe Vorteil des Verfahrens ist die vielfdltige Anwendung des Zu-
falls. So ist es moglich, daf bei der Suche kurzfristig eine Verschlechterung des
Ergebnisses in Kauf genommen wird, damit langerfristig ein besseres Ergebnis er-
reicht werden kann. Ein Beispiel dafiir wéire, daf in der Funktionslandschaft ein
Berg iiberwunden werden kann, damit man ins néchste, tieferliegende Tal gelangt
(vergleiche dazu [16]).

Fiir das vorliegende Problem wird die Startpopulation rund um die Kandi-
datenmenge S generiert, sodaf fiir jeden Kandidaten eine Anzahl an Individuen
erzeugt wird. Fiir folgendes Beispiel

—6 0 0
A=l o0 -4 0|, cz{l X 1} (5.17)
0 0 -2

zeigt Abbildung die Verteilung der Individuen in der («, (3)-Ebene. Man er-
kennt, dak sich bereits nach zehn Generationen alle Individuen um das globale Mi-
nimum bei (8, 12) versammeln und an den anderen Startpunkten keine Individuen
iiberlebt haben. Abbildung5.7|zeigt den Verlauf der minimalen Singuldrwerte {iber
die Generationen. Man sieht, daf der Algorithmus fiir dieses Beispiel das globale
Minimum findet, allerdings betragt der Funktionswert des besten Individuums der
letzten Generation 3.57 - 107°. Berechnet man mit MATLAB die Eigenwerte und
anschliefsend den Singuldrwert, so erhélt man 0.

Man erkennt, daft genetische Algorithmen unter vielen lokalen Minima das globale
Minimum finden kénnen. Allerdings haben sie Schwierigkeiten exakt die Stelle des

Rangverlustes zu finden, sie finden eher eine Losung in der Néhe der gesuchten
Stelle.
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Abbildung 5.6: alle Individuen der Population I@‘ beim Start, @ nach 10 Gene-
rationen, [(c)| nach 20 Generationen und [(d)] nach 60 Generationen
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Qualitat der Ldsungen dber die Generationen
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Abbildung 5.7: Verlauf des minimalen Singuldrwertes iiber die Generationen
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5.4.4 Simplex-Verfahren

Das Simplex-Verfahren ist ein numerisches Optimierungsverfahren 0. Ordnung.
Das heifst, das Verfahren sucht das Minimum nur mit Hilfe der Zielfunktion, nicht
aber mit den Ableitungen der Funktion. In MATLAB ist standardméfig die Funk-
tion fminsearch enthalten, die ein Simplex-Verfahren nach [17] ausfiihrt.

Beim Simplex-Verfahren wird mit einem Simplex, das ist ein regelméakiges Poly-
gon mit n + 1 Kanten bei einem n-dimensionalen Problem, ein Minimum gesucht.
Bei einem zweidimensionalen Problem ist ein Simplex ein gleichseitiges Dreieck.
Das Verfahren basiert auf zwei verschiedenen Regeln. Normalerweise werden die
Funktionswerte der Eckpunkte untereinander verglichen. Der Eckpunkt mit dem
hochsten Funktionswert féllt aus dem Simplex hinaus. Statt dessen wird ein neu-
er Eckpunkt eingefiigt, der symmetrisch zum alten ist. Die Symmetrieachse ist
hierbei der restliche Teil des Simplex (siehe Abbildung [5.8a). Bei der iterativen
Anwendung dieser Regel kann der Fall auftreten, daf ein bestimmter Eckpunkt
a2’ wiederholt, innerhalb einer bestimmten Anzahl an Iterationen, in den Simplex
aufgenommen wird. Tritt dieser Fall ein, so wird eine zweite Regel angewandt. Die
Strecken des Eckpunktes ' werden halbiert und daraus entsteht der neue Simplex
(sieche Abbildung (vergleiche dazu [18]).

Da der Algorithmus deterministisch ist, hingt von der Wahl des Startpunktes ab,
welches Minimum gefunden wird. Besitzt man kein weiteres Wissen iiber das Mi-
nimierungsproblem treten die in Abschnitt beschriebenen Schwierigkeiten auf.

alt " neu

(a) (b)
Abbildung 5.8: Reflexion des Simplex, Kontraktion des Simplex

5.4.5 Simplex-Verfahren mit ,intelligenten*“ Startpunkten

In Kapitel [3| wurde eine Menge von Kandidaten erarbeitet, bei denen der Rang von
H,, kleiner n sein kénnte. Normalerweise sind die Eigenwerte der Systemmatrix
nicht exakt bekannt, was in weiterer Folge bedeutet, dafs man die Kandidaten-
menge S ebenfalls nicht exakt berechnen, sondern sie nur ,schitzen (im Sinne von
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fehlerbehaftet berechnen) kann. Die Menge der geschétzten Kandidaten wird im
weiteren Verlauf mit S bezeichnet.

Mit anderen Worten, man hat eine Liste von Punkten, in deren Néhe das gesuch-
te Minimum mit Funktionswert 0, falls es denn existiert, sein mufl. Diese Punkte
kénnen als Startpunkte fiir das Simplex-Verfahren verwenden werden, um das ge-
suchte Minimum zu finden.

Betrachtet man noch einmal das Beispiel aus Abschnitt 5.1} Der entsprechen-
de Kandidat (=3 — 5.02- 1073, 2 4 1.05 - 10~"") aus S hatte den Funktionswert
3.31-10'2. Dieser Punkt dient nun als Startpunkt fiir den Simplex-Algorithmus;
nach 105 Iterationen liefert dieser einen Funktionswert von 9.25 - 1074 zuriick.
Dieser Wert ist zwar noch immer hoher als der im Minimum (—3,2), aber mit
MATLAB erkennt man trotzdem den Rangverlust der Matrix.

Die Eigenschaften dieser Methode kann man folgenden, theoretisch konstruier-
ten, Beispiel zeigen. Das System sieht wie folgt aus:

—1 € 0 0
—e —1 0 0
A= 0 0 —1—e 0 , (5.18)
00 0 —1+¢€
e = 0.001
(1 0 2 4
C__o 1 5 10 (5.19)

s={-1+¢—-1—¢—1= je}

Man erkennt die zwei ,parallelen” Spalten von C, die das System nicht perspek-
tivisch beobachtbar machen. Bei o = 2 und 3 = 1 — €2 tritt ein Rangverlust von
H,, ein.

Schétzt man nun die Eigenwerte des System félschlicherweise auf einen vierfachen
Eigenwert bei —1, so ergibt sich die Menge S als

S ={(2,1),(1,0)}. (5.20)

Der Simplex-Algorithmus startet beim Punkt (2, 1), der den Funktionswert 1-107%
besitzt. Nach 113 Tterationen findet er das globale Minimum bei (2, 1 —¢*) mit dem
Funktionswert 4.97 - 10~'"; der Rangverlust der Matrix H,, wird von MATLAB
erkannt.

Man ist aber trotzdem noch darauf angewiesen, dafs man sich so verrechnet, das
die Startpunkte ,,glinstig” liegen. Lafst man den Simplex-Algorithmus zum Beispiel
beim (willkiirlichen) Punkt (1.8,0.81) starten, so wird nur das lokale Minimum
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bei (2,1 + €?) mit dem Funktionswert 1.65 - 1077 gefunden; nicht aber das globale
Minimum.

5.4.6 Simplex-Verfahren mit zufallig gewahlten Startpunk-
ten

Der Ansatz aus Abschnitt [5.4.5 kann verfeinert werden: Die Menge der Startpunkte
S wird mit zufillig gewdhlten Punkten erweitert. Es entsteht so die Menge S, die
zusatzlich fiir jedes Element aus S eine bestimmte Anzahl an zuféilligen Punkten
in der Umgebung des Elementes besitzt:

S=§u {(Ni(a,o& 1 0.14),N(3,01 +0.18)) | (4, 8) € S,i=1,..., 10}

Wobei N(0,1) fiir eine Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Standardabwei-
chung 1 steht und der Index ¢ verdeutlichen soll, daf fiir jedes Element aus S 10
Elemente zu S hinzugefiigt werden. Die Addition der Konstante 0.1 bei der Stan-
dardabweichung beruht darauf, daf die Verteilung auch bei & = 0 (bzw. 3= 0)
eine Standardabweichung grofter null besitzen soll.

Betrachtet man nun das Beispiel (5.18), nochmals, so erkennt man, daf
sowohl das globale Minimum bei (2,1 — €?) als auch das lokale bei (2,1 + €?)
gefunden werden, wenn man in der Umgebung des falschen Startpunkts (1.8,0.81)
zufillig 10 Punkte generiert.

5.5 Algorithmus

Zusammenfassend sieht ein Algorithmus fiir eine numerisch stabile Uberpriifung
der Bedingung ([2.49) folgendermafen aus:

1. Berechnen der Eigenwerte der Systemmatrix A (eventuell fehlerbehaftet)

2. Ermitteln der Menge S als Startpunkte fiir die numerische Suche (siehe Glei-

chung (B10))

3. optional: Ermitteln der Menge S als Startpunkte fiir die numerische Suche
durch Hinzuftigen von zuféllig verteilten Punkten in einer Umgebung der
Kandidaten aus S

4. Fiir jeden Startpunkt:

(a) numerische Suche nach einem Minimum mit dem Simplex-Verfahren
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(b) Uberpriifung, ob bei dem gefundenen Minimum ein Rangverlust von
H,, eintritt

i. Wenn ja: System ist nicht perspektivisch beobachtbar.

ii. Wenn nein: weiter

5. Wurde ein Rangverlust bei allen Startpunkten ausgeschlossen: Das System
ist perspektivisch beobachtbar.

In Abschnitt findet man eine Implementierung dieses Algorithmus.
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Kapitel 6

Malfs fir die perspektivische
Beobachtbarkeit

6.1 Steuerbarkeitsmalt nach Paige

Wie bereits in Abschnitt [2.7| erwdhnt, kann das Steuerbarkeitsmaf y nach [§] iiber
die Beziehung ermittelt werden. Der Zusammenhang, der in [9] vorgestellt
wurde, ist dabei wie folgt:

Fiir das nicht steuerbare System (A + dA,B + dB) ist das Rangkriterium nach
Popov-Belevitch-Hautus nicht erfiillt, das heifst es

d\ € C:rang ([A+JA — M\, B+ 6BJ) =

rang([A — AL, B] + [0A,dB]) <n (6.1)
H AH

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung gilt

[A - \I,B] = Zulaz (6.2)

wobei HuZH = [jv] =1

Damit der Rang des Ausdrucks (6.1)) kleiner als n wird, muf mindestens ein Sin-
guldrwert gleich null sein. Damit die Norm von [§A, §B] minimal wird, wéhlt man

AH, = [§A,0B] = —u,0,v, (6.3)
Damit ergibt sich
I[0A, 0B]||2 = on (6.4)
und so gilt Gleichung (2.55).
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6.1.1 Ubertragung auf die perspektivische Beobachtbarkeit

Ubertrigt man die Idee aus [8] auf das Konzept der perspektivischen Beobacht-
barkeit, so erhélt man folgende Mafdefinition:

: JA
(8.C) = gin 1| 58 | 1o+
(A + 0A, C + 0C) nicht perspektivisch beobachtbar}  (6.5)

Der Zusammenhang aus [9] gilt in diesem Fall aber nicht mehr:
Die Matrix H,, zur Uberpriifung der perspektivischen Beobachtbarkeit fiir das
System (A + 0A, C + 0C) sieht folgendermafen aus:

H,,=H,,(A+ /A, C+C) (6.6)
[ (A+0A)? +a(A+6A) + 01 6.7
| C +46C ‘
[ A2+ AGA +0AA + (0A)? + aA + adA + 1 (6.8)
| C +46C ‘
[ A?2+aA + n ASA + 5AA + (0A)? + adA (6.9)
| C 5C ‘

prE;aC) Aﬁpy

Es ist ersichtlich, daf die Matrix AH,, nicht mehr der gesuchten Matrix [ gé }

entspricht und daher

A2+aA+ﬁID (6.10)

MP(Av C) 7& o{%IGIIlR On <|: C

gilt. Der Losungansatz, die Matrix mit Hilfe der Kenntnis von AH,,, aus-

0A
0C
zurechnen, erscheint nicht zielfithrend, weil eine Losung fiir A nicht eindeutig
ware und daher

) ) oA
i 188 # i | 58 |1 (6.11)

gilt.

6.2 Steuerbarkeitsmaft nach Eising

In [10] wird ein zu [8] leicht verschiedener Vorschlag fiir ein Steuerbarkeitsmafs
vorgestellt. Dieser Vorschlag basiert auf der Tatsache, dak ein nicht steuerbares
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System den Eigenvektor-Test nach Popov-Belevitch-Hautus verletzt. Fiir
einen gegebenen (Eigen-)Vektor x konnen so die Matrizen A und 6B bzw. deren
Norm ausgerechnet werden. Fiir die Mafkberechnung wird schlieklich iiber alle x
minimiert.

6.2.1 Ubertragung auf die perspektivische Beobachtbarkeit

Die Idee aus [10] 14t sich auf das Konzept der perspektivischen Beobachtbarkeit
iibertragen:

Ap(A, C) = min {dalldAllz + dcl|6C]2 -
(A 4+ 0A,C + 6C) nicht perspektivisch beobachtbar} (6.12)

Ein nicht perspektivisch beobachtbares System verletzt das Kriterium . Das
heift, es existiert entweder ein reeller Eigenvektor von A, der normal auf die Aus-
gangsmatrix C steht, oder es existieren zwei Eigenvektoren deren Produkte mit C
linear abhéngig sind und deren Summe reell ist.

Zur Berechnung von dA geht man von der Gleichung
Az = Ax (6.13)

aus. Nun wird auf der rechten Seite ein Term addiert, gleich wieder subtrahiert
und anschliefsend ein wenig umgeformt:

xHAx T Ax
Az =A — 6.14
x T+ i x i ( )
20 Az sHAz

=T + (Aw T ) (6.15)

S—— ~— _

As o

=z, + 7 (6.16)

Fiir die Matrix A + 0A ergibt sich die Eigenvektorgleichung einmal als
(A+6A)x =Xz fiir ein A € C (6.17)
und durch Einsetzen der Beziehung (6.16]) als:

(A +0A)r = \px + 29 + 0Ax (6.18)
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Setzt man die beiden linken Seiten der Gleichungen (6.17) und (6.18) gleich und
driickt 0A aus, so erhélt man

0Axr = —x9 + & fiir ein £ € C (6.19)
Die Losung fiir 0A mit ||§A || minimal, ergibt sich aus (nach [19])

—To + @TxH

SA =
iy

fiir ein £ € C (6.20)

Damit 0 A minimal wird, wird ¢ = 0 gewahlt und man erhélt somit durch Riick-
einsetzen von (|6.16))

H
0A = (—A:p T Ax) ot oty (6.21)

xHy

Man hat nun eine Berechnungsvorschrift fiir ) A mit minimaler Norm in Abhéngig-
keit von z und A erhalten.

Fiir die Berechnung von dC gibt es zwei verschiedene Félle:
Im ersten Fall steht der reelle Vektor  normal auf die Ausgangsmatrix:
(C+0C)x=0 (6.22)
0Czx = —Cx (6.23)

Die Losung fiir §C mit minimaler Norm lautet dann

5C — - O (6.24)

xHy

Im zweiten Fall existiert ein zweiter Eigenvektor z; mit den Eigenschaften

ANFE N (6.26)
r+z; €R" (6.27)
und
(C+0C)z+r(C+dC)z; =0 (6.28)
0C(z +rx;) = —C(z +rx;) (6.29)

fiir ein r € C. Hier lautet die Losung fiir §C mit minimaler Norm

C(z +rz;)

0C = —
(x +rz;)H(z + ra;)

(z +ra)H (6.30)
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Fiigt man nun alle Erkenntnisse zusammen, erhélt man folgende Aussage ():
Man betrachtet ein System (A, C), einen Vektor z € C" # 0 und die Koeffizienten
dy,dc > 0. Mit der Wahl von dA und 0C als

MAr. 4, g
A = (—Azr+ux o )t Ja (6.31)
Cra® | .
0Co =19 ol firz € R (6.32)
00 sonst
C(x +ra;)(x +rx)t .
- f ;€ R" und A\ # )\
mi(g 0C; = (x +rx;)i(z + rx;)) rz+z; € R und A 74 (6.33)
e 00 sonst
0C= min JC; (6.34)

ist das System (A +JA, C+JC) nicht perspektivisch beobachtbar und d4||0A |2+
dc||6Cll2 minimal.

Das Maf fiir die perspektivische Beobachtbarkeit (6.12]) ergibt sich somit durch
die Minimierung des Ausdruckes d4||0Alls 4+ dc||0C||2 iber alle € C™ mit der
Eigenschaft ||z|| = 1. Symbolisch kann das als

A,(A,C)= min ® (6.35)

z€Cn,||z||=1

dargestellt werden.

6.2.2 Berechnung des Mafies fiir die perspektivische Beo-
bachtbarkeit

Um das Mafs zu berechnen, mufs zuerst das das Minimierungsproblem ({6.35|)
gelost werden. Dazu wird wieder der, in Abschnitt vorgestellte, Simplex-
Algorithmus verwendet. Es ist zu erwarten, dafk die Eigenvektoren des nicht per-
spektivisch beobachtbaren Systems (A + 0A,C + §C) in der Néhe der Eigenvek-
toren von A liegen, weil ||§A || minimal werden soll. Aus diesem Grund werden die
Eigenvektoren von A als Startpunkte fiir den Simplex-Algorithmus verwendet.
Die Bedingung ||z|| = 1 ist eine nichtlineare Einschrinkung, die im Simplex-
Verfahren nicht beriicksichtigt werden kann. Um hier algorithmische Schwierig-
keiten zu vermeiden, werden die Vektoren in der zu minimierende Aussage )
einfach normiert.



52 6.2. Steuerbarkeitsmafs nach Eising

Um die Stérmatrizen 6C; (j = 1,...,n — 1) zu berechnen, muf ein weiteres
Minimierungsproblem gelost werden. Auch fiir dieses Problem wird der Simplex-
Algorithmus verwendet. Da hier das Skalar r sowohl negativ als auch positiv sein
kann, startet die Minimierung bei r = 0.

In Abschnitt findet man eine Implementierung dieses Algorithmus.

6.2.3 Beispiel
In Abbildung [6.1]ist der Verlauf von A,(A, C) des Beispiels

—2 0 0
120
A= 0 4 0 c_[o&l} (6.36)

in Abhédngigkeit von « dargestellt. Bei a = 0 geht die perspektivische Beobacht-
barkeit verloren; die ersten beiden Spalten von C sind linear abhéngig. Dies wird
durch das Maf wiedergeben. Man sieht auch, dafs das Mak stetig in « ist.

6.2.4 Probleme

Bei der Berechnung des Mafses kann, vor allem bei komplexen Eigenvektoren
bzw. Eigenwerten der Systemmatrix, der Fall auftreten, dak die Stérungsmatrizen
dA, 0C komplex sind. Somit sind auch die Matrizen des Systems (A +JA, C+0C)
komplex und es ist nicht mehr klar, ob das System die Eigenschaft perspektivische
Beobachtbarkeit verliert.

Eine weitere Schwierigkeit ist, dals fiir perspektivische Beobachtbarkeit die Sy-
stemmatrix als stark reguldr vorausgesetzt wird und die Irrationalitdtsbedingung
gelten muf. Dies ist fiir die entstehende Systemmatrix A 4+ A nicht garantiert.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassend kann hervorgehoben werden, daf das Resultat aus [7] verbessert
werden konnte. Durch die erfolgte Einschrénkung auf eine endliche Parametermen-
ge ist nun die Uberpriifung der Eigenschaft perspektivischer Beobachtbarkeit prak-
tisch méglich. Da die Genauigkeit dieser Uberpriifung mafgeblich von der Kenntnis
der Eigenwerte der Systemmatrix abhéngt, wurde ein Algorithmus vorgestellt, der
auch ohne exakte Kenntnis der Eigenwerte verlafliche Aussagen liefert.

Weiters wurde ein alternatives Kriterium zur Uberpriifung perspektivischer Beo-
bachtbarkeit gezeigt.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren beseitigt somit die Probleme bei der
Uberpriifung der Rangbedingung . Bei der Uberpriifung der Voraussetzun-
gen existieren allerdings noch Schwierigkeiten. So ist die Irrationalitdtsbedingung
numerisch, mit endlicher Genauigkeit, nicht {iberpriifbar.

Eine mogliche zukiinftige Fragestellung wire, ob weitere Kriterien zur Uberprii-
fung perspektivischer Beobachtbarkeit existieren, nachdem es fiir die ,dhnlichen
Eigenschaften Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit eine Vielzahl an Kriterien gibt.
Weiters gibt es in diesem Zusammenhang noch einige Begriffe, wie etwa die Steuer-
barkeitsnormalform, die man gerne auf die perspektivische Beobachtbarkeit iiber-
tragen mochte um eine ,perspektivische Beobachtbarkeitsnormalform® aufstellen
zu konnen.

In dieser Arbeit wird erstmals ein Mak fiir die perspektivische Beobachtbarkeit
vorgestellt. Aus einer bereits existierenden Definition fiir ein Steuerbarkeitsmafs
kann ein Maf fiir die perspektivische Beobachtbarkeit abgeleitet und berechnet
werden. Aufgrund der einfacheren Berechnung werden bei der Mafsdefinition kom-
plexe Storungsmatrizen zugelassen. Durch dieses Zugestédndnis ist allerdings nicht
klar, ob bei einem komplexen FErgebnis das gefundene System tatsédchlich nicht
perspektivisch beobachtbar ist und ob in Folge das Maf korrekt ermittelt wurde.
Auch bei der Berechnung, konkret beim Losen der Minimierungsprobleme, ist noch
Verbesserungspotential vorhanden.
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Anhang A

Implementierung der Algorithmen

A.1 TUberpriifung perspektivischer Beobachtbarkeit

Algorithmus A.1: Routine zur stabilen Uberpriifung der perspektivischen Beo-
bachtbarkeit
function [ja, alpha, beta] = pruefePerspektivischeBeobachtbarkeit (A,
C, zufall)
2% |[ja, alpha, beta] pruefePerspektivischeBeobachtbarkeit (A, C,
zufall)

Jun

3 % tberprift die perspektivische Beobachtbarkeit des Systems (A, C)

4 % Parameter:

5 % A ... Systemmatrix

6 % C ... Ausgangsmatrix

7% zufall ... bei zufall 1 werden zufidllige gewédhlte Punkte als

s % Startpunkte fiir die Minimierung hinzugefiigt; empfohlen
wenn

o % die Berechnung der Eigenwerte schwierig ist (Standard-—

Vorgabe: 0)
10 % Riickgabewerte:

1n% ja ... —1 ... keine Entscheidung

12 % 0 ... System ist nicht perspektivisch beobachtbar

13 % 1 ... System ist perspektivisch beobachtbar

14 % alpha, beta ... die Stelle, an der Verlust des Ranges auftritt
15 % yes 0 ... (A, C) persp. beobachtbar

16

17 absmin = inf;

18

19 % Standard—Vorgabe
20 if nargin < 3

21 zufall = 0;

22 end

23

24 ja = —1; alpha = 0; beta = 0;
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25
26 % Eigenwerte von A schitzen
27 eigs = eig(A);

29 % Kandidaten—Menge S ermitteln
30 S = ermittleKandidaten (eigs);
s1 if zufall

32 for j = l:size(S, 1)

33 for k = 1:10

34 S = 1[S; S(j, :) + (0.1 + 0.1.%S(j,:)) .x randn(1l, 2)];
35 end

36 end

37 end

38

39 % Optionen fiir die Simplex—Suche

w0 n = size(A, 2);

41 optionen = optimset(’Display’,’off’,

42 ’TolFun’, n % eps(norm(A)),
43 ’MaxFunEvals’, 10000,

44 ’MaxIter’, 10000,

45 ’TolX’, eps);

46

47 % jedes Kandidatenpaar ist Startpunkt fiir die Simplexsuche

as for j = 1l:size(S, 1)

49

50 disp (sprintf(’Kandidat %g: alpha = %g, beta = %g’, j, S(j, 1), S(
s 2)))7

51

52 [x,fval ,exitflag ,output] = fminsearch(@(x) hpy(x, A, C), S(j, :),
optionen) ;

53 if exitflag =1

54 disp(’ kein Minimum gefunden’);

55 end

56 disp(sprintf(’ Minimum gefunden bei alpha = %g, beta = %g, f = ¥

g, iterations = %g’, x(1), x(2), fval, output.iterations));
57 if absmin > fval

58 absmin = fval;

59 end

60 if rank([A"2 + x(1)*A + x(2)*eye(n); C]) < n

61 disp (sprintf(’ Rangverlust bei alpha = g, beta = %g’, x(1),
x(2)));

62 alpha = x(1);

63 beta = x(2);

64 ja = 0;

65 return;

66 end

67 end

68

69 ja = 1;
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disp (sprintf(’gefundener minimaler Singuldrwert = %g’, absmin));
Algorithmus A.2: Zielfunktion des Minimierungsproblems

function sigma min = hpy(x, A, C)

alpha = x(1);

beta = x(2);

sigma_min = min(svd ([A~2 + alpha % A + beta x eye(size(A, 2)); C]|));

Algorithmus A.3: Routine zur Ermittlung der Kandidatenmenge S

function S = ermittleKandidaten (eigs)

% S ermittleKandidaten (eigs)

% liefert Kandidaten (alpha, beta) fiir den Verlust des Ranges von H {
py } (alpha, beta)

% Parameter:

% eigs ... Schéatzung fiir die Eigenwerte

% Riickgabewert :

% S ... enthédlt die Kandidaten zeilenweise

n = length(eigs);

S = [I;

% alle Paare von Eigenwerten, deren Summe reell ist

for i = 1:n

for j = i+1:n
kandidat = conv ([l —eigs(i)], [1 —eigs(j)]);
if isreal(kandidat)
S = [S; kandidat (2:3) |;
end
end
end
% alpha = reller Eigenwert; beta = 0
for i = 1:n
kandidat = conv ([l —eigs(i)], [1 0]);
if isreal(kandidat)
S = [S; kandidat (2:3) ];
end
end

A.2 TUberpriifung der Eigenvektor-Bedingung

Algorithmus A.4: Routine zur Uberpriifung der Eigenvektor-Bedingung

function ja = eigenvektorTest (A, C)
% ja eigenvektorTest (A, C)
% iiberprift die Eigenschaft perspektivischer Beobachtbarkeit
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% anhand von Rechts—Eigenvektoren von A und deren "Verhédltnis" zu C
% Parameter :

% A

Systemmatrix
Ausgangsmatrix

% Riickgabewert :

% ja

ja = —1;

—1 ... keine Entscheidung
0 ... System ist nicht perspektivisch beobachtbar
1 ... System ist perspektivisch beobachtbar

[T, D] = eig(A);

n = size (A, 2);

% Cxp "= 0 fiir alle Eigenvektoren
for i = 1:n
if Tany(C«T(:,1))
dlsp(sprlntf(’C*p_%g =07, 1));
disp (T(:,1)):
ja = 0;
return;
end
end

% teste ,

ob die Spalten von Cxp i paarweise linear unabhdngig sind

% aber nur wenn die Summe der beiden Eigenvektoren reell ist

test = C«T;
for i = 1:n
for j = i+1mn
disp(sprintf(’i = %g, j = %g’, i, j));
if “isreal (T(:, i)4T(:, j))
disp(’nicht reell; weiter’);
continue;
end
if rank([test (:, i), test(:, j)]) = 2
disp(sprintf(’C*p_%g Il Cxp_%g’, i, j));
disp(test (:,1));
disp(test (:,j));
ja = 0;
return;
end
end
end
ja = 1;
disp (’beobachtbar!’);
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A.3 Ermittlung des perspektivischen Beobachtbar-
keitsmalses

Algorithmus A.5: Routine zur Ermittlung des Mafes fiir die perspektivische Beo-
bachtbarkeit

function [mu, deltaA, deltaC] = perspektivischesBeobachtbarkeitsMass (
A, C)

% [mu, deltaA , deltaC] perspektivischesBeobachtbarkeitsMass (A, C)

% ermittelt ein Mafl fiir die perspektivische Beobachtbarkeit des
Systems (A, C)

% Parameter:

% A ... Systemmatrix

% C ... Ausgangsmatrix

% Riickgabewerte:

% mu ... das Mal

% deltaA ... die Storung der Matrix A, damit (A + deltaA, C + deltaC)
nicht

% perspektivisch beobachtbar ist

% deltaC ... die Storung der Matrix C, damit (A + deltaA, C + deltaC)
nicht

% perspektivisch beobachtbar ist

% Eigenvektoren ermitteln (schétzen)

[T, D] = eig(A);

n = size (A, 2);
mu = inf; deltaA = []; deltaC = [];

% Minimierungsoptionen
options = optimset(’Display’,’off’,

’>TolFun’, le—10);%,
flag = 0;
% fiir jeden Eigenvektor als Startpunkt
for run = 1:n
disp ([sprintf(’Start bei ’) num2str(T(:, run)’)]);
[x,fval ,exitflag ,output] = fminsearch(@(x) aussageM(x, A, C, 0),
T(:, run), options);
if (exitflag "= 1) & (fval = inf)
disp(’ kein Minimum gefunden’);
disp (sprintf(’ %s’, output.message));
else
if exitflag =1
flag = 1;
end
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if exitflag =1
disp ([’ wuneindeutiges Minimum gefunden: x = ’ num2str(x
) sprintf(’, mu = Y%g’, fval)]);
else
disp (|’ Minimum gefunden: x = ’ num2str(x’) sprintf(’,
mu = %g’, fval)]);
end
if fval < mu
[mu, deltaA, deltaC| = aussageM(x, A, C, 0);
end
end
end

if (flag = 1) & (mu "= 0)

warning (>ACHTUNG: gefundenes Minimum uneindeutig!, evt.

MaxFunEvals Parameter erhdhen’);

end
if any(imag(deltaA))

warning (>ACHTUNG: Stdrungsmatrix deltaA ist komplex!’);
end
if any(imag(deltaC))

warning (’ACHTUNG: Stdrungsmatrix deltaC ist komplex!’);
end

Algorithmus A.6: Zielfunktion der Aussage M)

function [mu, deltaA, deltaC| = aussageM(x, A, C, debug)

% |mu, deltaA , deltaC| = aussageM(x, A, C, debug)

% ermittelt das Mafs fiir die perspektivische Beobachtbarkeit des
Systems (A, C)

% fir einen gegebenen Vektor x

% Parameter:

% A ... Systemmatrix

% C ... Ausgangsmatrix

% x ... Vektor x

% debug ... 1 ... keine Zwischenergebnisse werden ausgegeben (
Standard—Vorgabe)

% 0 ... keine Zwischenergebnisse werden ausgegeben

% Riickgabewerte :

% mu ... das Maf

% deltaA ... die Storung der Matrix A, damit (A deltaA ;, C + deltaC)
nicht

% perspektivisch beobachtbar ist

% deltaC ... die Storung der Matrix C, damit (A + deltaA, C + deltaC)
nicht

% perspektivisch beobachtbar ist

% Standard—Parameter
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if nargin < 4
debug = 1;
end

n = size (A, 2);

% x normieren
X = x/norm(x) ;

% deltaA ermitteln
deltaA = (—Axx + xxx *Asxx/(x'*x))xx /(x'xx);

% finden der EV(A + deltaA) "= x
[T, tmp] = eig(A + deltaA);
t = [];

for run = 1:n

if rank([x T(:, run)]) = 2
t = [t T(:, run)];
end
end
% wenn x reell: deltaC so, dak (C deltaC)x null
if Tany(imag(x))

kandidat (:, :, 1) = —Cxxxx’/(x'*%x);
norms (1) = norm(kandidat (:, :, 1));
if debug
disp ([’x = > num2str(x’) ’, normal zu 0’]);
disp(sprintf(’ mu = %g’, norms(1l)));
end
else
if debug
disp ([’x > num2str(x’) ’ist nicht reell’]);
end
kandidat (:, :, 1) = inf(size(B));
norms (1) = inf;
end
% Minimierungsoptionen

options = optimset (’Display’,’off’,
’TolFun’, eps,
"TolX’, eps);

% deltaC so, dal (C + deltaC)x, (C + deltaC)xj linear
found = 2; r0 = —1;

for run 1:size(t, 2)
xj = t(:, run);
if debug
disp ([’x = 2> num2str(x’) ’, xj = ’ num2str(xj’)]);
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end

if Tany(imag(x + xj))
[r,fval ,exitflag ,output| = fminsearch (@(r) minDeltaC(r, x, xj
, C), r0, options);

if exitflag =1
if debug
disp(’ kein Minimum gefunden’);
end
else
if debug
disp ([ sprintf(’ Minimum gefunden, r = g, mu = %g ’,
r, fval) ’x = ? num2str(x’) ’ xj = ’ num2str(xj’)
1)
end
[norms (found), kandidat(:, :, found)| = minDeltaC(r, x,
xj, C);
found = found + 1;
end
else
if debug
disp ([’x + xj ’ num2str(x’ + xj’) ’ist nicht reell’]);
end
end
end
[min C, ind] = min(norms);

deltaC = kandidat (:, :, ind);
mu = norm(deltaA) + min_C;
if debug
disp (sprintf(’mu = %g, normA = Y%g, normB = %g’, mu, norm(deltaA),
min C));

end

Algorithmus A.7: Zielfunktion des Minimierungsproblems fiir §C;

function [mu, deltaC] = minDeltaC(r, x, xj, C)
0 [mu, deltaC] = minDeltaC(r, x, xj, C)
0 ermittelt die minimale Norm von deltaC fiir die gegebenen zwei

SIS

Eigenvektoren und r
% Parameter :

% r ... skalarer Parameter, damit Cxx, Cxxj linear abhéngig werden

% x ... Eigenvektor von A

% xj ... anderer Eigenvektor von A

% C ... Ausgangsmatrix

% Riickgabewerte :

% mu ... die Norm von deltaC

% deltaC ... die Storung der Matrix C, damit (A deltaA , C deltaC)

nicht
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% perspektivisch beobachtbar ist

% x, xj reell
if Tany(imag(x)) && Tany(imag(xj))
deltaC = —Cx(x + 1xxj)*(x + r*xj) " /((x + r*xj) "*(x + 1r%xj));
%x, xj konj. kompl.
else

disp (’konj. komp.’);
if rank ([Cxx Cxxj]) = 1
deltaC = zeros(size(C)); % Cxx, Csxj bereits 1.a.
else
deltaC = —Cx(x + r*xj)*(x + r*xj) /((x + r*xj) *(x + r*xj));
end
end
mu = norm(deltaC);

A.4 Testumgebung

Im Laufe der vorliegenden Arbeit wurden immer wieder Beispiele konstruiert bzw.
von existierenden Arbeiten iibernommen. Um die entwickelten Routinen zu testen,
wurde folgende Testroutine verwendet.

Algorithmus A.8: Routine zur Uberpriifung der Eigenvektor-Bedingung S

% Testfdalle fiir perspektivische Beobachtbarkeit

clear all;
close all;

% Struktur: A ... Systemmatrix

% eigs ... Eigenwerte von A

% C ... Ausgangsmatrix

% pB ... 0 fiir persp.beob.; 1 fiir nicht persp.beob;
% Test ... Testergebnis

% Testprogramm—Test

test = struct(’A’, [-1, 2; 0, -3],
deigs?, [—-1 —3],
e, (1 2],
'pB’, 1,
"Test’?, —1);

% Artikel Ghosh, Rosenthal [6], Beispiel 4
test (2) = struct(’A’, [0 1; 0 O],

’eigs’, [0 0],

¢’y [1 0],

,pB’7 17

"Test?, —1);
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% Artikel Ghosh, Rosenthal [6], Beispiel 6

test (3) = struct(’A’, [—-81, —56, 57, —11;
146, 102, —106, 20;
62, 43, —46, 9;
203, 138, —149, 31],

‘eigs?, [0 1 2 3],
¢, (100 0;
010 0;
001 0],
'pB’, 0,

% W.P. Dayawansa, B.K. Ghosh, C. Martin, X.Wang [4]
% verletzt die Irrationialtidtsbedingung
test (4) = struct(’A’, [ 1, 1, 0, 0;

-1, 1, 0, 0;

0, 0, 2, 2;

07 Oa _23 2]7

veigs’, [1+1i, 1-1i, 242i, 2-2i],
¢, [1, —1, 1, 0
1, 1,0, 1],
,pB,7 07
’Test?, —1);

% Buch DHJ [7]|, Beispiel 3
test (5) = struect(’A’, [0, -1, 0; 1, 0, O0; O, O, 1],
deigs?, [+i, —i, 1], ...
sco, [1, 0, 0; 0, 1, 0],
,pB’? 17
’Test?, —1);

% mein Beispiel zu dem gleichen Thema
test (6) = struct(’aA’, [0, -1, 0; 1, O, O; O, O, 4.5],
‘eigs?, [+i, —i, 4.5],
¢’ [1, 0, 0; 0, 1, 0],
'pB”, 1,
'Test?, —1);

% Beispiel ¢ 1 parallel zu c¢_3

test (7) = struct(’A’, diag([-6 —4 —-2]),
‘eigs?’, [—-6 —4 —2],
’c’, [1 0 1; 0 1 0],
7pB77 1,
’Test?, —1);

% Beispiel wie test(7), aber transformiert
test (8) = struct(’A’, [-8 =3 —3;
2 =3 3;
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2 1 -1], ...
‘eigs?’, [-6 —4 —=2], ...
’C’, [1 0 1; 01 O]=[1 1 0
02 -2
10 3],
'pB?, 1, ...
"Test’?, —1);

% Buch DHJ [7], Beispiel 2
% verletzt die Irrationialtdtsbedingung
test (9) = struct(’A’, [0 =1 0 O0;

1 00 O0;
0 02 —1;
0 01 2],

reigs?, [—i, +i, 2+i, 2-i],
¢, [1 01 0;
1

010 1],
pB, 1, ...
'pB’?, 0,

"Test?, —1);

% wie test (9), aber die Minus ein bifichen anders
% verletzt die Irrationialtatsbedingung

test (10)

0,

0

= struct(’A>, [ 0O 1 0 O

-1 0 0 O0;
0o 0 2 1;
0 0 -1 2],

deigs?, [—i, +i, 241, 2—i],
’C?, [1 01 0;

010 1],
pB’, 1, .
‘pB’, 0,

‘Test’?, —1);

% 2 komplexe Polpaare, zueinander irrational

test (11) = struct(’A’, [ 0 1 0 0;
10 0 0;
00 2 sqrt(2);
0 0 —sqrt(2) 2], ...
‘eigs?, [—-1, +i, 2+ixsqrt(2), 2—ixsqrt(2)],
’c’, [1 0 1 0;
010 1]
'pB’, 0,
'Test?, —1);
% 3 Pole
test (12) = struct(’A’, diag([-6 —4 —2]),
‘eigs’, [-6 —4 -2],
o, [121; 21 1],
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’pB?, 0, ...
’Test?, —1);
% Beispiel Dourdoumas, numerische Ungenauigkeit
test (13) = struct(’A’, [-1 0.001 0 0;
—0.001 -1 0 0;
0 0 —0.999 0;
0 0 0 —1.001],
Yeigs?, [—-0.999 —1.001 —1+40.001i —1-0.0011],
’c’, [1 02 4; 01 5 10],
,pB, ) ]‘7
"Test?, —1);
% Beispiel Dourdoumas, numerische Ungenauigkeit, anderes C
test (14) = struct(’A’, [-1 0.001 0 0;
—-0.001 -1 0 0;
0 0 —0.999 0;
0 0 0 —1.001],
‘eigs’, [-0.999 —1.001 —-1+0.001i —1-0.0011],
’c’, (101 0; 010 1],
’pB’ ) 0?
’Test?, —1);
% soll numerischen Fehler provozieren
% T =] -3 7 —23 3;
% 5 —12 40 —8;
% 2 =5 17 1;
% 7 —17 58 23];
test (15) = struct(’A’, [—-81, —56, 57, —11;
146, 102, —106, 20;
62, 43, —46, 9;
203, 138, —149, 31],
Jeigs?, [0 1 2 3],
’c’, [1 1 -1 05
01 1 —1;
30 1 1],
‘pB’7, 1,
'Test?, —1);
% numerischer Fehler beim Berechnen der Eigenwerte

test (16) = struct(’A’, gallery(3),
‘eigs?’, [1 2 3],
'co, (1435, 475, 1470;
858, 284, 879],
'pB?, 1, ...
’Test?, —1);

% Landschaft schaut interessant aus
test (17) = struct(’A’, [-2 —43.2 —68.4;
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172 0 —-79.4 —118.8;
173 0 39.6 59.2],
174 ‘eigs?’, [-0.2 =2 —20],
175 ¢’ |0 1 2;

176 1 2 5],

177 ’pB?, 1,

178 ’Test?, —1);

179

180 % muss bei Cp ‘\neq 0 p reell sein?

181 test (18) = struet(’A’, [0, -1, 0; 1, 0, 0; O, O, 1],

182 deigs?, [+i, —i, 1], ...
183 >c’, [0, 1, 0; 0, O, 1],
184 ’pB?, 1,

185 "Test?, —1);

186

187 % muss bei Cp \neq 0 p reell sein?

188 test (19) = struct(’A’, [0, -1, 0; 1, O, O; O, O, 1],

189 ‘eigs?, [+i, —i, 1], ...
190 ¢, [1, 1, 0; 1, 0, 1],
191 ’pB’, 0,

192 "Test?, —1);

193

194 % Cpj | Cpi mit pi, pj konj. kompl.
195 test (20) = struct(’A’, [0, -1, 0; 1, O, O; O, O, 1],

196 leigs?, [+i, —i, 1], ...
197 ¢’y [1, 2, 0; 0, 0, 1],
198 ’pB?, 1,

199 'Test’?, —1);

200

201

202 % Vorlage

203 % test (i+1) struct (A7, [],

204 70 Teigs 7, [],

205 %0 G I

206 % 'pB’, 01, ...

207 "Test’, —1);

208

200 korrekt = 0;

210 inkorrekt = 0;

211 sum = length(test);

212

213 for i = 1 : sum

214

215 disp (sprintf(’TEST %d:’, i));

216

217 % getestete Funktion

218 test (i).Test = TeigenvektorTest (test(i).A, test(i).C);

219 % [test(i).Test, alpha, beta]
pruefePerspektivischeBeobachtbarkeit (test(i).A, test(i).C);
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end

test (1).Test “test(i).Test;

% [mu, deltaA , deltaC] = perspektivischesBeobachtbarkeitsMass (A,
C); mu

if test(i).Test = test(i).pB

disp (sprintf(’Test %d korrekt’, i));
korrekt = korrekt + 1;
else
disp (sprintf(’Test J%d NICHT korrekt’, i));
disp (sprintf(’Test ist %d, richtig wire %d’, test(i).Test,
test (i).pB));
inkorrekt = inkorrekt + 1;
end

if test(i).pB =0

disp(’System ist persp. beobachtbar’);
else

disp(’System ist NICHT persp. beobachtbar’);
end

239 disp (sprintf(’%d korrekt, J%d inkorrekt, in Summe %d Tests’, korrekt,

inkorrekt , sum));
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