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Mittlerer Fehler einer Bestimmung u == W L P + 58 (20)
Mittlerer Fehler des arithmetischen Mittels u' = 1’/‘% = 1 16s:
Also Gesammtresultat:
Greenwichzeit = Chronometer — 0b 55m 12s + 16s (21)

(vorbehiltlich Beriicksichtigung constanter Fehler).,

§ 65. Weitere Entwicklung der Distanz-Reductionsformel.

Die Distanz-Reductionsformel (14) oder (16) § 59. S. 291 wurde
dort nur bis auf Glieder der ersten Potenz von 4 H oder 4 h entwickelt,
und die Einfihrung von Mittelwerthen M und S, in (18) S. 292 wurde
dort zwar plausibel gemacht, aber nicht mathematisch streng begriindet.

Wir werden nun die Entwicklung von S. 292 fortsetzen zu zwei
Zwecken:

1) Es soll die Einfihrung der Mittelwerthe 2, und S, mathematisch
begriindet werden.

2) Es soll der nach Einfithrung der Mittelwerthe der Formel noch
anhaftende Fehler bestimmt werden.

Hiezu brauchen wir den Taylor'schen Satz fir zwei Verinderliche,
welcher mit den iiblichen Bezeichnungen bis zur dritten Potenz lautet:

flt azy+ 4Y) = f @y) + Az 9f8(92y) & g_fg(azi)

_|_L<‘”2 aﬁr;(:;y) + 24z 4y P15y P *f (@)

) 2z 9y o9 L)
X 3 Pfy) | )
- G <Am e v +34x "y"—amay
3£ (2,9) 3 f (@)
3 2 td i N
+3dx 4y Bz + 4y 29
Wir wenden diesen Satz an auf die Function:
cos D — sin Hsinh + cosHcoshcosZ - @)
und erhalten:
_g_cagsH_D_ — cos H sinh — sin H cosh cos Z
—a—%)fh-p— — sin H cosh — cos H sinh cos Z
22cos D ; .
W — — sin H sinh — cos H cos h cos.Z

cos D

2H3h = cos H cosh + sin H sinh cos Z
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2cos D
QR

- ®cos D
QH?

B cos D

P HI

: eos D

QHR

3 cos D
on

= — sin Hsinh — cos H cosh cos Z
= — cos H sinh -+ sin H cos h cos Z
— — sinHecosh + cos Hsinh cos Z
— cos H sinh -+ sin H ¢os h cos Z

= — sin Hcosh -+ cos Hsinh cos Z

Nach (11) und (12) § 59. S. 291 bestehen die zwei Gleichungen:
cos H sinh — sin H cosh cos Z = sin D cos M 3)

sin Hcosh — cos Hsinh cos Z = sinD cos S 4)

Ferner setzen wir:

cos H cos h + sin H sinh cos Z } ®)
= cos (d)
wo (d) die Bedeutung einer Distanz
hat, welche zu Z und den Comple-
menten 90° — H, 90° — h als
Hohen gehort, wie in Fig. 1. ange-
deutet ist. :
Beniitzt man ausser. (3), (4)
und (5) auch die urspriingliche
Gleichung (2), so kann man alle
oben angegebenen 9 Differential-
quotienten bequem umformen:

j%’;{i = sin D cos M
dcos D : (6)
—aT _ S’VVLDCOSS
2
_____8 ;;21) = — cos D
i
_az_cf)_s_'D_—-_COsD )()
SRR
d2cos D
QHJM
3
_aaLOHs_ay_ = — sinD cos M
-g—ch%%h— = — sinDcos S

Fig. 1. Monddistanzreduction.

Dy, —Dy= 4

Di+Ds_ ,
2

D—Dy=z

4dHcosM =m 4h cosS = s
AdHsinM = m' 4h sinS = 8’
== cos (d) (©)]
3
_?_5“_’;?2_ = — smmDcos S 9)
3
%—I;i—;hl—z— = — simD cos M (10)

Nun wird die Reihe (1) auf die Function (2) angewendet, und zwar
nach Fig. 1. auf den Uebergang von D, auf D,:

21*
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A4 H 9 cos D Ah 9 cosd )
c0s Dy = cos Dy + —5— T A g -+ o aah

-1 > <(_112_II)2 202 cosD +2 AH Ah 22cos H (A_h)z 22 cos D

H? 7ol r 0T ShoH 2 o2
1 GscosD 3 AH\2 Al 23 cos D an
5y <(—2— Yo ( ) "2 H9h
A h\2 3cos D Ah\3 9% cos D
( dHII® ( T) an )

Wenn man ebenso auch den Uebergang von D, nach D, behandelt,
so bekommt man dieselben Coefficienten wie in (11), jedoch entsteht bei
den Gliedern der ersten und der dritten Ordnung ein Zeichenwechsel, d. h.:

4 H Ah 1 1
T... ——2—... +‘—A-(... ) —‘g(..- )(12)

c0s Dy = cos Dy —

und wenn man jetzt aus (11) und (12) die Differenz und das Mittel
bildet, so erhdlt man:

cosDy — cosD; = 4 H ago;ID + 4h agozD
AH P cosD L AH* Ah P cosD | AHAR PcosD | AN 3 cos D (13)
9 @ 8 aH*oh 8 JHoR T 24 i
cos Dy + cos D, AH2 RcosD AH Ah 32 cos D
2 e s - e R £
i AR 22cos D (14
8 2 R?

Wenn man hier die Ableitungen (6) bis (10) einsetzt, und zwar mit
dem Ausgangswerth D, an Stelle des allgemeinen D, so erhiilt man:

c0s Dy — cos Dy = sin Dy (4 Hcos M 4 Ahcos S)

: o1 HE AH2 AR
— sin D, (—24— cosM-I———S——cosS )
A H Ah? AR
—I-———S—cosM+ 54 cosS)
2
cong-;-cole=cosDo_<AH _|_Ah>cosD0+41H44h cos(d) (16)

Um von cos D auf D selbst zu kommen, muss auch cos D entwickelt
werden. Wir setzen hiezu:

Di— Dy = 4 17
und
D, + D,

3 =D (18)

wo das arithmetische Mittel D zwar sehr nahe mit D, von Fig. 1. iber-
einstimmt, aber innerhalb der Genauigkeit dritter Ordnung nicht mit D0
verwechselt werden darf. Mit diesen Bezeichnungen ist:
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b0
g 1-(4)\* 1 714\ .
cos Dy = cos D — = smD — 0l <T) cos D + 3 (T) sin D
g 2 3
cos Dy = cos D —% sinD — % cos D + _448_ sin D
ebenso :
2 3
cos Dy = cos D + —Ag— smD — % cos D — i’—s— sin D
3
cos Dy — cos Dy = sin D (A i %) 19)
‘ 4 :
C—OSD”#@& = cosD — —48— cos D (20)

(15) und (19) werden verglichen und geben:

i sml)0 4 H?
a4 — — G (AHcosM-I— Ahcos S — ok cos M %
AH® A _ 4H4W a1 @1

Ebenso werden auch (16) und (20) verglichen:

e NG A HE AW AH Ah  cos (d)
cos D (1 T) — ws D, <1 B e D0> @2)

In erster Niherung ist nach (21): :
A= AHcos M 4+ A% cos S (23)
was mit dem fritheren (14) § 59. S. 291 iibereinstimmt, also:
A2 = AH2cos® M + 24 H Ah cos M cos S + Ah2cos?S (24)
Dieses in (22) gesetzt gibt:
cos D E #H2 A h? AH Ah cos(d)

@by 8 o8 + 4 cos D,
; -i—df cszM+-—-—co“‘S+i£—Id—hcosMcosS
cos D 4 H? n2 A h? 2 AHdh cos (d)
D =1— 3 sim2 M ke S+ (cos D, +cos.McosS) (25)

Zur Vorbereitung von (21) gehen wir von dem Cosinusquotienten in (25)
zum Sinusquotienten iiber, und setzen zundchst:

D=D,+u (26)
cos D = cos Dy, — xsin D, sin D = sin Dy + xcos D,
cos D sin D
R Ty 1 — ztang D, v 1 4 «cotg D,
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= (1 — (2)2830) cotg D, 27)

sin D cos D
=1+ (1 = C—OS—D;> cotg? D, ©8)

also nach (25):
sim D 4 H? Ah?
sto—l—l—{ 8 sn2M+—8 sim? S -
— -’%ﬂb ( zzz(g) + cos M cos S>} cotg® D,
: (]
Es empfiehlt sich nun, Abkiirzungen einzufithren:

AHcos M = m Ahcos8 = s (30)
AHsmM = m' Ahsin S = s' (81)

auch ist in den hoheren Gliedern D und D, nicht mehr zu unterscheiden.
Damit werden (21) und (29):

4 sinD, AH? an
A—ﬁ=m(’"+s— o1 (’"+35)——2‘r(s+3’”)>

sin Dy m'2 2 m s AH AR cos(d) 2
sinD —1—<—8-.+ T P cosD) cotg* D

und aus diesen beiden letzten Gleichungen zusammen, bis zur dritten Po-
tenz einschliesslich genau:

Vi b A A4 h?

' y 32
et (’”—s— oo _m JHA @) )

8 4 4 cos D
Das Glied 43 links wird nach rechts hiniiber gebracht in der Form

A = (m + s = m® 4 3m?s | 3ms? 4 * : (33)

3 2 2
S =5 m+39) + 5 6 +3m

Indem man dieses mit der ersten Linie von (32) zusammen nimmt,
und nach (30) und (81) beriicksichtigt, dass

AH2 — m2 = m? sowie ARt — g2 =52

hat man:
m'2 82 3
A=m+s——2—4—;(m,+3s)———2—4-(em+s)

m! 4 (34)
~w+o (T + - 2EA 52D D

4 4 cos D
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oder in anderer Zusammenfassung:

e 1+ 2 cos?D ol s
A—-m+s———————24sm2D (mm'2 + ss?)
=+ 8_3—1':;—2—13 (— m2s — ms? +2ms (m + s)cos> D (35)

+ 2 (m + 3) AHAhcos(d)cosD)

Die Glieder dritter Ordnung, welche in (84) und (85) auf m + s
folgen, stellen den Fehler der nach der gewShnlichen Mittelhohenformel (23)
reducirten Distanz vor.

Fir gelegentliche Controllrechnung stellen wir auch die Formel fiir
die Differenz z zwischen dem Mittel der Distanzen und der Mitteldistanz
nach (27) und (25) auf:

D — Dy = x= cotgD <48H2 sm2 M + Ash2 sim? S
— Aﬂ;dh (%);—(g)— + cos M cos S)> &0
oder mit den Abkiirzungen (30) und (31):
a:=c—0tg2<m‘2—|—s‘2 —2ms — 24H Ah 22:?) (37

Dieses kann man auch wieder in (34) einsetzen, und hat damit:
5 2 2
Ad=m-+ s — lnﬁ (m -+ 3s) — ;—4 8m +s) — (m —+ s) xcotgD (38)

Zu einem Zahlenbeispiel wihlen wir die Verhiltnisse so, dass
die Glieder hoherer Ordnung moglichst gross werden, nimlich:

Mond Stern oder Sonne
Scheinbare Hohen . . . . . . H, = 10° ¢ hy=10 ¢ {39
Wire Hoben - H, — 10° 54 hy — 0° 36
Pferenzen L w008 L 31 AH = + 54 Ah = — 24
Mittlere Hohen . . . . . s Hy = 10%27 hy = 0° 48
Die scheinbare Distanz sei:
Dy.= 15° ¢ (40)

Damit berechnet man den Zenitwinkel Z:

cos Dy — sin Hy sin by

cos Z =
cos Hy cos by

Z = 12° 4 6,54" (41)

Damit, nebst den unter (39) gegebenen Hohen, findet man auch die
iibrigen Distanzen:

D, = 15° 48' 26,22“ D, = 15° 238 43,04" (42)
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Ferner:
M — 1980 2 54 S — 500 45' 36* 43)
m = AHecos M — — 1996,90 — — 33' 16,90
e ol el R g 10,90"} (48
m -+ 8 — — 2907,80° — — 48' 27,80 5)

Alles dieses ist streng sphéiriscﬁ berechnet. Nun bildet man folgende
Vergleichung:

Scheinbare Distanz D; = 15° 0’ 0“ £ D, aprklec st gty
Wahre Distanz D, — 15° 48' 26,22 D e 150 95 43,04°
Differenz D — D, — ¢ — +  90,07° (46)
Andererseits findet man nach (37): :
@ — 4 1438¢ 4 2,74 — 801“ 4 21,00 = + 30,06 @7

was mit (46) genéigend stimmt. Diesen Werth 2z kann man in (38)
setzen oder auch unmittelbar die Formel (85) anwenden.
In beiden Fillen erhélt man:
D, — D, — 4 — — 48 27,80" + 1,58 = — 48' 26,22" (48)

was mit der Vergleichung von (40) und (42) vollstindig stimmt,
Die Glieder dritter Ordnung oder der Fehler, den man begeht, wenn
man schlechthin nach der Mittelhohenformel (23)

A = AHcos M + AhcosS

rechnet, betragen also in diesem Falle nach (48) immerhin 1,58" oder
rund 2, indessen ist dieser Betrag ein ausnahmsweise hoher, der Febler
wird im Allgemeinen 1 nicht iiberschreiten.

Betrachten wir, um dieses zu untersuchen, die Glelchung (85) niiher,
so fillt zuerst auf, dass die Correctionsglieder simmtlich sin® D im
Nenner haben, d. h. die einfache Formel (23) ist ganz unzulissig, wenn
die Distanz nahezu — 0° oder nahezu — 180° wird.

Um den Grossenbetrag der Correction summarisch zu schitzen, kann
man zunichst das Hauptglied mm'2 von (85) ins Auge fassen, denn wegen
der grossen Mondparallaxe sind die Glieder m und m’ (vgl. (30) und (81))
im Allgemeinen erheblich grosser als die Glieder s und g

Wir nehmen also nach (35) die Function in Betracht:

re 1 4 2cos?D
24 sim2 D
M — 0° und M — 90° macht diese Function =— O und durch
Differentiiren findet man, dass cos M sin® M sein Maximum erreicht mit
M — 54° 44' oder M — 125° 16‘, und zwar ist dann cos M sin® M
= 0,385, also:

mm? wo mm?® = A H? cos M sin® M (49)

0 14+ 2cos2D 4H?
fux = 0385 “HrGdD o

(G
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Der Maximalwerth von 4 H ist nach S, 815 rund = 55' = 8300, und
setzt man dieses nebst ¢ = 206 265“ ein, so erhalt man:

, 14+ 2cos2D
fmax = 0,01355' D
Hiernach wird berechnet :
D —= 1 fmax = 133"
2 . 33
5 5
10 13 (51)
15 0,6
20 0,3
‘Wenn man die Annahme macht, dass die Distanz D klein ist, so dass
cos D — 1 gesetzt werden kann, dann vereinfacht sich die Formel (35)

noch sehr erheblich, Wir wollen 4 — m + s 4+ A" setzen, dann ist
nach (85) mit cos D = 1 und auch cos (d) = 1:

A = — _83#_5 (mm® 4 ss® + m2s + ms? — 2m?s — 2ms?

+2mAHAh 4+ 2s AHAR)

(52)

Nachdem man aber cos D — 1 gesetzt hat, ist es ebenso erlaubt
zu setzen:

S =180 — M cos S = — cos M simS = sim M
Folglich nach (80) und (31): :
m = A Hcos M s = — Ahcos M
m'= A4 HsimM s'l= Ahsim M

und wenn man dieses in (52) setzt, so findet man erhebliche Vereinfachung
und Zusammenziehung, aus welcher schliesslich hervorgeht:
cos M sin>* M (4 H — 4hp

el e @ ; (53)

Dieses ist eine ganz gute Niherungsformel zur Schitzung des Fehlers,
welcher bei der gewdhnlichen Mittelhohenrechnung nach (23) begangen
wird. Wir erproben die Formel (53) an dem Zahlenbeispiel (39) bis
(48), niéimlich:

M = 128° 3, 180° — S = 129° 14/, also jetzt im Mittel M/ = 128° 38’
D—1524, AH— 4h = 54 — (— 24') = 18 = 4680"
Dieses in (53) eingesetzt gibt:
A = + 1,6“
was in der That mit dem zweiten Gliede von (48) stimmt,

Die Formel (53) fihrt mit #h = 0 im Wesentlichen wieder auf
die Function f in (49) zuriick, wenn dort cos D = 1 gesetzt wird, und
da das nur von Refraction herriilhrende A4k in der iiberwiegenden

Mehrzahl der Fille das von der Mondparallaxe abhingige 4 H nicht er-
heblich vergrossert, so kann man die kleine Tabelle (51) wohl als Fehler-



330 Geschwindigkeit der Monddistanz-Aenderung. § 66.

maass fir die gewohnliche Distanz-Reductionsberechnung mit Mittelhohen
nach der Formel (23) gelten lassen.

Wir entnehmen daraus, dass diese Berechnung meist innerhalb 1%
genau ist, zumal Distanzen unter 20° (welche im Nautical Almanac nicht
vorkommen) selten angewendet werden.

Als Beispiel einer kleinen Distanz nehmen wir 8° bis 9°, was
ich in der Oase Farafrah am 2. Januar 1874, Abends, zwischen dem
Mond und dem Fixstern Pollux maass (s. o. S. 811). Diese Distanz
kommt nicht im Nautical Almanac, da sie aber sehr bequem zu messen
war, und bei kleinen Distanzen die Instrumentenfehler von wenig Einfluss
sind, wurde sie im Verlauf von zwei Stunden 24 Mal gemessen. Es fragt
sich nun, ob die gewdhnliche Reductionsrechnung noch zuldssig war? Zur
Anwendung unserer Formel (53) haben wir aus der Reductionsberechnung :

D, — 8 36" M = 163° 26
AH = + 25 14" = + 1514" Ah = — 40" AH — 4h = + 1554"
Damit gibt die Formel (53):
A4 = — 0,04

Es ist also in Hinsicht auf die Schirfe der Reductionsrechnung von
dieser kleinen Distanz nichts zu fiirchten,
Solche Kkleine Distanzen geben allerdings meist auch sehr ungleiche
Differenzen, z. B. in diesem Falle:
Greenwichzeit 68 D = 9° 59’ 43" _ g1 53¢
7, 9 27 50 _3145—{—8“
8 8 56 5 31389 4+ 6
9 8 24 26
Wenn man aber iiberhaupt auf Jahrbuchsdistanzen verzichtet und seine
Distanzen (wie diese) selbst rechnet, so wird man das Intervall eng nehmen

and kann dann die zweiten Differenzen leicht beriicksichtigen.

§ 66. Geschwindigkeit der Monddistanz-Aenderung.

Die Aenderung der wahren, vom Mittelpunkt der Erde aus gesehenen,
Monddistanz ist durch den im astronomischen Jahrbuch zwischen je zwei
Distanzen angegebenen Proportional-Logarithmus gegeben. Nach § 68.
S. 314 schwankt diese Aenderung etwa zwischen 0,4° und 0,6° in einer
Stunde und ist im Mittel etwa 0,5° = 30' in 1 Stunde oder 30" in
1 Minute. Die durch die Differenzen der Proportional-Logarithmen aus-
gedriickte Beschleunigung der Distanzinderung ist im Allgemeinen Kklein,
so dass man innerhalb 10—15 Minuten die Distanzéinderung als gleich-
formig, d. h. proportional der Zeitéinderung annehmen darf.

‘Das bezieht sich aber alles nur auf ,wahre“ Distanzen, wie sie
einem im Erdmittelpunkt befindlichen Beobachter erscheinen wiirden, dagegen



