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d) Schubfpannungen; elaftifche Linie. 

Aufser den oben ermittelten axialen Faferfpannungen N treten bei ver­
fchiedenen Belaftungszuftänden der Balken auch noch Schubfpannungen auf, von 
denen hier zunächft die horizontalen Schubfpannungen betrachtet werden mögen. 

Angenommen, die Axialkräfte P feien gleich Null, und es folIen die horizontalen 
Schubfpannungen ermittelt werden, welche 111 derjenigen Faferfchicht zwifchen den 
unendlich nahe an einander gelegenen 
Querfchnitten 11 und 1111 (Fig. 112) 

wirken, die um Z1 über der Balkenaxe 
liegt. Dabei folIen die vereinfachenden 
Annahmen gemacht werden, dafs die iz, R 
Querfchnitte 11 und 11 11 einander gleich 
feien, dafs die horizontale Schubfpannung 
pro Flächeneinheit in der ganzen Breite 
der Fafer n n conftant fei und dafs die 
Kraftebene rämmtliche Querfchnitte in 
Symmetrieaxen fchneide. 

Fig. 112. 

z 

z 

Auf den Theil des Balkenftückes zwifchen 11 und 1111, welcher oberhalb der 
Faferfchicht 1Z n liegt, wirken zwei Kräfte, nämlich normal zur Ebene 11 die 
Summe R der axialen Faferfpannungen und normal zur Ebene II 11 die Kraft 
R+ dR. Nun ift 

und da nach Gleichung 34. N = ; Z ift, 

~ ~ 

/
}J;f J M+d }J;f 

R = ---;;r Z d fund R + d R = '" z df. 
J Z1 J 

Z 1 

Die Differenz der beiden Kräfte Rund R + dRift gleich ihrer Refultirenden; 
mithin ift die auf das Balkenftück wirkende axiale Faferfpannung 

Für die Integration zwifchen Z1 und a1 find jJ;f, dM und J conftant; diefe 
Werthe können alfo vor das Integralzeichen gefetzt werden, d. h. es ift 

Damit das betrachtete Balkenftück im Gleichgewicht fei, mufs die algebraifche 
Summe der auf daffelbe wirkenden Horizontalkräfte gleich Null fein; es mufs alfo 
noch eine Horizontalkraft auf das Balkenftück wirken, welche der Gröfse nach 
genau gleich der obigen Kraft d R, der Richtung nach derfelben entgegengefetzt 
ift. Diefe Kraft kann nur in der horizontalen Faferfchicht wirken. mittels deren 
diefes Stück mit dem ~nderen Balkentheil zufammenhängt, d. h. in der um Zt 

• 
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über der neutralen Axe liegenden Schicht. Längs diefer Schicht entfteht demnach 
eine Schubfpannung. Wird die Gröfse derfelben pro Längeneinheit des Balkens 
mit H bezeichnet, fo beträgt fie für d x Längeneinheiten H d x, und es ergiebt 
fich für die Ermittelung von H die Bedingungsgleichung ; 

~ ~ 

d.lJIfj dM 1 J H d x = d R = ----y- z d fund H = ---;IX Y z d f. 
~ q 

Nach Gleichung 28. (Art. 295, S. 258) ift ~-:- = Q; demnach 

73· 

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen bedeutet ; Es foll für jedes Flächen­
theilchen df zwifchen den Ordinaten Zl und a 1 das Product aus diefern Flächen­
theilehen in feinen Abftand von der Schwerpunktsaxe gebildet und die fammtlichen 
Producte folien addirt werden. 

Man nennt bekanntlich diefes Integral das ftatifche Moment der Fläche 
zwifchen den Ordinaten Z l und a 1 bezogen auf die Schweraxe. Setzen wir nun 

a l j~l 
S = z dj, 

Zl 

fo wird 

74· 

Die horizontale Schubfpannung pro Längeneinheit für irgend eine Fafer­
fchicht wird demnach erhalten, indem man die Transverfalkraft für die betreffende 
Stelle mit dem auf die neutrale Axe bezogenen ftatifchen Moment des Querfchnitts­
theiles oberhalb der bezüglichen Faferfchicht multiplicirt und diefes Product durch 
das Trägheitsmoment des ganzen Querfchnittes für die neutrale Axe dividirt . 

Aus Obigem folgt: 
I) In demfe1ben Querfchnitt find Q und J für alle Fafern conftant; mithin ift 

die Gröfse der horizontalen Schubfpannung pro Längeneinheit des Balkens an den ver­
fchiedenen Querfchnittsftellen von der Gröfse des Ausdrucks für S abhängig. H wird 
für diejenigen F afern am gröfsten, für welche S feinen gröfsten Werth hat. Das 
ftatifche Moment des oberhalb befindlichen Flächentheils jft am gröfsten für die 

a l 

horizontale Schweraxe; dort ift es gleich S . Am kleinften ifl: S für die äufserften 
o 

a l 

Fafern; denn dafe1bfl: ift es gleich S = O. 
al 

Die horizontale Schubfpannung pro Längeneinheit des Balkens ift demnach 
am gröfsten in der horizontalen Schwet:axe; fie ift gleich Null in den am weiteften 
von derfelben entfernten Faferfchichten, d. h. in den gefpannteften F afern. 

2) Der in Gleichung 74. gefundene Ausdruck giebt die Gröfse der Schub­
fpannung pro Längeneinheit an. Diefe Schubfpannung vertheilt fich über die 
ganze Breite der Faferfchicht, wie man in den Fällen der Praxis meift annehmen 
kann, nahezu gleichmäfsig. 1ft demnach die Breite des Querfchnittes in der Höhe 
der betrachteten Faferfchicht gleich 'W , fo vertheilt fich der gefundene Werth H 



über w. 1 Flächeneinheiten, und es ergiebt fleh als Schubfpannung pro Flächen­
einheit: 

" I 

Q SZI 
~= 'li/J 7 S· 

Im Nachftehenden folIen für einige, im Hochbauwefen häufiger vorkommende 
Querfchnittsformen die horizontalen Schub­
fpannungen beftimmt werden. 

I) Für den r e c h t eck i gen Q u e r feh n i tt 
(Fig. 113) liegt die horizontale Schwerpunktsaxe in 

halber Höhe. Die horizontale Schubfpannung in der 

Höhe ZI über der neutralen Axe ift nach Gleichung 74. 
zu befiimmen. 

Für den vorliegenden Querfchnitt ift 

h " 1 

Sil l s2 = f2 Z df und , da df= b dz, 
Zl Zl J 

ZI 

" " 

Fig. 113. 

:-b-~I 

F===~'rlz ; 
-- j 1 

h ~--I----~ Z :' 
y-;:-z-, r+----+~.~.~y 

s:: = 12 b dZ' Z= [ b ; 2 ]2 = +(h~ _ ZI
2
). 

ZI 

b 1,3 
Da ferner 7 = 12' wird nach Gleichung 74· 

Q ~ (_h_2 
_ Z12) . 

H = 2 4 . = i.5L (h2 
_ Z12) = ~ [! _ (~)2J ------:6-:h:-;;3---'-- /,3 4 h 4 " 

12 
In diefem Ausdmck ift nur eine Variabele z\; alle andern Factoren find für Himmtliche Fafern des 

Querfchnittes conftant. Trägt man demnach für jede :Fafer die Gröfse der in ihr pro Längeneinheit ftatt­

findenden Horizontal-Schubfpannung als Ordinate graphifch auf und verbindet die Endpunkte derfelben , fo 
erhält man als Verbindungslinie eine Curve, die Curye der Gleichung 76 . Die Form der Gleichung zeigt , 
dafs diefe Curve eine Parabel ift . 

6Q 
Für Z \ = 0 ift Ho = H",«x = --

4 /, 
3Q .. 1, . 6Q(II) 

lind fur Zl = '2 1ft H " = h "4 -"4 = o. 
2 

. H 
Die Horizontalfpannung pro Flächeneinheit längs der einzelnen Fafern 1ft Sj = b' d. h. 

6 Q [ 1 ( z \ )2] 3 Q ~ = -- - - - ,ferner ~o = -- und ~" = Q. 
6 1, 4 . /' . 2 6" "2 

Die in Fig. 113 gezeichnete Curve giebt alfo auch die graphifehe Darflellung der pro Flächen­

einheit ftattfindenden Horizontal-Schubfpannungen. 
2) Für den fymmetrifchen I - förmigen Querfchnitt (Fig. 114) liegt die horizontale Schwer­

punktsaxe gleichfalls in halber Höhe. Die Gröfsen Q 

und 7 find für alle Fafern defTelben Querfchnittes conftant , 
mithin H mit S veränderlich. Für irgend eine F a fer 

des Steges in der Höhe Zl über der neutralen Axe ift 

nach Gleichung 74. 

[ (~-I-ZI) d{~ - /-l- Zl)] Q 6/ (/' - I) 2 _ \. 2 ' 
H=:7 2 + 2 ' 

H= ~ [b /(~- /)+~((~_/Y_ ZI2)] 77-

Ein anfchauliches Bild der Veränderlichkeit der 

horizontalen Schubkräfte erhält man, indem man für jede 

Fafer die in ihr herrfchende Schubfpannung als Ordinate 

• 

Fig. 114. 

326. 
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aufträgt. Da der Quotient ~ confl:ant ifl:, fo kann derfelbe" vorläufig bei Seite gelaffen werden, und 

man kann f,ch auf das Auftragen der Werthe für 5 befchränken. 

Wä re das Rechteck von der Breite b und der Höhe /, vollfl:ändig , fo würde man als graphifche 

Darfl:ellung der Veränderlichkeit von 5 eine Parabel erhalten ( liehe Art. 326 , S. 287) , deren Ordinate 
in der H öhe SI über der neutralen · Axe wäre : 

" 5 = / 2 df s = T (: - ZI2). 
z, 

b h 2 h 
Für ZI = 0 ifl: die Ordinate So = - 8-' für z, = "2 ifl: die Ordinate S" 

2 

O. Demnach ifl: 

die Parabel leicht zu confl:ruiren. Diefelbe ifl: in Fig. 114 in CL ß T Il € gezeichnet. 

Für die Fafern nun , welche der oberen und unteren Gurtung angehören, ifl: das fl:atifche Moment 

" 52 des über demfelben liegenden Querfchnittstheiles beim I -förmigen Querfchnitt genau eben fo grofs wie 
%, 

beim vollen Rechteckquerfchnitt. Für diefe Fafem lind alfo die Ordinaten der Parabel CL ß T a 8 die 
richtigen. Der Theil der Parabel CI. ß und a 8 ifl: alfo auch für den I -förmigen Querfchnitt die graphifche 

Darflellung der S. Es erübrigt noch die Darfl:ellung der Werthe von 5 für die Fafern des Steges. Wäre 
nur das Rechteck von der Breite d und der Höhe /" vorhanden, fo wäre nach Obigem die graphifche 

DarfteIlung von 5 eine Parabel der Gleichung 

In Folge der Gurtungen kommt aber für jede Fafer noch das ftatifche Moment der Gurtung, d. h . 

der Rechtecksfläche b t bezogen auf die neutrale Axe hinzu. Diefes ifl: aber foeben bereits in den 

Ordinaten ~ ß und "f} a gefnnden. Um diefen conftanten Summanden werden die Ordinaten s zu ver­
mehren fein , was am einfachften dadurch gefchieht, dafs man die Parabelordinaten der obigen Gleichung 

d 
s = "8 (1,,2 - 4 Z12) von der Linie ß 0 aus abträgt. 

I d I A ·" 0 d' d h l2 
f d· Abr·ff ± h l 

I·" n er neutra en xe In ZI = , auer So = - 8- ; ür le ICI e 2 II 

d ( h )2 s=8 hI
2 _ 4_+ = 0. 

Aus diefen Werthen ift die Parabel leicht in der bekannten Weife zu conftruiren. Es ergiebt lich 
die Parabel ß {)- o. Die horizontale Schubfpannung pro Längeneinheit findet man daraus durch Multiplication 

" Q h - l'l . 
der für 5 gefundenen Werthe mit y. In den meifl:en Fällen ift d fehr klein und eben fo --2-' d. 1. 

die Flanfchenftärke t verhältnifsmäfsig gering gegen h . Man kann fodann ohne merklichen Fehler die 

Curve für 5 durch die gebrochene aus geraden Stücken zufammen gefetzte Linie CL ß a 8 erfetzen. Es ifl: 

Alsdann ift in der horizontalen Schwerpunktsaxe nahezu 

Sei wieder der Abftand der Flanfchenfchwerpunkte ~, der Flanfchenquerfchnitt b t = f, fo ift 

r. = h l + h d h . H = Qf~ 
'J 2'· 2.7 . 

Für .7 den Werth aus Gleichung 44 . eingefetzt, giebt 

78 • 

• 



:Ift d6~ gegen f klein, fo ifl nahezu 

Die Ordinaten in Fig. 114 geben die horizontalen Schubfpannungen pro Längeneinheit des :rrägers 
an; die Schubfpannung pro Flächeneinheit wird erhalten, indem man die pro Längeneinheit flattfindende 
durch die Anzahl der auf eine L ängeneinheit kommenden Flächeneinheiten dividirt, d . h. durch die Breite 

des Querfchnittes in der betreffenden Fafer. Man erhält fodann die gleichfalls in Fig. 114 gezeichneten 
Ordinaten als horizontale Schubfpannungen pro Flächeneinheit. In den Flanfchen ifl die Breite, alfo der 

Divifor grofs, mithin die Spannung klein; umgekehrt ifl es im Stege. 
3) Querfchnitt der Blechträger. Bei den aus einem einzigen Stücke beflehenden Quer­

fchnitten werden die in den einzelnen Fafem wirkenden horizontalen Schubfpannungen durch den Widerfland 

aufgehoben ,. den der Zufammenhang der Fafem dem Verfchieben entgegen fleHt; die Querfchnitts­
dimenfionen find demnach fo zu wählen, dafs die erlaubte· Beanfpruchung auf Schub nicht überfehritten 

wird. Ifl dagegen der Querfchnitt aus mehreren Theilen zufammengefetzt, fo müffen die in den Fugen 

zwifchen den einzelnen Theilen entflehenden Schubfpannungen durch künflliche Mittel aufgehoben werden . 
Bei den Blechträgern dient dazu der Abfcherungswiderfland der Niete. Die Niete find demnach fo zu 

beflimmen, dafs ihr Schubwiderflaud die auftretenden Schubfpannungen aufhebt. Um defshalb- den Ab­
fund der Niete zu ermitteln, welche zur Verbindung der Lamellen mit den Winkeleifen dienen, fuche 

man die pro Längeneinheit in der Fuge a a (Fig. I I 5) ftattfindende 
Schubfpannung auf die oben gezeigte Weife, durch Rechnung oder 
graphifch. 

Es ift wieder H = QyS, worin 5 das flatifche Moment der 

Lamellenfiäche bezogen auf die neutrale Axe bezeichnet. Nennt man 

den Abftand der Nietbolzen e, fo ifl die Gefammtfchubfpannung auf 
die Länge e gleich 

x+ e 

! QS dx 
. Y 

0 

0 

Fig. 115. 

9 Q 
L_ e -_; 

0 0 

Allerdings ändert fich Q mit x; doch kann man JQ d x = Ql e fetzen , wenn Ql den Mittelwerth 

von Q auf der betrachteten Strecke e bedeutet. Mithin ifl die gefammte Schubfpannung auf diefer Strecke 

5 
D = Y Qle. 

Diefe Schubfpannung ifl durch zwei einfchnittige Niete aufzunehmen, deren Widerfland gegen Ab­
feheren nach Art. 292 , S. 254 

W=2
tf2 7tT 

4 
ift, wenD T die erlaubte Schubbeanfpruchung pro Flächeneinheit der abzufcherenden Fläche ift. Durch 
Gleichfetzung beider Werthe erhält man eine Gleichung für e: 

Ql 5 e = 2 d 27t T d 27t TJ 
J 4 und e = 2 Ql 5 . 

Je gröfser Ql ifl, defto kleiner wird e, defto näher find alfo die Niete zu fetzen. 

Die angegebene Berechnung ift nur für die horizontalen Fugen genau; fie' kann ·aber mit . hin­
reichender Genauigkeit auch für die verticalen Fugen, alfo zur Beflimmung der Niete dienen, welche 

die horizontale Schubkraft in den verticalen Fugen aufzunehmen beftimmt find. Für diefe Berechnung ifl 
fodann unter 5 das futifche Moment desjenigen Theiles der Querfchnittsfläche zu verftehen, welcher durch 

die Niete mit der Blechwand verbunden wird, alfo die Querfchnittsfläche der Winkeleifen und der Lamellen. 

Um für die verticalen Schubfpannungen einen Ausdruck aufzuftelIen, fei ein 
horizontaler Balken (Fig. 116) vorausgefetzt, auf den nur verticale Belaftungen 
wirken. Auf den Balkentheil links von einem beliebigen Querfchnitt J J wirkt eine 
Anzahl äufserer Kräfte, die zu einer Refultirenden, der fog. Transverfalkraft Q 
vereinigt fein mögen. Damit diefes Balkenfragment im Gleichgewicht fei, mufs die 
algebraifche Summe der auf daffeibe wirkenden Verticalkräfte gleich Null fein. Die 

Handbuch der Architektur. I. I . 

328. 
Blechträger­
Querfchnitte. 

32 9. 
Verticale 

Schu b­
fpann ungen. 

-
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Kraft Q ift allgemein nicht gleich Null; es mufs alfo am Fragment noch. eine 
verticale Kraft wirken, welche der Kraft Q entgegengefetzt gerichtet, ihr an Gröfse 

Fig. 11 6. 

Q 

/ 

I 

~::"z 

Q 

aber genau gleich ill, d. h. mit Q zufammen die Summe 
Null ergiebt. Eine folche Kraft kann aber nur längs des 
Querfchnittes I I wirken, da nur durch diefe das Fragment 
mit den anderen Theilen des Balkens zufammenhängt. 
Diefe Kraft ift der Widerftand, welchen die Fafern dem 
Verfchieben des Balkentheiles längs des Querfchnittes I I 
entgegen fetzen. 

Es folgt hieraus: In jedem verticalen Querfchnitt 
wirken verticale Schubfpannungen, deren Summe genau gleich der Transverfalkraft 
ift, welche {ich für diefen Querfchnitt ergiebt. 

Fig. 117. 

r.!.dz1dx(;d0dz . 

a "-dx: 'lf.dH) dx 

Nydz - d1 ?N7N)ydz 
Hdx C . d 

z}dx 
Vdz 1 

yydx.dz. 

Die Vertheilung diefer Schubfpannungen über den 
Querfchnitt findet nach folgendem Gefetze ftatt: Die an 
irgend einer Stelle pro Längeneinheit wirkende verticale 
Schubfpannung ift gleich der ' an derfelben Stelle pro 
Längeneinheit wirkenden horizontalen Schubfpannung. 

Um diefes Gefetz nachzuweifen, qetrachten wir ein 
im Abllande z (Fig. I 17) über der neutralen .A$..e liegen­
des Balkenftück von der L änge d x und der Höhe d z. 
Auf diefes wirken im Allgemeinen folgende Kräfte: 

normal zur Fläche ac wirkt Ny d z ; längs der Fläche c d wirkt H d x ;. 

bd (N+dN)ydz ; ab (H+ d H) dx; 
cd Zydx ; ac Vdz; 
ab (Z+dZ)ydx ; bd (V+dV)dz. 

Hierin bedeutet y die Dicke des Elementes d z . d x normal zur Bildfläche 
gemeffen, Z und Z + d Z die auf die . horizontalen Flächen a bund cd wirkenden 

Fig. 118. 

dZydx ([/.d Wz 

~
l 'lf.dH)dx 

+--dNydz 

Hdx d 

Vdx rydxdz 

Normalfpannungen und V die verticale Schubfpannung 
pro L ängeneinheit. Endlich wirkt noch das Eigengewicht 
des E lementes = '1 Y dx dz. 

Laffen wir diejenigen Kräfte, welche einander gegen­
feitig aufheb en, fort, fo bleiben die in Fig. 11 8 an­
gegebenen übrig. Diefelben halten das Balkenftück im 
Gleichgewicht; es müffen alfo die Summen der ftatifchen 
Momente, bezogen auf einen beliebigen Punkt der Bild­
ebene, gleich Null fein. 

E s fei b diefer Drehpunkt; alsdann ill 
dxdzdx dx dz 

0= Vdzdx- Hd xdz+'1Y 2 +d Z ydxT -dNydz-2- ' 

Die unendlich kleinen Gröfsen dritter Ordnung fallen gegen die unendlich 
kleinen Gröfsen zweiter Ordnung fort; es bleibt alfo 

0= Vdzdx-Hdxdz, 
woraus V = H. 79· 

Dies gilt für jede Stelle des Balkens, womit der obige Satz bewiefen ift. 
Es ift mithin nach Gleichung 74 . 

80. 
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Die in Art. 326 bis 328 für verfchiedene Querfchnittsformen ermittelten 
Werthe und graphifchen DarfteIlungen für H gelten alfo auch für V 

Das Gefetz, nach welchem lieh die verticalen Schubfpannungen im Querfchnitt vertheilen , ia von 

befonderer Wichtigkeit , wenn es lieh darum handelt , die auf die einzelnen Niete 

in neben aehender Verbindung (Fig. 11 9) entfallenden Beanfpruchungen zu er­

mitteln. Der I-förmige Walzträger wird durch Winkeleifen mit dem Blechträger 
vereinigt. Die im Querfchnitt a a des I-Trägers entaehende Transverfalkraft Q 

ia durch die Niete auf den Blechträger zu übertragen. Die einzelnen Niete 
find nun fo zu vertheilen, dafs deren Entfernung der Gröfse der durch den be­
treffenden Niet zu übertragenden Schubfpannung entfpricht. Sei an einer Stelle 

die Entfernung der Nietmitten e, die verticale Schubfpannung pro Längeneinheit 
im Mittel in diefer Höhe gleich V, fo kommt auf einen Niet die Schubkraft Ve . 

Der Niet wird in zwei Querfchnitten abgefchert; mithin ia der Ab-
. 2d~ 
fcherungswiderfiand des Nietes --4- T; es ergiebt lieh alfo für' e die Gleichung: 

2 d 2 '!t 
Ve = --4- T , 

'!td 2 T 
woraus e = 2V' 

Fig. 11 9. 

i 
Q 

Da V von der neutralen Axe nach der oberen und unteren Gurtung zu abnimmt , fo find die Niete 
in der Nähe der Neutralen näher zu fetzen, als in der Nähe der Gurtung. Für die gewöhnlichen 

I -formigen Walzbalken kann man die oben fiehende Fig. 119 als graphifche Daraellung der Veränder­
lichkeit der verticalen Schubfpannung annehmen, d. h. mit genügender Annäherung V als confiant über 

die ganze Trägerfieghöhe annehmen, worin nach Gleichung 78. . V = ~ . 

In den bisherigen Betrachtungen find nur die Normalfpannungen, welche in 33°· 
Spannungen 

den verticalen Balkenquerfchnitten, und die Schubfpannungen, welche in den hori- f. ein beliebiges 

zontalen und verticalen Balkenquerfchnitten entftehen, ermittelt worden. Um die Flächen· 
element. 

Frage der im Inneren der Balken auftretenden Beanfpruchungen eingehend zu 
löfen, wären noch die Normal- und Schubfpannungen in einem Querfchnitte auf­
zufuchen, welcher einen beliebigen Winkel mit der Horizontalen macht. Auf diefe 
Unterfuchungen einzugehen, mangelt hier der Raum, und es kann auch in den 
meiften Fällen des Hochbaues auf eine dahin gehende Berechnung verzichtet werden. 
Die Lefer, welche fich über diefen Gegenftand inftruiren wollen, werden auf die 
S. 245 genannten Werke von Grashof und Wz'nkler verwiefen. 

Wenn ein Balken dem Einfluffe biegender Kräfte unterworfen ift, fo wird 331. 
Elaflifche Linie. 

eine Formänderung oder Deformation deffelben eintreten. Die Axe des urfprüng-
lich geraden Balkens wird eine krumme 
Linie (Fig. 120), und zwar ift diefe krumme 
Linie eine ebene Curve, wenn alle Kräfte 

Fig. 120. 

in einer Ebene .wirken, welche fammt- Aj---====-~f..2:t:n-.c:::----X 
liche Querfchnitte in Hauptaxen - meift 
Symmetrieaxen - fchneidet. Sodann lie­
gen alle Punkte der deformirten Axe in 
der Kraftebene. Man nennt die deformirte 
Axe die elaftifche Linie. 

Die Gleichung der elaftifchen Linie 
läfft fich folgendermafsen entwickeln. 

Wir legen durch einen Punkt A 
der Balkenaxe drei Coordinatenaxen, von 
denen die X - Axe mit der urfprünglichen 
Balkenaxe zufammenfalle, die Y - Axe 

y 

D(~I( U DtJ!;r 11 r, J 

C C
r 

C C 
-dx· : 

, . , 
I 11 

vor nach 
der Deformation. 



normal zu derfelben in der Kraftebene , die Z·Axe normal zur Kraftebene fieht, 
und betrachten ein Balkenfiück zwifchen den Ebenen. I I und II II, deffen Länge­
vor der Deformation d x war. Die Ebenen I I und II II waren vor der Deformation 
parallel und normal zur Balkenaxe und hatten die Abfciffen x und x + d Xj die­
Länge einer Fafer D D' in der Höhe v über der Axe war d x. 

Wir befiimmen nunmehr die Deformation diefer Fafer D D'. Durch die­
bei den Punkte der deformirten Axe Cl und C/ legen wir Ebenen normal zu der 
deformirten Axe; der Winkel bei der fei d t. der Winkel der edlen diefer Ebene­
mit der Verticalebene fei 't. Die einzelnen Punkte der Ebenen I I und II II werden 
nach der Deformation allgemein nicht mehr in Ebenen liegen; man kann aber 
annehmen, dafs der Abfiand zweier Punkte in der Höhe v über der Axe nach 
der Deformation eben fo grofs ifi, wie der Abfiand der Normalebenen in der 
H öhe v über der Axe, d. h. dafs fiattfindet 

D 1 D/ = Cl C/ + v d 't. 
Nennt man die Verlängerung des Stückes C C' bei der Deformation da, fo ifi 

C] Ct' = d x + da und D 1 D/ = d x + da + v d 't. 

Dies ifi die Länge der deformirten Fafer. Die urfprüngliche Länge derfelben 
war D D' = d x; folglich ifi die Verlängerung durch die Deformation 

und 

D ] Dt' - D D' = d x + da + v d't - d x = da + v d t 

.. . .. da+ v dt 
das Verlangerungsverhaltmfs d x 

Ifi N die axiale Faferfpannung in diefer Fafer, fo ifi 
N _ da + vd'C _ da + vd'C 
E- dx -dx d x ' 

N =Eda + E v dt 
d x dx 

Nach Gleichung 33 . ifi aber auch 
P M v 

N = F+Y 
Für v = 0, d. h. für die Axe ifi nach Gleichung 8r. und 82. 

da P 
N o=E d x =F' 

82. 

d. h. da P 
d x - E F . 83· 

Die Gleichfetzung der Gleichungen 8 I. und 82. ergiebt 

!!..-. da + E. v . d t = ~ + JV1 v 
dx d x F J 

h GI . h E da _ P'n. . d 
und da nac elc ung 83· ~ - F 11L, wIr 

oder 

dy 
Nun ifi tg t = -d ' x 

Evdt M v 

d x T 

d'C lVI 
d x- EJ 

fonach d tg t -y-;;-
dt 

84-
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Bei den hier in Betracht kommenden Deformationen ift t fo klein, dafs cos2 t 

unbedenklich gleich 1 gefetzt werden kann, d. h. dafs nahezu 
dt azy 
d z - dz2 • 85. 

dt 
Für den Werth aus Gleichung 84. eingefetzt, giebt 

dz 
d2y M 
dz2 = EY 86. 

Gleichung 86. ift die Differentialgleichung der elaflifchen Linie. In derfelben 
bedeutet M das Moment an der Stelle mit der Abfciffe z, im Allgemeinen alfo 
etwas Variabeles; Y ift das Trägheitsmoment für die horizontale Schwerpunktsaxe 
.des Querfchnittes an derfelben Stelle. 

Die Gleichung der elaftifchen Linie wird durch zweimalige Integration der 
Gleichung 86. erhalten; bei der Integration ift E conflant. Es wird 

dy 11M 
d z = E -Y- d z + CI 

und 

y = ~JJ~ (dzy+ C\z+ C2• 

Bekanntlich ifl der Krümmungsradius für eine ebene Curve 

[1 + (~YJI2 
p = azy 

d x2 

-oder wenn tg t = :~ nur klein ift, angenähert 

1 
P = azy 

d Z 2 

Danach wird die Gleichung der elaftifchen Linie auch gefchrieben werden können: 
1 M 
p= E Y . 87· 

Für M = 0 wird p = 00, d. h. die elaftifche Linie eine Gerade. Das Moment 
M ift Null an demjenigen Punkt des Balkens, wo es aus dem pofitiven in den 
negativen Werth übergeht, alfo das Vorzeichen wechfelt; an diefen Punkten hat 
ionach die elaflifche Linie fog. Wende- oder Inflexionspunkte. 
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