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4. Kapitel. 

Biegungselafticität und Biegungsfeftigkeit. 

Der Fall der Biegungselafticität tritt, wie in Art. 277, S. 244 bereits gefagt 295 · 

f d· r K f . N hb r 1 . . Blegung,moment wurde, au, wenn le äUlseren rä te zweI ac arquerlc lnttte um eine normal zur und 
Kraftebene ftehende Axe fo ZU drehen ftreben, dafs deren Entfernung von einander Transverfalkraft 
{ich ändert. Daraus folgt, dafs eine Beanfpruchung auf Biegung nur ftattfinden 
kann, wenn ein Befheben zum Verdrehen vorhanden ift, d. h. wenn die äufseren 
Kräfte in Bezug auf die betrachteten Querfchnitte ein Biegungsmoment haben. 
Gewöhnlich iH: aufser dem Moment der äufseren Kräfte noch eine abfcherende 
Kraft vorhanden. Diefelbe ruft Schubbeanfpruchungen hervor, 
welche fich mit den reinen Biegungsbeanfpruchungen combiniren. 

Der allgemeine Fall der Biegungselafticität ift durch Fig. 75 
veranfchaulicht. 

Die Mittelkraft R aller an der einen Seite irgend eines 
Querfchnittes 1'.1. (J. wirkenden Kräfte fchneide die Axe des 
Körpers unter dem Winkel 'P. Zerlegt man R in zwei Seiten

Fig. 75 . 

kräfte , deren eine P parallel zur Axe des Körpers an der betreffenden Stelle ge
richtet ift, deren andere Q die Axe des Körpers unter 90 Grad fchneidet, fo nennt 
man die erftere die Axialkraft, die zweite die Transverfalkraft. Das ftatifche 
Moment der Kraft R in Bezug auf den Schwerpunkt des zu betrachtenden Quer
fchnittes (il1 = R 1-) ift das Biegungsmoment. 

Wenn bei einem Balken mit horizontaler Axe (Fig. 76) nur verticale äufsere 
Kräfte wirkfam find, fo ift die Mittelkraft R aller an der einen Seite jedes Quer
fchnittes wirkenden Kräfte mit der Transverfalkraft Q für den betreffenden Quer
fchnitt identifch und die Axialkraft P für alle Querfchnitte gleich Null. Man 
nennt alsdann die Transverfalkraft wohl auch Verticalkraft. 

Für diefen Fall läfft fich auch eine einfache Beziehung zwifchen Biegungs
moment und T ransverfalkraft aufftellen. 

Der Balken A B (Fig. 76) trage eine beliebige variabele Belaftung q pro 
Längeneinheit und eine Reihe von Einzellaften PI> P2 , P3• Es ift dies der all
gemeinfte Fall; jeder andere Fall ift eine 
Vereinfachung deffelben. Die Gröfse von q 
werde an jeder Stelle durch die Ordinate der 
Curve m n 0 dargeftellt. Die Abfeiffe irgend 
eines Querfchnittes I I fei x; links von diefem 

Querfchnitt wirken D o, P, und !q" d x. Die 

Refultirende diefer drei Kräfte 
verfalkraft Q, d. h. es ift 

° ift die Trans-

Q = D o - PI - ,!i"dX. 
° 

Fig. 76. 

Q möge im Abftande b links von A angreifen. Das Angriffsmoment für den 
Querfchnitt I I ift gleich der algebraifchen Summe der Angriffsmomente der Einzel
kräfte links von I I, und da das ftatifche Moment der Mittelkraft gleich der 
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algebraifchen Summe der fiatifchen Momente der Einzelkräfte ifi, fo ifi das fiatifche 
Moment von Q gleich dem gefuchten Angriffsmoment, d. h . es ifi 

M = Q (b + x). 
Betrachtet man einen zweiten Querfchnitt 11 11, der um dx von 1 1 entfernt 

ifi, fo ifi für diefen das Moment l/rl + d M. 
Diefes Moment fetzt fleh zufam men aus den Momenten der links von 11 11 

wirkenden Kräfte, d. h . der Kraft Q, und der zwifchen 1 1 und 11 11 liegenden 

Kraft q d x. Der Hebelsarm von Q ifi b + x + d x, derjenige von q d x ifi d x ; 
2 

mi thin ifi 
dr d~ 

111 + d l/rl = Q (b + x + d x ) - q d x T = Q (b + x) + Q d x - q -2- . 

Subtt'ahirt man von diefer Gleichung die oben für M gefundene, fo bleibt: 
q dx2 

d M = Qdx - ~-,-----
2 

q d x
2 

ifi eme unendlich kleine Gröfse zweiter Ordnung und verfchwindet 
2 

gegen die übrigen Gröfsen der Gleichung, welche unendlich kleine Gröfsen erfier 
Ordnung fmd . Es ifi demnach 

d 1/1" = Q d x und 
dM 

Q= -d ' x 
28, 

d. h. die Transverfalkraft ifi gleich dem Differentialquotienten des Biegungs_ 
momentes. 

Wird Q = 0, fo ifi auch dd
M = 0, alfo M ein Maximum. Hieraus folgt, dafs 
x 

das Moment für denjenigen Querfchnitt zum Maximum wird, für den die Trans
verfalkraft gleich Null ifi. 

296. Für die nachfolgenden Unterfuchungen follen zunächfi nur Balken mit gerader 
Fafe~;:'::ung. Axe angenommen werden; dagegen foll der gröfseren Allgemeinheit wegen die 

Annahme gemacht werden, dafs die Mittelkraft R aller an der einen Seite des 
. Querfchnittes thätigen äufseren Kräfte fowohl eine Axialkraft p, als auch eine Trans
verfalkraft Q hat. 

Unter der Einwirkung des Biegungsmomentes werden in den einzelnen Quer-
fchnitten des Balkens an den verfchiedenen Stellen Faferfpannungen entfiehen. Zur 

Fig. 77. 

~---1lu-J J 

Ermittelung derfelben möge der Betrachtung ein urfprünglich 
gerades Balkenftück (Fig. 77) von der Länge d x zu Grunde 
gelegt werden; die in der Axe liegende Fafer fei AB. Nach 
der Biegung werden die Fafern ihre Längen geändert haben, 
und es werden im Allgemeinen die vor der Biegung durch A 
und B hindurch gelegten Querfchnitte nicht mehr eben fein. 
Irgend eine Fafer im Abftande z von der Axe hat fleh von 
CD zu Cl D l deformirt. Die urfprüngliche Länge deffelben 
CD war d x; die jetzige Länge ifi Cl D l = d x +!J.. dx. 

Die Verlängerung derfelben ifi alfo 
Cl D l - CD = d x + !J.. d x - d x = !J.. d x 

!J..d x 
und das Verlängerungsverhältnifs diefer Fafer d x . 
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\Vird die in diefer Fafer pro Flächeneinheit des QuerCchnittes herrfehende Span
nung N und der Elafticitäts-Modulus des Materials E genannt, fo ift nach Art. 279, 
S. 246 ........ das Verlängerungsverhältnifs 

A d z N lfi N _ E Ä d z 
~ E ' a 0 - dz ' 

Es foll die in der Praxis meiftens zutreffende Vorausfetzung gemacht werden, 
dafs die Kraftebene jeden Querfchnitt des Körpers in zwei fymmetrifche Hälften theilt, 
wie die Querfchnitte in Fig. 78 andeuten. Man kann alsdann mit hinreichender 
Genauigkeit annehmen, dafs die Verlängerungsverhältniffe in den 
verfchiedenen Fafern mit dem Abftande derfelben von der durch 

Fig. 78. 

den Schwerpunkt des Querfchnittes normal zur Kraftebene ge- Z Z 

legten Axe Y Y variabel find, und zwar von der erften Potenz 

d· A a d h 'a Ä d z a lefes blLan es abhängen; demnac llL ~ von der erlLen y y y 

Potenz von z abhängig. Allgemein wird alfo, wenn G. und ß 
• zwei noch zu beftimmende Conftanten find, 

Adx ~ + ß dX -G. z. 

z Z 

Wird der für Ä:; ermittelte Werth in die Gleichung für Neingefetzt, fo 

wird N = E (G. + ß z). Nun fmd die Gröfsen E, G. und ß für den ganzen Quer
fchnitt conftant, alfo auch E G. und E ß. Es fei E G. = a und E ß = b, dann wird 

N = a + bz . 29. 

Die in diefer Gleichung vorkommenden 
um den Werth für N zu erhalten. Zu diefem 
(Fig; 79) im Querfchnitte I I durch-
fchnitten; betrachtet man das Frag-
ment links von diefem Querfchnitt, 
fo müffen die an demfelben wirken-
den Kräfte im Gleichgewicht fein. 

Auf das Fragment wirken: 

Conftanten find zu 
Zwecke denke man 

Fig. 79. 

Q 

R 

beftimmen, 
den Balken 

E " p Z , , 

I) Aeufsere Kräfte, deren Re
fultirende R ift. R fchneide die 
Querfchnittsverlängerung in E und 

): 
~ _____ """J ~ ... .... . . 

werde dort in die Axialkraft P und 

,: a z 
p-----~ o- - ; - - -p Y-4:-+-+--+.--z- y 

Nd./ .t. ..... 
die Transverfalkraft Q zerlegt. Dann 1 

wird durch Anbringung zweier gleich z 
gerichteter aber entgegengefetzter Kräfte P im Schwerpunkte 0 des Querfchnittes 
nichts geändert, und wir haben das Biegungsmoment M = P ~, die Axialkraft P 
im Punkte 0 und die TransverfalkraftQ. 

Von der Transverfalkraft Q, welche auf die axiale Faferfpannung ohne Ein
flufs ift, foll vorläufig hier abgefehen werden; die Wirkung diefer Kraft wird weiter 
unten berückfichtigt. 

2) Die inneren *räfte, d. h. die Faferfpannungen im Querfchnitt I 1. Wir 
fuchen hier nur die axialen Faferfpannungen, d. h. diejenigen Componenten der 
Faferfpannungen, welche in die Richtung der Axe fallen. 
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Bei den hier zu betrachtenden geraden Trägern ift die Abweichung der Fafer
richtung von der Horizontalen aufserordentlich gering, fo dafs man die Fa fe r
fpannungen als horizontal gerichtet annehmen kann. 

Die Summe der fämmtlichen auf das Fragment wirkenden Horizontalkräfte 
mufs nun gleich Null fein. Die wirkenden Horizoritalkräfte find ' die Faferfpannungen 
und die Axialkraft P; mithin mufs deren Summe gleich Null fein. In irgend einer 
Fafer vom Querfchnitte df ift die Spannung pro Flächeneinheit N, alfo für df 
Flächeneinheiten Nd f Die Summe der fammtlichen am Querfchnitte angreifenden 

Faferfpannungen ift alfo j!./df, fo dafs die edle Gleichgewichtsbedingung in 
- tl2 

diefem Falle heifst: 

j .+ al 

Ndf -P= o. 

Setzt man für N den vVerth aus Gleichung 29. ein, fo ift 

1(:+ b z) df - P , j:df + jb\4df - P = o. 
- a2 - a2 - a2 

a und b find für die ganze Fläche conftant, mithin 

a./:;+ b fZ+;f= P. 

Es ift ;;;1 F, wenn F den Flächeninhalt des ganzen Querfchnittes be----
deutet. .!z+ 2f bedeutet: Es foll jedes Flächentheilchen df der Querfchnittsfläche 

mit feinem Abftande von der Axe multiplicirt und die Summe diefer fämmtlichen 

Producte gebildet werden. Nach der Lehre vom- Schwerpunkt ift aber ;~+;f = F Zu> 
wenn Zo der Abftand des Schwerpunktes der ganzen Fläche von der Axe ift, für 

welche das Product ;~ df gebildet wird. Diefe Axe ift hier eine Schwerpunktsaxe; 

demnach ift der Abftand derfelben von dem Schwerpunkte Zo = 0, folgli ch auch 

.!z+;f= o. 
In obiger Gleichung fällt alfo das zweite Glied fort, und fie ändert fich in: 

;

+ 41 P 
a d f = a F = P, woraus a = F 3°· 

Damit ift die erfte Conftante a der Gleichung 29. beftimmt, und es verbleibt: 
P 

N =F +bz 31. 

Die Gleichung zur Beftimmung von b wird erhalten, indem für das Fragment 
diejenige der in Art. 256, S. 233 vorgeführten Gleichgewichtsbedingungen aufgeftellt 
wird, welche befagt, dafs die algebraifehe Summe der ftatifchen Momente rammt
licher wirkenden Kräfte in Bezug auf einen beliebigen Jiunkt der Ebene gleich 
Null ift. Wählt man als Momentenpunkt den Schwerpunkt 0 des Que~fchnittes, fo 
hat man als Moment der äufseren Kräfte M Was das Moment der inneren Kräfte 
anbelangt, fo ift zu erwägen, dafs die Spannung einer Fafer im Abftande z von 
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der durch den Punkt 0 normal zur Kraftebene gelegten Axe Y Y gleich N df, das 
Moment derfelben in Bezug auf 0 alfo gleich N Z df ift. Das gefammte Moment 

diefer Faferfpannungen für 0 als Momentenpunkt ift demnach J;; ;\df Die In-

tegration mufs fammtliche Faferfpannungen umfaffen, ift alfo innerhalb der Grenzen 
- a 2 und + a\ vorzunehmen. Die Bedingungsgleichung heifst fonach 

0= M - J!.r;df und M j!v;df 
Wird für N der Werth aus GleiChung 3 r. eingefetzt, fo wird 

+ a\ + a\ + a\ + a\ 

M J~ Zdf+Jb Z.Zdf = ~-fsdf+bJz2 df 
- a2 

Jz d f ift nach Obigem 

Seite gleich Null; mithin 

gleich Null, alfo auch das erfte Glied der rechten 

- az 
Diefes Integral bedeutet: Es foll jedes Flächentheilchen d f mit dem Quadrate 

feines Abftandes Z von der durch 0 gelegten Axe Y Y multiplicirt und die Summe 
fämmtlicher Producte gebildet werden. 

Man nennt diefe Summe das T r ä g h e i t s m 0 me nt der Ouerfchnittsfläche, 
~ -. 

bezogen auf die Axe Y Y. Wir bezeichnen daffelbe mit J. Demnach ift 

M = b J und b = ~ 32. 

Damit ift auch die zweite Conftante b gefunden, und es ergiebt fieh nun aus 
Gleichung 31. und 32. der Werth für die Faferfpannung N, welche durch das 
Biegungsmoment M entfteht, zu 

P JW 
N =p+--y z 33. 

Wie für die Axe Y Y kann 'man auch für jede beliebige andere Axe das Trägheitsmoment auf

!teilen. Im Allgemeinen foll die Axe, fü r welche das Trägheitsmoment aufgeflellt ifl , durch den I ndex 

am Fufse des Buchflaben J angegeben werden, fo dafs J X heifst: J für die Axe X X etc. In vor
flehendem Faile murrte demnach eigentlich JY gefchrieben fein. Der Kürze halber werden wir das Träg

heitsmoment für die horizontale Schwerpunktsaxe des Querfchnittes, d. h. für Y Y, kurzweg mit J bezeichnen. 

Wenn die Axialkraft P Null ift, wenn alfo nur normal zur Läng saxe des 
Trägers gerichtete Kräfte vorhanden find, ift 

. JW 
N=yz 34· 

Dies ift der in den meiften Fällen der Praxis angewandte Ausdruck für die 
axiale Faferfpannung. 

Für die nächftfolgenden Unterfuchungen foll P = 0 angenommen werden, fo 
dafs N durch Gleichung 34. ausgedrückt 'werden kann. 

a) Stäbe, bei denen die Axialkraft gleich Null in. 

Für alle Fafern deffelben Querfchnittes ift bei einer gegebenen beftimmten 
Belaftung fowohl das Moment der äufseren Kräfte 11-1, als auch das Trägheits
moment Jy, welches nur von der Form und Gröfse der Querfchnittsfläche abhängt, 

297· 
Neutrale 

Axe. 
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conftant. D emnach ift laut Gleichung 34. des vorigen Artikels die axiale Spannung 
in einem Querfchnitt nur mit dem Abftande der Fafern von der horizontalen 
Schwerpunktsaxe variabel, und zwar mit der erften Potenz diefes Abftandes z. 
Alle Punkte eines Querfchnittes, welche in gleicher Höhe z über der horizontalen 
Schwerpunktsaxe ·liegen, werden alfo gleich ftark beanfprucht. T rägt man die in 
den verfchiedenen H öhen z pro Flächeneinheit wirkenden Axial- oder Normal
fpannungen derart graphifch auf, dafs man die z als Abfciffen, die zugehörigen N 
als Ordinaten zeichnet, und verbindet man die Endpunkte der Ordinaten, fo erhält 

JY! 
man d ie Linie der Gleichung N = Y z. Diefe Linie wird eine Gerade, weil die 

Variabelen N und z nur in der erften Potenz vorkommen. 
Für z = 0 wird N = 0 , d. h. in allen in der horizontalen Schwerpunktsaxe 

liegenden Fafern ift die Axialfpannung gleich Null. 
In diefen Fafern ift alfo auch die Verlängerung oder Verkürzung gleich Null; 

denn diefelben laffen Geh aus der Gleichung ermitteln 
tlo dz N N 

d z - E' fonach tlo d z = E d z = o. 

Man nennt diefe Faferfchicht, in welcher durch die Biegung weder eine Ver
längerung, noch eine Verkürzung bewirkt wird, die neutrale Faferfch icht, und 
die Axe Y Y, welche alle Punkte des Querfchnittes enthält, in denen die Axial
fpannung gleich Null ift, die neutrale Axe. 

Hiermit ift der Satz bewiefen: Bei geraden horizontalen Balken mit fym . 
metrifch zur Kraftebene liegenden Querfchnitten und nur normal zur Axe wirkenden 
Kräften fällt die neutrale Axe mit der horizontalen Schwerpunktsaxe zufammen. 

298. Aus Gleichung 34. folgt ferner, dafs N defto gröfser ift, je gröfser z ift, d. h . 
be;~~~l:~I~ng . je weiter die betreffende Fafer von der horizontalen Schwerpunktsaxe entfernt ift. 

Die gröfsten Werthe von N finden alfo in den am weiteften entfernten Fafern ftatt. 
Nennt man die Abftände der am weiteften nach unten und oben von der Neutralen 
entfernten F afern b.ezw. + a 1 und - a2 , fo ift alfo 

JY! jJf 
N m ax = + -y a 1 und lV,lli" = - -y a2 35· 

Die Gleichungen 35. werden benutzt, um die Gröfse und Form des Quer. 
fchnittes an den verfchiedenen Stellen des Balkens zu beftimmen. Bedeutet M 
das g röfste in einem Querfchnitt · ftattfindende Moment, fo ift die gröfste in diefern 
Q uerfchnitt vorhandene Zug-, bezw. Druckfpannung aus den Gleichungen 35. zu 
ermitteln. 1ft für das betreffende Material und den vorliegenden Fall die zuläffige 
Beanfpruchung pro Flächeneinheit des Querfchnittes K ' , bezw. - K" (für Zug, bezw. 
Druck), fo darf höchftens ftattfinden: 

N,llax = K' und Nmi" = - K" , 
d. h. die Bedingungsgleichungen für den Querfchnitt werden : 

K ' Jlf K" M d K" M = 7 a 1 , - = - -y a2 0 er = 7 a2 • 

Die beiden Gleichungen für K' und K" körinen auch gefchrieben werden: 

J M J M 
-- = K' und -- = KU 36 . a, a2 

Die rechten Seiten der Gleichungen 36. können wir als bekannt annehmen; es 
wird weiterhin gezeigt werden, wie man für die verfchiedenen Fälle die Werthe 



von 1/1 ermittelt; die Werthe der zuJäfligen Beanfpruchung, d. h. die Werthe 
für f{' und f{" find aus Art. 280 bis 288 bekannt, und wir werden im folgenden 
Artikel die Modificationen angeben, welche fich für die Biegungselafticität ergeben. 

Demnach find nunmehr die Werthe für L und L fo zu beftimmen, dafs die 
a l G 2 

Gleichungen 36. erfüllt find. 7, GI und a2 find aber Werthe, welche nur von der 
Gröfse und Form des Querfchnittes abhängen. 

Für den Quotienten Z hat man eine befondere Bezeichnung: das "Vi der· 
a 

ftandsmoment eingeführt .• 
Es möge noch bemerkt werden, dafs die Maximalwerthe der axialen Faferfpannungen N nicht ohne 

Weiteres die überhaupt in den Fafern wirkenden Maximalfpannungen repräfentiren. In den meiften Fällen 

aber ift die Maximalfpannung entweder gleich dem Maximalwerth der axialen Faferfpannung oder doch 
Co wenig von demfelben verfchieden, dafs der letztere Werth unbedenklich als Maximalwerth der Fafer

fpannung überhaupt eingeführt werden kann. 

Bei dem bis vor Kurzem allein üblichen und für viele Zwecke des Hochbau
wefens auch wohl ausreichenden älteren Verfahren werden die Querfchnitte der auf 
Biegungselafticität beanfpruchten Stäbe mittels der Gleichungen 36. beftimmt, indem 
für M der gröfstmögliche Werth des Biegungsmomentes in dem betreffenden 
Querfchnitte, für f{' und f{" die bezüglichen Werthe aus der Tabelle in Art_ 28I, 
S. 247 eingeführt werden. Eine günftige Querfchnittsdispofition wird ftattfinden , 
wenn gleichzeitig in den am meiften gezogenen, bezw. gedrückten Faferfchichten 
das zuläffige Maximum der Beanfpruchung fl:attfindet. 

• Für Schmiedeeifen und Stahl find die für Zug, bezw. Druck zuläffigen Be
anfpruchungen (abfolut genommen) einander nahezu gleich, fo dafs für die 
Q uerfchnittsbildung in den Gleichungen 36. K' = K" zu fetzen ift. Es ergiebt fich 
alsdann 

M 1V1 J a l = y tl2 oder a I = tl2 , 

d. h. die Querfchnittsform für Stäbe aus Schmiedeeifen und Stahl, welche auf 
Biegungselafticität beanfprucht werden, ifl: fo zu wählen, dafs die am meifl:en ge
zogenen, bezw: gedrückten Fafern gleich weit vom Schwerpunkte 
des Querfchnittes entfernt find, dafs alfo der Schwerpunkt der Quer
fchnittsfläche in halber Höhe liegt. 

Beifpiel. Das Maximalmoment in einem fchmiedeeifernen Walzbalken mit 
I-förmigem Querfchnitt betrage )lf = 280000 kgcm. 

Nach der Tabelle auf S. 247 ift für Schmiedeeifen K' = KU = K = 700 kg 
pro 1 qcm, alfo 

:1 :J fr1 280000 = 400. 
a l a~ K 700 

Das neben ftehende Profil Nr. 26 der »Dentfchen Normalprofile für I-Eifen « 

(Fig. 80) hat nach der Tabelle auf S. 198 ein Trägheitsmoment :J = 5798; ferner 

Fig . 80 . 

,--- rI.3--+ ._1 ':I,4I 

i , , 
: 
;6 

ift a = 2\5 = 13cm , denmach L = 446, fo dafs diefer Querfchnitt im vorliegenden Falle genügt. 
2 a 

Für Gufseifen ifl: die zuläffige Beanfpruchung auf Druck doppelt fo g rofs, als 
diejenige auf Zug (vergl. die Tabelle auf S. 247), alfo f{" = 2 f{', und demnach 

M - 9 jVl Y a2 - .., 7 a I und a2 = 2 a l · 

Iz 
Nun ifl: die ganze Höhe des Querfchnitts It = <7 1 + a2 = 3 <71> woraus a I -= S. 

Widerflands 
moment. 

300. 

QuerfchnitB
beftimmung. 

Aeltert:= 
Methode. 

3°!, 
Stäbe allS 

Schmiedeeifen 
und Stahl. 

3°2. 
Stäbe 

aus 
Gufseifen. 



3°3 · 
Stäbe 

aus 

H olz. 

30 4. 
Querfchnitts
befl immung. 

Neuere 
~lethode . 

, , 

Fig . 81. 

b-··, 
Daraus folgt die Regel: Die Querfchnitte der gufs

eifernen Balken (Fig. 8 I) find fo zu disponiren, dafs der 
1 

Schwerpunkt um - der Gefammthöhe des O uerfchnittes von 3 ~ 

'f -- --:#- -- --

der am meiften gezogenen Fafer entfernt liegt. 
alfo die gezogenen Fafern, wie meiftens, unten, 

Befinden fich 
die gedrück-

. ft 
ten Fafern oben, fo foll der Schwerpunkt im Abftande "3 

<- ------ --B----- -- -, über der Baus des Querfchnittes liegen. 

Die auf Biegung beanfpruchten Stäbe aus Holz werden der Natur des Materials 
entfprechend mit rechteckigem Querfchnitt hergeftellt ; der Schwerpunkt des Quer-

fchnittes liegt aHo in halb er H öhe lz, und es ift a 1 = a2 = ~ . Demnach wird 

K' = K ", und es ift aus der Tabelle auf S. 247 der kleinere der beiden Werthe, 
welche als zuläffige Zug-, bezw. Druckbeanfpruchung angegeben find, einzuführen . 
Wenn diefer Werth K genannt wird, fo ift 

J jW 
-a - K ' 

Bei f pie 1. Es fei etwa i lf = 180000 kgcm; a,lsdann mufs für kieferne Balken fiattfinden : 

Z = 180000 = 3000. 
a 60 

Es wird weiter unten ( Art . 307 , S . 266) ent\yickelt werden, dafs beim Rechteckquerfchnitt von der 

Breite b und der Höhe It das Trägheitsmoment 

blt3 J 
J = ""12 und a 

12 ~ 
2 

bll 

6 

ifl. I m vorliegenden Falle mufs alfo fein 

b 11 2 

-6- = 3000 ' oder b 11 2 = 18000· 

3 3 1"/ -
Sei b = T J" fo ifl T lt 3 = 18 000 und J, = V 24 000 = rot. 29 cm , fo nach b = 22cm . 

Die aus den Wältler ' fchen V erfuchen für die Normal-Elafticität (vergL A rt. 283, 
S. 248) ermittelten Refultate können mit Vortheil auch für Stäbe ange\-iendet 
werden, welche auf Biegungselafticität beanfprucht find. 

Aus den Gleichungen 6. und 8 . (5. 249) folgt , wenn n der Sicherbeitscoefficient ifi und K , Xl 
diefelbe Bedeutung, wie in Ar t. 284 u. 285 (5 . 250 u. 251 ) h aben , 

für Zug: 

A 

n 
(1 - a) K + a..E... 

1L 

für Druck : 

Al Cl 
---;; = (1 - al ) K l + U.I -;- 37 · 

Bei den auf N ormal-E lafiicität beanfpruchten Stäben vertheilte lieh der Zug, b ezw . Druck gleich-

A A 
mäfsig über den ganzen Querfchnitt, und es bedeutete dafelbfl - und ---.!. die dltrch die gröfste Zug- , 

1Z 1't 

bezw. Druckkraft pro F lächeneinheit des Querfchni ttes erzeugte Zug- , bezw . D ruckbeanfpruchung. Anders 

A A 
hier. Hier ifi unter - , bez\\'. ---.!. d ie gröfste, in der am meifien gezogenen , bez\\'. am meiflen ge-

n n 

drückten Fafer des Querfchnittes fiattfindende Zug-, bezw. Druckbeanfprucb ung pro Flächeneinheit zu ver-

flehen, unter .!!...., bezw . ~ die kleinfie, in derfelben Fafer fiat t findende Zug- , bez\\" . D ruckbeanfpruchuna 
1t n 

Da daffelbe Moment gleichzeitig in den verfchiedenen Fafern Zug- und Druckbeanfpruchungen erzeugt , 

fo wird gle ichzei tig .!!... und Al bez\\". C und !l in \'erfchiedenen F afern des Querfchn ittes fi att fi nden. 
1t n 1Z n 



Bedeutet 111m«:< das gröfste , M,lli1t das kleinfte im Querfchnitt mögliche Moment, fo findet die 
gröfste Zugbeanfpruchung in der um a l von der neutralen entfernten Fafer ft att , und diefelbe ift 

A lJ1"'ax a l 
n - -J-

Die gröfste Druckbeanfpruchung findet in der um a2 von der neutralen entfernten Fafer ftatt , und es ift 

Al Mmax a2 

n J 
Eben fo ergiebt flch : 

c 
und ~ 

n n 

Werden diefe Werthe in die Gleichungen 37. eingefetzt, fo erhält man : 

lIfJ1la X al 

'J 
= (1- a) K+ a und M,llax 0 2 (1 ) ](, + "'I J = - al I 

d . h. L = Jf,llax - a M IlZ;, 
a1 (1 - CI.) K 

und 'J 

"Vir bezeichnen mit Mo des Moment durch permanente Belaftung , mit 1111 das gröfste Moment 
durch die mobile Belaftung; alsdann ift 

M,llax = Mo + MI und lJl,Ili1l = Mo , 
daher 

J Mo + M I - aMo 
und 'J j lfo + I<fl - a ,li o 

(1 - a) K = (1 - CLI ) K I al a2 

L =Mo + MI und J Mo MI -+ 39· a, K (1 -:- a) K a2 K, (1 - al) K I 
Aus den beiden Gleichungen 39. kann man genauer, als dies in den Art. 301 bis 3°3 gefchehell 

ift, das Verhältnifs berechnen, in welchem 0, und a 2, d . h. der Abftand der am meiften gezogenen Fafer 
von der neutralen Axe und der Abftand der am meiften gedrückten Fafer von der neutralen Axe , zu 

einander ftehen müffen. Die DiviIion der beiden Gleichungen 39. ergiebt 

~ = (Mo' ( l - CI. ) + MI)' Cl - al) 1f1 40 . 
01 Mo (1 - Cl.I ) + Mt (1 - a) K 

fonach 

Wendet man diefe Ermittelu.ngen auf fchmiedeeiferne Stäbe an, fo war nach Art. 283 , S. 249 
Z D 

a = 0,'5 und K = .- , ferner al = 0,4 und K, = - , 

und 
0,6 . 7 
0,55 . 8 

Für eine Reihe von Werthen des 

fuOOr Mo 
Mt 

= 1,0 

~ = 0,924 
°1 

n n 

K I D 7 
K Z '8 

lJIo Mo 
Mt 0,55 + 1 

== 0,95.5 

1 + 0,55 lJil 
.'IIo 1110 
Mt 0,6 + 1 1 + 0,6 

M, 
lJIo 

ergiebt {ich 
0 2 

wie folgt : Verhältniffes -
Mt °1 

1,25 1,. 1,75 2,0 3 ,0 

0,920 0,917 0,914 0,912 0,903. 

Das Verhältnifs ~ ergiebt flch 
°1 

nahezu conftant und fo nahe gleich 1 , dafs . man unbedenklich 

auch hier .!!:3.- = 1 , d . h. 0 2 = a l 
a, 

annehmen kann . Alsdann ift der Berechnung die zweite der 

Gleichungen 39. zu Grunde zu legen , weil jetzt , da 0 1 = ,zz ia , nur eine diefer beiden Gleichungen er· 

füllt fein kann und defshalb diejenige zu wählen ift , welche eine geringere Beanfpruchung ergiebt. " ' erden 
die früheren Zahlenwerthe eingeführt, fo ergiebt {ich 

' J J 
= 

a 2 

und bei ftofsweife ftattfindender Belaftung : 



3 J ,5· 

Tr~l.g hc:its · 

momente. 

3°6. 
Träghc:its· 

momente ritr 

zur Schwc:ra:..:e 

tJarallele 

. h :CH. 

3° 7· 
Rechtt::ckigc: 
lJut::rfchnitte. 
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] J Mo 1)1/, 
- = - = -+ -
a2 a, 1200 600 

. . . 4 1, . 

Für Stahl ifl die Gleichung leicht aufzuflellen; doch kann davon hier , wegen der geringen An
wendung des Stahls im Hochbauwefen, abgefehen werden. 

b) Trägheitsmomente, Trägheitsradius und Trägheitsellipfe. 

Die Beftimmung der Querfchnittsform und -Gröfse auf Biegung beanfpruchter 
Balken bedingt die Kenntnifs des Trägheitsmomentes J Y des Querfchnittes, bezogen 
auf die normal zur Biegungsebene ftehende Schwerpunktsaxe. Es. foll defshalb die 
Ermittelung der Trägheitsmomente für verfchiedene Querfchnitte gezeigt werden, 
und zwar bezogen auf verfchiedene Axen, da man das JY oft bequem aus dem 
Trägheitsmoment für eine andere Axe entwickelt, auch für fpätere Aufgaben 
die Kenntnifs der Trägheitsmomente für die verfchiedenen Axen vorhanden 
fein mufs. 

Nach der oben in Art. 296, S . 261 gegebenen Erklärung ift das Trägheits
moment eines Querfchnittes F (Fig. 82) bezogen auf eine Axe A A die Summe 

Fig. 82 . 

z 

fämmtlicher Producte, welche durch Multiplication jedes 
Flächentheilchens df des Querfchnittes mit dem Quadrate 
feines Abftandes 1t von der Axe A A erhalten werden, 
d. h. es ift: 

JA j'u2 df· 
y----~~-4~, ~,--y Die Integration ift über den ganzen Querfchnitt 

auszudehnen. Nun ift 
, , , , 
: /( 
a : 

• 
u = a + z und 1t

2 = a2 + 2 a z + Z 2 , 

A ------'---~~-A 

alfo JA = j~t2 df = a2 jdf+2a j~ df + j~2 df 
Es ift jedoch jd f = F 

punkt j~ d f = 0, mithin 

und ./~2 d f = Jy, ferner nach der Lehre vom Schwer-

4 2 . 

Das Trägheitsmoment eines Querfchnittes bezogen auf eine zu einer Schwer
punktsaxe parallele Axe ift gleich dem Trägheitsmomente für diefe Schwerpunkts
axe , vermehrt um das Product aus der Querfchnittsfläche in das Quadrat des Ab
ftandes beider Axen. 

I ) Trägheit smoment für den rechteckigen Querfchnitt (Fig. 83). 
Für diefen ifi 

+ !: 

/ 

2 • Jy = z- df· 

" 2 

Da nun df= bdz ifl, wird 

j'+ ~ [ bzaJ+ ~ b[" a 1'3 J ]Y = b 22 d z = - = - -- + --/, 3/,388 
-'2 -'2 

b ,, ~ 

12 
. . . . . 43 · 

Das Trägheitsmoment für eine Axe .-1 .rl, welche mit einer Kante des Rechteckes zufammenfällt, ifl 

nach Gleichung 42. 



Für eine zu Y Y normal ftehende Schwerpunkts

axe Z Z ift nach Obigem 

" b
3 

'lZ = 1:2 

und für die Kante B B ift 
I, b3 

'lE = - 3- ' 

Das Quadrat ift ein Rechteck mit gleich langen 

Seiten; ift delTen Seite!llänge = d, fo ergeben lich 
d' d4 

'l Z = 'ly = - und 'lA = 'l B = <> . 
12 u 

Fig. 83 . 

z 
~-+---,--- -- ---... 

:-;1_ .:;dz 
z 

Y--l~+--+- y 4 
·_ ·b· .. _. 

A:~-+----"'-A . __ 1 

B z 

y Bf-tJ .. }' 
~ 

B z 

2) Trägheitsm omen te für aus Rechtecken zufammengefetzte Quer- 308. 
Symmetri Cche 

fchnitte. Die für das Rechteck gefundenen Werthe von Y werden vielfach an- I· u. E. for mige 

gewendet, um für zufammengefetzte Querfchnitte die Träg- Querfchni tte. 
Fig.84. 

heitsmomente zu finden. 
Das Trägheitsmoment des Querfchnittes Fig. 84 ift gleich der 

Differenz des Trägheitsmomentes des ganzen Rechteckes a b d c weniger dem 

Trägheitsmoment des Rechteckes e f i g, d. h. es ift 

'l = _1_ B H a _ _ 1_ BI,3 = ~ (H 3 _ h3). 

12 12 12 
Für den fymmetrifchen I-formigen (Fig. 85) und für den [-förmigen 

Querfchnitt (Fig. 86) ergiebt lich hiernach 

'J y = 11
2 

[ b (1,3 - (h - 2 t)3) + d (h - 2 t)3] . 

Diefer für die Berechnung unbequeme Ausdruck kann wefent-

• ... ßr--__ -,.b 
I1 

y H k 
, . 
: [ g l 

:" ,c: !d 
~""B-'-"; 

Fig. 85 . Fig. 86, 

Y 

lich vereinfacht werden . Wird der Abftand der Schwerpunkte des 

oberen, bezw. unteren Rechteckes mit ~ bezeichnet, alfo h - t = ~ 
gefetzt und im letzten Gliede obigen Ausdruckes ftatt I, - 21 (nicht 

ganz genau , jedoch mit kleinem Fehler) f) eingeführt, fo ift 

'ly = ~ bl (h" - 2 /t1 + 12) + ~ b 13 + d 1]3 
2 6 12 . 

Wir fetzen b t = f; alsdann wird 

J-L: ~ .L 
ytt·~ y 

1 f/ 2 d lJ3 
'ly = 2"" f (h - t)2 + - 6- + 12' 

f 12 
6 ift gegen das erfte Glied fehr klein und kann ohne Bedenken vernathläfligt werden; dann ifl 

der Ausdruck für das Trägheitsmoment: 

'ly = ~ f ~2 + d f)3 = gt (f + ~) 
2 12 2 6 . 44· 

Denkt man lich die ganze Querfchnittsfläche f des oberen Rechteckes im Schwerpnnkt delTelben 

vereinigt, alfo im Abftande ~ von der Axe Y Y, und eben fo die des unteren Rechtecks in dem refp . 

Schwerpunkt, fo ift das Trägheitsmoment eines folchen 'Querfchnittes 

. _ (~)2 _ f~2 
: - 2f 2" - 2' 

Dies ift aber der erfte Theil unferes obigen Ausdruckes 44. für 'lv; der zweite Theil des Aus
drucks ftellt demnach den Beitrag dar, welchen der Steg zum Trägheitsmoment leiftet. Mit ziemlich 

genauer AIIDäherung erhält man demnach das Trägheitsmoment des fymmetrifchen I-förmigen Querfchnittes , 

indem man die Querfchnittsfläche des oberen und unteren Gurtes vermehrt um je 1/6 der Querfchnittsfläche 
des Steges (bis zu den Gurtfchwerpunkten gerechnet), im Schwerpunkt des oberen und unteren Gurtes 
vereinigt denkt und dafür das Trägheitsmoment auffucht . 

Die neutrale Axe fällt nach Art. 297, S. 262 bei den hier in Betracht kommenden Belaftungen 
mit der horizontalen Schwerpnnktsaxe zufammen. Es ift alfo bei der Berechnung der Trägheitsmomente 

flets zuerft der Schwerpunkt des Querfchnittes aufzufuchen. Bei den bisher betrachteten fymmetrifchen 

30~. 

T.formige 
Querfchniue. 
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Querfchnitten lag der Schwerpunkt in halber Höhe, fo dafs eine befondere Unterfuchung in diefer Rich
tung nicht nöthig war. Bei den unfymmetrifchen Querfchnitten ift die Auffuchung des Schwerpunktes 

Fig. 87 . 

A~-r: '_-'_'-_-'_-b_-_--~-:r--;!~~A 

~o y-+.---++&---.;...-y 

it 
h :- z 

. 0 

"._---------

nach den bekannten R egeln vorzunehmen. 

Wird beim T-formigen Querfchnitt (Fig. 87) der Abftand des 
Schwerpunktes von der durch die eine Kante gelegten Axe A A mit 
Zo bezeichnet, fo ift nach der Schwerpunktslehre 

d /, 
F zo = d (b - d ) "2 + d /, "2' ferner F = (b - d ) d + d lL. 

Sonach ift 
(b - d) d + h2 

2 (b - d) + 2h 

und JY = ~ [ d (h - zo)3 + d z03 -+- (b - d ) z03 - (b - d) (zo - d) 3] . 

Das Trägheitsmoment für die Axe A A ift: 

JA = ~ [d h3 + (b - d) d 3
] • 

3 ' 0 . Für den unfymmetrifchen I -förmigen Querfchnitt (Fig . 88) ift, wenn man die früheren Bezeich-
Unfymmetrifche nun"en beibehält 

I-formige " d J. A t (B - d) t2 
Querfchnitte. --'-' -' + (6 - d ) t ( h - -) + ~---,o--''--

2 2 2 
Zo = --~-------------------

d /,2 + (6 - d) t (2/, - t ) + (8 - d ) t 2 

2 [ d h + (b - d) t + (8 - d) t] 

3Il . 

Blech träger
Querfchnitte. 

3 1 2 . 

Kre isfOrmige 

Querfchnitte . 

d h + (b - d) t + (8 - d ) t 

Fig. 88. 

t--- b -- -~ 

r-TL 
it ': -Id --

>2: _;- - ~ 

--f~·q \ \ 
, i 1 

~,~4 
y-+-_-L_++ ___ ~ Y 1 : : 

~o 
A -----"---!-I-----+I-----A 

l----------B- --- -- ---1 , --------B---------~ 

und JY = ! [ b (h - zo)3 + B Z03 - -(6 - d ) ca - (8 - d) (zo - t)lJ . 

Bei den Querfchnitten der Blechträger (F ig. 89) liegt der Schwerpunkt, aHo auch die neutrale 

Axe in halber Höhe. Alsdann ift , falls nur das Verticalblech und die 4 Winkeleifen vorhanden find: 

1 J = 12 (6 h 3 
- b1 h 1

3 
- 20 h2

3
) . 

Falls noch Blechplatten vorhanden find, ermittelt man deren Trägheitsmomente am beften be

fonders und addirt fie zu dem Trägheitsmoment des Querfchnittes ohne Deckplatten. Das Trägheits

moment diefer Deckplatten ift alsdann: 

J' = }1
2 

B (fI3 - /, 3) . 

3) Trägheitsmomente für kreisförmige Querfchnitte (Fig. 90)-

Fig·90 . 
Der Kreisradius fei ", der Durchmeffer d. Es foll zuerft 

das Trägheitsmoment der oberen Halbkreisfläche für die Axe Y Y 
beftimmt werden. Man zerlege die Kreisfläche in concentrifche 

Ringe und beftimme zunächft das Trägheitsmoment einer 

halben Ringfläche_ D er Radius eines foIehen Ringes 'fei p, 
Y ---!-+-+----'-oL--r---lrt---+-~~ y deffen Breite d p. Der Flächeninhalt eines Theilchens d j diefer 

Ringfläche , welches zum Centriwinkel .d'P gehört, ift d j = 
pd'P d P und deffen Trägheitsmoment bezogen auf die Axe Y Y 

d i = d j y 2 = P d'P d P y2 = p 3 sin2 'P d P d 'P ' 
Nun kann man durch Integration das Trägheitsmoment 



des balben Ringes Und durch abermalige Integration das Trägheitsmoment der oberen Querfchnittsbälfte 
beftimmen. Schliefslich ergiebt lich als Trägbeitsmoment des ganzen Kreisquerfchnittes 

7== it r~ == itdl: . 

4 64 
Man lieht leicbt, dafs beim Kreisquerfchnitt die Trägheitsmomente für alle Scbwerpunktsaxen 

gleich find. 

für die beliebige Axe A Y; (Fig. 91 ), 31 3-
Trägheits-
momente 

Das Trägheitsmoment eines Querfchnittes 
welche den Winkel r:J. mit der Axe Y Y 
einfchliefst, ift nach Art . 296 (S. 261 ) 

J Yl = JZ,2 d.f; 
z 

Fig·9 1 . für verfchiedene 
Schwerpunkts

axen. 

für die Axe A Z, ift 

'lz, = Jy,2 d/ . 

Nach Fig. 9 1 ifl: y ____ ~~a~·~. ____ ~~--~----~-----y 
A :\ "'~. 

Z, = Z cos r:J. - Y sin r:J. , 

y, = y cos r:J. + z sin CI. ; 

_ ~ ___ . __ y __ ____ __ ~ \,1. S 

folglich 
z 

ganze 

'ly, = JZ2 cos2 r:J. d./ +;;2 sin2 
(1. d / - J2Y z sin r:J. cos rJ. d./, . 

und 'lz, = f 2 cos2 
(1. d./ + JZ2 sin2 

(1. d.f + J2Y z sin CI. cos rJ. d.f. . 

Die Integ ration ift über den gefammten Querfchnitt auszudehnen ; 
Integration ift aber CI. conftant, alfo 

JYl = .cos2 r:J..fz2 d./ + sin2 
CI. f 2 d./ - sin 2 r:J. fo z d/, 

'lz, = cos2 
CI. } 2 d.f + sin2 r:J.JZ2 d.f + si~ 2 CI. J y z d.f. 

Nun ift JZ2 d.f= 'lv= 'l und .ff d.f= J z = 'l, ; 

mithin, wenn man noch .ff z d.f = H fetzt, 

für die 

J y, = J cos2 
CI. + Jl sin2 

CI. - H sin 2 r:J.l 

JZl = J , cos2 r:J. + J sin2 r:J. + Hsin 2 r:J.~ 45· 
Die beiden Gleichungen 45. geben die Abhängigkeit des Trägheitsmomentes 

von der Lage der Trägheitsfchweraxen an. Von befonderem Intereffe ift die Lage 
der Axe, für welche das . Trägheitsmoment ein Maximum und ein Minimum wird. 
J y, wird ein Maximum für den Werth von r:J., für welchen 

d 1;1 = - 2 J cos CI. sin r:J. + 2 'll sin CI. cos r:J. - 2 H cos 2 CI. = 0, 

d. h . für welchen ('lI - J) sin 2 CI. = 2 H cos 2 CI. wird. Es ift alfo 
2H 

(tg 2 CI.) 1Jlax = JI _ J 46 

Diefem Werthe entfprechen zwei Winkelgröfs'en 2 CI., welche um 180 Grad 
aus einander liegen, da tg (180 + 2 a) = tg 2 r:J. ift. Die beiden Maximalwerthe 
von r:J. liegen alfo um 90 Grad aus einander, d . h. die bei den Axen, rur welche 
das Trägheitsmoment feine Maxima erreicht, ftehen normal zu einander. Ob 
Maximum oder Minimum für die eine oder -andere Axe ftattfindet, ergiebt die 
zweite Differentiation. 



3 1 4-
Hauptaxen. 

Es ift 

Setzt man 

27° 

d 'lYI cy cy ' - d-- = (.1 1 - .I) sm 2 Cl - 2 H cos 2 Cl, (1. 

d 2'lYI 
d (1.2 - 2 ('lI - 'l) cos 2 (1. + 4 H sin 2 rJ •• 

ftatt Cl den um 90 Grad abweichenden Werth (90 + Cl ) ein, fo ift 
d 2 'l . 
d (1.; 1 = + 2 (.'lI - .'l) cos (180 + 2 (1.) + 4 H sin (180 + 2 (1.) , 

d 2 'l 
d 

~I = - 2 (.'lI - .'l) cos 2 Cl - 4 H sin 2 Cl . (1.-

Die zweiten Ableitungen find alfo für zwei Winkel, welche um 90 Grad von 
einander differiren, numerifeh gleich, haben aber entgegengefetztes Vorzeichen; 
entfpricht demnach dem Winkel (1. das Maximum, fo tritt für den Winkel (90 + (1.) 
das Minimum des Trägheitsmomentes ein. 

Es folgt daraus der Satz: In jedem Querfchnitt ift eine Schwerpunktsaxe vor
handen, für welche das Trägheitsmoment · ein Maximum, eine andere, für welche 
das Trägheitsmoment ein Minimum wird. Beide Axen fiehen zu einander normal. 

Man nennt diefe Axen die Hauptaxen. Diejenige, für welche das Träg
heitsmoment ein Maximum wird, nennt man die erfte Hauptaxe, diejenige, für 
welche das Trägheitsmoment ein Minimum wird, heifst die zweite H~uptaxe. 

Wir bezeichneten oben j~ z d / = Hj fetzt man analog H I = j~1 Zl d / und 

führt für YI und ZI die oben gefundenen Werthe ein , fo wird: 

H I = j'v cos (1. + Z sin IX) (z cos IX - Y sin IX) d /' 

HI ' (cos2 1X-sin2 1X)j;zd/+ sin
2
2 IX (j;2d/_!;ld/), 

sin 2 IX 
H I = COS 2 (1. H + 2 ('l - 'l1)' 47· 

H I wird gleich Null für ('l - 'l1) sin 2 (1.. = - 2 cos 2 (1.. H, fonach für 

9. _ 2H 2H 
tg '" IX - - .'l _ .'li - .'li _ 'l . 

Dies ift derfelbe Werth, für welchen nach Gleichung 46. die Maxima des 
Trägheitsmomentes ftattfinden. Für die Hauptaxen ift fonach 

H I = ftl ZI d/= O. 

Für viele Querfchnitte ift hierdurch ein bequemes Kriterium zur Erkennung 
der Hauptaxen gefunden. Man fuche diejenigen Axen, für welche H.. = 0 ift; als
dann find die gefundenen die Hauptaxen. Es genügt, eine Hauptaxe zu fuchen, 
da ja die andere nach Früherem ftets einen Winkel von 90 Grad mit derfelben 
einfehliefst. 

Bei fammtlichen zu einer oder mehreren Axen fymmetrifch liegenden Quer
fchnitten find die Symmetrieaxen die Hauptaxen. Denn fei etwa die Z-Axe eine 
Symmetrieaxe, fo entfpricht jedem df mit den Coordinaten Yl ZI ein df mit den 
Coordinaten - YI ZI (Fig. 97). Die Beiträge der beiden dj zu H I find alfo 

d/Yl ZI - dfYI ZI = o. 
Genau eben fo ift es mit fämmtlichen übrigen Querfchnittstheilen, fo dafs 

alfo die Gefammtfumme H I = .frl Zl df = 0 ift. 



Bei den in Fig. 92 bis 96 dargeftellten Querfchnitten find die Haupt3;Xen an 
gegeben. In den auf S. 194 bis 198 mitgetheilten Tabellen über die »Deutfchen Normal-

F ig. 92. Fig. 93. Fig. 94 . F ig. 95. Fig. 96 . 

++ 
profile für Walzeifenc fmd die Trägheitsmomente für folche Axen mit aufgenommen 
worden, welche beim Berechnen von Hochbau-Conftructionen eine Rolle fpielen. 

Wählt man die Hauptaxen als Axen der Y und Z (Fig. 97) , fo ift für diefe 

nach Obigem.!y z df = H = 0; mithin ift, wenn man das Trägheitsmoment in Be· 

zug auf die eine Hauptaxe mit A, dasjenige in Bezug Fig. 97. 

auf die andere mit B bezeichnet, in den Gleichungen 45 , 
und 46. für J und J1 , bezw. A und B, fo wie für 
H = 0 einzufetzen. Man erhält: 

J Yl = A cos2 
IX + B sin2 

IX j 
JZl = A sin2 

IX + B cos2 
IX' 

H
1 

= (A _ B) sin
2

2 IX \. 4
8

. 

Sind A und B, d. h. die bei den Hauptträgheits
momente einander gleich, fo ift: 

J Yl = A (cos2 
IX + sin2 

IX) = A, 

z 
, •• ): •• • .,Y,-•• .. I I. 
: : 
~, ~I 

y----'--+---'--- Y 

z 

d. h. JYl ift alsdann von IX unabhängig, alfo für jedes IX gleich A . 
Hieraus folgt: Sind die beiden Hauptträgheitsmomente gleich grofs, fo find 

• alle Trägheitsmomente gleich grofs. 
Bedeutet J das Trägheitsmoment für eine beliebige Axe, fo kann man 

J = F R2 fetzen, in welcher Gleichung F die Querfchnittsfläche bedeutet. Es ift 
dann 

R=V; , 
und es wird R der Trägheitsradius für die betreffende Axe genannt. Bei
fpielsweife würden fich die Trägheitsradien fUr die Hauptaxen aus den Gleichungen: 

/A . /73 
A = F R 12 und B = F R 22 zu R 1 = V Fund R 2 = V F 

ergeben. 
Die Veränderlichkeit des Trägheitsmomentes mit der Veränderung des Win

kels IX kann man graphifch veranfchaulichen, indem man von dem Schwerpunkte 
aus auf jeder Axe eine Länge abträgt, welche dem Trägheitsmomente für diefe 
Axe entfpricht. Wählt man die Hauptaxen als Coordinatenaxen und trägt 

K 
auf jeder Axe Y J ab, in welcher Gleichung Keine zunächft beliebige Conftante, 

3
'
5. 

Wahl der 
H auptaxen 

a ls Axen d·! r 
y und z . 

Trägheits. 
rad ius. 

3 '7 · 
Ellipre 

der T rägheits
momente. 



J das Trägheitsmoment für die betreffende Axe bedeutet, fo erhält man als End
punkt eines Radius vector etwa den Punkt P (Fig. 98). Alsdann ift: 

K y YYJYI . Z ZYJ YI 
Y = Y JYI ' COS rJ. = -;:- K und sm CI. = r K 

Nach Gleichung 48 . ift: 

'Y 0 B o A y 2 Jn + B z~ JYI 
J Yl = A cose 

(J. + sine 
(J. = K~ K 2 

49· 

Gleichung 49. ift die Gleichung der Curve für die Punkte P j die Endpunkte 
K 

der RaCIii vectores liegen alfo auf einer Ellipfe, deren beide Halbaxen Y A und 

K K K V B find j Y A ift der Radius vector auf der Hauptaxe 0 Y, Y B derjenige 

auf der Hauptaxe 0 Z. 

Man nennt diefe Ellipfe die Ellipfe der Träg heitsmomente. Diefelbe 
kann fur jeden beliebigen Punkt der Ebene als Mittelpunkt conftruirt werden j 
gehen Himmtliche Axen, wie hier, durch den Schwerpunkt des Querfchnittes, fo 
nennt man diefelbe die Centralellipfe. 

Der Werth für K kann beliebig angenommen werden. Durch paffende Wahl diefes Werthes k.ann 
man erreichen , dafs der normale Abftand einer Schwerpunktsaxe und der zn erfterer parallelen Tangente 

an die Ellipfe gleich dem Trägheitsradius für die 

Fig. 98 . betreffende Schwerpunktsaxe , dafs alfo e (F ig. 98) 

Z der Trägheitsradius für die Axe YI Yi ift. 
Alsdann ift 

In = Fe2
• 

Der für K zu diefem Zwecke zu wählende 
Werth ergiebt fich wie folgt. Zieht man die vier 

T angenten, welche dem Durchmeffer YI Yl und dem
Y~""-t---'"'--~~~~_.lÖ......+-~<;:",,,- Y zugehörigen conjugirten Durchmeffer .8 .8 entfprechen, 

fo fchliefsen diefelben bekanntlich eine Fläche ein, 
welche = 4 a b ift. Diefe Fläche ill: aber auch 

= 4 r e; daher ill: a b = r e und 

z 

- .ft K JSun I a = -=, 
A 

K 
r= -- , 

YIn 
Soll e gleich. dem Trägheitsradius für VI YI fein, fo 

F K 2 Iyl 
IY! = Fe2 = - ----,-=''-

AB 
daher 

ab 
e=-· r 

alfo e = K2 yyn _ K 1 /IYI 
KYAB - V AB 

mufs Fe~ = IYI fein , d. h. 

FK2 
oder 1 - AB ' 

K = V A: 

Wird alfo K = 1/ A: gewählt, fo ift für jede Axe der Trägheitsradius ohne Weiteres durch 

Ziehen der parallelen Tangente und Ahmeffen des normalen Abftandes diefer beiden Linien zu ermitteln. 

odann ift ader Trägheitsradius für die Z-Axe , b der Trägheitsradius für die Y-Axe, d. h. A = F t 2 

und B = Fa2• 
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c) _Stäbe, bei denen die Axialkraft nicht gleich Null ift. 

In den bisherigen Unterfuchungen wurde die Axialkraft gleich Null angenom
men. Wir wollen nun die Annahme machen, dafs die Axialkraft den Werth P 
habe. Alsdann dient zur Ermittelung der axialen Faferfpannung in einer Fafer 
mit der Ordinate z die Gleichung 33. des Art. 296, nämlich: 

N_ ~ +jWZ 
- F J 

Der Entwickelung die [er Formel lag die Annahme zu Grunde, 
ebene den Querfchnitt in einer Symmetrieaxe (Hauptaxe) fchneide . 

33· 

dafs die Kraft
Die Mittelkraft 

aller an der einen Seite des 'Querfchnitts [ [ (Fig. 99), 
d. h. aller auf den Querfthnitt [ 1 wirkenden äufseren 
Kräfte fei Rund fchneide die Verlängerung des Quer
fchnittes im Punkte E, im Abftande 0 E = ~ vom 
Schwerpunkt 0 des Querfchnittes. Wir zerlegen R im 
Punkte E in eine Axialkraft P und eine Transverfal
kraft Q. Das Moment der äufseren Kräfte ift fodann 
M = P~. Nach Gleichung 33. ift 

Fig . 99 . 

Q 

. \~ vvvl f1l.., _ p p ~ z . _ P ( F ~ Z) 
~~oO.;:-.N- F + -Y-F 1+-y- So. 

f 

N wird für alle diejenigen Punkte gleich Null, 
für welche der Klammerfactor gleich Null wird. Nennt man den fpeciellen Werth 

von z, für den dies eintritt, zo, fo wird N = 0, wenn 1 + F j. Z. = ° wird, d. h. für 

J 
Z. = - F~ 51. 

Für alle Punkte, deren Ordinaten den Werth der Gleichung 5 I. haben, ift N = 0; 
die Gleichung 5 I. ift alfo die Gleichung der neutralen Axe, doch nur unter der 
V orausfetzung, dafs die Kraftebene den Querfchnitt in einer Hauptaxe fchneidet. 

Aus der Gleichung 5 I. für die neutrale Axe ergeben /ich wichtige Folgerungen: 

I) Da 7 und F ftets po/itive Gröfsen find, fo hat z. ftets anderes Vorzeichen als~ . Die fämmt
lichen Punkte , in denen die Spannung Null ftattfindet, liegen alfo a!l derjenigen Seite des Schwerpunktes, 
an welcher der Schnittpunkt mit der Refultirenden R nicht liegt. 

2) Für eine und diefelbe Lage der Kraft R find alle Gröfsen auf der rechten Seite der Gleichung 

conftant, alfo ift auch z. conftant; . es liegen aHo alle Punkte , in denen N gleich Null ift, in gleichem 
Abftande von der Y-Axe, d. h. alle diefe Punkte liegen in einer Geraden , die parallel ift zu derjenigen 
Schwerpunktsaxe, welche normal fteht zur Schnittlinie des Querfchnittes mit der Krafteqene. 

3) Der Werth für z. ift von der Kraftgröfse ganz unabhängig; er ift nur von den Werthen 7 und F, 

alfo von der Querfchnittsform und -Gröfse und von ~, ·d. h. von der Lage des Schnittpunktes E abhängig. 

4) Zo wird Null, d. h. die neutrale Axe fallt mit der zur Kraftebene normalen Schwerpunktsa'xe 

zufammen, wenn ~ = 00 wird, d. h. wenn die Kraft R den Querfchnitt erft in unendlich weiter Feme 
fchneidet, wenn alfo R zu dem Querfchnitte parallel gerichtet ift. Sodann ift gar keine Axialkraft vor

handen. (Diefes Refultat wurde bereits oben in Art. 297, S. 262 auf anderem Wege gefunden. ) 

Die Gleichung 5 I. giebt ein bequemes Verfahren, die Lage der neutralen 
Axe graphifch zu ermitteln. 

318. 
N eutrale 

A..xe. 

3'9· 
Graphifche 

Ermittelung 

Befonders einfach geftaltet /ich die Aufgabe beim rechteckigen Querfchnitt. Hier ift nach Art. 3°7, der neutralen 

S. 266 b 1,3 Axe. 
7 = 12 und F= bll. 

Aus Gleichung SI . folgt, wenn wir zunächft nur die abfolute Gröfse von Zo beftimmen, 
b h 3 h2 1,2 k I, 

z. = 12 b h ~ - 12 ~ und Zo ~ = 12 "6 . 2' . 
Handbuch der Architektur. J. 1 . 18 

• 



• 

32 0 . 

Spannung5~ 

verLheilung. 
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Daraus ergiebt lieh die nachfolgende Conllruction (Fig . IOD). Man trägt von 0 aus 0 B = ~ 

nach oben; alsdann liegt der Pnnkt B in der H öhe ~ h über der Unterkante des Q uerfchnittes Nun 3 . 
fehlage lUan über d iefem Ablland einen H albkreis , welcher die in 0 ZUr Z-Axe gezogene Normale in D 

Fig. 100. 

Z 

E -------- ~ --- --7f-- 'E' , , , , , , . , , , 

----'-- -+""'---' 

z 

Demnach ill nach Gleichung 51. 

Zo == 

-- /, h h 2 

fch neidet; alsdann ill 0 D 2 = - - = -. Man verbinde 
6 . 2 12 

nun .D mit E, ziehe durch D eine Linie .D K normal zu D E , 

fo ill O.D2 = 0 K. 0 E und 
j,2 __ 

-2 = OK.~ oder 
1 . 

K ill alfo ein Punkt der neutralen Axe, und die 
durch K parallel zur Y-Axe gelegte Linie N LV ergieb t die 
neutrale Axe felbll. 

Bei complicirten Querfchnitteu, die auch ganz unregel

mäfsig fein können , ill d iefe Conllruction, et,ras modifi cirt, 
eben fa lls anwendba r. 

:7 
F ~ 

Nach A rt. 3 16, S. 271 ill der Trägheitsradius 

R= V ~ 
FRZ 1<2 

- F~ = - T' 
woraus li eh folgende Conllruction (Fig . 10 1 ) e rgiebt. 

In 0 errichte man die Normale zum Querfchnitte 0 S = R , verbinde S mit E', ziehe durch S 

R2 
d ieNormaleSKzuSE' ; alsdann ill R2 = O K. O E'=O K. ~ oder O K = T (abfolute GrÖfse) = 20. 

Die Vertheilung der Spannung über die Querfchnittsfläche findet nach dem 

durch Gleichung 50 . N = ; (1 + F j Z) ausgedrückten Gefetze ftatt; in der

feIben find N und z die einzigen Variabelen, und beide kommen nur in der edlen 
Potenz vor. D araus folgt, dars die Spannung fleh nach dem Gefetze einer Geraden 
ändert. Ein Punkt diefer Geraden ift bereits gefunden, nämlich derjenige Punkt, 
in welchem die Gerade die Abfciffenaxe fehneidet , d. h . wo die Spannung g leich 

F ig . 10 1. 

E 
___ __ _____ ,E' 

ift leicht 'zu ermitteln. 

Null ill:, nämlich der Punkt K (Fig. 101 ). 
Gelingt es noch einen Punkt der Geraden 
zu finden, fo erhält man durch Verbindung 
diefes Punktes mit dem Nullpunkt K die ge
fuchte Gerade. Für z = 0 ift 

. P 
N o = F ' 

d. h. in den Fafern, welche in der zur Kraft
ebene normalen Schwerpunktsaxe liegen, ift 
die Spannung eben fo grofs, als wenn nur 

p 
die Axialkraft P wirkte. Diefe Gräfse F 

Man beftimme ~ und trage (Fig. JOI ) den gefundenen Werth für die Abfciffe 

z = 0, d. h . im Schwerpunkt nach beliebigem Mafsftabe auf, mache alfo 0 R ' . ; , 
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verbinde R' mit K; alsdann ift diefe Verbindungslinie die gefuchte Gerade. Die 
Ordinaten diefer Geraden geben, auf dem angenommenen Mafsftabe gemeffen, die 
pro Flächeneinheit in den einzelnen Faferfchichten wirkenden Spannungen an. Die 
von der erwähnten Geraden und der Abfciffenaxe E' E ' eingefchloffene (in Fig . 101 
fchraffirte) Fläche nennt man wohl auch die Druckfigur. 

Die vorftehend angegebenen Conftructionen werden mit Nutzen angewendet, 
um die Druckvertheilung in den Gewölbefugen und in den Querfchnitten der Stütz
mauern, fo wie an den Bodenflächen der letzteren zu ermitteln. 

Als DimenflOn normal zur Bildfläche wählt man die Einheit (gewöhnlich 1 m), fo dafs die gedrückte 

Fläche - der Querfchnitt - (Fig. 102 u. 103) ein Rechteck von der Breite (normal zur Bildfläche) 

gleich der Einheit ift. Die zweite 
Dimen!ion des Rechtecks ift bei den 

Gewölben (Fig. 102 ) die Gewölb
ftärke d an der betreffenden Stelle, 

bei den Stützmauern die Mauer

ftärke d (Fig. 103). Man nimmt 
nun an, dafs das obige Gefetz der 
Druckvertheilung auch hier giltig · 

fe i , welche Annahme gemacht wer

den kann, fo lange keine Zugfpan
nungen im Querfchnitt vorkommen. 

Die auf den Querfchnitt wirkende 
Refultirende zerlegt !ich in die Axial

kraft P und die Transverfalkraft Q, 

Fig. 102. 

Fig. 10 3 . 

--- -·d ·- ---------

~4 : .:e. 
Q --!~~7ed,.~K 

welche letztere keine Axialfpannungen erzeugt. Nun kann ohne \Veiteres obige Conftruction angewendet 
werden, was in Fig. 102 und 103 für einen Gewölbe- und einen Stützmauerquerfchnitt gefchehen ift. 

Wie bereits bemerkt , ift diefe Conftruction bei denjenigen Materialien, welche keinen Zug ertragen 
können, nur richtig, falls in keiner Fafer des Querfchnittes Zugfpannungen !ich ergeben, bei den Gewölben 

aber flets nur näherungsweife richtig, weil die Vorausfetzung der geraden Axe nicht erfüllt ift. 

32 1 . 

Druck-
vertheilung 

in Gewölben u. 

Stützmauern. 

Im Anfchlufs an das Vorftehende foll gezeigt werden, wie fich die Spannung s- 322 • 

Druck-
vertheilung ergiebt, falls die neutrale Axe in die Querfchnittsfläche fällt und die vertheilung in 

Fafern nur Druckfpannungen aufnehmen können. Die hier in Betracht kommenden Querfchnilten, 
welche nur 

Querfchnitte find nur rechteckige, wefshalb nur diefe Form berückfichtigt wird. D ruck auf-

Die Kraft P (Fig. 104) fchneide die Symmetrieaxe des Querfchnittes im Ab- nehmen können. 

ftande c von der äufserften Fafer R; die zugehörige neutrale Axe liege in K. E s 
ift zunächft K zu ermitteln. Die bis-

Fig. 104 . 

f 
herigen Conftructionen find hier nicht gil
tig, weil bei Auffuchung der betreffenden 
Ausdrücke für N ':lnd Zu in den Fafern lR r·· f

-.--; 

zwifchen Kund S Zugfpannungen ange- t=j;~ ----~I]ly 
nommen waren, die hier nicht exiftiren. 1(' ____ =0 ________ _ 
Denn, da die Fafern nur Druckfpannungen ,.., 
aufnehmen können, wird in allen den- : 
jenigen Fafern, in welchen Zug entftehen ) 
würde, ein Klaffen der Fugen, oder ein indifferentes Aneinanderliegen der Be
rührungsflächen ftattfinden. Eine Spannungsübertragung exiftirt nur in dem ge
drückten Theile der Querfchnittsfläche, deffen Höhe = ~ fei. 

Deffen ungeachtet kann man die Gleichung 33. (S. 261 u. 273): 

N=~ + Mz 
F '.1 



anwenden, wenn jetzt unter F der Theil der Querfchnittsfläche, auf welchem Druck
übertragung fiattfindet, und unter '.1 das Trägheitsmoment diefes Theils der Quer
fchnittsfläche für die im Schwerpunkt deffelben normal zur Kraftebene errichtete 
Axe Y Y ver/hnden wird. Wird die Dimenfion normal zur Bildfläche gleich der 
Einheit gefetzt, fo ifi 

1 f,3 

F= 9 . 1 und '.1 = -' ';/- . 
12 

lV! ifi hier das Moment, bezogen auf die erwähnte Schwerpunktsaxe Y Y, d. h. 

Es ifi alfo die Spannung in einer Fafer mit der Ordinate z 

52. 

_ p l- F ( ~ - c) z] _ p [ 12 Z (~ - c)] 
N - F 1 + '.1 - ~ 1 + . fl . 53· 

N wird im Punkte K, d. h. für z = - ~ , gleich Null; es ifi demnach 

_ ~ [ _ 129 (~ - c)] 
0- 9 1 292 . 

Diefe Gleichung dient zur Ermitte1ung des Werthes für 9; denn es ifi 

6 ( ~ - c) 
o = 1 - 9 = 9 - 3 f) + 6 c, woraus 9 = 3 C 54· 

Die Druckvertheilung findet alfo auf eine Fläche fiatt, welche dreimal fo breit 
ifi, wie der Abfiand des Schnittpunktes E von der nächfien Kante. 

Die Druckbeanfpruchung in irgend einer Fafer mit der Ordinate z ifi 
demnach 

P [ 12 z ~ ] p 
N=3{; 1+ 9c2 = 9c2 (3 c+2 z) 55· 

N,llax findet fiatt, wenn z feinen gröfsten Werth = + : = 3
2

C, N,mi, dagegen, 

wenn z feinen kleinfien Werth = - : = - 3
2 

C hat; es ifi alfo 

2P P 
N,nax = 3C und N,1l'-n = 9 c2 (3 C - 3 c) = 0 56. 

Wenn fich der Druck P gleichförmig über die ganze gedrückte Fläche 
F = 9 = 3 c vertheilen würde, [0 wäre der Druck pro Flächeneinheit der Fläche gleich 

~; der wirklich fiattfindende Maximaldruck ifi = 2
3
-:, d. h. doppelt [0 gro[s, als 

wenn P fleh gleichförmig vertheilte. Die Druckfigur wird alfo erhalten, indem 
man zunächfi (Fig. 104) RE = c dreimal von R aus abträgt, wodurch man 
den Nullpunkt K findet; alsdann trägt man in R nach beliebigem Ma[sfiabe 
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2P 
lV,nax = - - = R U auf und verbindet U mit K. Die fchraffirte Fläche giebt die 

3c 
Druckfigur. 

In ' Art. 296, S . 261 war durch Gleichung 33. die axiale Faferfpannung nur 3~3' 
AXlale 

für den Fall ermittelt, dafs die Kraftebene alle Querfchnitte des Balkens in zwei Faferfpa nnung. 

fymmetrifche Hälften theilte. Es foll nunmehr für den ,allgemeinen Fall des nicht 
fymmetrifchen Querfchnittes und beliebiger äufserer Kräfte der Ausdruck für die 
axiale Faferfpannung ermittelt werden. 

Auf das Balkenfragment links vom Schnitte I I (Fig. IOS), für welches die 
Werthe von N ermittelt werden follen , wirke als Refultirende aller äufseren Kräfte R. 
Wir zerlegen die Kraft R im 
Punkte E, wo !ie die Verlänge. 
rung. des Querfchnittes fchneidet, 
in eine Axialkraft P und in 
eine Transverfalkraft Q, bringen 
im Schwerpunkte 0 des Quer
fchnittes I I zwei einander 
gleiche, aber entgegengefetzt 
gerichtete Kräfte P an und er
halten als Wirkung der äufseren 
Kräfte auf den Querfchnitt I I 
eine Transverfalkraft Q 1m 

X P 

Fig. 

Q 

/ 
Z 

105. 

P 
Z 

. ,. 

Y -Y 

Z 

Querfchnitte I I, ein Moment P ~, welches gleich dem ftatifch en Momente der 
äufseren Kräfte, bezogen auf den Punkt 0 ift, und eine Axialkraft P, im Punkte 0 
wirkfam. 

Das Fragment links von I J ift unter der Einwirkung diefer äufseren Kräfte und 
der auf daffelbe wirkenden inneren Kräfte oder Spannungen im Querfchnitt I J im 
Gleichgewicht; werden alf6 im Querfchnitt J I die Spannungen angebracht, fo können 
wir auf das Ganze die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen (flehe Art. 2 S 5, S. 232) 
anwenden. Jede Spannung hat eine horizont~le Componente, die genau genug als 
axiale Componente eingeführt wi rd , und eine verticale Componente. Die erfteren 
bilden die axialen Faferfpannungen N . 

Durch den Schwerpunkt des Querfchnittes werden wiederum drei Coordinaten· 
axen gelegt: die X-Axe, welche mit der Tangente;: an die deformirte Stabaxe an 
diefer Stelle, die Z-Axe, welche mit der Durchfchnittslinie der Kraftebene und der 
Querfchnittsebene zufammenfcillt, und die Y-Axe, welche zur X - und Z-Axe normal 
fteht. Es laffen !ich nunmehr die drei gedachten Gleichgewichtsbedingungen für 
den vorliegenden Fall aufftellen. 

1) Die algebraifche Summe der in die Axenrichtung fallenden Componenten 
mufs gleich Null fein, d . h. 

o=P-! Ndf 
2) Die algebraifche Summe der ftatifchen Momente fcimmtlicher Kräfte be

zogen auf die Axe 0 Y mufs gleich Null fein. Das Moment der äufseren Kräfte 
in Bezug auf die Axe 0 Y, welche fich in der Ebene Z X im Punkte 0 projicirt, 
ift M = P ~ j das ftatifche Moment einer im A bftande z von der Axe 0 Y wirken-



den Faferfpannung N df ift gleich N Z df; folglich die Summe aller Momente der 

Faferfpannungen gleich! N z df und 

o = lVl - j'N z d./ oder .111" = / N z d f. 
Das negative Vorzeichen ift für das Moment der Faferfpannungen gewählt, 

weil Gleichgewicht nur möglich ift, wenn beide Momente entgegengefetztes Vor
zeichen, alfo entgegengefetzte Drehrichtung haben. 

3) Die algebraifche Summe der ftatifchen Momente fammtlicher Kräfte be-
. zogen auf die Z Z - Axe mufs gleich Null fein. In Bezug auf diefe Axe haben die 

äufseren Kräfte kein Moment , weil diefe Axe in der Ebene der äufseren Kräfte 
liegt, diefelben alfo für diefe Axe den Hebelsarm Null haben . Die Faferfpannung 
N d./ hat in Bezug auf die Axe Z Z das Moment N d./ y ; folglich mufs 

0= ! Ny d./ 

fei n. D ie Integration ift über den ganzen Querfchnitt auszudehnen. 
Durch die Faferfpannungen entftehen Längenänderungen , welche wir als der 

erften Potenz von y und z proportional annehmen können, d. h. wir können, wenn 
d;t" den urfprünglichen Abftand zweier Querfchnitte vor der Deformatibn, ~ d x die 
bei der Deformation erzeugte Aenderung des Abftandes in einer Fafer mit den 
Coordinaten y und z b ezeichnet, fetzen: 

!l dx 
r.rz-=a.+ßy +1Z , 

worin (J., ß und '{ vorläufig unbekannte Conftante find . 

. !l dx N 
Nach Art. 279, S. 246 1ft d x = E' demnach 

N = E(J.+Eßy+ E'{ z = a + by+ c z, 

wenn a , b und c noch zu beftimmende Conftante fi~d. Zur Beftimmung der 
letzteren dienen die aufgeftellten drei Bediogungsgleichungen. Wird der Werth 
für LV in die[e Gleichungen ein gefetzt , [0 ergiebt fich, da a, bund c für die In
tegration conftant find, 

P= a j'd./ + b j'y d./ + c! z dj, 

JJ1= a ,!z df + b ! yzdf + c I Z2 d.f, 

o = a j~ d./ + b ! y2 d./ + c j'J' z d.f. 

j'y z d./ ift identi[ch mit dem in Art. 3 13, S. 269 gefundenen Ausdruck 

/ y z d f = B i ferner ift ! Z2 d./ = 7 und I y2 d./ = 71' Da ferner der Anfangs

punkt der Coordinatenaxen im Schwerpunkt liegt , fo ift nach der Schwerpunkts

lehre ! z d/=O und ! yd./=O. 

Bezeichnet man endlich j df= F, [0 ift 

P = a F , M = b H + c 7 und 0 = b 71 + c H. 
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Daraus ergeben fich für a, b un~ c folgende Werthe: 

P H j/IJ 71 jJl[ 

a = F' b = H 2 _ 771 und c = 7 71 _ H 2 

und demnach 

57· 

Bei der in Fig . lOS gezeichneten Richtung und Lage der äufseren Kräfte ifl die Axialkraft P im 
Punkte 0 ein Druck; auch erzeugt das Moment M für lich allein in den Fafem oberhalb Y Y Druck. 
Es werden alfo bier , wenn die Z-Richtung nach oben als die pofitive eingeführt wird, die pofitiven Werthe 

von N Druck, die negativen Werthe Zug bedeuten; umgekebrt wäre es bei der entgegengefetzten Rich
tung der Kraft R. Bei Anwendung der Gleichung 57. ift alfo Vorficht nöthig. 

Wenn die Kraftebene den Querfchnitt in einer Symmetrieaxe [chneidet, 
alfo die Z-Axe eine Symmetrieaxe ift, fo i11 nach Art. 314 (S. 270) H = 0, dem
nach 

58. 

Diefe Gleichung 11immt mit der unter den gleichen Annahmen In Art. 296, 
S. 261 entwickelten Gleichung 33. überein. 

Die in den Art. 3 I 8 u. 3 19, S. 273 u. 274 für die neutrale Axe gefundenen 32 4. 

R r. K f b d Q r h' . . Allg. Gleichung emltate gelten nur für den Fall, dafs die ra te ene en uenc mtt In einer der neutralen 

Hauptaxe fchneidet. 1ft die[e Voraus[etzung nicht erfüllt, fo i11 die Spannung in Axe. 

irgend einer Fafer mit den Co ordinaten y und z nach Gleichung 57. zu er
mitteln. 

Bei der Entwickelung diefer Gleichung war als Z-Axe die Linie gewählt, in 
welcher die Kraftebene den Querfchnitt fchneidet, als Axe der Y die im Schwer
punkt des Querfchnittes normal zur Z-Axe gezogene Axe. Nun i11 i/I = P~, 
demnach 

59· 

Es empfiehlt fich, die beiden durch den 'Schwerpunkt des Querfchnittes ge
legten Hauptaxen als Coordinatenaxen zu wählen; die
felben mögen die U- und V-Axe der Fig. 106 fein und 
mit den beiden Axen der Y und Z bezw. den Win-
kel (J. einfchliefsen. 

Um den Ausdruck für N auf die neuen Axen be
zogen zu erhalten, hat man die Werthe von 7, 71 und 
H durch (J. und die Trägheitsmomente für die Haupt
axen, ferner die Coordinaten y und z durch u, v und (J. U 

auszudrücken. Das Trägheitsmoment für die U-Axe 

Fig. 106. 

z 
~- -- >E 

fei A, dasjenige für die V-Axe fei B; alsdann i11 nach Y --f---'-~"""':'-&.f-~ Y 

den Gleichungen 48. des Art. 315, S. 271 

71' = A cos 2(J. + B sin 2(J. = 7, 
7z = A sin 2(J. + B cos 2(J. = 71, 
H = CA - B) sin (J. cos (J.; 

ferner nach Figur 106: 
z = v cos (J. - u sin (J. und y = u cos (J. + v sin (J. . 

U 

v 

z 
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Setzt man die eben gefundenen \Verthe für J, J \, H, z und J' in den Aus
druck für N (Gleichung 59.), [0 ift 

T = !:.- [ Ft ( CA sin 2(1. + B cos 2(1. ) CV COS(l. - Zt sin (1.) - CA - B) sin (I. cos U. CU cos (I. + v sin (I.))J 
" F 1 + S CA sin 2(1. + B cos 2(1. ) CA cos 2 (1. + B sin 2(1. ) _ CA _ B )2 sin 2'1, cos 2",) • 

Die Ausführung der Multiplication ergiebt 

N = ~[ 1 + ::~ (B v cos a. - Au sin a.) ] . 60. 

Dies ift der allgemeinfte Ausdruck für die axialen Faferfpannungenj darin be
zeichnet a. den Winkel, welchen die Durchfchnittslinie der Kraftebene und der 
Quer[chnittsebene mit der V-Axe bildet, und ; den Abftand des Durchfchnitts· 
punktes der Re[ultirenden R mit der Querfchnittsebene vom Schwerpunkt 0 des 
Quer[chnittes. 

Für diefelbe Lage der Refultirenden P find ~ und a. conftant, alfo N nur 
mit v und 11 variabel. 

Falls P = 0 ift, ergiebt fich aus Gleichung 60. für N, weil fodann ~ = 00 ift, 
der unbeftimmte Ausdruck N = 0 . 00. In diefem Falle führt man für p~ wieder 
M ein und hat : 

N= ~+ ~~ (B v cosa. - Ausina.). 

Für P = 0 ift fodann 

N=M ( V c~s(J. u sin a.) 
B . 60 •. 

Alle Punkte des Querfchnittes, in denen eine gleiche axiale Faferfpannung, 
etwa C, ftattfindet, genügen der Gleichung: 

C - P [ I F; (B ~ . J ' - FIT A B v cos a. - Alt sm a.) , . . 6r . 

liegen alfo auf einer Geraden, weil die einzigen Variabelen 
erften Potenz vorkommen. Die Auflöfung der Gleichung für 

A ce F- P) A 
v = B 11 tg Cl. + P F c 

<; cos a. 

v und Zl nur m der 
C nach v ergiebt 

62 . 

Die [ämmtlichen Punkte, in denen die axiale Faferfpannung, alfo die Gröfse C 
gleich Null wird, liegen demnach gleichfalls auf einer Geraden, deren Gleichung 
erhalten wird, we,nn in Gleichung 62. C = 0 gefetzt wird. Man erhält alsdann die 
Gleichung der neutralen Axe: 

A A 
v= B u tg (J.-

F~cos a. 
Wir nennen den Winkel, welchen die Neutrale mit der U-Axe einfchliefst, rpj 

alsdann ift 
A 

tg rp = B tg G. • 

Bezeichnen wIr ferner den Abftand desjenigen 
Neutrale die V-Axe fchneidet, mit d, fo ift: 

d=- A 
F; cos G, 

Punktes, in welchem die 

Aus Gleichung 62. folgt, dafs die Gerade, welche alle Punkte mit der Span
nung C enthält, mit der Axe einen Winkel bildet, deffen Tangente gleichfalls 
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A 
B tg a. ift ; diefe Linie ift alfo parallel zu der neutralen Axe. Daraus folgt der 

Satz: Alle Querfchnittspunkte, in denen gleiche axiale Faferfpannung ftattfindet, 
liegen auf Geraden , welche zur neutralen Axe parallel find. 

Gleichung 64. giebt ein bequemes Mittel, die Lage der neutralen Axe zu conftruiren. Zeichnet 

man fü r den betreffenden Querfchnitt die Ellipfe der Träg-

heitsmomente (Fig. 107; 1iehe Art . 317, S. 271 ), fo find die Fig. 107. 
beiden Halbaxen bezw. 

K K 
VA = a 

und llf = 6. 

Die Gleichung der Ellipfe ift bekanntlich ~ + ~ = 1 , 

und die trigonometrifche Tangente des Winkels, ,velchen die 

geometrifche Tangente an die Ellipfe in einem Punkte mit den 
Coordinaten 1t und v mit der U-Axe einfchliefst , ia 

dv 1t b2 

du - v a2 • 

Die Coordinaten des Punktes D feien - "I und V I ; 

alsdann ia für die Tangente in diefern Punkte: 

dv b2 "1 b2 

- = tg ß = -- = --;;- tg (J •• 
du a2 V I a-

Aus den oben flehenden Gleichungen für a und b folgt 

K2 K2 
A = --;;'2 und B = t;'l ; 

E 

u 

v 

v 

fonach ifl nach Gleichung 64. für den Winkel '1" den die neutrale Axe mit der U- Axe einfchliefst , 

b2 

tg 'I' = -;zr tg a. = tg ß· 66. 

Die neutrale Axe ifl fonach parallel zu der Tangente, welche in demjenigen Punkte an die Ellipfe 
der Trägheitsmomente gelegt wird, in welchem die Schnittlinie der Kraftebene und des Querfchnittes die 

Ellipfe fchneidet. Die neutrale Axe ifl alfo parallel zur T augente in D . 
Um die Lage der Neutralen zu finden, ift d nach Gleichung 65. zu ermi tteln. Bequemer ia es, 

den normalen Abaand der Neutralen von dem Schwerpunkte , d. h. c einzuführen. Es ift 

A 
c = d cos <!J = - F t cos <!J. , .cosa. · 

1ft die Trägheitsellipfe fo conftruirt, dafs K= V A: ift (fiehe Art. 317, S . 272) , aHo nach 

Früherem A = F b2 ia, fo ergiebt fich 

b2 cOS<!J C b 
c = - - --' oder - -- - --- 66 •. 

~coso: b cosep ~cosa. 

Diefe Gleichung führt zu folgender Conftruction der Strecke c. Durch den Angriffspunkt E der 
Mittelkraft ziehe man die Linie E EI parallel zu U U, ferner durch C eine Linie parallel zu der R ich

tung der neutralen Axe und fälle von 0 die Normale 0 H auf diefe L inie. Alsdann jfl 0 EI = ~ COS (J. 

und O H = b cos '1'. 
Man verbinde nun H mit Ei> ziehe durch C die Linie CL parallel zu EI H; alsdann ift 

OL 
OH 

o C oder 0 L b --- = -e- -; fonach 0 L = c. o EI b cos 'I' ., COS 0: 

Macht man nunmehr 0 LI = 0 L , fo ifl LI ein Punkt der neutralen Axe und die Gerade N N 
die neutrale Axe felbft . 

Eine andere Conflruction der Neutralen ergiebt fich wie folgt. Es ift Fe2 = A cos 2'1' + B sin 2'1' 
= F b2 cos 2'1' -+- F a2 sin 2'1" fonach 

e2 = b2 cos 2'1' -+- a2 sin 2'1' := b2 cos 2cp ( 1 + ~: tg 2'1' ) = b2 cos 2'1' (1 + ~: tg 'I' tg 'I' ) . 

• 
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Nach Gleichung 66 . ift 

p 
tg 'f a2 tg r~, 

a "!. 
fonach tg CI. = tg 'f' b2 ' daher 

e2 = 62 cos 2'1' (1 + tga tg9') = - cos -([) • T = --_, cos (<0 - a). b' > ( COS r~ COS <0 + sin CI. sin W) b2 COS ([) 

I , COS'1.COStp COS(J.. I 

.U 

Aus Gleichung 66, . ift 

• b'1 cos cp 
COS fJ. 

c ~, "Ifo e" = - c ~ cos (9' - a ) , 

Fig. lOS. 

v 

v 

'e 
\ 

~\:;X; 
// c 

\.,N 
.,/'~ 

u 

Bei rpi.e l. Es fei die neutrale Axe 

Fig. 109. 

Z ' 

d. h. e ift die mittlere geometrifche Proportionale zwifchen c 
und ~ cos (9' - a) (vergl. Fig. lOS) . 

Man lege durch E eine Linie parallel, durch 0 eine 
Linie normal zur Richtung der neutralen Axe; alsdann ift 

<;:: CO E. = 'f' - CI. und CO = ~ cos (9' - CI.) , ferner 0 H = (. 
Man mache nun auf der Axe 0 X, 0 H' = 0 H = e, 

ziehe CH' und durch H ' die Normale EI' L' zu CH'. 

Alsdann ift 0 L' = - c; denu es ift 0 H '2 = CO. 0 L', 
__ e2 

daher e2 = ~ cos (<0 - u) 0 L' und 0 L' = . ----o-C-- -o 
• . ~ cos 'I' - rl.) 

== - c. 

Die durch L, parallel der Axe X, Xi gezogene Linie 
ifl die neutrale Axe. 

Eil , 
Fällt der Punkt E in die Hauptaxe V V, ift es etwa 

fo gi.ebt die Axe U U die Richtung der neutralen Axe ; 

alsdann ifl auf 0 U OC'" = b abzutragen, ferner Eil C'" 
und durch C" I eine Normale zu E" C'" zu ziehen, welche 

V V in L 'II fchneidet. L'" ift ein Punkt der neutralen Axe. 
Diefe Conftruction ifl oben bereits angegeben worden. 

für ein gleichfchenkeliges Winkeleifen (Fig. 109) von 10 cm 

Schen"kellänge und 10 mrn Schenkelfiärke zu ermitteln . Die 

Belaftungen wirken normal zur Richtung des einen Schenkels ; 
der Schwerpunkt S fei bekannt; die Kraftebene fchneide 

den Querfchnitt in der Linie Z' Z'. 
; .. ------------.- E ,T .-

"/V 
Die eine Hauptaxe U U theilt den Querfchnitt fym

metrifch, die zweite V V fteht in S normal zur erften. Es 
ift zunächft die Centralellipfe zu conftruiren. Es ift F = 19,., 
A = Ju = 287 und B = Jv = 73; daher 

. --
N ' 
V 

b = V A = V 287 = 3,87 und 
F 19,. 

a = V B = 1/ 73 ], 95 • 
F 19,. 

Die Z - Axe fchneidet die Centralellipfe in D; die 

neutrale Axe ift alfo nach Art. 324, S . 28 I parallel der 

durch D an die EJlipfe gelegten Tangente T T. 
Z' Es wäre noch c zu ermitteln. Die angegebene Con-

ftruction ergiebt S L, = c. 

Die Gleichungen 6 1. bis 64. ergeben für die neutrale Axe noch folgende 
Refultate: 

I) Für CI. = 0 fällt der punkt E in die V-Axe, fchneidet alfo die Kraftebene den Querrchnitt in 
emer Hauptaxe. Alsdanll ia 

A 
tg 9' = B tg (J. = 0, daher 'f' = 0, 

d . h. die neutrale Axe ift parallel zur U-Axe '60). Es ift nunmehr 

J60) D er Beweis hierftir wurde in Art. 318, S. 273 auf anderem \Vege gefunden. 



A F b2 b~ 
d= - F~ = - F~ = - T 161

). 

Für ~ = 00 ifl: die Refultirende dem Querfchnitt parallel und fodann d = 0, d. b. die neutrale 

Axe geht durch den Schwerpunkt. 
2) d und c liegen ftets an derjenigen Seite des Schwerpunktes, an welcher E nicht liegt. 

3) Für 0. = 90 Grad, d. h. für die Lage des Punktes E auf der U· Axe, ill 19 'f' = 00, 

'f' = 90 Grad, d. -h . die neutrale Axe ill parallel zur V- A xe. Alsdann ill d = - F ~ 0 = - 00, d. h. 

der Schnittpunkt der neutralen Axe mit der V-Axe liegt in unendlicher Entfernung, oder, was das Gleiche 

ill , diefe beiden Axen find einander parallel, was eben auch auf anderem Wege gefunden worden ill. 
Beifpiel. Wenden wir obige Sätze auf die Dachpfette in Fig . IIO an, fo ift die Belallung 

vertical, alfo auch die Schnittlinie der Kraftebene mit der Quer· 

fchnittsebene eine Verticale; diefelbe bilde mit der Hauptaxe V V 

den Winkel 0.. Die Axialkraft P fei Null, das Moment für den 
ZU betrachtenden Querfchnitt 1W. Alsdann ift nach Gleichung 6o, . 

N= AI{ -- - --(

V cos U. 1t sin (I,) 
A B 

Diefe Gleichung kann auch folgender Mafsen abgeleitet wer· 

den. Durch den Schwerpunkt 0 des Querfchnittes fmd drei 

Coordinatenaxen gelegt: die U· und V-Axe, welche mit den Haupt· 

axen zufammenfallen, die X-Axe, welche normal zur Querfchnitts·· 
ebene, hier horizontal ill. Das in der Verticalebene wirkende 

Moment M kann man in zwei Seitenmomente zerlegen, deren eines 
, ]I{ cos 0. in der V X V · Ebene, deren anderes - M sin 0. in 

der UXU·Ebene wirkt. Die EbeneIl diefer beiden Seitenmomente 

Fig. 110 . 

v 

,N 

JIf' 

v 
fchneiden den Querfchnitt in Haupt:Lxen; jedes einzelne erzeugt alfo in den einzelnen Fafern Spannungen, 
welche nach Gleichung 34. zu berechnen find. In der Fafer mit den Coordinaten 1t und ventIlehen 
nach Gleichung 34. durch das Moment Al cos a. allein die Spannungen 

1W v cos u. 
N, = ---- -

Yu 
durch das Moment - j l1 sin u. allein 

1"11 te sill (J. 

Yv 

Mv cos CL 
A 

1< 111 sin (J. 

B 

Zufammen genommen wirkt alfo , da beide Momente gleichzeitig vorhanden find, in einer Fafer mit 
den Coordinaten 1t und v eine Spannung (wie oben) : 

N=M(VC~SU._us; (J.). 67 . 

Ueber die Form des Querfchnittes find bislang noch keine Annahmen gemacht worden . 

A 
N wird gleich Null für 0 = v cos u. _ 1. sin a. fonach 

B ' 
A 

v = ButgU. 

• Dies ift die Gleichung der neutralen Axe, und zwar die Gleichung einer Geraden. 

68. 

Für 11 = 0 ill v = 0; die neutrale Axe geht alfo durch den Anfangspunkt der CoordinatenaX'en , 
cl . 1. durch den Schwerpunkt. 

Für die weiteren Unterfuchungen ill eine bellimmte Querfchnittsform zu Grunde zu legen. 

I) Für den rechteckigen Querfchnitt (Fig. 11 0) ift nach Art. 3°7 , S. 266 
b IL3 63 I, 

A = -- und B = - 9- I 

12 L 

fonach N = 12 "'1{ ---(
V cos CL _ 1< sin CL) 12 M ( V cos 0. 

b h 3 I, b3 b I, h2 

N hat feine gröfsten Werthe 

für 1t = - +, v = + ~ und für 
6 

te=+"2' v 

161) Der Beweis hierfLir wurde in Art. 3I9 , S . 2]4 auf anderem Wege gefunden. 

I, 

2 



Für die erflen Werthe ifl : 

LV . _ 12 i1I (I' cos (j. 6 sin (J.) 6 jJf . 
IIW.' - b /, 2 1,2 + ~ = 62 1,2 (b cos (). + // sm u.) 

Eben fo ergiebt lieh 

lI~llill = - 6, ~ (b cos (J. + I, sin f1. ) . 
b- h-

Bei der gewöhnlichen Drehrichtung der Momente, welche mit derjenigen der Fig. 105 überein

flimmt, würde, wenn die 1', bezw. v nach rechts, bezw. nach oben als politiv eingeführt werden, l \'lIIax 

der gröfste Druck und lIT,mi. der gröfste Zug fein. 
Die Gleichung der neutralen Axe wird hier ( liehe Gleichung 68. ) 

b h3 h 2 

V = I, b:' t, tg (J. = --;;'i" 1< tg 0. 70. 

Da die neutrale Axe durch 0 geht, fo genügt für die Conflruction derfelben die Auffuchung eines 

b 1,2 . b 
ihrer Punkte. Fiir tt = 2" ifl VI = TI tg (J.. Trägt man alfo VI als OrdInate für u = 2 ab , d. h . 

macht man c d = VI, fo ifl d ein Punkt der neutralen Axe, und 0 d giebt die neutrale Axe felbfl. 

V I ifl leicht wie folgt zu conflruiren. 
_ 6 

Von / aus trage man auf der v -Axe / g = "2 ab, ziehe e g 

h 
und durch 0 eine Linie parallel zu e g, fo erhält man fi = VI; denn es ifl ef = 2" tg (J. und 

h 

ef i/ 
fonach i/=+ef; hieraus folgt i/ = 

1,2 tg (j. 
b I, 2 6 = V I· 

2 2 2 
Für die Berechnung von Pfetten mit rechteckigem Querfchnitt ift fonach Gleichung 69,., bezw. 69b. 

zu Grunde zu legen. 
6 /, 

2) Auch beim I-förmigen Querfchnitt (Fig. I I I ) findet LVlIlflX für 11 = - 2' V = + T und 

Mni" für 11 = ~ , v = - ~ {taU , weil für diefe correfpondirenden \Verthe die Variabelen tt nnd v in 

der Gleichung für N gleichzeitig ihren gröfsten \Verth haben. 
Fig. 111. 

v 

u ;; 

u 
fonach 

v 

Demnach ia nach Gleichung 67: 

( 
h cos f1. b sin (J.) . 

lI~nax = 111 2 ~ + 2B. und 

(
I, cos (J. + 6 sin (J.) 

lI~lli" = - 1I1""2A 2 B 

Angenähert ifl , wenn / = 6 t, nach Gleichung 44. 

( 
, ~) 1" t6 3 

A = / + T 1- und B = -6-

[ 

hcos(J. 

lI~"ax = .tl (f + 06I)) ~2 
3 sin (J. ] + fb . 

71. 

Wird 
q 

im erflen Summanden des Klammerfactors - vernach-
6 

Iäfligt und h 2 flatt f gefchrieben, fo wird: 

1( cos (J. 3 Sill (j.) d 
lIr,,,ax = ,1 -- + - - - un 

/1, fb 

JlI (COS (j. 3 sin f1.) l\'lIlax ::= + -- ___ ...L ---
will - f Il b 

72 . 



28 5 

d) Schubfpannungen; elaftifche Linie. 

Aufser den oben ermittelten axialen Faferfpannungen N treten bei ver
fchiedenen Belaftungszuftänden der Balken auch noch Schubfpannungen auf, von 
denen hier zunächft die horizontalen Schubfpannungen betrachtet werden mögen. 

Angenommen, die Axialkräfte P feien gleich Null, und es folIen die horizontalen 
Schubfpannungen ermittelt werden, welche 111 derjenigen Faferfchicht zwifchen den 
unendlich nahe an einander gelegenen 
Querfchnitten 11 und 1111 (Fig. 112) 

wirken, die um Z1 über der Balkenaxe 
liegt. Dabei folIen die vereinfachenden 
Annahmen gemacht werden, dafs die iz, R 
Querfchnitte 11 und 11 11 einander gleich 
feien, dafs die horizontale Schubfpannung 
pro Flächeneinheit in der ganzen Breite 
der Fafer n n conftant fei und dafs die 
Kraftebene rämmtliche Querfchnitte in 
Symmetrieaxen fchneide. 

Fig. 112. 

z 

z 

Auf den Theil des Balkenftückes zwifchen 11 und 1111, welcher oberhalb der 
Faferfchicht 1Z n liegt, wirken zwei Kräfte, nämlich normal zur Ebene 11 die 
Summe R der axialen Faferfpannungen und normal zur Ebene II 11 die Kraft 
R+ dR. Nun ift 

und da nach Gleichung 34. N = ; Z ift, 

~ ~ 

/
}J;f J M+d }J;f 

R = ---;;r Z d fund R + d R = '" z df. 
J Z1 J 

Z 1 

Die Differenz der beiden Kräfte Rund R + dRift gleich ihrer Refultirenden; 
mithin ift die auf das Balkenftück wirkende axiale Faferfpannung 

Für die Integration zwifchen Z1 und a1 find jJ;f, dM und J conftant; diefe 
Werthe können alfo vor das Integralzeichen gefetzt werden, d. h. es ift 

Damit das betrachtete Balkenftück im Gleichgewicht fei, mufs die algebraifche 
Summe der auf daffelbe wirkenden Horizontalkräfte gleich Null fein; es mufs alfo 
noch eine Horizontalkraft auf das Balkenftück wirken, welche der Gröfse nach 
genau gleich der obigen Kraft d R, der Richtung nach derfelben entgegengefetzt 
ift. Diefe Kraft kann nur in der horizontalen Faferfchicht wirken. mittels deren 
diefes Stück mit dem ~nderen Balkentheil zufammenhängt, d. h. in der um Zt 

• 

32 5. 
Horizontale 

Schub· 
fpa nnungen. 
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über der neutralen Axe liegenden Schicht. Längs diefer Schicht entfteht demnach 
eine Schubfpannung. Wird die Gröfse derfelben pro Längeneinheit des Balkens 
mit H bezeichnet, fo beträgt fie für d x Längeneinheiten H d x, und es ergiebt 
fich für die Ermittelung von H die Bedingungsgleichung ; 

~ ~ 

d.lJIfj dM 1 J H d x = d R = ----y- z d fund H = ---;IX Y z d f. 
~ q 

Nach Gleichung 28. (Art. 295, S. 258) ift ~-:- = Q; demnach 

73· 

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen bedeutet ; Es foll für jedes Flächen
theilchen df zwifchen den Ordinaten Zl und a 1 das Product aus diefern Flächen
theilehen in feinen Abftand von der Schwerpunktsaxe gebildet und die fammtlichen 
Producte folien addirt werden. 

Man nennt bekanntlich diefes Integral das ftatifche Moment der Fläche 
zwifchen den Ordinaten Z l und a 1 bezogen auf die Schweraxe. Setzen wir nun 

a l j~l 
S = z dj, 

Zl 

fo wird 

74· 

Die horizontale Schubfpannung pro Längeneinheit für irgend eine Fafer
fchicht wird demnach erhalten, indem man die Transverfalkraft für die betreffende 
Stelle mit dem auf die neutrale Axe bezogenen ftatifchen Moment des Querfchnitts
theiles oberhalb der bezüglichen Faferfchicht multiplicirt und diefes Product durch 
das Trägheitsmoment des ganzen Querfchnittes für die neutrale Axe dividirt . 

Aus Obigem folgt: 
I) In demfe1ben Querfchnitt find Q und J für alle Fafern conftant; mithin ift 

die Gröfse der horizontalen Schubfpannung pro Längeneinheit des Balkens an den ver
fchiedenen Querfchnittsftellen von der Gröfse des Ausdrucks für S abhängig. H wird 
für diejenigen F afern am gröfsten, für welche S feinen gröfsten Werth hat. Das 
ftatifche Moment des oberhalb befindlichen Flächentheils jft am gröfsten für die 

a l 

horizontale Schweraxe; dort ift es gleich S . Am kleinften ifl: S für die äufserften 
o 

a l 

Fafern; denn dafe1bfl: ift es gleich S = O. 
al 

Die horizontale Schubfpannung pro Längeneinheit des Balkens ift demnach 
am gröfsten in der horizontalen Schwet:axe; fie ift gleich Null in den am weiteften 
von derfelben entfernten Faferfchichten, d. h. in den gefpannteften F afern. 

2) Der in Gleichung 74. gefundene Ausdruck giebt die Gröfse der Schub
fpannung pro Längeneinheit an. Diefe Schubfpannung vertheilt fich über die 
ganze Breite der Faferfchicht, wie man in den Fällen der Praxis meift annehmen 
kann, nahezu gleichmäfsig. 1ft demnach die Breite des Querfchnittes in der Höhe 
der betrachteten Faferfchicht gleich 'W , fo vertheilt fich der gefundene Werth H 



über w. 1 Flächeneinheiten, und es ergiebt fleh als Schubfpannung pro Flächen
einheit: 

" I 

Q SZI 
~= 'li/J 7 S· 

Im Nachftehenden folIen für einige, im Hochbauwefen häufiger vorkommende 
Querfchnittsformen die horizontalen Schub
fpannungen beftimmt werden. 

I) Für den r e c h t eck i gen Q u e r feh n i tt 
(Fig. 113) liegt die horizontale Schwerpunktsaxe in 

halber Höhe. Die horizontale Schubfpannung in der 

Höhe ZI über der neutralen Axe ift nach Gleichung 74. 
zu befiimmen. 

Für den vorliegenden Querfchnitt ift 

h " 1 

Sil l s2 = f2 Z df und , da df= b dz, 
Zl Zl J 

ZI 

" " 

Fig. 113. 

:-b-~I 

F===~'rlz ; 
-- j 1 

h ~--I----~ Z :' 
y-;:-z-, r+----+~.~.~y 

s:: = 12 b dZ' Z= [ b ; 2 ]2 = +(h~ _ ZI
2
). 

ZI 

b 1,3 
Da ferner 7 = 12' wird nach Gleichung 74· 

Q ~ (_h_2 
_ Z12) . 

H = 2 4 . = i.5L (h2 
_ Z12) = ~ [! _ (~)2J ------:6-:h:-;;3---'-- /,3 4 h 4 " 

12 
In diefem Ausdmck ift nur eine Variabele z\; alle andern Factoren find für Himmtliche Fafern des 

Querfchnittes conftant. Trägt man demnach für jede :Fafer die Gröfse der in ihr pro Längeneinheit ftatt

findenden Horizontal-Schubfpannung als Ordinate graphifch auf und verbindet die Endpunkte derfelben , fo 
erhält man als Verbindungslinie eine Curve, die Curye der Gleichung 76 . Die Form der Gleichung zeigt , 
dafs diefe Curve eine Parabel ift . 

6Q 
Für Z \ = 0 ift Ho = H",«x = --

4 /, 
3Q .. 1, . 6Q(II) 

lind fur Zl = '2 1ft H " = h "4 -"4 = o. 
2 

. H 
Die Horizontalfpannung pro Flächeneinheit längs der einzelnen Fafern 1ft Sj = b' d. h. 

6 Q [ 1 ( z \ )2] 3 Q ~ = -- - - - ,ferner ~o = -- und ~" = Q. 
6 1, 4 . /' . 2 6" "2 

Die in Fig. 113 gezeichnete Curve giebt alfo auch die graphifehe Darflellung der pro Flächen

einheit ftattfindenden Horizontal-Schubfpannungen. 
2) Für den fymmetrifchen I - förmigen Querfchnitt (Fig. 114) liegt die horizontale Schwer

punktsaxe gleichfalls in halber Höhe. Die Gröfsen Q 

und 7 find für alle Fafern defTelben Querfchnittes conftant , 
mithin H mit S veränderlich. Für irgend eine F a fer 

des Steges in der Höhe Zl über der neutralen Axe ift 

nach Gleichung 74. 

[ (~-I-ZI) d{~ - /-l- Zl)] Q 6/ (/' - I) 2 _ \. 2 ' 
H=:7 2 + 2 ' 

H= ~ [b /(~- /)+~((~_/Y_ ZI2)] 77-

Ein anfchauliches Bild der Veränderlichkeit der 

horizontalen Schubkräfte erhält man, indem man für jede 

Fafer die in ihr herrfchende Schubfpannung als Ordinate 

• 

Fig. 114. 

326. 
Rechteckige 
Querfchnitte. 

32 7. 
I.formige 

Querfchnitte. 
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aufträgt. Da der Quotient ~ confl:ant ifl:, fo kann derfelbe" vorläufig bei Seite gelaffen werden, und 

man kann f,ch auf das Auftragen der Werthe für 5 befchränken. 

Wä re das Rechteck von der Breite b und der Höhe /, vollfl:ändig , fo würde man als graphifche 

Darfl:ellung der Veränderlichkeit von 5 eine Parabel erhalten ( liehe Art. 326 , S. 287) , deren Ordinate 
in der H öhe SI über der neutralen · Axe wäre : 

" 5 = / 2 df s = T (: - ZI2). 
z, 

b h 2 h 
Für ZI = 0 ifl: die Ordinate So = - 8-' für z, = "2 ifl: die Ordinate S" 

2 

O. Demnach ifl: 

die Parabel leicht zu confl:ruiren. Diefelbe ifl: in Fig. 114 in CL ß T Il € gezeichnet. 

Für die Fafern nun , welche der oberen und unteren Gurtung angehören, ifl: das fl:atifche Moment 

" 52 des über demfelben liegenden Querfchnittstheiles beim I -förmigen Querfchnitt genau eben fo grofs wie 
%, 

beim vollen Rechteckquerfchnitt. Für diefe Fafem lind alfo die Ordinaten der Parabel CL ß T a 8 die 
richtigen. Der Theil der Parabel CI. ß und a 8 ifl: alfo auch für den I -förmigen Querfchnitt die graphifche 

Darflellung der S. Es erübrigt noch die Darfl:ellung der Werthe von 5 für die Fafern des Steges. Wäre 
nur das Rechteck von der Breite d und der Höhe /" vorhanden, fo wäre nach Obigem die graphifche 

DarfteIlung von 5 eine Parabel der Gleichung 

In Folge der Gurtungen kommt aber für jede Fafer noch das ftatifche Moment der Gurtung, d. h . 

der Rechtecksfläche b t bezogen auf die neutrale Axe hinzu. Diefes ifl: aber foeben bereits in den 

Ordinaten ~ ß und "f} a gefnnden. Um diefen conftanten Summanden werden die Ordinaten s zu ver
mehren fein , was am einfachften dadurch gefchieht, dafs man die Parabelordinaten der obigen Gleichung 

d 
s = "8 (1,,2 - 4 Z12) von der Linie ß 0 aus abträgt. 

I d I A ·" 0 d' d h l2 
f d· Abr·ff ± h l 

I·" n er neutra en xe In ZI = , auer So = - 8- ; ür le ICI e 2 II 

d ( h )2 s=8 hI
2 _ 4_+ = 0. 

Aus diefen Werthen ift die Parabel leicht in der bekannten Weife zu conftruiren. Es ergiebt lich 
die Parabel ß {)- o. Die horizontale Schubfpannung pro Längeneinheit findet man daraus durch Multiplication 

" Q h - l'l . 
der für 5 gefundenen Werthe mit y. In den meifl:en Fällen ift d fehr klein und eben fo --2-' d. 1. 

die Flanfchenftärke t verhältnifsmäfsig gering gegen h . Man kann fodann ohne merklichen Fehler die 

Curve für 5 durch die gebrochene aus geraden Stücken zufammen gefetzte Linie CL ß a 8 erfetzen. Es ifl: 

Alsdann ift in der horizontalen Schwerpunktsaxe nahezu 

Sei wieder der Abftand der Flanfchenfchwerpunkte ~, der Flanfchenquerfchnitt b t = f, fo ift 

r. = h l + h d h . H = Qf~ 
'J 2'· 2.7 . 

Für .7 den Werth aus Gleichung 44 . eingefetzt, giebt 

78 • 

• 



:Ift d6~ gegen f klein, fo ifl nahezu 

Die Ordinaten in Fig. 114 geben die horizontalen Schubfpannungen pro Längeneinheit des :rrägers 
an; die Schubfpannung pro Flächeneinheit wird erhalten, indem man die pro Längeneinheit flattfindende 
durch die Anzahl der auf eine L ängeneinheit kommenden Flächeneinheiten dividirt, d . h. durch die Breite 

des Querfchnittes in der betreffenden Fafer. Man erhält fodann die gleichfalls in Fig. 114 gezeichneten 
Ordinaten als horizontale Schubfpannungen pro Flächeneinheit. In den Flanfchen ifl die Breite, alfo der 

Divifor grofs, mithin die Spannung klein; umgekehrt ifl es im Stege. 
3) Querfchnitt der Blechträger. Bei den aus einem einzigen Stücke beflehenden Quer

fchnitten werden die in den einzelnen Fafem wirkenden horizontalen Schubfpannungen durch den Widerfland 

aufgehoben ,. den der Zufammenhang der Fafem dem Verfchieben entgegen fleHt; die Querfchnitts
dimenfionen find demnach fo zu wählen, dafs die erlaubte· Beanfpruchung auf Schub nicht überfehritten 

wird. Ifl dagegen der Querfchnitt aus mehreren Theilen zufammengefetzt, fo müffen die in den Fugen 

zwifchen den einzelnen Theilen entflehenden Schubfpannungen durch künflliche Mittel aufgehoben werden . 
Bei den Blechträgern dient dazu der Abfcherungswiderfland der Niete. Die Niete find demnach fo zu 

beflimmen, dafs ihr Schubwiderflaud die auftretenden Schubfpannungen aufhebt. Um defshalb- den Ab
fund der Niete zu ermitteln, welche zur Verbindung der Lamellen mit den Winkeleifen dienen, fuche 

man die pro Längeneinheit in der Fuge a a (Fig. I I 5) ftattfindende 
Schubfpannung auf die oben gezeigte Weife, durch Rechnung oder 
graphifch. 

Es ift wieder H = QyS, worin 5 das flatifche Moment der 

Lamellenfiäche bezogen auf die neutrale Axe bezeichnet. Nennt man 

den Abftand der Nietbolzen e, fo ifl die Gefammtfchubfpannung auf 
die Länge e gleich 

x+ e 

! QS dx 
. Y 

0 

0 

Fig. 115. 

9 Q 
L_ e -_; 

0 0 

Allerdings ändert fich Q mit x; doch kann man JQ d x = Ql e fetzen , wenn Ql den Mittelwerth 

von Q auf der betrachteten Strecke e bedeutet. Mithin ifl die gefammte Schubfpannung auf diefer Strecke 

5 
D = Y Qle. 

Diefe Schubfpannung ifl durch zwei einfchnittige Niete aufzunehmen, deren Widerfland gegen Ab
feheren nach Art. 292 , S. 254 

W=2
tf2 7tT 

4 
ift, wenD T die erlaubte Schubbeanfpruchung pro Flächeneinheit der abzufcherenden Fläche ift. Durch 
Gleichfetzung beider Werthe erhält man eine Gleichung für e: 

Ql 5 e = 2 d 27t T d 27t TJ 
J 4 und e = 2 Ql 5 . 

Je gröfser Ql ifl, defto kleiner wird e, defto näher find alfo die Niete zu fetzen. 

Die angegebene Berechnung ift nur für die horizontalen Fugen genau; fie' kann ·aber mit . hin
reichender Genauigkeit auch für die verticalen Fugen, alfo zur Beflimmung der Niete dienen, welche 

die horizontale Schubkraft in den verticalen Fugen aufzunehmen beftimmt find. Für diefe Berechnung ifl 
fodann unter 5 das futifche Moment desjenigen Theiles der Querfchnittsfläche zu verftehen, welcher durch 

die Niete mit der Blechwand verbunden wird, alfo die Querfchnittsfläche der Winkeleifen und der Lamellen. 

Um für die verticalen Schubfpannungen einen Ausdruck aufzuftelIen, fei ein 
horizontaler Balken (Fig. 116) vorausgefetzt, auf den nur verticale Belaftungen 
wirken. Auf den Balkentheil links von einem beliebigen Querfchnitt J J wirkt eine 
Anzahl äufserer Kräfte, die zu einer Refultirenden, der fog. Transverfalkraft Q 
vereinigt fein mögen. Damit diefes Balkenfragment im Gleichgewicht fei, mufs die 
algebraifche Summe der auf daffeibe wirkenden Verticalkräfte gleich Null fein. Die 

Handbuch der Architektur. I. I . 

328. 
Blechträger
Querfchnitte. 

32 9. 
Verticale 

Schu b
fpann ungen. 

-
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Kraft Q ift allgemein nicht gleich Null; es mufs alfo am Fragment noch. eine 
verticale Kraft wirken, welche der Kraft Q entgegengefetzt gerichtet, ihr an Gröfse 

Fig. 11 6. 

Q 

/ 

I 

~::"z 

Q 

aber genau gleich ill, d. h. mit Q zufammen die Summe 
Null ergiebt. Eine folche Kraft kann aber nur längs des 
Querfchnittes I I wirken, da nur durch diefe das Fragment 
mit den anderen Theilen des Balkens zufammenhängt. 
Diefe Kraft ift der Widerftand, welchen die Fafern dem 
Verfchieben des Balkentheiles längs des Querfchnittes I I 
entgegen fetzen. 

Es folgt hieraus: In jedem verticalen Querfchnitt 
wirken verticale Schubfpannungen, deren Summe genau gleich der Transverfalkraft 
ift, welche {ich für diefen Querfchnitt ergiebt. 

Fig. 117. 

r.!.dz1dx(;d0dz . 

a "-dx: 'lf.dH) dx 

Nydz - d1 ?N7N)ydz 
Hdx C . d 

z}dx 
Vdz 1 

yydx.dz. 

Die Vertheilung diefer Schubfpannungen über den 
Querfchnitt findet nach folgendem Gefetze ftatt: Die an 
irgend einer Stelle pro Längeneinheit wirkende verticale 
Schubfpannung ift gleich der ' an derfelben Stelle pro 
Längeneinheit wirkenden horizontalen Schubfpannung. 

Um diefes Gefetz nachzuweifen, qetrachten wir ein 
im Abllande z (Fig. I 17) über der neutralen .A$..e liegen
des Balkenftück von der L änge d x und der Höhe d z. 
Auf diefes wirken im Allgemeinen folgende Kräfte: 

normal zur Fläche ac wirkt Ny d z ; längs der Fläche c d wirkt H d x ;. 

bd (N+dN)ydz ; ab (H+ d H) dx; 
cd Zydx ; ac Vdz; 
ab (Z+dZ)ydx ; bd (V+dV)dz. 

Hierin bedeutet y die Dicke des Elementes d z . d x normal zur Bildfläche 
gemeffen, Z und Z + d Z die auf die . horizontalen Flächen a bund cd wirkenden 

Fig. 118. 

dZydx ([/.d Wz 

~
l 'lf.dH)dx 

+--dNydz 

Hdx d 

Vdx rydxdz 

Normalfpannungen und V die verticale Schubfpannung 
pro L ängeneinheit. Endlich wirkt noch das Eigengewicht 
des E lementes = '1 Y dx dz. 

Laffen wir diejenigen Kräfte, welche einander gegen
feitig aufheb en, fort, fo bleiben die in Fig. 11 8 an
gegebenen übrig. Diefelben halten das Balkenftück im 
Gleichgewicht; es müffen alfo die Summen der ftatifchen 
Momente, bezogen auf einen beliebigen Punkt der Bild
ebene, gleich Null fein. 

E s fei b diefer Drehpunkt; alsdann ill 
dxdzdx dx dz 

0= Vdzdx- Hd xdz+'1Y 2 +d Z ydxT -dNydz-2- ' 

Die unendlich kleinen Gröfsen dritter Ordnung fallen gegen die unendlich 
kleinen Gröfsen zweiter Ordnung fort; es bleibt alfo 

0= Vdzdx-Hdxdz, 
woraus V = H. 79· 

Dies gilt für jede Stelle des Balkens, womit der obige Satz bewiefen ift. 
Es ift mithin nach Gleichung 74 . 

80. 
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Die in Art. 326 bis 328 für verfchiedene Querfchnittsformen ermittelten 
Werthe und graphifchen DarfteIlungen für H gelten alfo auch für V 

Das Gefetz, nach welchem lieh die verticalen Schubfpannungen im Querfchnitt vertheilen , ia von 

befonderer Wichtigkeit , wenn es lieh darum handelt , die auf die einzelnen Niete 

in neben aehender Verbindung (Fig. 11 9) entfallenden Beanfpruchungen zu er

mitteln. Der I-förmige Walzträger wird durch Winkeleifen mit dem Blechträger 
vereinigt. Die im Querfchnitt a a des I-Trägers entaehende Transverfalkraft Q 

ia durch die Niete auf den Blechträger zu übertragen. Die einzelnen Niete 
find nun fo zu vertheilen, dafs deren Entfernung der Gröfse der durch den be
treffenden Niet zu übertragenden Schubfpannung entfpricht. Sei an einer Stelle 

die Entfernung der Nietmitten e, die verticale Schubfpannung pro Längeneinheit 
im Mittel in diefer Höhe gleich V, fo kommt auf einen Niet die Schubkraft Ve . 

Der Niet wird in zwei Querfchnitten abgefchert; mithin ia der Ab-
. 2d~ 
fcherungswiderfiand des Nietes --4- T; es ergiebt lieh alfo für' e die Gleichung: 

2 d 2 '!t 
Ve = --4- T , 

'!td 2 T 
woraus e = 2V' 

Fig. 11 9. 

i 
Q 

Da V von der neutralen Axe nach der oberen und unteren Gurtung zu abnimmt , fo find die Niete 
in der Nähe der Neutralen näher zu fetzen, als in der Nähe der Gurtung. Für die gewöhnlichen 

I -formigen Walzbalken kann man die oben fiehende Fig. 119 als graphifche Daraellung der Veränder
lichkeit der verticalen Schubfpannung annehmen, d. h. mit genügender Annäherung V als confiant über 

die ganze Trägerfieghöhe annehmen, worin nach Gleichung 78. . V = ~ . 

In den bisherigen Betrachtungen find nur die Normalfpannungen, welche in 33°· 
Spannungen 

den verticalen Balkenquerfchnitten, und die Schubfpannungen, welche in den hori- f. ein beliebiges 

zontalen und verticalen Balkenquerfchnitten entftehen, ermittelt worden. Um die Flächen· 
element. 

Frage der im Inneren der Balken auftretenden Beanfpruchungen eingehend zu 
löfen, wären noch die Normal- und Schubfpannungen in einem Querfchnitte auf
zufuchen, welcher einen beliebigen Winkel mit der Horizontalen macht. Auf diefe 
Unterfuchungen einzugehen, mangelt hier der Raum, und es kann auch in den 
meiften Fällen des Hochbaues auf eine dahin gehende Berechnung verzichtet werden. 
Die Lefer, welche fich über diefen Gegenftand inftruiren wollen, werden auf die 
S. 245 genannten Werke von Grashof und Wz'nkler verwiefen. 

Wenn ein Balken dem Einfluffe biegender Kräfte unterworfen ift, fo wird 331. 
Elaflifche Linie. 

eine Formänderung oder Deformation deffelben eintreten. Die Axe des urfprüng-
lich geraden Balkens wird eine krumme 
Linie (Fig. 120), und zwar ift diefe krumme 
Linie eine ebene Curve, wenn alle Kräfte 

Fig. 120. 

in einer Ebene .wirken, welche fammt- Aj---====-~f..2:t:n-.c:::----X 
liche Querfchnitte in Hauptaxen - meift 
Symmetrieaxen - fchneidet. Sodann lie
gen alle Punkte der deformirten Axe in 
der Kraftebene. Man nennt die deformirte 
Axe die elaftifche Linie. 

Die Gleichung der elaftifchen Linie 
läfft fich folgendermafsen entwickeln. 

Wir legen durch einen Punkt A 
der Balkenaxe drei Coordinatenaxen, von 
denen die X - Axe mit der urfprünglichen 
Balkenaxe zufammenfalle, die Y - Axe 

y 

D(~I( U DtJ!;r 11 r, J 

C C
r 

C C 
-dx· : 

, . , 
I 11 

vor nach 
der Deformation. 



normal zu derfelben in der Kraftebene , die Z·Axe normal zur Kraftebene fieht, 
und betrachten ein Balkenfiück zwifchen den Ebenen. I I und II II, deffen Länge
vor der Deformation d x war. Die Ebenen I I und II II waren vor der Deformation 
parallel und normal zur Balkenaxe und hatten die Abfciffen x und x + d Xj die
Länge einer Fafer D D' in der Höhe v über der Axe war d x. 

Wir befiimmen nunmehr die Deformation diefer Fafer D D'. Durch die
bei den Punkte der deformirten Axe Cl und C/ legen wir Ebenen normal zu der 
deformirten Axe; der Winkel bei der fei d t. der Winkel der edlen diefer Ebene
mit der Verticalebene fei 't. Die einzelnen Punkte der Ebenen I I und II II werden 
nach der Deformation allgemein nicht mehr in Ebenen liegen; man kann aber 
annehmen, dafs der Abfiand zweier Punkte in der Höhe v über der Axe nach 
der Deformation eben fo grofs ifi, wie der Abfiand der Normalebenen in der 
H öhe v über der Axe, d. h. dafs fiattfindet 

D 1 D/ = Cl C/ + v d 't. 
Nennt man die Verlängerung des Stückes C C' bei der Deformation da, fo ifi 

C] Ct' = d x + da und D 1 D/ = d x + da + v d 't. 

Dies ifi die Länge der deformirten Fafer. Die urfprüngliche Länge derfelben 
war D D' = d x; folglich ifi die Verlängerung durch die Deformation 

und 

D ] Dt' - D D' = d x + da + v d't - d x = da + v d t 

.. . .. da+ v dt 
das Verlangerungsverhaltmfs d x 

Ifi N die axiale Faferfpannung in diefer Fafer, fo ifi 
N _ da + vd'C _ da + vd'C 
E- dx -dx d x ' 

N =Eda + E v dt 
d x dx 

Nach Gleichung 33 . ifi aber auch 
P M v 

N = F+Y 
Für v = 0, d. h. für die Axe ifi nach Gleichung 8r. und 82. 

da P 
N o=E d x =F' 

82. 

d. h. da P 
d x - E F . 83· 

Die Gleichfetzung der Gleichungen 8 I. und 82. ergiebt 

!!..-. da + E. v . d t = ~ + JV1 v 
dx d x F J 

h GI . h E da _ P'n. . d 
und da nac elc ung 83· ~ - F 11L, wIr 

oder 

dy 
Nun ifi tg t = -d ' x 

Evdt M v 

d x T 

d'C lVI 
d x- EJ 

fonach d tg t -y-;;-
dt 

84-



293 

Bei den hier in Betracht kommenden Deformationen ift t fo klein, dafs cos2 t 

unbedenklich gleich 1 gefetzt werden kann, d. h. dafs nahezu 
dt azy 
d z - dz2 • 85. 

dt 
Für den Werth aus Gleichung 84. eingefetzt, giebt 

dz 
d2y M 
dz2 = EY 86. 

Gleichung 86. ift die Differentialgleichung der elaflifchen Linie. In derfelben 
bedeutet M das Moment an der Stelle mit der Abfciffe z, im Allgemeinen alfo 
etwas Variabeles; Y ift das Trägheitsmoment für die horizontale Schwerpunktsaxe 
.des Querfchnittes an derfelben Stelle. 

Die Gleichung der elaftifchen Linie wird durch zweimalige Integration der 
Gleichung 86. erhalten; bei der Integration ift E conflant. Es wird 

dy 11M 
d z = E -Y- d z + CI 

und 

y = ~JJ~ (dzy+ C\z+ C2• 

Bekanntlich ifl der Krümmungsradius für eine ebene Curve 

[1 + (~YJI2 
p = azy 

d x2 

-oder wenn tg t = :~ nur klein ift, angenähert 

1 
P = azy 

d Z 2 

Danach wird die Gleichung der elaftifchen Linie auch gefchrieben werden können: 
1 M 
p= E Y . 87· 

Für M = 0 wird p = 00, d. h. die elaftifche Linie eine Gerade. Das Moment 
M ift Null an demjenigen Punkt des Balkens, wo es aus dem pofitiven in den 
negativen Werth übergeht, alfo das Vorzeichen wechfelt; an diefen Punkten hat 
ionach die elaflifche Linie fog. Wende- oder Inflexionspunkte. 
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