Anmerkungen.

1) (Seite 382). Diese Untersachungen hiingen aufs Innigste zusammen mit der
Abhandlung ,,Ueber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen“
(S. 254). Die folgende Ausfiilhrung Riemann’scher Vorschriften, welche einen
Auszug aus einer (umgedruckten) Untersuchung R. Dedekind iber diesen
Gegenstand bildet, wird zur Erleichterung des Verstindnisses des Textes bei-
tragen.

Es sei das Quadrat des Linienelements im Raume von n Dimensionen

s = E b,,v ds ds,.

Dann ergeben sich zur Bestimmung der kiirzesten Linien die Differential-
gleichungen

i dz ,dsl ds,
W ""d _“’ as ar dr

und
b ds, ds,
Sl S

G

T =f|/ 2 b, ,ds,ds,
N 2

die Linge der kiirzesten Linie selbst von einem willkiirlichen festen Punkt 0
bis zu einen variablen Punkt bedeutet.
Man fiihre nun ein System neuer Variablen ein vermittelst der Substitution
Ty, =16, L =176, ..., X, =1TC, :

worin die Grossen ¢, die Bedeutung haben:

ke ds‘)
= EO,

so dass zwischen denselben die Relation besteht:

Eb“’)cc,=1

und dass dieselben lings einer jeden, vom Punkt 0 auslaufenden kiirzesten
Linie constant sind.
Ist nun, in den neuen Variablen ausgedriickt, das Quadrat des Linien-

elements
=
a8t = Ea"‘,dx,dx‘.
&5¢

wenn
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so folgt leicht, indem man lings einer von O auslaufenden kiirzesten Linie
fortschreitet

At ©0) mt
2) E a, ;CCp = E @,y ¢C =1.
A oy

Driickt man die Differentialgleichungen der kiirzesten Linien in den neuen
Variablen aus, so ergiebt sich

; oa, ,
dZaﬂ"cl=-}dr E 6—:13"6‘6"’
¢ (RS /o)
woraus folgt

~
(3) Z p;l, s Feee= 0,

et

wenn zur Abkiirzung gesetzt ist

oa,, oa, , da

'
[
.

P , = Dt
s ot oz, oz, iz,
die Gleichung (3) lisst sich auch so schreiben:
da, , da
3’ 5 SEE T LS, L u s
3" 2z L 2 E 5z, x,x,
7 “ Gt ¢

Setzen wir nun zur Abkiirzung

‘w Jda
B : e H ¢
“’#_2“#:‘““ 9z, — “wr T oz, "’
' ¢ « : 4 P’ v
s0 lisst sich die Gleichung (3") schreiben:
Jo, oo
e S,
“’u*Zax ””t“gzax 7
< ¢ & ¢ 8

Setzt man ferner

a 3 2
._2(?__= a&x. 02‘0 =0&+ _—’am‘ux
oz, Z ox, "t oz, 0w, Oz, ‘ duroE b
und hieraus: ‘
o, oo, sy 2 (9o, o, 8 -
oz, O=, Zaw‘ oz, ox :
30)# ‘o,
woraus hervorgeht, dass die 77— — 7— homogene Functionen der (— 1)ten
oz, oz,

Ordnung sind. Bezeichnen wir eine solche mit f(x,, #,, .. #a), so hat man
PR iy, . ha)y =t e, g i a).

Setzt man daher voraus, dass die Coefficienten a, , und ihre Ableitungen im

Punkte 0 bestimmte endliche Werthe haben, so folgt, wenn man ¢ = 0 setzt,

om, Oo,

7z, = d—% ist.

RIEMANN’S gesammelte mathematische Werke. I. 25

dass die Function f identisch verschwinden muss, dass also
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0'6"’, R 22%‘ A
oz, " T ke
L

u

Es ist also auch

und daraus ergiebt sich mit Hiilfe von(3):

oa oa, ,
E 3:"‘ x,z, 81"‘ x,x, =0
¢t . [ (]
und durch Integration der Differentialgleichungen der kiirzesten Linie:

) : Z’MH Z’f’.c,

Bedeuten nun t, =1, , irgend welche Functionen von z,, @, .., z,, welche

mit ihren Ableitungen bis zur dritten Ordnung einschliesslich im Punkt 0 be-
stimmte endliche Werthe haben, und besteht die identische Gleichung

E tw z,x
et

so folgen daraus, wenn man dreimal differentiirt, und nach der Differentiation
«, = 0 setzt, die fiir den Punkt 0 giiltigen Gleichungen:

a tf. & 0 i

Sa:u + oz, + oz, £

t = 0;

(N

Setzt man hierin ¢, , =p, , ., s0 ergiebt sich fir den Punkt 0

apt, 250K 81’1, s apt, L e 0

v o = 02 =
P,y ' o + ox, .

Aus der ersten derselben erhiilt man durch Addition von p, , .~ =0

aa‘ ¢ .
®) —p- =0, im Punkto0,

aus der zweiten

o2%a, d%a, aoa, 2 o*a,
) : “

t He Lt dza
x0Ty 2 0z,..0%, ® Ba:,.@m,u) oz, Ba - 8.1: oz, + oz, 31: "

Vertauscht man hierin ¢ und ¢, addirt und bezeichnet mit S die Summe der
2

a. .
sechs Derivirten von der Form 2*_ so folgt

0%, 0Ty

0%a, on o%a,
S =3 : — : ’
(Ba:‘aa:‘, oz, azl.,,)

und da S sich nicht findert, wenn man ", /" mit ¢, ;' vertauscht:

o =
> O g*a, ,
) — ?
(6) ox,0x, 0%, 0%, m
72 2 2 2 2
& o*a, , iy 0%a, 0 @ *ap v @, o 0%a, , b5
0% w0y 0Zyn ax oz, 0z, -0z 0z, 0%, 0% "= 0%, 0,0 = =

im Punkt 0.
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Nun ist das Quadrat eines vom Punkt 0 ausgehenden Linienelementes

dsg = a®, da dx,

6t ¢
et

Fiir ein vom Punkt 6z,, dx,, .., 02s, der dem Punkt 0 unendlich nahe ist,
ausgehendes Linienelement haben wir

(0)
ds? E da:d.r-l— E(m.)“ dz, dz,
: Bgau, <
—!- + E ,(6:1;‘” ax‘.,.)o T 0, dx,dx, .

f—
L ek

Hierin verschwindet nach (5) das zweite Glied auf der rechten Seite, und das
dritte Glied lidsst sich nach (6) so schreiben:

+dd E a, 0z dx, =480 E a  dz dx,,
e, (7 2

wenn die Variationen zweiter Ordnung ddz,, ddz,, ddz,, ddx, gleich Null
sind. Unter derselben Voraussetzung erhiilt man leicht aus (7)

d&z a, oz dz, + 2d62a¢’ pdzdx,. =0,
R g
wodurch sich ergiebt:
dd 2 Oz da,

=3 {aa Dla, , 82,00, — 200 E’ cdz, 33, + 00 Da, dzde,),
& PR

welches wieder in die Form gebracht werden kann:

?‘2 s e az — (@02, — dw,dw,) Az, 3z, — 3z, dz,),
OO
wenn die Summe nur auf die von einander verschiedenen Paare der Indices ¢, t”
und der Indices ¢/, v ausgedehnt wird. Hieraus folgt endlich:

ds? = ds?

€) +§2 Gy e @n 9% — 40,da.) a, 3ep — 3z, dzy).
vt 50"

Werden nun an Stelle der Variablen @, beliebige andere eingefiihrt, so
bleiben die Gleichungen (4), (5), (6), (7) nicht bestehen, noch werden die Variationen
zweiter Ordnung ddz,, ddx,,ddx,, ddz, verschwinden. Wir miissen daher daranf
ausgehen, die Bedingungen, auf denen die Bildung des Ausdrucks (8) beruht in
eine Form zu bringen, welche bei Einfiilhrung beliebiger Variablen ungeéindert
bleibt. Dies erreichen wir, wenn wir an Stelle der Gleichungen (5), (6), (7) die
folgenden setzen: s

aa Dla,  dz,0a, = 82 Dla, , deda, = — 248 Da, , dz, 0z,
454’ L

T
woraus hervorgeht:
25%



388 XXII. Commentatio mathematica ete.

dd E a, 0w dx,
®)
=4 {aa E!a‘,‘. da,8z, — 248 Ea“. dx,8x, + 30 E’al,l, da,dz, |,
Lt 5 e

und wenn wir die Variationen zweiter Ordnung so bestimmen, dass fiir eine
beliebige Variation d° die Gleichungen erfillt sind:

8’ E a,  dzdx, = E a, , dd'xdx, + E a ;dx,dd'z,,
i et el

'

% | 3 3
d E a,  0xdx, = E a,,ddxz dx,,
¢, 0 iy
) dz, 8z, = Da,,dx, 88
a, v Z 0Ly = G, 0% do Ly
R e

woraus folgt:

(10) o’ E'a‘,‘. dx, dx, — d Ea"l. dw dx, — & Eal". dx 8z, =0,
- e et . Ty

und wenn man d = ¢ setzt:

8’ E a,, dxda, — 2d E a  dzdr, =0
gt Lt

8’ E'a‘,‘. dx, dx, — 29 E a, 0z, dc, = 0.
T e, o

Die Bedingungen (9), (10), (11) sind fiir beliebige Variable 2, nach demselben
Gesetz gebildet.
Aus (10), (11) folgen noch fiir die Variationen zweiter Ordnung die Glei-

chungen:
2 E a, ddz, = — Ep,’,,l, da,dax,
t (5
2 E a,, 48z, = — Epm,‘. dx,dx,
¢ (5
2 E a, 00r, = — Epm,l- dx, dx,
t gt

woraus man leicht den Ausdruck erhilt:

aa Dla,, 8z,dz, — 248 Da, duda, + 38 Dla, , dz,da,

L Gy Gt

(11)

= (e, V") (Ao, 8, — Sz dx,) (da, Oy — 2, dcn),
T ol
wenn das Summenzeichen ebenso verstanden wird wie oben, und (:2/, " ¢'”) die-
selbe Bedeutung hat, wie im Riemann’schen Text.
Aus diesem Aunsdruck erhalten wir nun das Kriimmungsmaass unseres all-

gemeinen Raumes. Es seien nemlich

ds = V.f’.;a"" da,dx,, 08= Vt'z‘;a,’,,dx‘d‘w‘.
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zwei Linienelemente in demselben, und

E a, , dx dx,

gt
dsods
der Cosinus des Winkels den sie einschliessen.
Der Flicheninhalt des von denselben geblldeten unendlich kleinen Dreiecks
ist dann

= cos 9

A = } dsdssind
und es ergiebt sich

2
4 A% = E a,, de,dx, E al’l.d.'cld‘wl. — ( E a, ., dwﬁx‘,)
Y 2 g

Gt [

. T s N ! (5%
= E @, @y o — Gy @ o) (A2, 08, dx dx,)(dx,dx,m — Sz, dx,y),
ora's

was fiir das Kriimmungsmaass den Ausdrack giebt:

dd E 0z, dx,

dd E »0x,8x, — 2d38 E ydx,dx, + 80 E“’,,ud"ﬂd"’,'
et
y 2 :
E a, ,dx,dx, Za,)‘, dx, dx, — ( E a, darlﬁ;rl.)

50 (R &t

v

Es ist nun noch nachzuweisen, dass dieser Ausdruck mit dem iibereinstimmt,
den Gauss fiir das Kriimmungsmaass einer Fliche aufstellt, wenn wir eine
Fliche betrachten, welche von solchen kiirzesten Linien gebildet wird, in deren
Anfangselementen die Variationen der x sich verhalten wie

ede, + pox, :adx, + pox,:...: ade, + pox
wenn o und f beliebige Grossen bedeuten.

Wir setzen wie oben z, = re¢,, so dass die ¢, in jeder vom Punkt 0 aus-
lanfenden kiirzesten Linie constant sind, und r» die Liinge dieser kiirzesten Linie
bis zu einem unbestimmten Punkt bedeutet. Dann ist, wie oben gezeigt,

Stecnsc = Setins

Legen wir nun zwei feste Systeme der Grossen ¢, zu Grunde, ¢” und ¢; und
betrachten ein veriinderliches System

(12) ¢, = ac® + g¢,
80 haben wir hiernach:
o+ 2af cos(®, ) + 2 =1
wodurch die Grossen ¢, in Functionen einer einzigen Variablen iibergehen, fiir

welche wir den Winkel @ nehmen konnen, den das Anfangselement von 7 mit
dem Anfangselement von 7, bildet, und der sich aus dem Ausdruck ergiebt

cosp = 2 al)y ¢, &
s
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Wenn sich nun die Gréssen 7, ¢, um die unendlich kleinen Grissen dr, de¢, |
indern, welche der Bedingung geniigen:

a0, ¢ de, =0,

T

so ergiebt sich mit Hiilfe der Gleichungen (4)

L (0) 2L
E a,, ¢ dc, = E a,y cde, = 0.

g g
Lt Gt

Ferner haben wir
" dx, = rde, + cdr,
also:

dst = E a ,dx, dz, = dr? 4+ r* E a,, de de, = dr® + r*pdg?,

5t Lt

E a,,de de, = pdg®

[

wenn zur Abkiirzung

gesetzt wird.
Nun haben wir aber:

cosp = E aﬁ?)‘»c‘cff)), — singdg = E aE?Z, Ode, ,
- -

[
und aus (12) folgt ein Ausdruck von der Form

de, = ac® +be;
also:
— singdgp = a + b cosgp,

0=acosgp + b.

Hieraus durch Elimination von a und b:

sing de, = dqz(ct cosp — cfo)) .

do? = E a® de,de,
sk
E a, p dede, 7

’

Daraus folgt weiter

und mithin

(13) ROEE L e g
E E a(t?z.dc‘dcl.
(P
2
Bezeichnen wir diesen Ausdruck durch %—, so erhalten wir die Form, welche

Gauss dem Linienelement auf einer beliebigen Fliche gegeben hat, niimlich:
ds® = dr® + m*dog?

(Disquisitiones generales circa superficies curvas art. 19) und fiir das Kriimmungs-
maass ergiebt sich
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Ist nun die Oberfliche im Punkt r = 0 stetig gekriimmt, so ist in diesem

Punkt

om o2m
T e e

und daher in diesem Punkt

¢ o*m
k=% ‘
Fiir die Function p ergiebt sich hieraus fiir denselben Punkt
op 0?
“"—-11 37=01 =——%a_,r‘;'

Die beiden ersten dieser Gleichungen sind in Folge von (13), (5) befriedigt;
aus der dritten ergiebt sich

= 2 (aa, Ea: > epemde de,

k=_%lllL

0)
E aﬁ’ pde,de,
¢

was mit dem oben gefundenen Ausdruck tibereinstimmt.

2) (Zu Seite 383). Die vollstindige Verification der hier aufgestellten Schluss-
resultate scheint noch verwickelte Rechnungen zu erfordern, die ich aus den
sehr unvollstindigen vorhandenen Bruchstiicken nur zum Theil herstellen konnte.
Was sich daraus entziffern liess, theile ich hier mit in der Hoffnung, dass es
bei einem erneuten Versuch, die Resultate vollstiindig herzuleiten, als Grund-
lage dienen konne. '

Wir beantworten zuniichst die Frage, in welchen Fillen die Temperatur
ausser von der Zeit nur von Einer Veriinderlichen abhiingt. In diesen Fiillen
hat die Differentialgleichung, nach welcher die Bewegung der Wirme geschieht,
die Form

6u ou
(1) 3a*+ da_ 9t

Wenn nun die Coefficienten @, b nicht Functionen der einzigen Variablen
« sind, so zerfillt diese Differentialgleichung in die beiden folgenden:
,814 6u ou ,,au ,,8u
S ARV =5, @it =0,
worin &, b, d’, b nur von « abhiingen.
Durch Einfiilhrung einer neuen Variablen an Stelle von « lisst sich die

a2
zweite dieser Gleichungen in die Form g% = 0 bringen, so dass % die Form
erhillt w, @« 4 w,, wenn w,, u, Functionen der Zeit allein sind. Die erste der
obigen Gleichungen nimmt dann die Gestalt an

ou _ au
(ce + ¢) Cpe
worin ¢, ¢, Constanten sind. Daraus folgt nun weiter
a“‘ 0= Qﬁ‘z
ot’ ot ’

also hat u die Form ee*® + const.
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Wenn aber in der Differentialgleichung (1) die Coefficienten @, b schon
Functionen von e allein sind, so kdnnen wir unbeschadet der Allgemeinheit
b = 0 annehmen (durch Einfiihrung einer neuen Variablen fiir &), und da die
Differentialgleichung (1) durch Transformation aus der Gleichung

Pw | w  Pu_w
A T R
hervorgegangen sein muss, so kommt unsere Aufgabe auf die folgende zuriick:

Es sollen alle Functionen « der Coordinaten z, y, z gefunden werden, die
den beiden Diﬁ'erentialgleichungen

N2 a 2 2
b e o P B T
zugleich genugen.
Wir setzen zur Abkiirzung:
2: p, g—;/z:q’ g_;"t:rv PrP+eEtri=m,
und haben nun vier Fille zu unterscheiden:
1. Wenn p, ¢, r von einander unabhiingige Functionen der Coordinaten

«, y, z sind, so ist @ eine Function von m, ¢(m), und wir kénnen p, ¢, r als
unabhiingige Variable an Stelle von #, v, z einfilhren. Setzen wir

s=o—pxr—qy —7rz, ds=—xdp —ydq — zdr,
so folgt:
op’ oq’ or’
a—s—pfs q.ci——r——=qz(m).
op aq
Setzt man

s=p(m)+ ¢t
und bestimmt die Function (m) aus der Differentialgleichung
p(m) — 2myy (m) = p(m),
so ergiebt sich fiir ¢ die partielle Differentialgleichung erster Ordnung
ot ot 6 ¢

t_pﬁ—qaq "or

=0,

deren allgemeine Losung ist:

t—pz(q —)—pz(ﬁ, 7)

p p
wenn z eine willkiirliche Function bedeutet und zur Abkiirzung
L A
p L

gesetzt wird.
Wir haben also

B g—p 2p %' (m) + 21— B (B) — 74 )

(2) = = 2q9'(m) + 7' (B)

-—_s
T 0q

0s
_z=a—=2r¢(m)+x(1)
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Nun folgt aus der Gleichung

+ + a -
durch Einfilhrung von p, g, r als unabhangxge Variable
, oy 6z 0z 09y , 0z dx odxdz , dx dy Oy 0%
9q 9r ~dqr 57 55 Or 95T 93¢ BpBL ="
oder durch Substitution von (2)
m (121p' (m)* + 16my’ (m) p” (m))

+Vir(sw o+ s @) VIFF T @0 SE+20r S L 07405k
: Py (V)
+ A+ 8+ 55 5 (ap_ay)r) i

und da m, §, y von einander unabhingige Variable sind, so spaltet sich diese
Gleichung in die drei folgenden:

: Pp Py (OGN L : ;
K op oy (aﬁav) WEEF.

O A 1

, :
el e
(5) m (121{: (m)? + 16m 7’ (m) 1p"(m)) +k 1/7—)5(41;:'(111,) +4m mp"(-m)) + k=0,

worin %k, %k, unbestimmte Constanten bedeuten. Fiihrt man an Stelle der
Fanction z eine neue Function 7, ein durch die Gleichung

1=3EVi4+B 49y + 1,

so gehen die Gleichungen (3), (4) in folgende iiber:

1 0% = ’n e E
! ik %) — o
2 *n ’n o* zl ik
(7) (ﬁ +1) apa +2ﬁ76ﬂay+(7 +1) —=

Diese Gleichungen kénnen aber nur dann zusammen bestehen, wenn g, eine.
lineare Function von f, y, und folglich #" = 0 ist; denn betrachten wir
—f % all on ; %
28— "oy’ 8

“als rechtwinklige Coordinaten, so ist (6) die Differentialgleichung einer Fliche
mit constantem Kriimmungsmass, (7) die einer Minimalfliche, zwei Eigen-
schaften, die bekanntlich nur bei der Ebene zusammentreffen.

Hieraus ergiebt sich, wenn a, b, ¢ Constanten bedeuten, fiir y ein Ausdruck

von der Form:
r=a+bft+ey+ikVi+p+7%
und die Gleichungen (2) gehen in folgende iiber:

1k + 2Vmy’ (m) 3

Tt T iRty
y4+b=— (Jzk, =} 2Vﬁw’(m))p,

Vitptr



394 XXII. Commentatio mathematica etc.

(1 F + 2Vmy' () y
H
\'l/ 1 + p:% _|_ 72
@+aP+ @+ + @+ 0= Fk +2Vmy m)?,

woraus folgt, dass die Flichen & = const. oder m = const. concentrische
Kugeln sind.

2. Wenn zwischen den Variablen p, g, r eine von den Coordinaten z, v, z
freie Gleichung besteht, so kann r als Function von p, ¢ angesehen werden,
und wir haben

2+ c=—

dr =adp + bdg,
wenn

a_g_r_ b_@_r aa ob
opt o og! ~op
gesetzt wird. Hiera.us folgt:
7 O dqg - 0q 945 L8 er or
=agt4agl, HAoazlynil, 5z ~%aa T oy

Wenn nun mcht _

(8) »* + ¢* + r* = const.

ist, so wird « von denselben beiden Variablen abhingen wie p, ¢, r, und
darans geht hervor:

r=ap + bq
und durch Differentiation:
da ob oa ob
== 03 P — =20,
PO T e ot ans
© faisata il b,

Setzen wir nun, wie vorhin, auch in dem Fall, wo die Gleichung (8) be-
steht,
S=oa—xp —yq— 2ar,

ds = —zdp —ydq — zdr = — (x + az)dp — (y + b2)dq,
so folgt, dass auch s nur von p, g abhiingt, und es ergiebt sich
0s 0s

(10) == @4, =—(@+0a.

Fiihrt man nun in der Gleichung

L
A y+8—z—
D, q, 2 a.ls una,bhingige Variable ein, so folgt
0y ox oz 0y ox oy oy ox
+ (ﬂa_z_aqé—z)—b(opéf_apaz)—"

und dara.us xmt Hiilfe von (10)
z{a—“(1+b2)—ab(g—;f+%)+g—’q’a+a*)}
S apz(1+b2)_2 bap0q+aq”(1 + a®) = 0.

Da nun @, b, s von 2 unabhiingig sind, so zerfillt diese Gleichung in die bei-
den folgenden
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o%s gal 0% 0%s
(11) a—p_i(1+b2)_2abm+~a?(l+ag)=0
' da DT OBy gB e

Betrachten wir nun p, ¢, r als rechtwinklige Coordinaten, so ist (12) die
Differentialgleichung einer Minimalfiiiche, welche nach (8) oder (9) zugleich
eine Kugel oder eine in die Ebene abwickelbare Fliche sein miisste. Dies
kann nur vereinigt sein, wenn die Fliche eine Ebene ist, und daher a, b Con-
stanten sind, die man bei passender Bestimmung der Richtung- der z-Axe
gleich Null annehmen kann. Demnach ergiebt sich aus (11)

gls - dls

(13) T

0,
und ferner wie im ersten Fall
s=%0m +pz(5)
m=p+g, r=0,

e E 3—:; = (m)2p + 26 — L),
L . _g_; ='(m) 29 + 1B,

wenn f§ = —%— gesetzt wird.

Aus (18) folgt daher

3
Vo (49 (m) + 4my” (m)) + (1 + 62" 2" (B) =0,
eine Gleichung, die in die beiden folgenden zerfillt:

Vm (4 W' (m) + 4 myp” (m)) S
" k
7O = s :
worin % constant ist. Die Integration dieser letzteren Gleichung ergiebt, wenn
a, b willkiirliche Constanten sind,

18) =k VT F B + a + .

Demnach haben wir

m+a;_2wmwﬁ+k,

Vite
_e¥mVm+E)p,
VitP
(4 @) + (y + 1) = (29’ () Vm + B)".

Die isothermen Flichen sind daher in diesem Fall Cylinder mit kreisformigem
Querschnitt und gemeinschaftlicher Axe.

Der dritte Fall, in dem p, ¢, » Functionen einer und derselben Variablen
sind, kann nicht vorkommen. Ist nemlich

p=v@, ¢=v@, r=1,@),
so folgt aus den Gleichungen

e L
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oq 81‘ or 3p ap or

dz 0y ox 0z oy oz

R T e op op op
Py () 2y () 2 s (w) = 72 0y 9z

und die Gleichung A = 0 liefert

%(l") +% (!") +1Ps(#) =0

was sich offenbar widerspricht.

Es bleibt also nur der vierte Fall, in dem p, g, » constant sind, und daher
die Schaar der isothermen Flichen aus parallelen Ebenen besteht.

Von der allgemeineren Frage, wann die Temperatur ausser von der Zeit
nur von zwei Variablen abhiingig ist, lisst sich der erste Fall, der im Text
durch m = 1 charakterisirt ist, in folgender Weise beantworten.

Wir haben in diesem Fall die quadratische Form
(0 G 0T e )
ar, b', cl b
in der @, b’ lineare Functionen von y sind, withrend ¢’ von y unabhiingig ist.
Ferner ist die Determinante
0 et

’ ,
c,O,.a
3ise
bras e

= 2a'b'¢ —ecc

constant. Die adjungirte Form zu dieser ist
— (dde +Vdp —cdy)* + 2(2a’b — cc)dedp,
in der 2a'd" — cc’ von y unabhiingig ist. :
Nun kénnen wir durch Einfiilhrung einer neuen Variablen an Stelle von y,
welche eine lineare Function von y ist, diese Form in die einfachere trans-

formiren:
(ade +cdy)® + 2mdedf,

in der a eine lineare Function von y, ¢ und m von y unabhiingig sind. Es
sind nun die Fille anfzufinden, in welchen diese Form in eine andere mit con-
stanten Coefficienten, oder speciell in die Form dz® 4 dy* + dz*® transformir-
bar ist.

Zu dem Ende bilden wir die Gleichungen (¢t t”¢”’) = 0 (8. 381), welche
in diesem Fall die Gestalt annehmen:

o¢ Oc om
(1,1) ma_ﬁ"_c_ﬁ—ﬁ—o’

(2,2) mc(aﬂf2 _ai%,_) 3 (g_;‘ _g_z) ( om om L av) 3
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0%a® d*ac oc
2"’°(’ap—a_aaap) ( o 3‘y+caa)
a om ac 8ac
2,9 +2e(c 78~ 8ﬁ)( %2 ) 7a
dac 0
+“ 8 ( “%B )
¢3ac dac om ce dac
(3,1) 2"”6"8—2—2CW a—ﬂ—gﬂla—p—a—p-:(),
o0%¢ d*ac ca oc\?
(1,2) 21)&(20—%—86——%—87—)—*—(03‘6—118—6) == )
da_ o o ‘
Aus (1,2) folgt, dass ¢—— 78 a5 g’ also auch — YT ﬁ von y unabhiingig ist; setzt

man daher a = a, + ya,, so folgt dass a, von der Form ist ¢f(«), und f(e)
" von f unabhiingig.
Wir haben daher

(ade +cdy)* + 2mdedp = (al de + ¢ (f(e)de + 117))2 + 2mdadf;

fiilhrt man also statt y eine neue Variable y + f f(e)de ein, so geht die

quadratische Form in eine andere von derselben Gestalt iiber, in der nur a
von y unabhiingig ist. Bei dieser Annahme erhidlt die Gleichung (2,2) die
Form

d'c  dec om _ 5
oe: Oo da
woraus in Verbindung mit (1,1) hervorgeht:
dc dc
dlogos de _ 0 logm ¢ log 9B  0logm
ou e’ AR b

und daraus 3 5
Fe=mo®), % = my(e).

Es sind nun drei Fiille zu unterscheiden.

1) wenn @(f) = ¥(e¢) =0 ist, so ist ¢ = const. und aus (1,2) folgt
‘a
P
ein, so erreicht man, dass in der quadratischen Form @ = 0, ¢ = 1 wird, und
aus (3,3) folgt dann

= 0. Fiihrt man also an Stelle von y eine neue Variable cy - f ade

0%1
Gagg =0 m=1@3@):

Fiihrt man daher an Stelle von «, § die Variablen f 2(e) de, f d(B)dp ein,
so erhilt man die quadratische Form
"y + dadp,
welche durch die Substitution « = « + iy, f = & — iy, y = z iibergeht in
dx® + dy® + d22
Die isothermen Curven « = const., f = const. sind also in diesem Fall parallele
gerade Linien.
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2) Wenn ¢@(f) = 0, 9(e) nicht = 0 ist, so ist ¢ von « unabhiingig, und
aus (1,2) folgt, dass % von ( unabhiingig ist. Auf fihnliche Weise, wie oben

erreicht man nun, dass @ verschwindet, und ferner ergiebt sich
149

¥(e) OB

wodurch die Gleichungen (1,1)...(1,2) simmtlich befriedigt sind. Fiihrt man

=m, -

f ’:t(zo)", ¢ als neue Variable an Stelle von «, § ein, so erhilt man die quadrati-

sche Form p%dy® 4+ dadf, welche in dx® 4 dy® 4 dz* iibergeht durch die
Substitution
" ztiy=p, z—iy=a—fy’, z2=§.
Hieraus kann man aber mittelst der Gleichungen « = const., f = const. keine
reellen Curven erhalten. Der Fall 9 (¢) = 0, @ (f) nicht = 0 ist von diesen
nicht wesentlich verschieden. :
3) Wenn weder % (e) noch q>(ﬁ) verschwindet, so fiilhre man fiir «, f die

neuen Variablen f % (a) f q) ® ein, wodurch man erreicht, dass
g easitDe

Ta.\—u-—-ﬂl, ﬁ=7n, —é;—_ﬁ: -
also ¢ = f(a + f), m = £« + p) wird.
Nun folgt aus (1,3)
1o dac
€98 0B _ 0logem

op o’ \

und daraus durch Integration
ac = () + p(e)
durch Einfiihrung der Variabeln y -4 f @ (¢)de statt y erreicht man dass
¢ (e¢) = 0 und mithin a¢ = ¥ («) wird. Dann folgt aus (1,2):
ﬁi = — y(a)
/i

Da nun die eine Seite dieser Gleichung nur von e, die andere nur von
« -} f abhiingt, so muss jede derselben einer Constanten %* gleich sein, woraus
sich fiir die Function f die Differentialgleichung zweiter Ordnung ergiebt:
R A
f e
wonach die Gleichungen (1,1)..(1,2) alle befriedigt sind. Die einmalige Inte-
gration dieser Gleichung ergiebt, wenn %, eine neue Constante bedeutet:
k2
73
Setzen wir nun @« =« -+ iy, f =« — ¢y, und filhren fiir y eine neue

Variable y — ik f %a—: ein, so erhalten wir

=0,

2f =Fk2 —

(cdy+ada)2+2mdadﬁ—(fd'y—}———dy) + 2f (da® + dy?)
= f2dy® + 2kdydy + 2f dz* + k2 dy>
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Setzen wir ferner

~ L5y df2 fidfﬂ
B et — dE?2
2fda:—2f, B dg?,
woraus folgt
1 e k"
b= VAP = F, M=he+g
so geht unsere quadratische Form iiber in
k e =
(£ ar + Bay) +RrEay 4 ag
Beziehen wir dieselbe auf Polarcoordinaten, indem wir setzen:
k
E=r, hy=g9, k1y+l—.17=21
80 nimmt sie die Form an:
dr® + r*de? 4 dz°. \
Die Curven « = const., f = const. werden daher

r =const.,;, =z @ = const.

S, ﬁ
worin k& auch = 0 sein kann.

und die quadratische Form

s £2
Yo detn Spocidfall &' 0 arhalten wir § = %

wird
— 2kiEdy? + 2kdydy + dE3,
2ky ‘
ady® +dpdy + de?,
welche in die Form dxz® + dy? + dz* iibergeht durch die Substitution
@4 iy =B+ ey — 7°,

x—1y =y,

oder indem wir an Stelle von &, ; ¥V — 2kiy wieder a, f, y schreiben:

z el ot & i
aber den hieraus sich ergebenden Gleichungen
z + ¥ (x — iy)* = ¢ = const.,
(@ + iy) — e(@ — iy) + 3 (* — iy)* = p = const.
entsprechen keine reellen Curven.

In den iibrigen Fiillen ist es mir nicht gelungen die Rechnung vollstindig
durchzufiihren. . W.
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