
xxn. 
" 

Commentatio mathematica, qua respondere tentatur quaestioni 
ab lllma Academia Parisiensi propositae: 

"Trouver quel doit etre l'etat calorifique d'un corps solide homo
gene indefini pour qu'un systeme de courbes isothermes, a un instant 
donne, restent isothermes apres un temps quelconque, de teIle sorte 
que la temperature d'un point puisse s'exprimer en fonction du temps 
et de deux autres variables independantes."*) 

Et his principiis via sternitur ad majora. 

l. 

Quaestionem ab illma Äcademia propositam ita tractabimus, ut 
primum quaestionem generaliorem solvamus: 

quales esse debeant proprietates corporis motum caloris determi
nantes et distributio caloris, ut detur systema linear um quae sem
per isothermae maneant, 

deinde 
ex soluti9ne generali hujus problematis eos casus seligamus, in 
quibus proprietates illae evadant ubique eaedem, sive corpus sit 
homogeneum. 

Pars prima. 

2. 
Priorem quaestionem ut aggrediamur, considerandus est motus 

caloris in corpore qualicunque. Si u denotat temperaturam tempore 

*) Diese Beantwortung der von der Pariser Akademie im Jahr 1858 gestell
ten und 1868 zurückgezogenen Preisaufgabe wurde von Riemann am 1. Juli 
1861 der Akademie eingereicht. Der Preis wurde derselben nicht zuerkannt, weil 
die Wege, auf denen die Resultate gefunden wurden, nicht vollständig angegeben 
sind. Von der Ausführung einer beabsichtigten ausführlicheren Bearbeitung des 
Gegenstandes wurde Riemann durch seinen Gesundheitszustand abgehalten. 
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t in -puncto (Xl' X2, Xs) aequationem generalem, secundum quam haec 
functio u variatur, hujus esse formae constat, 

,, ( Ot, ot, ou) 
u al , l ax. + a1,2 ~ + al ,s ax. 

ox, 
,, ( Ot' ot, ou ) 
u a - +a - +a .-(I) + 2.1 ox, 2,2 0X2 2,S OXs 

. oX2 
. ( ou OU OU ) o aS,l OX + aS,2 ax + as,s ox OU + ' 2 • S = h-. oXs ot 

Qua in aequatione quantitates a conductibilitates resultantes, h calorem 
specificum pro unitate voluminis, sive productum ex calore specifico 
in densitatem designant et tanquam functiones pro lubitu datae ipsa
rum Xl' X 2 , Xs spectantur. Disquisitionem nostram ad eum casum 
restringimus, in quo conductibilitas eadem est in binis directionibus 
oppositis ideoque. inter quantitates a relatio 

intercedit. Praeterea quum calor a loco calidiore in frigidiorem migret 
necesse est ut forma secundi gradus 

(al , l1 ~,2' as ,s ) 
a2,s, aS ,l' ~ ,2 

sit positiva. 

3. 
Iam in aequatione (1) in locos coordinatorum rectangularium Xli X2, Xs 

tres variabiles independentes quaslibet novas Sl1 S2' Ss introducamus. 
Haec transformatio aequationis (I) facillime inde peti potest quod 

haec aequatio conditio est necessaria et sufficiens, ut, designante 81-' 
variationem quamcunque infinite parvam ipsius u, integrale 

(A ) 8J J J 4 a",' ~:. ;;~. dX1 dX2 dxs + J J J 2h ~; 8u dXl dx2 dxs .,. 
per corpus extensum, solum a valore variationis 8u in superficie pen
deat. Introductis novis variabilibus haec expressio (A) transibit in 

(B) 8 J J J Z b.,i' ~:. ;8:, dSI dS2 dss + J J J2k~; 8u dSI ds2 dss .,. 
posito brevitatis causa 

~ ,081' 08", a,. _ _ 
, ' ox.Ox., 

., . -b 
~+ ~8, 082 OSs - 1', '" 
~ - OX, oX2 OXs 

24* 



372 XXII. Commentatio mathematica, qua respondere tentatur 

Quodsi formarum seeundi gradus ' 

(1) (
al,lJ a2 ,2, as ,s) 
a2 ,s, aS , l1 al ,2 

(2) (bl ,l1 b2 ,2' bs,s) 
b2 ,s , bs,t> b1 , 2 

determinantes sunt .A, B et formae adjunetae 

(3) (4) 

invenietur 

et 

ideoque 4 Cl" " dx, dx,' = ~ {J",' ds, ds,' 
L,i (,i 

et 
h k 
"A=1f' 

P nde faeile perspieitur transformationem aequationis (I) reduei 
posse ad transformationem expressionis E,. Cl" " dx, dx,·. 

" 
Quae quum ita sint, problema nostrum generale hoe modo solvere 

possumus, ut primum quaeramus, quales esse debeant funetiones b"" et 
k ipsarum SI' S2' SS, ut u ab una harum quantitatum non pendere 
possit. Qua quaestione soluta expressio E {J" " ds, ds,' formari poterit. 
!um ut, datis valoribus quantitatum a",' et quantitatis h, inveniamus, 
num u funetio temporis et dua.rum tantum variabilium fieri possit et 
quibusnam in easibus, quaerendum est, an expressio illa :E {J",' ds, ds,' 
in formam datam transformari possitj et hane quaestionem infra vide
bimus eadem fere methodo traetari posse, qua Gau s s in theoria 
superfieierum eurvarum usus est. 

4. 

Primum igitur quaeramus, quales esse debeant funetiones b" " et k 
ipsarum slJ S2' ss, ut u ab una harum quantitatum non pendere possit. 
Ut clenotationem simpliciorem reddamus, quantitates S11 S2' S3 per Cl, {J, r 
designemus et formam: (2) per . 

(
a, b, C) 
a', b', c 

SI U a r non pendet, aequatio differentialis erit formae 

(Il) 02 1.6 , 02 1.6 02 1.6 01.6 01.6 01.6 
a oa 2 + 2c oa oß:+ b Oß2 + e oa + f aß - kF[ = F = 0 
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posito 
ca oe' ob' . 
0("(+ (} {J+ Ö"I = e, 

Tribuendo ipsi r valores determinatos divers os ex aequatione (TI) 
inter sex quotientes differentiales ipsius ~t obtinebuntur aequationes 
diversae, quarum coefficientes a r non pendent. Quodsi ex his aequa
tionibus 1n sunt a se independentes 

F i = 0, F 2 = 0, . .. , F,1l = 0, 

ita ut caeterae omnes ex iis sequantur, aequatio F = ° necesse est pro 
quovis ipsius r valOl'e ex his m aequationibus fluat unde F formae 
esse debet 

Cl F i + ~F2 + ... + c,n F,n 

qua in expressione solae quantitates c a r pendent. . 
lam casus singulos, quando m est 1, 2, 3, 4 paulo accuratius exa

minemus simulque aequationes a rindependentes, in quas aequatio 
F = ° dissolvitur, in formas simplieiores redigere curemus. 

Casus primus, m = 1. 
Si m = 1, in aequatione (I1) rationes coefficientium a r non pen

debunt. At introducendo in locum ipsius r novam variabilem Jk dr 
semper effici potest, ut k fiat = 1, quo pacto coefficientes omnes a l' 
evadent independentes. Porro intr9ducendo in locos ipsarum a, ß nova~ 

variabiles semper effici potest, ut a et b evanescant. Hoc enim eve
niet, si expressio b da2 

- 2c' da dß +' adß2 (quae quadratum expressionis 
differentialis linearis esse nequit, si (2) est forma positiva) in forrnam 
m (la' dß' redigitur et quantitates a', ß' tanquam variabiles indepen~ 

dentes sumuntur. 
Aequatio igitur differentialis (Il) hoc in casu in formam 

- 2 ' 02U + OU + f OU = (} u 
c Urt () {J e 0 ("( () {J 0 t 

redigi potest et in forma (2) a, b turn erunt = 0, a' et b' functiones 
lineares ipsius r, et c' a r independens. Caeterum patet, temperaturam 
in -hoc casu semper a rindependentem manere, si temperatum initialis 
sit functio quaelibet solarum a et ß. 

Casus secundus, m = 2. 
Si aequatio (TI) in duas aequationes a rindependentes discinditur, 

(} u -" ope alterius Ft ex altera ejici potest. Brevitatis causa h1tec ita "ex-

hibeatur 

(1) 

illa 

L'1u=o 



374 XXII. Commt'ntatio mathematica, qua respondere tentatur 

(2) 

denotantibus Ll et A expressiones characteristicas ex 0", et ()~ ·conflatas. 
Aequationem priorem facile perspicitur mutatis variabilibus inde-

pendentibus ita transformari posse ut sit LI 

vel = f)a 0(1 + eOa + ro~ 
vel = o! + e Oa + r O(1 

vel = Oa 

'valoribus e = 0, r = 0 non exclusis. 

Quoniam sit 
0= 0, Llu = Ll o,u = LlAu 

ex rus duabus aequationibus (1) et (2) sequitur 

(3) LlAu = O. 

lam duo distinguendi sunt casus, prout haec aequatio (3) vel ex 
aequatione (1) fluat, (a), sive sit 

LlA = eLl 

denotante e novam expressionem characteristicam, vel non fluat, (ß), 
novamque aequationem a Llu independentem sistat. 

Casum priorem (a) ut saltem pro una forma ipsius Ll perscru
temur, supponamus 

Ll = Oa 0(1 + e Oa + r O(1 . 

Tum Ll Au ope aequationis Lltt = 0 ad expressionem reduci potest, 
quae solas derivationes secundum alteram utram variabilem contineat 
et coefficientes omnes cifrae aequales habere debeat. Ponamus, quum 
terminus Oa 0(1 continens ope aequationis Llu = 0 ejici possit, 

A = a 0: + b ()~ + C () a + d 0 ~ 
formemusque expressionem 

LlA - ALl. 

ln hac expressione quum coefficientes ipsarum o!, o~ evanescere debeant 

i~venitur ~; = 0, ~! = 0, unde si casus speciales a = 0, b = 0 ex

cluduntur, mutatis variabilibus independentibus effici potest, ut sit 

a -= b = 1. Turn autem invenitur ponendo coefficientes ipsarum 0:, 0; 
in expressione reducta LlA cifrae aequales 

unde poni potest 

oe -2~ od_ 2
of 

0{3- oa' oa- 0{3' 
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om on 
LI = Oa 0(1 + ajf Oa + 0 rt 0(1 

A = o! + o~ + 2 ~1: Oa + 2 ~; oft 

denotantibus m, n .. functiones ipsarum a, ß quae jam duabus aequa
tionibus differentialibus sufficere debent, ut coefficientes ipsarum Oa, 0(1 
in expressione reducta LI A evanescant. 

Prorsus simili modo in reliquis · casibus specialibus formae sim
plieissimae ipsarum LI et A inveniuntur conditioni 

LlA = @LI 

satisfacientes. Sed huic disquisitioni prolixiori quam difficiliOl·i hic non 
ImmOramul'. 

Caeterum patet in hoc casu temperaturam semper a r independen
tem manere, si temperatura initialis est functio quaelibet ipsarum 
a et ß aequationi Llu = 0 satisfaciensj sequitur enim ex aequationibus 

LI~~ = 0 
OU 

Au= -ot 

0= @Lltt = LlAtt = Ll otu = o~u et proin aequatio Llu = 0 sub

sistere pergit, si initio valet et funetio u secundum aequationem 

Au = ~~ variatur. Tum autem satisfit legi motus caloris sive aequa

tioni F= O. 

5. 

Restat casus specialis alter (ß) quando LI Au = 0 a Llu = 0 est 
independens. Ut simul et casus sequentes m = 3, m = 4 ampleetemur, 
suppositionem generaliorem examinemus, praeter aequationem Llu = 0 
haberi aequationem differentialem quamlibet linearem @u = 0, ipsum 

~ ~ non continentem et a Llu = 0 independentem. 

Si LI est formae Oa 0(1 + e Oa + raft , ope aequationis LItt = 0 ex
pressio @ a derivationibus secundum ambas variabiles liberari potest. 

. Iam duo distinguendi sunt casus. 
Si ex expressione @ omnes quotientes differentiales secundum 

alteram utram variabilem ex. gr. secundum ß simul excidunt, obtinetur 
aequatio differentialis solos quotientes differentiales secundum a eon
tinens formae 

(1) 

sm mlll)ls, semper elici poterit aequatio differentialis formae 



376 XXII. Commentatio mathematica, qua respondere tentatur 

(2) ~ iY.u=O 
~ a. ot" . 

v 

slve solos quotientes differentiales secundlllll t continens. 
Nam in hoc casu expressiones Att, A2~t, AStt, ... , quibus quotientes 

differentiales ipsius u secundum t aequales sunt, ope aequationum 
LItt = 0, rfht = 0 semper ita transfOl'mari possunt, ut solos quotientes 
differentiales secundum alteram utram variabilezi:t contineant eosque non 
altiores quam €Ju. Quorum numerus quum sit finitus, eliminando ae
quationem formae (2) obtineri posse manifesturn ·est. Coefficientes a v 

utriusque aequationis sunt functiones ipsarlllll (x, ß. 
Observare conveniet, alteram utram harlllll aequationum sempet 

valere etiamsi LI non sit formae 0" 0(1 + e Oa + f O(1. Casus specialis, 

quando LI = 0: + ~ Oa + (0(J ad utrumque casum referri potest, quum 

ope aequationis Llu = 0 turn ex €Ju, turn ex Au omnes derivationes 
secundum ß ejici possint, quo facto aequatio utriusque formae facile 
obtinetur. Si f = 0, hic casus sicuti casus LI = 0" ·ad casum pnorem 
referendus est. 

Iam casum posteriorem accuratius perscrutemur. 
Solutionem generalem aequationis 

~ o"u a,,-=O otV 

v -

e terminis fonnae f(t) ell conßatam esse constat, denotante f(t) functio
nem integrarn ipsius t et Ä. quantitatem a t non pendente~, facileque 
perspicitur, hos terminos singulos aequationi (I) satisfacere debere. 
Iarn demonstrabimus, fieri non posse ut sit Ä. functio ipsarnm Xu X2, xs. 

Sit ktn terminus summus functionis f( t) distinguanturque duo 
casus. 

10
• Quando Ä. aut realis est aut fonnae l'" + vi et l"', v functiones 

unius variabilis realis IX ipsarum Xu X 2 , xs, substitnendo u = f(t) el l 

in parte laeva aequationis (1) Goefficiens ipsius t n + 2 ell invenitur 

= k(~~Y.~ at, t' ~: ::.-, ,. 
', t 

Sed haec quantitas evanescere nequit, nisi 

~=~=~ = O 
oX1 OX2 ox8 . 

sive IX = const., quum forma 

(
a b1 , a2,2) all ,lI) 
a2 ,s, ag , l1 a1 , 2 

ut supra monuimus, ait forma posi!'iva. 
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2°. Quando A est formae fL + vi et fL, v sunt functiones inde
pendentes ipsarum xl) X 2, Xa, qnantitates fL + vi et fL - vi pro varia
.bilibns independentibus a et ß sumi poterunt continebitque ipsum u 
praetei' terminum {( t) &1 etiam terminum complexum conjugatum 
rp(t)efl t • Quodsi . 

02U 02U 02U OU 01' 
Lfu = a 0n:2 + b o n: o ~ + c olP + e oa + { 6ß 

est, ex aequatione Lfu = ° substituendo u = {( t) &t et aequando 
coefficientem ipsiu t ,, + 2& t cifrae, obtinetur a = ° et perinde c = ° 
substituendo u = rp ( t ) efl t . Unde ope aequationis Lfu = ° aequatio 

A~t = ~: ita transformari potest, ut solos quotientes differentiales 

secundum alteram utram variabilem contineat. Sed substituendo 

u={(t) & t, u=rp ( t )tl i 

coefficiens summi cujusque hornm quotientium differentialium invenitur 

= 0, unde et hi quotientes differentiales ex aequatione A tt = ~~' 
omnes excidere debent, q. e. a., quum tt ex hypo non sit constans. 

In casu igitur posteriori functio u componitur e numero finito 
terminornm formae {( t) e11 , in quibus A. est constans et {(t ) ftmctio 
integra ipsius t. 

In casu priori quando habetur aequatio formae 

(1) 

functio u erit formae 

denotantibus PI' P2' ... solutiones particulares aequationis (1) et ql' q2' " 
constantes arbitrarias sive functiones solarum ß et t. Quodsi haec 
expressio in aequatione 

OU 
. Au == ßt 

substitnitur, obtinetnr aequatio formae 

~PQ=O, 
in qua quantitates Q sunt quotientes differentiales ipsarum q ideoque 
functiones solarum ß et t, quantitates P autem functiones solarum 
a et ß. At tali aequationi supra vidimus, si ex n terminis compona
tur, subjacere fL aequationes lineares inter functiones Q et n - fL ae
quationes inter functiones P, quarum coefficientes sint functiones solius 
ß, denotante fL quempiam numerorum 0, 1, 2, .. , n. Obtinebuntur 
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igitur expre siones ipsarum ~i per quotientes differentiales ipsarum q 

seelindum ß ab ipsa a liberae. 
Iam easus singulos problematis nostri ad hune casum. pertinentes 

perlustremus. 
Quando m = 2 et Ll est fOfIllae Oa 0(1 + e Oa + fop aequatio re

du eta Ll Au = 0, si a quotientibus differentialibus secundum ß libera 
evadit, formam induet: 

unde tt erit formae 
ap + bq + c 

denotantibus a, b, c funetiones solarum ß et t, p et q autem functiones 
solarum a et ß. Iam in loeum ipsius a variabilis independens q in
troduei potest. Quo paeto obtinetur 

tt = ap + ba + c 

ubi jam sola pest funetio ambarum variabilium a et ß. Substituendo 
hane expressionem in aequationibus 

Llu = 0, .Au = ~~' 
eoeffieientium formae faeile eruuntur. 

Restat ea us quando jam una aequationum, in quas aequatio F = ° 
diseinditur, formam (1) habet, ideoque formam 

02t, OU 
r O«2+ S oa =0 

Tum erit 'U = ap + b denotantibus a et b funetiones solarum ß et t, 
et p funetionem solarum a et ß. Si in locum ipsius a variabilis in
dependens p introdueitur, prodibit 

02 U 
U = a Ci + b, 0 «2 = 0. 

Invenimus igitur, si 'In sit = 2 Slve aequati? F-- ° m duas ae
quationes 

LItt = ° 
A on 

u=a-t 
dissolvatur, e se aut LI A = @ LI, aut functionem u eompositam esse e 
numero finito terminorum formae f(t)e 11, in quibus A constans et f(t) 
functio integra ipsius test, aut formam induere 

q;(ß, t) x(a, ß) + aq;l (ß, t) + q;2(ß, t), 
si m = 3, functionem u aut esse e numero finito terminorum f(t)e 11 

conflatam aut formae 
q;(ß, t)a + q;t(ß, t). 
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Casus denique m = 4 nullo negotio penitus absolvi potest. 

SI' t ti ih'h . emm prae er aequa onem A~t = at abentur tres aequatlOues 
inter 

iPu o't, a'u at' at, 
aa2

' aaoß' aß2' aa' oß' 
aut prodibit aequatio formae 

r Ot,+s ou=O 
oa aß 

et proin variabiles independentes ita eligere licebit, ut u fiat functio 
unius tantum variabilis, aut 

o'u o'u a2 t, 

oa2' oaoß' Oß2' 

ideoque etiam A1t, A 2u, A Stt per ~:' ~ ; exprimi poterunt. Tum au

tem emerget aequatio formae 
03U 02 t, OU 

a W + bW + C ot = 0, 

unde u habebit formam 

pell + qel'1 + r vel (p + qt)elt + r 

constatque per praecedentia Ä et ~ esse constantes. 
Iam sumta p pro variabili independente a et substitutis his ex-

pressionibus in aequatione Au = ~~ invenitur fieri non posse ut q sit 

functio ipsius a, siquidem l et ~ sint inaequales. Ergo p et q vice 
variabilium independentium fungi possunt. Praeterea ex aequatione 

A 01' "tu t U = at mvem r r = cons . 

In hoc igitur casu tt aut est functio ipsius t et umus tantum 
variabilis, aut alteram utram formarum 

a elt + P el't + const. Ca + pt) elt + const. 

induet, valore ~ = 0 'non excluso. 
Postquam formae quas functio l' induere potest inventae sunt, 

aequationes F. = 0, quas brevitati consulentes perscribere noluimus, 
facillimae sunt formatu. Unde in singulis quibusque casibus et forma 

et forma adjuncta 

(b1 •tl b2 •2 , bs•3 ) 

b2 • S ' bs •ll b1 ,2 

(ß1 ,1l PM' Ps.s) 
ß2 ,S, PS,ll Pl .2 

innotescet. Si jam in expressionibus ~ P" " ds, ds,- in locos quanti
tatum $11 S2' S3 functiones quaelibet ipsarum xtl ~, x3 substituuntur, 
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manifesto obtinebuntur casus omnes, in quibus tt functio temporis et 
duarum tantum variabilium fieri possit. Unde quaestio prior solllta erit. 

Sllperest ut quaeramus, quando expressio ~ Pt, ,' ds, dst' in formam 
datam ~ C(t, t' clxt dXt' transformari possit. 

Pars secunda. 

De transfol·matione expressionis .1J. bt,t' dSt dSt' ln formam 
. L,L 

datam 1:; at,t' clxt dXt'. 
t,' 

Quum quaestio ab Illma Academia ad corpora homogenea restricta 
sit, in quibus conductibilitates resultantes sint constantes, evolvamus 
primum conditiones, ut expressio ~ b.,t' dSt dSt', aequando quantitates S 

t,' 
functionibus ipsarum x, in formam Z; a".' dx, clx,', constantibus coeffi-

l , t 

cientiblls a",' affectam transformari possit. Deinde de transformatione 
In form am quamlibet datam pauca adjiciemus. 

Expressionem ~ a",' dx, dXt' , si est, id quod supponimus, forma t., 
positiva ipsarum dx, semper in form am :E dx2 redigi posse constat. 

t ' 

Unde si ~ b"" ds, ds,' in formam ~ at,t' clx , clx,' transformari potest, 
',I L,L 

redigi etiam potest in formam 7 dx: et vice versa. Quaeramus igitur, 

quando in formam ~ clx2 transfOl'mari possit. , ' 
Sit determinans ~ + b1>l b2 , 2 ••• bn,n = B et determinantes par

- tiales = Pt,,' ; quo pacto erit ~ p"" bt,,' = B et ~ p"" bt,," = 0, si t'?:.t". , , '" 
Si ~ bt " ds, dSt' = :E dx2 pro valoribus quibuslibet ipsarum dx, 

t, L' , (., 

substituendo d + ~ -pro d invenitur etiam 2J bt,,' ds, ~ S,' = 2J dXt ~ x, 
. L, t' t 

pro valoribus quibuslibet ipsarum dx et ox. 
Hinc si quantitates ds, per clx, et quantitates ~x, per quantitates 

os, exprimuntur, sequitur 

(1) oX.' ~ OSt 
-= b-OS. ', ' o X,,, 

et proinde 

(2) OS, = ~ß., t oX.' , 
o X .. ' .L..J B OS." 

" 
Unde porro deducitUl·, quoniam sit 

~ OS, OX" ~ OS, OX" 
----= 1 et - -=0, 
OX" OS, ox •. OS,, .. ." 
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() :2 os, OS" _ ß"" 4 -- - -OX OX B 

et differentiando formulam (3) 

~ 02 X OX + ~ 02 X OX _ ob.,.' 
~ os, os," O St' ~ OSt' os," os, - oS,o . 

Iam ex his ipsarum 
ob"., 
os,,, ' 

ob, ," 
--'- , 

08" 
expressionibus eruitur 

(5) 

et si haec quantitas per p" I', , ,,. designatur 

(6) 02X .. :2 os, 
2 - -- - '" 08 ,OS" - ox~ P"", . , , , , 

Quantitatibus p" I , , " iterum differentiatis obtinetur 

" _ " -2 U u_2 oP. " ," oP. " I'" ~ :2 <l2 X <l2 X :2 02 X 

os.", os,,, - 08,' os," os, os,'" 08., os,'" os, os." 
unde tandem prodit, substitutis valoribus modo inventis (6) et (4) 

(I) 

02b" " ,,, 

os. os," 
02 b., ,'" 

os.' os." 
02b" , ," 
os, os.", 

+ t:2 ( ) ßl', ,.' 0 . ,u '1' _ ." .• ,, - = PV,l " Pll,l" PJ7.."( P'J' , t , t lJ 
11,11' 

Hujus modi igitur aequationibus functiones b satisfaciant necesse 

est, quando ~ b",' ds, ds,' in formam E dx~ transformari potest: partes 
', t t 

laevas harum aequationum designabimus per 

( 
, 11 "') H, L t • 

. Ut indoles harum aequationum melius perspiciatur, formetur ex
pressio 

88 :2 b.", ds, ds,' - 2d8 :2 b"" ds, 8s,' + dd ~ b",' 8s. 8s., 

determinatis variationibus secundi ordinis d 2
, d8, 8 2 ita, ut sit 

8'2) b"" ds, 8s,' - 8 J; b"" ds, 8's" - d :2b"" 8s, 8's,' = 0 

8':2 b.". ds, ds,' - 2d2: b"" ds, 8's, = O· 

8'J; b"" 8s, 8s,' - 28 :2 b"" 8s, 8's,' = 0, 



382 XXII. Comment.atio mathematica, qua respondere tentatur 

denotante 8' variationem quamcunque. Quo pacto haec expressio lU

venietur 

eIl) = 2} (d,~" ~"') (cls, 8s,' - cls,· 8s,) (cls, .. 8s,'" - as ... · 8s, .. ). 

lam ex hac formatione hujus expressionis sponte patet, mutatis 
variabilibus independentibus transmutari eam in expressionem a nova 
forma ipsius ;E b" " cls, as,' eadem lege dependentem. At si quantitates 
b sunt constantes, omnes coefficientes expressionis (Il) cifrae aequales 
evadunt. Unde si ;E b"" cls, as,' in expression~m similem constantibus 
coefficientibus affectam transformari potest expressio eIl) identice eva
nescat necesse est. 

Perinde patet, si expressio (Il) non evanescat, expressionem 

2}(Lt', L" L''' ) (cls, 8s,' - cls,. 8s.) (ds," 8s .... - ds, '" 8s, .. ) 
- t ~.--------;;=-----~ 

~ b"L dS,ds,' ~ b",' 88, 8s, .. - (~ b",. cls, (Js, .r 
(IIl) 

mutatis variabilibus independentibus nOll mutari, in~uperque immutatam 
manere si in locos variationum as" 8s, expressiones ipsarum lineares 
quaelibet independentes aas·, + ß 8 s" ras, + 88 s, substituantur, Va
lores autem maximi et minimi hujus functionis (III) ipsarum cls" 8s, 
neque a forma expressionis ;E b" " as, as,' neque a valoribus variationum 
as" 8s, pendebunt, unde ex his valoribus dignosci poterit, an duae 
hujusmodi expression es in se transformari possint. 

Disquisitiones haece interpretatione quada.m geometrica illustrari 
possunt, quae quamquam conceptibus inusitatis nitatur, tamen obiter 
eam addigitavisse juvabit. 

Expressio ;E b" " as, aSt' spectari potest tanquam elementum line
are in spatio generaliore n dimensionum nostrum intuitum transcen
dente. Quodsi in hoc spatio a puncto (SI' S2' •• Sn) ducantur omnes 
lineae brevissimae, in quarum elementis initialibus variationes ipsarum 
s sunt ut aas} + ß 8s} : a aS2 + ß 8s2 : ••• : a dSn +. ß 8sn , denotantibus 
a et ß quantitates quaslibet, hae lineae supemeiern constituent, quam 
in spatium vulgare nostro intuitui subjectum evolvere licet. Quo pacto 
expressio (IIl) erit mensura curvaturae hujus superficiei in puncto 
(SlI S2' .. , SII) (I). 

Si jam ad casum n = 3 redimus, expressio (Il) est forma secundi 
gradus ipsarum 

as2 8s3 - dss 8s2 , dss 8s1 - ds! 8sg , aSl 8s2 - cls2 8s1 

unde in hoc casu sex obtinemus aequationes, quibus functiones b 
satisfacere debent, ut ;E b" " cls, ds,' in formam constantibus coefficien-



quaestioni ab lllma Academia Parisiensi propositae. 383 

tibus gaudentem transformari possit. N ec difficile, ope notionum modo 
traditarum, est demonstratu, has sex conditiones, ut hoc fieri possit, 
sufficere. Observandum tarnen est ternas tantum esse a se indepen
dentes. 

lam ut quaestionem ab lllma Academia propositam persolvamus, 
in his sex aequationibus formae functionum b, methodo supra exposita 
inventae, sunt substituendae, quo pacto omnes casus invenientur; m 
quibus temperatura tt in corporibus homogen eis functio temporis et 
duarum tantum variabilium fieri possit. 

Sed angustia temporis non permisit hos calculos perscribere. 
Contenti igitur esse debemus, postquam methodos quibus usi sumus 
exposuirnus, solution es singulas quaestionis propositae enurnerasse. 

Si brevitatis causa casum simplicissimum, quando temperatura u 
seeundum legem 

(I) 

variatur, solurn respieimus, ad quem casus reliquas faeile reduci posse 
eonstat: casus m = 1 turn tantum everure potest, quando u est con
stans aut in lineis rectis parallelis, aut in eirculis helicibusve, ita ut 
eoordinatis rectangularibus $, r cos IP, l ' sin IP rite electis, poni possit 
a = r, ß = $ + IP . const. 

Casus m = 2 locum inveniet si u = f(a) + IP (ß), casus m = 3, 
si tt = afl ' + f(ß ), denotante l constantem realem, casus denique 
m = 4, ut jam supra invenimus, si u est aut = afl l + ße/l l + coust., 
aut = (a + ßt) fI' + eonst., aut = f(a). 

lam ut formae functionis u penitus innotescant, annotari tantum 
opus est, . t emperaturam tt, msi sit formae ae l l , tum tantum functionem 
temporis et ulius variabilis esse posse, quando sit constans aut in 
planis parallelis, aut in cylindris eadem axi gaudentibus, aut in sphae
ris concentricis. Si u est formae aelt , ex aequatione differentiali (I) 
sequitur 

02
" 02

" 02
" <l2 + <l2 + <l2 = }..aaa 

UX 1 UX 2 uX3 

et perinde in casu quarto substituendo valores ipsius u in aequatione 
differentiali (I), functiones a et ß facile determinantur, dummodo ani
madvertas, in hoc casu ae ll et ße!tI esse posse quantitates complexas 
conjugatas. e) 
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