XXV,

Gleichgewicht der Electricitat auf Cylindern mit kreisférmigem
Querschnitt und parallelen Axen.*)

Das Problem, die Vertheilung der statischen Electricitit oder der
Temperatur im stationéiren Zustand in unendlichen cylindrischen Leitern
mit parallelen Erzeugenden zu bestimmen, vorausgesetzt dass im ersteren
Fall die vertheilenden Kriifte, im letzteren die Temperaturen der Ober-
flichen constant sind lings geraden Linien, die zu den Erzeugenden
parallel sind, ist gelost, sobald eine Losung der folgenden mathe-
matischen Aufgabe gefunden ist: -

In einer ebenen, zusammenhiingenden, einfach ausgebreiteten, aber
von beliebigen Curven begrenzten Fliche S eine Function u der recht-
winkligen Coordinaten «, y so zu bestimmen, dass sie im Innern der
Fliche S der Differentialgleichung geniigt:

0% , O%u
5 Tayp =0
und an den Grenzen beliebige vorgeschriebene Werthe annimmt.

Diese Aufgabe lisst sich zuniichst auf “eine einfachere zuriick-
fithren:

Man bestimme emne Function {= £ -+ 57 des complexen Argu-
ments z = z -+ y4, welche an siimmtlichen Grenzcurven von S nur reell
ist, in je einem Punkt einer jeden dieser Grenzcurven unendlich von
der ersten Ordnung wird, iibrigens aber in der ganzen Fliche S end-
lich und stetig bleibt. Es lisst sich von dieser Function leicht zeigen,
dass sie jeden beliebigen reellen Werth auf jeder der Grenzcurven ein
und nur einmal annimmt, und dass sie im Innern der Fliche S jeden
complexen Werth mit positiv imaginéirem Theil »mal annimmt, wenn
n die Anzahl der Grenzcurven von S ist, vorausgesetzt dass bei einem
positiven Umgang um eine der Grenzcurven § von — oo bis 4 oo geht.
Durch diese Function erhilt man auf der obern Hilfte der Ebene,
welche die complexe Variable ¢ repriisentirt, eine nfach ausgebreitete

*#) Von dieser und den folgenden Abhandlungen liegen ausgefiihrte Manuseripte
von Riemann nicht vor, Sie sind aus Bliittern zusammengestellt, welche ausser
wenigen Andeutungen nur Formeln enthalten. w.
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Fliche 7', welche ein conformes Abbild der Fliche S liefert, und
welche durch die Linien begrenzt ist, die in den » Blittern mit der
reellen Axe zusammenfallen. Da die Flichen S und 7 gleich vielfach
zusammenhingend sein miissen, nemlich n-fach, so hat 7' in seinem
Innern 2n — 2 einfache Verzweigungspunkte, (vgl. Theorie der Abel-
schen Functionen, Art. 7. 8. 106) und unsere Aufgabe ist zuriickgefiihrt
auf die folgende: ,

Eine wie 7' verzweigte Function des complexen Arguments ¢ zu
finden, deren reeller Theil # im Innern von 7' stetig ist und an den
n Begrenzungslinien beliebige vorgeschriebene Werthe hat.

Kennt man nun eine wie 7' verzweigte Function @ = % - ig von
¢, welche in einem beliebigen Punkt ¢ im Innern von 7' logarithmisch
unendlich ist, deren imaginiirer Theil ig ausser in & in 7 stetig ist
und an der Grenze von 7' verschwindet, so hat man nach dem Green’-
schen Satze: (Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functionen
einer verinderlichen complexen Grisse Art. 10. S. 18. f.)

| 0y
u5='—‘% 'l(»,(—;—n(lg,

wo die Integration iiber die » Begrenzungslinien von 7 erstreckt ist.

Die Function g aber lisst sich auf folgende Art bestimmen. Man
setze die Fliche 7 iiber die ganze Ebene { fort, indem man auf der
unteren Hiilfte (wo { einen negativ imaginiren Theil besitzt) das
Spiegelbild der oberen Hiilfte hinzufiigt. Dadurch erhilt man eine die
ganze Ebene ¢ nfach bedeckende Fliche, welche 4n — 4 einfache Ver-
zweigungspunkte besitzt und welche sonach zu einer Klasse algebraischer
Functionen gehort, fiir welche die Zahl p = n — 1 ist. (Theorie der
Abel’schen Functionen Art. 7. und 12. S. 106, 112.)

Die Function 7¢g ist nun der imaginiire Theil eines Integrals dritter
Gattung, dessen Unstetigkeitspunkte in dem Punkt ¢ und in dem dazu
conjugirten & liegen, und dessen Periodicititsmoduln simmtlich reell
sind. Eine solche Function ist bis auf eine additive Constante vollig
bestimmt und unsere Aufgabe ist somit gelost, sobald es gelungen ist,
die Function £ von 2z zu finden. -

Wir werden diese letztere Aufgabe unter der Voraussetzung weiter
behandeln, dass die Begrenzung von S aus n Kreisen gebildet ist. Es
konnen dabei entweder simmtliche Kreise ausser einander liegen, so
dass sich die Fliche S ins Unendliche erstreckt, oder es kann ein Kreis
alle iibrigen einschliessen, wobei S endlich bleibt. Der eine Fall kann
durch Abbildung mittelst reciproker Radien leicht auf den andern zu-
riickgefiihrt werden.
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Ist die Function ¢ von z in S bestimmt, so lisst sich dieselbe
iiber die Begrenzung von S stetig fortsetzen, dadurch dass man zu
jedem Punkt von S in Bezug auf jeden der Grenzkreise den harmoni-
schen Pol nimmt und in diesem der Funetion § den conjugirt imaginiren
Werth ertheilt. Dadurch wird das Gebiet S fiir die Function ¢ er-
weitert, seine Begrenzung besteht aber wieder aus Kreisen, mit denen
man ebenso verfahren kaun, und diese Operation lisst sich ins Unend-
liche fortsetzen, wodurch das Gebiet der Function § mehr und mehr
iiber die ganze z-Ebene ausgedehnt wird.

Im Folgenden bedienen wir uns, um auszudriicken, dass zwei
Grossen a, @ conjugirt imaginiir sind, des Zeichens:

a==a,
die dadurch ausgedriickte Verkniipfung zweier Grossen bleibt bestehen,
wenn beiderseits conjugirt imaginéire Grossen addirt werden, oder wenn
mit solchen multiplicirt oder dividirt wird; auch kann beiderseits die
Wurzel gezogen werden, wenn dieselbe richtig erklirt wird.

Ist nun §=~=¢ und entsprechen den Werthen ¢, { die Werthe
2, Z, so ist, wenn » der Radius eines der Grenzkreise von S ist, und
z im Mittelpunkt desselben den Werth p hat:

&g—p | T
r T &—p
woraus sich ergiebt: Eine
W Y
wenn a, b, ¢, & Constanten bedeuten. Hieraus:
dz |, ad—be ds’
at ' ez FoF at
s 1 ¢z’ + 0
-l/dz " Yao —be dz’
dg dg’
B LA 1 az +b
Vilz T Vad —be dz
ag at’
Setzt man also: 3 2
(l_Z =¥ Az i yl
ag - ag

und bezeichnet die Werthe, welche y, y, fir ¢ annehmen mit i/, y;
so ergiebt sich:

y % c_?/l + 0y
1 : Vao — be
( ) : : 1, :':fﬂ’l_'tkg_’_

' Yai —be
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woraus:
d A
dzy; ag’® +ad§ 2
at* T Vaa——bc
@)

dy’
ag'®

Nun folgt aus
® ety

Yy
durch Differentiation:
d d
Y d:? Y d?é =1
dy, d?
dgy: — Y d;; 0
oder
1 d%y 1 -d'
® v aE Ty aE
und ebenso:
Ras 2
(5) 1ay 1 d,

y ag® v, ag’®
Hieraus und aus (1), (2) folgt weiter:

(6) a2y 1d% , 1ad% 1 d%)

yaE T wmae Ty ar T a
Setzen wir also

2

Q) =y

so ist s eine Function von ¢ die fiir conjugirt imaginiire Werthe von
¢ selbst conjugirt imaginiire Werthe erhilt, und die sich also mnicht
indert, wenn man in der Fliche 7 und ihrer symmetrischen Fortsetzung
auf beliebigem Weg zum Ausgangspunkt zuriickkehrt. Mithin ist s eine
wie 7' verzweigte algebraische Function von ¢; y und , sind particulire
Losungen der linearen Differentialgleichung (7) und # ist das Verhiltniss
derselben. Nimmt man umgekehrt die algebraische Function s in 7'
beliebig an, jedoch so dass sie in conjugirten Punkten conjugirt imaginiire
‘Werthe erhilt und mithin fiir reelle Werthe von § reell wird, und nimmt

irgend zwei particulire Liosungen von (7), so liefert die Function 2z =—:L

ein conformes Abbild der Fliche 7, welches durch Kreise begrenzt wird.
Die dabei auftretenden unbestimmten Constanten hat man dadurch zu
bestimmen, dass dieses Abbild in seinem Innern von singuliren Punkten
frei und mithin in der z-Ebene einfach ausgebreitet ist, und dass die
Grenzkreise gegebene Lagen erhalten.
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