XVIL

Ueber die Flache vom kleinsten Inhalt bei gegebener
Begrenzung.*)

) &

Eine Fliche lisst sich im Sinne der analytischen Geometrie dar-
stellen, indem man die rechtwinkligen Coordinaten z, y, # eines in ihr
beweglichen Punktes als eindeutige Functionen von zwei unabhiingigen
veriinderlichen Grossen p und ¢ angiebt. Nehmen dann p und ¢ be-
stimmte constante Werthe an, so entspricht dieser einen Combination
immer nur ein einziger Punkt der Fliche. Die unabhiingigen Variabeln
p und ¢ kinnen in sehr mannigfacher Weise gewihlt werden. Fiir
eine einfach zusammenhiingende Fliche geschieht dies zweckmiissig
wie folgt. Man ldsst die Fliche lings der ganzen Begrenzung ab-
nehmen um einen Flichenstreifen, dessen Breite iiberall unendlich klein
in derselben Ordnung ist. Durch Wiederholung dieses Verfahrens wird
die Fliche fortwihrend verkleinert, bis sie in einen Punkt iibergeht.
Die hierbei der Reihe nach auftretenden Begrenzungscurven sind in
sich zuriicklaufende, von einander getrennte Linien. Man kann sie
dadurch unterscheiden, dass man in jeder von ihnen der Grisse p
einen besondern constanten Werth beilegt, der um ein Unendlichkleines
zu- oder abnimmt, je nachdem man zu der benachbarten umschliessen-
den oder umschlossenen Curve iibergeht. Die Function p hat dann
einen constanten Maximalwerth in der Begrenzung der Fliche und
einen Minimalwerth in dem einen Punkte im Innern, in welchen die

*) Dieser Abhandlung liegt ein Manuscript Riemann’s zu Grunde, welches
nach der eigenen Aeusserung des Verfassers in den Jahren 1860 und 1861 ent-
standen ist. Dieses Manuscript, welches in gedriingter Kiirze nur die Formeln
und keinen Text enthiilt, wurde mir von Riemann im April 1866 zur Bearbeitung
anvertraut. Es ist daraus die Abhandlung hervorgegangen, welche ich am
6. Januar 1867 der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen ein-
gereicht habe, und welche im 13. Band der Abhandlungen dieser Gesellschaft ab-
gedruckt ist. Diese Abhandlung kommt hier in sorgfiltiger Ueberarbeitung zum
zweiten Male zum Abdruck. K. Hattendorff.
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allméhlich abnehmende Fliche zuletzt zusammenschrumpft. Den Ueber-
gang von einer Begrenzung der abnehmenden Fliche zur niichsten
kann man dadurch hergestellt denken, dass man jeden Punkt der Curve
(p) in einen bestimmten unendlich nahen Punkt der Curve (p -+ dp)
iibergehen lisst. Die Wege der einzelnen Punkte bilden dann ein
zweites System von Curven, die von dem Punkte des Minimalwerthes
von p strahlenformig nach der Begrenzung der Fliche verlaufen. In
jeder dieser Curven legt man ¢ einen besondern constanten Werth bei,
der in einer beliebig gewithlten Anfangscurve am kleinsten ist und
von da beim Uebergange von einer Curve des zweiten Systems zur
andern stetig wiichst, wenn man zum Zweck dieses Ueberganges irgend
eine Curve (p) in bestimmter Richtung durchliiuft. Beim Uebergange
von der letzten Curve (g) zur Anfangscurve #ndert sich ¢ sprung-
weise um eine endliche Constante.

Um eine mehrfach zusammenhingende Fliche ebenso zu behan-
deln, kann man sie zuvor durch Querschnitte in eine einfach zu-
sammenhingende zerlegen.

Irgend ein Punkt der Fliche lisst sich hiernach als Durchschnitt
einer bestimmten Curve des Systems (p) mit einer bestimmten Curve
des Systems (g) auffassen. Die in dem Punkte (p, ¢) errichtete Nor-
male verlduft von der Fliche aus in zwei entgegengesetzten Richtungen,
der positiven und der negativen. Zu ihrer Unterscheidung hat man
iiber die gegenseitige Lage der wachsenden positiven Normale, der
wachsenden p und der wachsenden ¢ eine Bestimmung zu treffen. Ist
nichts anderes festgesetzt, so mége, von der positiven z-Axe aus ge-
sehen, die positive y-Axe auf dem kiirzesten Wege in die positive
z-Axe iibergefiihrt werden durch eine Drehung von rechts mach links.
Und die Richtung der wachsenden positiven Normale liege zu den
Richtungen der wachsenden p und der wachsenden ¢, wie die positive
x-Axe zur positiven y-Axe und zur positiven z-Axe. Die Seite der
Fliiche, auf welcher die positive Normale liegt, soll die positive Seite
der Fliche genannt werden.

2.

Ueber das Gebiet der Fliche sei ein Integral zu erstrecken, dessen
Element gleich ist dem Element dpdg multiplicirt in eine Functional-
determinante, also

*((efcg __ of og
JJ Grag —sas) waa,

wofiir zur Abkiirzung geschrieben werden soll

/‘/ (df dg).
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Denkt man sich / und g als unabhiingige Variable eingefiihrt, so
geht das Integral iiber in /S dfdg, und es lisst sich die Integration
nach [ oder nach ¢ ausfithren. Die wirkliche Einsetzung von f und ¢
als unabhingigen Variabeln verursacht aber- Schwierigkeiten oder
wenigstens weitlinfige Unterscheidungen, wenn dieselbe Werthecom-
bination von f und ¢ in mehreren Punkten der Fliche oder in einer
Linie vorhanden ist. Sie ist ganz unmoglich, wenn f und g com-
plex sind.

Es ist daher zweckmiissig, zur Ausfithrung der Integration nach
f oder g das Verfahren von Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 27 p. 208)
anzuwenden, bei welchem p und ¢ als unabhiingige Variable beibe-
halten werden. Um in Beziehung auf f zu integriren, hat man die
Functionaldeterminante in die Form zu bringen

or52) o)

op 0q
und erhilt zunichst

weil die Integration durch eine in sich zuriicklaufende Linie erstreckt
wird. Dagegen ist

ol .00

0 (f H)

op
in der Richtung der wachsenden p zu nehmen, d. h. von dem Minimal-
punkte im Innern durch eine Curve (g) bis zur Begrenzung. Man er-

dp

hilt f g—z und zwar den Werth, den dieser Ausdruck in der Begrenzung

annimmt, da an der untern Grenze des Integrals % =0 ist. Folg-

lich wird ; ’
J [ @rap = [155 aa= [tag

und das einfache Integral rechts ist in der Richtung der wachsenden
q durch die Begrenzung erstreckt. Andererseits hat man nach der
eingefithrten Bezeichnung (dfdg) = — (dg df), und daher

[ @fag)=— [[ (@dgdf)=— [gdf,

wobei das einfache Integral rechts ebenfalls in der Richtung der wach-
senden ¢ durch die Begrenzung der Fliche zu nehmen ist.
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3.

Die Fliche, deren Punkte durch die Curvensysteme (p), (¢) fest-
gelegt sind, soll in der folgenden Weise auf einer Kugel vom Radius 1
abgebildet werden. Im Punkte (p, g) der Fliche, dessen rechtwinklige
Coordinaten z, ¥, # sind, ziehe man die positive Normale und lege zu
ihr eine Parallele durch den Mittelpunkt der Kugel. Der Endpunkt
dieser Parallelen aunf der Kugeloberfliiche ist die Abbildung des Punktes
(x, y, 2). Durchliuft der Punkt (z, y, z) auf der stetig gekriimmten
Fliche eine zusammenhiingende Linie, so wird auch die Abbildung
derselben aunf der Kugel eine zusammenhingende Linie sein. Auf die-
selbe Weise erhilt man als Abbildung eines Flichenstiicks ein Flichen-
stiick, als Abbildung der ganzen Fliche eine Fliche, welche die Kugel
oder einen Theil derselben einfach oder mehrfach bedeckt.

Der Punkt auf der Kugel, welcher die Richtung der positiven
z-Axe angiebt, werde zum Pol gewiihlt und der Anfangsmeridian durch
den Punkt gelegt, welcher der positiven y-Axe entspricht. Die Ab-
bildung des Punktes (z, y, z) wird dann auf der Kugel festgelegt
durch ihre Poldistanz » und den Winkel ¢, welchen ihr Meridian mit
dem Anfangsmeridian einschliesst. Fiir das Vorzeichen von ¢ gilt die
Bestimmung, dass der der positiven z-Axe entsprechende Punkt die

Coordinaten r = %, o=+ —;’— haben soll.

4.
Hiernach erhiilt man als Differential-Gleichung der Fliche
(1) cosr dx -+ sinr cos@dy -+ sinr singp dz = 0.

Sind ¥ und 2z die unabhiingigen Variabeln, so ergeben sich fiir
r und @ die Gleichungen

CoS”r =

& ’
+V1+ 8 )
5_
oy
Sin 7 cos @ = - y
cx
S )
! Zz
sinr sing =

s oz\* , (3z\*

FV1+) +3)

in welchen gleichzeitig entweder die oberen oder die unteren Vor-
zeichen gelten,
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Ein Parallelogramm auf der positiven Seite der Fliche, begrenzt
von den Curven (p) und (p + dp), (¢) und (¢ + dg), projicirt sich
auf der yz-Ebene in einem Flichenelemente, dessen Inhalt gleich dem
absoluten Werthe von (dydz) ist. Das Vorzeichen dieser Functional-
determinante ist verschieden, je nachdem die im Punkte (p, ¢) errichtete
positive Normale mit der positiven z-Axe einen spitzen oder stumpfen
Winkel einschliesst. In dem ersten Falle liegen nemlich die Pro-
jectionen von dp und dq in der yz-Ebene ebenso zu einander wie die
positive y-Axe zur positiven z-Axe, im zweiten Falle umgekehrt. Daher
ist die Functionaldeterminante im ersten Falle positiv, im zweiten
negativ. Und der Ausdruck

— (d_/dz)

cosr
ist immer positiv. Er giebt den Inhalt des unendlich kleinen Parallelo-
gramms auf der Fliche. Um also den Inhalt der Fliche selbst zu
erhalten, hat man das Doppelintegral

v . * 1
8= J J L (ayaz)

iiber die ganze Fliche zu erstrecken.

Soll dieser Inhalt ein Minimum sein, so ist die erste Variation
des Doppelintegrals =— 0 zu setzen. Man erhilt

8w§§i+3x 00z
/‘[‘ oy 0y 0z (% (dy dz) —
TEVik() + 6

und es gilt das obere oder das untere Zeichen vor der Wurzel, je
nachdem (dydz) positiv oder negativ ist. Die linke Seite lisst sich
schreiben

J;/}% (— sinr cos @ d) (dy dz)
+J'f£(— sinr sin @ 0z) (dydz)

-—-Jf&.z: (— sin7 cos @) (dydz)
~(/'j 0z 2 ;—5 (— sinr sing) (dydz).

Die beiden ersten Integrale reduciren sich auf einfache Integrale, die
in der Richtung der wachsenden ¢ durch die Begrenzung der Fliche
zu nehmen sind, nemlich

; fda: (— sinr cos @ dz + siny sing dy).
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Der Werth ist = 0, da in der Begrenzung dz = O ist. Die Bedingung
des Minimum lautet also

‘/1/ (a(smr o) 3 6(81”8“19’)) (dydz) = 0.

Sie wird erfiillt, wenn

(2) — siny singpdy -+ sinr cos pdz = dy
ein vollstiindiges Differential ist. 3

5.

-

Die Coordinaten » und ¢ auf der Kugel lassen sich ersetzen durch
eine complexe Grosse 5 =tg % ¢?’, deren geometrische Bedeutung

leicht zu erkennen ist. Legt man nemlich an die Kugel im Pol eine
Tangentialebene, deren positive Seite von der Kugel abgekehrt ist, und
zieht vom Gegenpol eine Gerade durch den Punkt (r, @), so trifft
diese die Tangentialebene in einem Punkte, der die complexe Grisse
27 reprisentirt. Dem Pol entspricht 4 = 0, dem Gegenpol 5 = cc.
Fiir die Punkte, welche die Richtungen der positiven y- und der posi-
tiven z-Axe angeben, ist y = -+ 1 und resp. = — <.
Fiithrt man noch die complexen Grissen
n'=tg{;—c—‘l", s=y+zi,s =y—zi

ein, so gehen die Gleichungen (1) und (2) iiber in folgende:

(1%) (1 —nn)dz + o ds - nds =0,

(2% (L4 9y)dyi — n' ds+nds =0.

Diese lassen sich durch Addition und Subtraction verbinden. Dabei

werde
z+1i=2X, z —ri=2X’

gesetzt, so dass umgekehrt z = X 4 X’ ist. Das Problem ﬁndet dann
seinen analytischen Ausdruck in den beiden Gleichungen

(3) ds — ndX + % dX’ =0
(4) s’ + 717 dX — o dX’ =0.

_ Betrachtet man *X und X’ als unabhiingige Variable und stellt
die Bedingungen dafiir auf, dass ds und ds’ vollstindige Differentiale
sind, so findet sich

on o
X 0) N 07

d. h. es ist y nur von X, %" nur von X’ abhiingig, und deshalb um-
gekehrt X eine Funection nur von 7, X’ eine Function nur von 9.

D)
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Hiernach ist die Aufgabe darauf zuriickgefiihrt, % als Function der
complexen Variabeln X oder umgekehrt X als Function der complexen
Variabeln 5 so zu bestimmen, dass zugleich den Grenzbedingungen
Geniige geleistet werde. Kennt man 7 als Function von X, so ergiebt
sich daraus %', indem man in dem Ausdrucke von 7 jede complexe
Zahl in die conjugirte verwandelt. Alsdann hat man nur noch die
Gleichungen (3) und (4) zu integriren, um die Ausdriicke fiir s und s
zu erlangen. Aus diesen erhiilt man endlich durch Elimination von g
eine Gleichung zwischen z, y, z, die Gleichung der Minimalfiéiche.

6.
Sind die Gleichungen (3) und (4) integrirt, so lisst sich auch der
Inhalt der Minimalfliiche selbst leicht angeben, nemlich

S=ffcolsr(~dydz) =fj ii?]:lz (dydz).

Die Functionaldeterminante (dydz) formt sich in folgender Weise um

(dydz) = (q_ya_z' — 0—J0z> (dsds")

0s 08 08
= i (dsds)
A 1 ox 7
=5 (nn —— g:m (dndn). ;

Danach erhilt man

- X ’ 1 3:00-’1:
2i = [ f (24 +,m,) on g (@n )
Bacaac 08 08 0s 08 -
=ff anog T amor T oy 071)( adr)
0z ox 0y oy 0z 0z ,
_2[:/1(317611 on on +37197> Wndnk

Zur weiteren Umformung dieses Ausdruckes kann man y aus Y
und Y’, z aus Z und Z' ebenso zusammensetzen wie z aus X und X',
so dass die Gleichungen gelten

b 4 Aropt
X =[G dn, X' = [GLan,
J‘”d ¥ =fgld
n
7 ’ *03 ’ -
A=fﬁdn, 7 = Gay. _
i G e ROk, D U
y=l’+1ﬂ7 pi= 1Y — X
IR ST B

RieMANN'S gesammelte mathematische Werke. L 19
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Alsdann erhiilt man schliesslich
(5) 8=—i[[l(@XaX") 4 (@YaY') 4 (dZaZ")
=} [[[(dzdy) + (dydy) + (d2d3))-

1.

Die Minimalflfiche und ihre Abbildungen auf der Kugel wie in
den Ebenen, deren Punkte resp. die complexen Grossen 7, X, ¥, Z
repriisentiren, sind einander in den kleinsten Theilen ihnlich. Man
erkennt dies sofort, wenn man das Quadrat des Linearelementes in
diesen Flichen ausdriickt. Dasselbe ist

auf der Kugel sin »* dlogn dlog v,

in der Ebene der 5 dydy

in der _El;ene der X ;—‘: £ dndy,

in der Ebene der Y 0y E-J dydy,
on oy

in der Ebene der Z Lol X9 S
on o

in der Minimalfliiche selbst

Az 4 dy + d2 = ([dX + dX')P + @Y + dY') + (@Z + dZ')
=2dXdX'+dYadY + dZdZ)

e ox ox oy 0y 0z 0z
——2(071 on o 071+2n 07))d d.

Es ist nemlich nach den Gleichungen (3) und (4), wenn man darin %
und %" als unabhiingige Variable ansieht: ]

aX os 3 08
M"agn o= T oy’
’ dX’ as’ 79 38

o o

und deshalb
' dX* +dY? + dZ? =0,
dX?*+dY?*+ dZ*=0.

Das Verhiiltniss von irgend zwei der obigen quadrirten Linearelemente
ist unabhiingig von dz und dy, d. h. von der Richtung des Elementes,
und darin beruht die in den kleinsten Theilen iihnliche Abbildung.
Da die Linearvergrésserung bei der Abbildung in irgend einem Punkte
nach allen Richtungen dieselbe ist, so erhilt man die Flichenver-
grosserung gleich dem Quadrat der Linearvergrosserung. Das Quadrat
des Linearelementes in der Minimalfliiche ist aber gleich der doppelten
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Summe der Quadrate der entsprechenden Linearelemente in den Ebenen
der X, der Y und der Z. Daher ist auch das Flichenelement in der
Minimalfiiche gleich der doppelten Summe der entsprechenden Flichen-
elemente in jenen Ebenen. Dasselbe gilt von der ganzen Fliche und
ihren Abbildungen in den Ebenen der X, Y, Z

8.

Eine wichtige Folgerung lisst sich noch aus dem Satze von der
Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen ziehen, wenn man eine neue
complexe Variable u, dadurch einfiihrt, dass man auf der Kugel den
Pol in einen beliebigen Punkt (y = «) verlegt und den Anfangsmeridian
beliebig withlt. Hat dann %, fiir das neue Coordinatensystem dieselbe
Bedeutung wie 7 fiir das alte, so kann man jetzt ein unendlich kleines
Dreieck auf der Kugel sowohl in der Ebene der 7 als in der der 7,
abbilden. Die beiden Bilder sind dann auch Abbildungen von ein-
ander und in den kleinsten Theilen iihnlich. Fiir den Fall der directen

Aehnlichkeit ergie};t sich ohne Weiteres, dass %% unabhiingig ist von

der Richtung der Verschiebung von #, d. h. dass 7, eine Function der
complexen Variabeln # ist. Den Fall der inversen (symmetrischen)
Aehnlichkeit kann man auf den vorigen zuriickfithren, indem man statt
7, die conjugirte complexe Grisse nimmt. Um nun 7%, als Function
von 7 auszudriicken, hat man zu beachten, dass 7, =0 ist in dem
einen Punkte der Kugel, fiir welchen 7 = «, und®), = oo in dem dia-

metral gegeniiberliegenden Punkte, d. h. fiir n = — 712 Danach ergiebt
sich 7, = cii_*;a,i"- Zur Bestimmung delt Constanten ¢ dient die Be-
merkung, dass, wenn %, = f ist fiir 4 = 0, daraus 5, = — ;—, gefunden
wird fir =o0c. Es ist also f =—ce und — %———%, d. h.
ﬁ=—z . Hieraus ergiebt sich ¢¢ — 1 und daher ¢= ¢’ fiir ein

reelles 8. Die Grossen « und 6 konnen beliebige Werthe erhalten:
« hingt von der Lage des neuen Pols, 6 von der Lage des neuen
Anfangsmeridians ab. Diesem neuen Coordinatensystem auf der Kugel
entsprechen die Richtungen der Axen eines neuen rechtwinkligen
Systems. Es migen in dem neuen System z,, s,, s, dasselbe be-
zeichnen wie z, s, s’ in dem alten. Dann erlangt man die Transfor-
mationsformeln

19*
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N Oz
7]1 1+an 2

(6) (1 4+ aa) 2, (1—ead)z+ s+ as,
A4 ead)s, e = — 24+ s—a,
(1 + aa) s, & — 2dz—a%s+4 5.

I

9.
Aus den Transformationsformeln (6) berechnen wir

dn,\? 31‘, e 23 a_’”
dn) om, = o9

oder
o,

8/ 0%
¢ log m, =(dlog1]) élogn'

(dlogn,)*

Hiernach empfiehlt es sich, eine neue complexe Grosse # einzufiihren,
welche durch die Gleichung definirt wird

(7) U = J ‘V%% dlogn

und die von der Lage des Coordinatensystems (z, y, z) unabhingig
ist. Gelingt es dann, u als Function von 5 zu bestimmen, so erhilt
man

(8) w=_ij‘(dff):‘n) dlogn + i J (dlogn) dlog .

x ist der Abstand ®s zu % gehorigen Punktes der Minimalfliiche von
einer Ebene, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten rechtwinklig
zur Richtung 7 = 0 gelegt ist. Man erhilt den Abstand desselben
Punktes der Minimalfliche von einer durch den Anfangspunkt der Co-
ordinaten gelegten Ebene, die rechtwinklig auf der Richtung y =«

steht, indem man in (8) ; 77 —

" statt % setzt. Speciell also fiir

=1 und a =1

i du \?2 1
i J6-Hamr
(9) 2 J (g

o]
(1) G I‘i’;n) ( )dlogn
| 3 (aine
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10.

Die Grosse w ist als Function von % zu bestimmen, d. h. als ein-
werthige Function des Ortes in derjenigen Fliche, welche, iiber die
n-Ebene ausgebreitet, die Minimalfliiche in den kleinsten Theilen Zhn-
lich abbildet. Daher kommt es vor allen Dingen auf die Unstetig-
keiten und Verzweigungen in dieser Abbildung an. Bei der Unter-
suchung derselben hat man Punkte im Innern der Fliche von Be-
grenzungspunkten zu unterscheiden.

Handelt es sich um einen Punkt im Innern der Minimalfliche, so
lege man in ihn den Anfangspunkt des Coordinatensystems (z, ¥, 2),
die Axe der positiven z in die positive Normale, folglich die yz-Ebene
tangential. Dann féhlen in der Entwicklung von 2z das freie Glied
und die in ¥ und z multiplicirten Glieder. Durch geeignet gewiihlte
Richtung der y-Axe und der z-Axe kann man auch das in yz multipli-
cirte Glied verschwinden lassen. Die partielle Differentialgleichung der

Minimalfliche reducirt sich unter dieser Voraussetzung fiir unendlich
kleine Werthe von y und z auf g;ii + aai:s = 0. Das Kriimmungsmass
ist also negativ, die Haupt-Kriimmungsradien sind einander entgegen-
gesetzt gleich. Die Tangentialebene theilt die Fliche in vier Quadran-
ten, wenn die Kriimmungshalbmesser nicht oo sind. Diese Quadranten
liegen abwechselnd iiber und unter der Tangentialebene. Beginnt die
Entwicklung von z erst mit den Gliedern nter Ordnung (n > 2), so
sind die Kriimmungsradien oo, und die Tangentialebene theilt die Fliche
in 2n Sectoren, die abwechselnd iiber und unter jener Ebene liegen
und von den Kriimmungslinien halbirt werden.

Will man nun X als Function der complexen Variabeln Y an-

sehen, so ergiebt sich in dem Falle der vier Sectoren
log X = 2log Y - funct. cont.,
in dem Falle der 2n Sectoren
logX=mnlogY 4 f. c.
Und da nach (8) und (9) % = % ist, so beginnt die Entwick-
ling von % im ersten Falle mit der ersten, im zweiten mit der

(n — 1)ten Potenz von Y. Umgekehrt wird also, wenn Y als Function

von 7 angesehen werden soll, die Entwicklung im ersten Falle nach
1

ganzen Potenzen von 7, im zweiten nach ganzen Potenzen von 1
fortschreiten. D. h. die Abbildung auf der n-Ebene hat an der be-
treffenden Stelle keinen oder einen (n — 2)fachen Verzweigungspunkt,
je nachdem der erste oder der zweite Fall eintritt.

\
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; s i d d dl A
Was u betrifft, so ergiebt sich dlogY — dlo:n dl:))g;’_’ also mit
Hiilfe der Gleichung (9)

du \* | gAY gt (dny D

(dlogY) d—n 1— ¢ (dY e
Demnach ist in einem (n — 2)fachen Verzwelgungspunkte der Ab-
bildung auf der %-Ebene

d
»ogﬁ = glog Y+ f e

oder
logg—-;= (% — 1>log Y+ fe

11.

Die weitere Untersuchung soll zuniichst auf den Fall beschrinkt
werden, dass die gegebene Begrenzung aus geraden Linien besteht.
Dann ldsst sich die Abbildung der Begrenzung auf der n-Ebene wirk-
lich herstellen. Die in irgend welchen Punkten einer geraden Be-
grenzungslinie errichteten Normalen liegen in parallelen Ebenen, und
daher ist die Abbildung auf der Kugel ein grosster Kreis.

Um einen Punkt im Innern einer geraden Begrenzungslinie zu
untersuchen, legt man wie vorher in ihn den Anfangspunkt der Co-
ordinaten, die positive z-Axe in die positive Normale. Dann fillt die
ganze Begrenzungslinie in die yz-Ebene. Der reelle Theil von X ist
demnach in der ganzen Begrenzungslinie = 0. Geht man also durch
das Innere der Minimalfliche um den Anfangspunkt der Coordinaten
herum von einem vorangehenden bis zu einem nachfolgenden Begrenzungs-
punkte, so muss dabei der Arcus von X sich éindern um nz, ein gan-
zes Vielfaches von x. Der Arcus von Y idndert sich gleichzeitig
um 7. Man hat also, wie vorher

logX = nlogY 4 f.c.

logn =(m—1)logY 4 f.c.

long ( )logY—l—fc
Dem betrachteten Begrenzungspunkte entspricht ein (n — 2)facher Ver-
zweigungspunkt in der Abbildung auf der #-Ebene. In dieser Ab-

bildung macht das auf den Punkt folgende Begrenzungsstiick mit dem
ihm vorhergehenden den Winkel (n — 1) .

12.

Bei dem Uebergange von einer Begrenzungslinie zur folgenden hat
man zwei Fille zu unterscheiden. Entweder treffen sie zusammen in
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einem im Endlichen liegenden Schnittpunkte, oder sie erstrecken sich
ins Unendliche.

Im ersten Falle sei ax der im Innern der Minimalfliiche liegende
Winkel der beiden Begrenzungslinien. Legt man den Anfangspunkt
der Coordinaten in den zu untersuchenden Eckpunkt, die positive
2-Axe in die positive Normale, so ist in beiden Begrenzungslinien der
reelle Theil von X — 0. Beim Uebergange von der ersten Begrenzungs-
linie zur folgenden #ndert sich also der Arcus von X um mz, ein
ganzes Vielfaches von =, der Arcus von ¥ um e¢nx. Man hat daher

~ log X =log ¥ + f. c.

m

(1— %)log X =logn +f.c.
log 2% — (™ —1)log Y + f.c.

Erstreckt sich die Fliche zwischen zwei auf einander folgenden
Begrenzungsgeraden ins Unendliche, so lege man die positive z-Axe
in ihre kiirzeste Verbindungslinie, parallel der positiven Normalen im
Unendlichen. Die Linge der kiirzesten Verbindungslinie sei 4, und
amw der Winkel, welchen die Projection der Minimalfliiche in der yz-
Ebene ausfiillt. Dann bleiben die reellen Theile von X und ilogy
im Unendlichen endlich und stetig und nehmen in den begrenzenden
Geraden constante Werthe an. Hieraus ergiebt sich (fiir y = oo, 2 = o0)

X=—Clogn+te
w =7 togn+te
As 1
Y= m ? +f.C.

Legt man die z,-Axe eines Coordinatensystems in eine begrenzende
Gerade, die 2,-Axe eines andern Systems in die zweite begrenzende
Gerade u. s. f., so ist in der ersten Linie logy,, in der zweiten log 7,
u. s. f. rein imaginir, da die Normale zu der betreffenden Axe der z,,

der z, u. s. f. senkrecht steht. HEs ist also ¢ a]do ' — in der ersten Be-

grenzungslinie reell, i=2%_ in der zweiten u. s. f. Da aber auch fiir
= 2 log n,

ein beliebiges Coordinatensystem (z, y, z) immer

]/‘. e L U T - V ;0%
Sl s dlogn—Vz aloglnl dlogn, = |/ i gt dlogn, ...

ist, so findet sich, dass in jeder geraden Begrenzungslinie




296 XVII. Ueber die Fliche vom kleinsten Inhalt

du = |/ alogn dlogn

entweder reelle oder rein imaginire Werthe besitzt.

13.

Die Minimalfliiche ist bestimmt, sobald man eine der Grossen u,
n, X, Y, Z durch eiue der iibrigen ausgedriickt hat. Dies gelingt in
vielen Fillen. Besondere Beachtung verdienen darunter diejenigen, in

welchen — 2% eine algebraische Function von 7 ist. Dazu ist nothig
d logn B

und hinreichend, dass die Abbildung auf der Kugel und ihre symmetri-
schen und congruenten Fortsetzungen eine geschlossene Fliche bilden,
welche die ganze Kugel einfach oder mehrfach bedeckt.

Im Allgemeinen aber wird es schwierig sein, direct eine der
Grossen u, 9, X, Y, Z durch eine der iibrigen auszudriicken. Statt
dessen kann man aber auch jede von ihnen als Function einer neuen
zweckmiissig gewihlten unabhiingigen Variablen bestimmen. Wir fithren
eine solche unabhiingige Variable # ein, dass die Abbildung der Fliche
auf der #Ebene die halbe unendliche Ebene einfach bedeckt, und zwar
diejenige Hilfte, fiir welche der imaginire Theil von ¢ positiv ist. In
der That ist es immer moglich, ¢ als Function von w« (oder von irgend
einer der iibrigen Grossen 7, X, Y, Z) in der Fliche so zu bestimmen,
dass der imaginiire Theil in der Begrenzung = 0 ist, und dass sie in
einem beliebigen Begrenzungspunkte (# = b) unendlich von der ersten
Ordnung wird, d. h.

= zo_nftl') - f c. (u=10).

Der Arcus des Factors von Ti—b ist durch die Bedingung be-
stimmt, dass der imaginére Theil von # in der Begrenzung = 0, im
Innern der Fliche positiv sein soll. Es bleibt also in dem Ausdrucke
von f nur der Modul dieses Factors und eine additive Constante will-
kiirlich.

Es seli t =a,, a,,... fir die Verzweigungspunkte im Innern der
Abbildung auf der y-Ebene, ¢ = b,, b,, ... fiir die Verzweigungspunkte
in der Begrenzung, die nicht Eckpunkte sind, t =¢,, ¢, ... fir die
Eckpunkte, ‘¢ =e¢,, ¢,, ... fiir die ins Unendliche sich erstreckenden
Sectoren. Wir wollen der Einfachheit wegen voraussetzen, dass die
simmtlichen Grossen a, b, ¢, ¢ im endlichen Gebiete der #-Ebene
liegen.
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Dann hat man
fiir t —a 10g%‘=(§ 1)log(t—a)+fc,
, t=b log¥— (% _1)log(t—1b) +f.c,
» = log%=(—;'i—l) log (¢ — c)-l—f..c.,

A l'—'V log(t — e) 4 f.c.

Man kann die Untersuchung auf den Fall »n =3, m =1 bhe-
schriinken, d. h. auf einfache Verzweigungspunkte, und den allgemeinen
Fall aus diesem dadurch ableiten, dass man mehrere einfache Ver-
zweigungspunkte zusammenfallen lisst.

Um den Ausdruck fiir %‘ zu bilden, hat man zu beachten, dass
lings der Begrenzung dt reell, du entweder reell oder rein®imaginiir
ist. Demnach ist ( dlt‘

man iiber die Linie der reellen Werthe von ¢ hiniiber stetig fortsetzen,
indem man die Bestimmung trifft, dass fiir conjugirte Werthe ¢ und #
der Variabeln auch die Function conjugirte Werthe haben soll. Als-

)2 reell, wenn ¢ reell ist. Diese Function kann

dann ist ( dl:) fiir die ganze ¢-Ebene bestimmt und zeigt sich ein-
werthig.

Es seien da, oy, ... die conjugirten Werthe zu @, a,, ..., und
das Product (f—a,) (t—ay) ... werde mit IT(f — a) bezeichnet.
Alsdann ist

(11) % = const. —l—./ ikl IIII(:t:i)) LK it f;’gsﬁ;d:) :

Die Constanten @, b, ¢ etc. miissen so bestimmt werden, dass fiir

t=ce u=|/%log(t—e)-|—f.c,

wird. Damit » fiir alle Werthe von ¢ ausser a, b, ¢, ¢ endlich und
stetig bleibe, muss fiir die Anzahl dieser letztgenannten Werthe eine
Relation bestehen. Es muss die Differenz der Anzahl der Eckpunkte
und der in der Begrenzung liegenden Verzweigungspunkte um 4 grisser
sein als die doppelte Differenz der Anzahl der innern Verzweigungs-
punkte und der ins Unendhche verlaufenden Sectoren. Setzt man zur
Abkiirzung
(t—a) 1t — o) T(t —b) = 9(@),
It — o) It — e = (@),
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d. h. 5@

;(_t—)’

so ist die ganze Function ¢(f) vom Grade v — 4, wenn g(f) vom
Grade » ist. Hier bedeutet v die Anzahl der Eckpunkte vermehrt um
die’ doppelte ‘Anzahl der ins Unendliche verlaufenden Sectoren.

d': = const.

dt

14.

Es ist noch % als Function von ¢ auszudriicken. Direct gelangt
man dazu nur in den einfachsten Fillen. Im Allgemeinen ist der fol-
gende Weg einzuschlagen. Es sei v eine noch niiher zu bestimmende
Function von ¢, die als bekannt vorausgesetzt wird. In den Gleichungen

(8), (9), (10) kommt es wesentlich an auf (% , wofiir man auch
du dv

dv dlogy’
Product der beiden Factoren

schreiben kann Der letzte Factor lisst sich ansehen als

. __1/dv v dv
(12) ]”1 == ﬂ’ ]»2 = d_71 ’
die der Differentialgleichung erster Ordnung geniigen
dk, dk
(13) by —ky 7 =1,

sowie der Differentialgleichung zweiter Ordnung

(14) i .

Gelingt es also, die eine oder die andere Seite dieser letzten
Gleichung als Funetion von ¢ auszudriicken, so lisst sich eine homogene
linefire Differentialgleichung zweiter Ordnung herstellen, von welcher
I, und %, particulire Integrale sind. Es sei £ das vollstindige Inte-

gral. Wir ersetzen %’: durch das ihm gleichbedeutende

dt dt* dt dt?
()
dt

und erhalten fiir & die Differentialgleichung

; dv d*k d2v dk (d'v)-'i 1 d*k, o
(15) S S G R vee

Von der Gleichung (15) seien zwei von einander unabhiingige
particuliire Integrale K, und K, gefunden, deren Quotient K, : K, = H
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ein von Bbgen grosster Kreise begrenztes Abbild der positiven ¢ Halb-
ebene auf der Kugelfliche liefert. Dasselbe leistet dann jeder Ausdruck
von der Form

0t H—«
(16) Ll ey S i
worin 6 reell und «, &’ conjugirte complexe Grossen sind.

Die Function » ist so zu wihlen, dass fiir endliche Werthe von ¢ die
1 a2k

Unstetigkeiten von % 7,7 hicht ausserhalb der Punkte «, a, b, e e
liegen.
Setzt man
(17) LI 3 CLainssie i)
@ Ve®z®  VI®

so wird die Function % % im Endlichen unstetig nur fiir die Punkte

a, a, b, ¢, und zwar fiir jeden unendlich in erster Ordnung. Man
erhiilt nemlich fiir = ¢
_wi=e
VF(©)
n — n. = comnst. (f — ¢)”.

v — v,

Folglich:

1—r

k, = Vg% = const. (v — v;)

L&k 7 —BIO
k dv? t—c¢

und hieraus:

Entsprechende Ausdriicke erhiilt man fiir = a, @, b, in denen ¢ resp.
durch @, o, b, und y durch 2 zu ersetzen ist.

Eine ihnliche Betrachtung lehrt, dass fiir {=-¢ die Function
v, stetlg bleibt.
Fiir { = co ergiebt sich

TR

Demnach lautet der Ausdruck fiir % Z s wie folgt:

1 d*k (77 }:) f (9)
T =1 0L 4 p).

Die Summe bezieht sich auf alle Punkte g=a, @, b, ¢, und bei
a, a’, b ist 2 statt y zu setzen. IF(#) ist eine ganze Function vom
Grade (2v — 6), in der die ersten beiden Coefficienten sich folgender-
massen bestimmen. Man bringe dv in die Form

1

, 33

/U
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dt
it

Vroe

t—v+4

dy = =t dp,

oder kiirzer = a dv,.

Dann ergiebt sich durch Differentiation

G = G+ Gyt s
av? | \dv i dav? dv, dv, Tavt ’

folglich

an\r @ [(dn)-%]_' _2 ((zn)% @ [(d )m&] )
(m dv® [ \av =€ \av,) a7 | \av, T

oder

dn\¥ a2 (dn —4:] i) g y=DF©
") “[") e TR

1
—2v -8 - 3 d?(e?
o O gy )

Die Function auf der linken Seite ist endlich fiir # = oo. Folg-
lich hat man rechts in der Entwicklung von ¢ **T° F(#) und von

3 q (aF
ot d(:) die Coefficienten von # und resp. von ¢ einander gleich zu

setzen. Die Entwicklung von ot ( i) giebt nach einfacher Rechnung ,

a2 (« — alE Tthre
D (2 il

Hiernach bleiben in F'(f) noch 2v — 7 unbestimmte Coefficienten.
Es ist aber wichtig zu bemerken, dass dieselben reell sein miissen.
Denn wir haben in §. 12 gefunden, dass du reell oder rein imaginir
ist in allen geraden Begrenzungslinien der Minimalfliche und folglich
auch an jeder Stelle in der Becrenzung der Abbildungen. Vermbge
der Gleichung (17) gilt dasselbe von dv. Daraus lisst sich beweisen,

dass fiir reelle Werthe von ¢ die Function —i— % nothwendigerweise
reelle Werthe besitzt.

Um diesen Beweis zu fithren, betrachten wir die Abbildung auf
der Kugel vom Radius 1 und nehmen irgend einen Theil der Begren-
zung, also den Bogen eines gewissen grossten Kreises. Im Pole dieses
grossten Kreises legen wir die Tangential-Ebene an und bezeichnen
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sie als die Ebene der 7,. Dann lassen sich die constanten Grissen
@, «,, 0, so bestimmen, dass
6,7 H—a
==t =t
14+%H

- - - . ’ 7 '
ist, und wir erhalten zwei Functionen k| =}/c‘%. und k, = n, |/ gﬂ_ 3
My Th

die particulire Integrale der Differentialgleichung (15) sind. Folglich
haben wir

.

Der eben betrachtete Theil der Begrenzung bildet sich in der
7,-Ebene ab durch die Gleichung

7 = €’
und wenn man dies in %, einfiihrt, so erkennt man leicht, dass in dem
fraglichen Begrenzungstheile Ll ‘%’;T‘ reell ausfillt. Folglich gilt das-

1
selbe von % %’;, und da diese Betrachtung fiir jedes einzelne Begren-

1 d*k .
% 7o: reell in der ganzen

zungsstiick angestellt werden kann, so ist
Begrenzung.

Nun fillt aber bei einem reellen oder rein imaginiren dv die
Function Li % auch dann reell aus, wenn man allgemeiner

£
N = @ &M’

setzt und den Modul ¢, constant nimmt. Damit also die Axe der
reellen ¢ sich auf der Kugel vom Radius 1 wirklich in Bogen grosster
Kreise abbilde, muss fiir jeden Begrenzungstheil ¢, = 1 sein. Dies
liefert ebenso viele Bedingungsgleichungen, als einzelne Begrenzungs-
linien gegeben sind.

Bei dieser Untersuchung ist, wie schon im vorigen Paragraphen,
vorausgesetzt, dass die Werthe a, b, ¢, ¢ simmtlich endlich seien. Trifft
dies nicht zu, so bedarf die Betrachtung einer geringen Modification.

Anmerkung. Die Aufgabe ist hiermit vollstiindig formulirt. Im einzelnen
Falle kommt es nur darauf an, die Differentialgleichung (15) wirklich aufzustellen
und zu integriren. Uebrigens ist es nicht unwichtig, zu bemerken, dass die An-
zahl der in der Losung auftretenden willkiirlichen reellen Constanten ebenso gross
ist wie die Anzahl der Bedingungsgleichungen, welche vermdge der Natur der
Aufgabe und vermége der Daten des Problems erfiillt sein miissen. Wir bezeich-
nen die Anzahl der Punkte «a, b, ¢, e resp. mit 4, B, C, E und beachten, dass
24 + B+ 4= C +2E = » ist. In der Differentialgleichung (15) treten
24 4+ B + 4C + b E — 10 willkiirliche reelle Constanten auf, nemlich: die Win-
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kel y, deren Anzahl C ist; die 2» — 7 Constanten der Function F'(f); die reellen
Grissen b, ¢, e, von denen man dreien beliebige Werthe geben kann, indem man
fiir ¢ eine lineare Substitution mit reellen Coefficienten macht. Zu diesen willkiir-
lichen Constanten kommen bei der Integration noch 10 hinzu, nemlich 6 reelle
Constanten in 7, ein Factor von du und je eine additive Constante in den Aus-
driicken fiir z, y, 2. Die Losung enthilt also 24 4+ B + 4C 4 5 ¥ reelle Con-
stanten von unbestimmtem Werthe.

Die Daten des Problems bestehen in den Coordinaten der Eckpunkte und
den Winkeln, welche die Richtungen der ins Unendliche verlaufenden Begren-
zungslinien festlegen. Diese Daten sprechen sich in 3C + 4 E Gleichungen aus.
Dazu kommen C -+ E Bedingungsgleichungen, die ecfiillt sein miissen, damit die
Axe der reellen ¢ sich anf der Kugel vom Radius 1 in (' - F Bogen grosster
Kreise abbilde. Wenn also die Zahl der Bedingungsgleichungen ebenso gross sein

" soll wie die Zahl der unbestimmten Constanten, so fehlen noch ebenso viele Glei-
chungen, wie Punkte a, a’, b vorhanden sind. Nun ist aber die Differential-
gleichung (15) so beschaffen, dass in der Umgebung jedes dieser Punkte das In-
tegral einen Logarithmus enthalten kann. Ein solcher ist nach der Natur der
Aufgabe nicht zuliissig, und damit er nicht auftrete, ist fiir jeden der genannten
Punkte Eine Bedingungsgleichung zu erfiillen.

In der That ist hiernach die Anzahl der Bedingungsgleichungen ebenso gross
wie die Anzahl der unbestimmten Constanten in der Lisung.

Beispiele.
15.

Die Begrenzung bestehe aus zwei unendlichen geraden Linien,
die nicht in einer Ebene liegen. Ihre kiirzeste Verbindungslinie habe
die Linge 4, und es sei aw der Winkel, welchen die Projection der
Fliiche auf der rechtwinklig gegen jene Verbindungslinie gelegten
Ebene ansfiillt.

Nimmt man die kiirzeste Verbindungslinie zur z-Axe, so hat in
jeder der beiden Begrenzungsgeraden 2 einen constanten Werth.
Ebenso ist @ in jeder der beiden Begrenzungsgeraden constant. In
unendlicher Entfernung ist die positive Normale fiir den einen Sector
parallel der positiven, fiir den andern Sector parallel der negativen
z-Axe. Die Begrenzung bildet sich auf der Kugel in zwei grissten
Kreisen ab, die durch die Pole =0 und 5 = oo gehen und den
Winkel ez einschliessen.

Hiernach hat man

|
gl 1
2am ('7 ¥ _7/')
, . G | ’
2 Qan (7] = 77) 2

I
|

I
|
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¥ : i
folglich & —— iz log (ni)
(@) =3 . 1 s
g R 377 Og(— ?’);

worin man die Gleichung der Schraubenfliche erkennt.

Der Inhalt der Fliche ist unendlich gross. Soll also von einem
Minimum die Rede sein, so ist dies so zu verstehen. Der Inhalt jeder
andern Fliche von derselben Begrenzung ist ebenfalls unendlich gross.
Aber wenn man den Inhalt der Schraubenfliche abzieht, so kann die
Differenz endlich sein, und die Schraubenfliiche hat die Eigenschaft,
dass diese endliche Differenz positiv ausfillt.

In demselben Sinn hat man die Minimal-Eigenschaft immer auf-
zufassen, wenn die Fliche unendliche Sectoren besitzt.

16.

Die Begrenzung bestehe aus drei geraden Linien, von denen zwei
sich schneiden und die dritte zur Ebene der beiden ersten parallel liuft.

Legt man den Anfangspunkt der Coordinaten in den Schnittpunkt
der beiden ersten Geraden, die positive z-Axe in die negative Normale,
so bildet jener Schnittpunkt auf der Kugel sich ab im Punkte 9y = oc.
Die Abbildung der beiden ersten Geraden sind grosste Halbkreise, die
von 7 = oo bis 7 =0 laufen. Ihr Winkel sei ¢z. Die Abbildung
der dritten Linie ist der Bogen eines grossten Kreises, der von 4y = 0
ausgeht, an einer gewissen Stelle umkehrt und in sich selbst bis zum
Punkte 5 = O zuriicklduft. Dieser Bogen bilde mit den beiden ersten
grossten Halbkreisen die Winkel — 7 und pz, so dass  und p ab-
solute Zahlen sind und g + y = « sich ergiebt. Um die Abbildung
auf der halben ¢-Ebene zu erhalten, setzen wir fest, dass { = oo sein
soll fiir y = oo, dass dem anendlichen Sector zwischen der ersten und
dritten Linie ¢{ = b, dem unendlichen Sector zwischen der zweiten und
dritten Linie { = ¢, dem Umkehrpunkte der Normalen auf der dritten
Linie ¢ = a entsprechen soll. Dabei sind a, b, ¢ reell und ¢ > a > b.
Diesen Bestimmungen entspricht # = (t — b)° (f — ¢)*. Der Werth a
hingt von b und ¢ ab. Man hat nemlich

dlogn _ Bt —o)+y (¢ —b)
dt t—bv@E—o

und dieses muss fiir den Umkehrpunkt = 0 sein, also a = Bt b

f=ty
Man hat weiter nach Art. 12. und 13.

=) e 1
L 1/Ac—bvBF+y) (t— a*adt
d"‘_Vf” 9% t=b(Et—o?
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‘ 2x .
oder wenn man ¢ — b = 5 annimmt

+
A & — a)*dt
du_Vﬁ_l_ 7(t—b) (t——c)

du o 1
dogn = Ygtn—a’

du \2 at
(cllogn) dlogn = o— i —a"

Folglich
J(t HE=gt J(t — =5’
LS E—=bft—of —t—b Pt —o 7
®) e 2f C—0)G—o at
¢ =W — — = —o" .,
R j & —b) @ —o dt,

E—=0ft—o' +t—b"Ft—o "
%‘] E—0b) (@t —ec dt

@ =0t —ef + ¢ =P —
_JfL/ @ —b){t —¢

Y.

Die Begrenzung bestehe aus drei einander kreuzenden geraden
Linien, deren kiirzeste Abstinde 4, B, U sein mégen. Zwischen je zweil
begrenzenden Linien erstreckt sich die Fliche ins Unendliche. Es
seien ax, Bz, yx die Winkel der Richtungen, in welchen die Grenz-
linien des ersten, des zweiten, des dritten Sectors in’s Unendliche ver-
laufen. Setzt man fest, dass fiir die drei Sectoren der Minimalfiiiche
im Unendlichen die Grisse ¢ resp. = 0, oo, 1 sein soll, so erhilt man

du P (t)

7T MR TE P

@ (t) ist eine ganze Function zweiten Grades. Thre Coefficienten
bestimmen sich daraus, dass

du Ao

fir t=0 dlogt=]/§
fiir  — oo _dw ___ 1/B8
dlogt 27

fir t =1 du ,
dlog(l —¢t) 21:

sein muss.
Danach ergiebt sich
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olt) =224+ _B0ia .

Je nachdem die Wurzeln der Gleichung ¢ (f) = O imaginiir oder
reell sind, hat die Abbildung auf der Kugel einen Verzweigungspunkt
im Innern oder zwei Umkehrpunkte der Normalen auf der Begrenzung.

Die Functionen k, = Vg—% und %k, =19 sz werden nur fiir

die drei Sectoren unstetig, wenn man ‘—Z— = @ (#) nimmt. Und zwar
ist die Unstetigkeit von %, der Art, dass

fiir £ =0 * RS )
iy &3l P
fir f==, . by it
._.1_+L
fiir ¢ =1 At T,

einéindrig und verschieden von O und oo wird. % und %, sind particu-

lire Integrale einer homogenen lineiiren Differentialgleichung zweiter
2

Ordnung, die sich ergiebt, wenn man aus seinen Unstetigkeiten

& dv?
als Function von f darstellt und ¢ statt v als unabhiingige Variable in

27 3 -
Z—v’; einfithrt. Hat man das particulire Integral k&, gefunden, so ergiebt
sich &, aus der Differentialgleichung erster Ordnung

dk. dk,
(©) kG — k=g (@)

Das vollstiindige Integral der homogenen lineiiren Dlﬂ'erentlal-
gleichung zweiter Ordnung werde mit

R e R
2 2 2 MRS T
() Me=0 1 b Bogoifhis gt
:ts 2ty 3ty

bezeichnet. Diese Function geniigt wesentlich denselben Bedingungen,
die in der Abhandlung iiber die Gauss’sche Reihe F'(«, B, y, ) als
Definition der P-Function ausgesprochen sind*). Sie weicht von der
P-Function darin ab, dass die Summe der Exponenten — 1 ist, nicht
~+ 1 wie bei P.

Man kann die Function Q mit Hiilfe einer Function P und ihrer
ersten Derivirten ausdriicken. Zunichst ist nemlich

#) Beitriige zur Theorie der durch die Gaunss'sche Reihe F (a, §, y, ) dar-
stellbaren Functionen. (S. 62 dieser Sammlung.)
RIEMANN'S gesammelte mathematische Werke. I. 20
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1_a o —“_"2_"—‘ 0
k=t ‘(-0 ‘¢ i

a —a+ﬁ2—7—1 »

Setzt man nun

2

=P, —etp—y+1
2

0 —e—B—r+1 g l
t 1

7

so lassen sich die Constanten a, b, ¢ so bestimmen, dass
1

(©) k=t?_?(1-t)?—g((“-f—bt)ﬁ—{\—ct(l—t) ‘fz_“t)

wird. In der That hat man nur diesen Ausdruck in die Differential-
gleichung (¢) einzusetzen und die Differentialgleichung zweiter Ordnung
fiir 6 zu beachten, um zu der Gleichung zu gelangen

o)) == (1 — 0~ (5, G — G G) F ),
F(t)—a(a+ca) (1 — &)+ (a+b) (@ + b — cp)¢
Togles (b i ,""*‘_‘L‘?*‘ foead c) (b—- L“g%“.lc)
Vermoge der Higenschaften der Function ¢ kann man setzen
e (1 — iy (o, — o 08 1,

und folglich muss F'(t) = ¢ (f) sein. Hieraus ergeben sich drei Be-
dingungsgleichungen fiir a, b, ¢, die eine sehr einfache Form an-
nehmen, wenn man

a—}—%c:p, b—a+7;c——q, a+b—%c=—r

setzt. Die Bedingungsgleichungen lauten dann
pp—eaa(p+q+1)7= 2,,,
99—BB»+a+ 177 = 2,,,

rr—yy @+ a4 =2
Mit Hiilfe der Function .

l._z_.ﬁ_ I .
2 2 % 2
e ¢
o g 1 y ?
| RN

deren Zweige 4, und ;12 der Differentialgleichung geniigen
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ai, a,
Ldlogt =k dlogt
kann man % noch einfacher ausdriicken, nemlich

) kr;t%((p—kqt)l—l—ct(l—t)‘%).

Es wiirde nicht schwer sein, die einzelnen Zweige der Function %
in der Form von bestimmten Integralen herzustellen. Der Weg dazu
ist in art. VIL. der Abhandlung iiber die Function P vorgezeichnet.

In dem besondern Falle, dass die drei begrenzenden geraden Linien

A

=

den Coordinatenaxen parallel laufen, ist « = =y = % Dann  er-
hiilt man

LGNSR e

Der Zweig 4, dieser Function ist

( )* ]/tk + (t— ) const.,

und daraus ermebt sich
=V a0 A~ {ptat— S-SV T,
— l)i]/t% — 1t {p+qt—;~+7VW——l)}-

Mit Hiilfe dieser beiden Functionen lassen sich dX, dY, dZ folgender-
massen ausdriicken

dt
a¥y—— @ L’)t,(l o
g s
‘M=—T(’~§+kf)m'

iX=(04+1— Vi + o+t Y

A ) g
+ 40+ 3041 (p—a+ ) log T,
e (— 1)

(9) iY=—(@—ag+rPtt—(—p+qg+ryitt
3
— 10+ a+3) @+ g—n st

—(— g+ =D+ — A — b

+4Gr a0+ (—p+ o+ log HVI=L,

20*
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Wenn p, ¢, » reell sind, so geben die doppelten Coefficienten von
i in den drei Grossen rechts die rechtwinkligen Coordinaten eines
Punktes der Fliche.

18.

Die Begrenzung bestehe aus vier sich schneidenden geraden Linien,
die man erhiilt, wenn von den Kanten eines beliebigen Tetraeders
zwei nicht zusammenstossende weggelassen werden. Die Abbildung
auf der Kugeloberfliche ist ein sphiirisches Viereck, dessen Winkel
am, B, yw, O sein mogen. Ks ergiebt sich

cdt cat
au — = :
VE—a@t—bt—agt—a VAD
wenn die reellen Werthe ¢ = a, b, ¢, d die Punkte der ¢-Ebene be-
zeichnen, in welchen sich die Eckpunkte des Vierecks abbilden.

Soll die in § 14 entwickelte Methode zur Bestimmung von 7
angewandt werden, so hat man hier speciell @(f) =1, 3(¢f) = A(%),

folglich » — —~ und

C e
dv d dv
fv1=Vd—n; _7~2=’2 dn’

Die Functionen %, und %, geniigen der Differentialgleichung

dk ak,
Ry ot iy sthesl
und sind particuliire Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung
4 &k _ (ea — ) Aa) 4 (B8 —H A'(®)
k de? t—a t— b
yy — D& |, @Gd—HAa@)
i t—¢6 5k t—d ~ A

Die Function F(f) des § 14 ist hier vom zweiten Grade, aber die
Coefficienten von #* und von ¢ sind gleich Null, also . eine Constante.
In der letzten Gleichung hat man auf der linken Seite ¢ als unab-
hiingige Variable einzufiithren und erhilt

< drk rrp @K
(») (O +180 G
_ (e —} A(a) BB —HAa'® vy — HA(e) @ —pa@
¢ N s =—"b +"*t—c + tr=lk E il

als die Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher % Geniige leisten
muss.

Sind z, ¥, # als Functionen von ¢ wirklich ausgedriickt, so treten
in der Losung noch 16 unbestimmte reelle Constanten auf, nemlich
~ die vier Grossen a, b, ¢, d, von denen wie oben drei beliebig ange-
nommen werden konnen, die vier Grossen «, B, y, 9, die Grosse /,
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ferner 6 reelle Constanten in dem Ausdrucke fiir %, ein constanter
Factor in du und je eine additive Constante in z, y, 2. Zur Bestim-
mung dieser 16 Grossen sind 16 Bedingungsgleichungen vorhanden,
nemlich 4 Gleichungen, welche ausdriicken, dass «ie vier Begrenzungs-
linien in der Ebene der y sich auf der Kugel in grossten Kreisen ab-
bilden, und 12 Gleichungen, welche aussagen, dass z, ¥, # in den 4
Eckpunkten gegebene Werthe haben.

In dem speciellen Falle eines reguliren Tetraeders ist die Abbil-
dung auf der Kugel ein regelmiissiges Viereck, in welchem jeder Winkel
= 3x. Die Diagonalen halbiren sich und stehen rechtwinklig auf ein-
ander. Die den Eckpunkten diametral gegeniiberliegenden Punkte der
Kugeloberfliche sind die Ecken eines congruenten Vierecks. Zwischen
beiden liegen vier dem urspriinglichen ebenfalls congruente Vierecke,
die je zwei Eckpunkte mit dem urspriinglichen, zwei mit dem gegen-
iiberliegenden gemein haben. Diese sechs Vierecke fiillen die Kugel-

oberfliiche einfach aus. Es wird also dﬁ) Zﬂ eine algebraische Function
von 7 sein.

Man kann die gesuchte Minimalfliche iiber ihre urspriingliche
Begrenzung dadurch stetig fortsetzen, dass man sie um jede ihrer
Grenzlinien als Drehungsaxe um 180° dreht. Lings einer solchen
Grenzlinie haben dann die urspriingliche Fliche und die Fortsetzung
gemeinschaftliche Normalen. Wiederholt man die Construction an den
neuen Flichentheilen, so ldsst sich die urspriingliche Fliche beliebig
weit fortsetzen. Welche Fortsetzung man aber auch betrachte, immer
bildet sie sich auf der Kugel in einem der sechs congruenten Vierecke
ab. Und zwar haben die Abbildungen von zwei Flichentheilen eine
Seite gemein oder sie liegen einander gegeniiber, je nachdem die
Flichentheile selbst in einer Grenzlinie an einander stossen oder an
gegeniiberliegenden Grenzlinien eines mittleren Flichentheils gelegen
sind. In dem letzteren Falle konnen die - betreffenden Fliichentheile

durch parallele Verschiebung zur Deckung gebracht werden. Daher
muss (%;)2 unverindert bleiben, wenn % mit — % vertauscht wird.
Legt man den Pol (y°=0) in den Mittelpunkt eines Vierecks,

den Anfangsmeridian durch die Mitte einer Seite, so ist fiir die Eck-
punkte dieses Vierecks

¢ ¢ + 37
7]=th6 ,ty?e_“

und
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Punkfe, denen entgegengesetzte Werthe von 7 angehoren, haben die-
selbe z-Coordinate. Es muss also (ﬁ%)g bei der Vertauschung von
n mit — % unveriindert bleiben. Hiernach erhiilt man
(a0) =y
Togn) " Yot |
Die Constante C; muss reell sein, damit du® in der Begrenzung
reelle Werthe besitze.

Zu demselben Resultate gelangt man auf dem folgenden Wege.
Die Substitution
4 —2Y3i 3 /P —1\?
{n’-l—n"?-l—?l/?i} —‘(”"I'l)

liefert auf der #-Ebene eine Abbildung, die von einer geschlossenen

iiberall stetig gekriimmten Linie begrenzt wird. Die Rechnung zeigt,

dass dlogt in der Begrenzung rein imaginir ist. Folglich ist die

Abbildung der Begrenzung in der {-Ebene ein Kreis um den Mittel-

punkt £ = 0. Der Radius dieses Kreises ist = 1. Den Eckpunkten
n=ttgge’

entspricht ¢ = -+ 1, den Eckpunkten

n=+tgse’

entspricht # = + 4. Geht man an irgend einer dieser vier Stellen
durch das Innere der Minimalfliche von einer Grenzlinie zur folgenden,
so dndert sich dabei der Arcus von d# um z Daher kann man, wie
in § 13, auch hier setzen 4

Bt i Gl Gy o
A YE—DE+ D
und es muss C? rein imaginir sein, damit du’ in der Begrenzung reell

ausfalle. Es findet sich €, — 3)/3C2.

Dieser Ausdruck stimmt mit dem vorher aufgestellten fiir (t#;ﬂ)g'

Zur weitern Vereinfachung nehme man
2 1\2
(ts+1) =a)), 7+ *=21 ;
und beachte, dass
du \2 du\2 di
(d log 77) dlogn = (d_i) dlog 7 da.

Dann ergiebt eine sehr einfache Rechnung
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f(f“ogﬂ dl°g"_0fvm(1—em(1——em)
s [/ du \2
@) Y__—.](dlogﬂ) (” )dl"g”_a" wa(l—w)(l~—om>

1 du \?2 y )
Z——?f(dhgﬂ) ("'l_?)dlog"_c"fvma—m) T—em

wenn 9 = — —;— (1 —iY/3) eine dritte Wurzel der Einheit bezeichnet.

Die reelle Constante C = % C, bestimmt sich aus der gegebenen Liinge

der Tetraederkanten. -
19.

Endlich soll noch die Aufgabe der Minimalfliche fiir den Fall
behandelt werden, dass die Begrenzung aus zwei beliebigen Kreisen
“besteht, die in parallelen Ebenen liegen. Dann kennt man die Richtung
der Normalen in der Begrenzung nicht. Daher ldsst sich diese auch
nicht auf der Kugel abbilden. Man gelangt aber zur Lisung der
Aufgabe durch die Annahme, dass alle zu den Ebenen der Grenzkreise
parallel gelegten ebenen Schnitte Kreise seien. Und es wird sich zeigen,
dass unter dieser Annahme der Minimalbedingung Geniige geleistet
werden kann.

Legt man die z-Axe rechtwinklig gegen die Ebenen der Grenz-
kreise, so ist die Gleichung der Schnittcurve in einer parallelen Ebene

() F=y+2+2ay+2p2+4+y=0,

und @, B, y sind als Functionen von z zu bestimmen. Zur Abkiirzung

B iy

r = 2y in 7 -—naF sinr sing = % —~—
oSy =mn 7, sinr cosp = T @ o

gesetzt, so dass

ist. Dann liisst sich die Bedingung des Minimum in die Form bringen
oF oF oF
R
ox i oy oF Faw s e
oder nach Ausfiihrung der Differentiation

o0:F oF oF aﬁ
AZEF @+ B — )+ 45, e — A5 F @ —)

+4-2(F+ @+ —7) =0,
Schreibt man «® 4 2 — y = — ¢ und beachtet, dass F'= 0O ist,
so geht die letzte Gleichung iiber in
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#F oF dg =

® T b i Kt

und giebt nach einmaliger Integration

1 0F dx
7-%—+2f?+const.=o.

Die Integrationsconstante ist von z unabhiingig. Nimmt man anderer-

seits f @q—w unabhiingig von y und #, so muss die Integrationsconstante

eine lineiire Function von y und z sein, weil %%—Z eine solche ist.
Man hat also

LOF 4 o (9% | 94y 4 2bs 4 const. — O

ok '/ G -+ 2ay z -+ const. = 0.

Vergleicht man damit das Resultat der directen Differentiation von F,
nemlich ;

oF 1
oz 2£+2 +

so ergiebt sich
de dp b
e[/ LW -y ara 1|
und wenn man fqu = m setzt:
o= —am-+d, f=—>0bm-e

Hiernach hat man

oF 1
g-m—=—2aq./—2qu+‘y

o*F ¢

ger - )aJl — 2bz d.z+d.1,"

und diese Ausdriicke sind in die Gleichung (7) einzufiihren. Nach ge-
horiger Hebung erhiilt man

d*y dq dy i
qdw‘ da,da:+2q—0’

eine Gleichung, die sich weiter vereinfacht, wenn man beachtet, dass
R e ol +ﬁ2—q+f(m)——+f(n)
(m) = (a* + b)) m2 — 2 (ad.—l— be)m + @ + ¢
Nimmt man hieraus g_a, und X 5o geht die Differentialgleichung,

d ‘37
welche die Bedingung des Minimum ausdriickt, iiber in folgende:

A d? dg\? s
(m) ¢ 75— (q5) +20+ 2@+ ) =0,

Zur Ausfihrung der Integration setze man g—?—c = p und betrachte
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q als unabhiingige Variable. Dadurch erhilt man fiir »* als Function
von ¢ eine lineiire Differentialgleichung erster Ordnung, nemlich

0B —p 42 t2@+8) =0
oder

q*d(p?) ;pW(Q") oy (% + 4(a®+ b2)) dy.
Das Integral lautet

p? 4 2 2
(m) q—2=?—4(a + ) q + 8e.
Darin ist fiir p wieder % zu setzen, wodurch man erhilt
dg
dz — —
2V g +2¢q — (@ + 0"
dm = 491

2Va+2ed — @+ 098
Also ergiebt sich
z = i
2V q+ 2¢g® — @+ 8¢

& qdq
0 m = 5
©) J2Vq+2cq”-—(a*+b”)q“

y=am—d-+ Y —qcos v,
z=0bm—e 4+ VY —q¢sin¢.

Man hat demnach z, y, z als Functionen von zwei reellen Variabeln
q und ¢ ausgedriickt. Die Ausdriicke sind, abgesehen von algebrai-
schen Gliedern, elliptische Integrale mit der obern Grenze g. Nach
der oben entwickelten allgemeinen Methode hiitte man z, y, z erhalten
als Summen von zwei conjugirten Functionen zweier conjugirten com-
plexen Variabeln. Danach liegt die Vermuthung nahe, dass diese
complexen Ausdriicke mit Hiilfe der Additionstheoreme der elliptischen
Functionen sich je in einen einzigen Integralausdruck mit der Varia-
beln ¢ zusammenziehen lassen.

Und dies ist leicht zu bestitigen. Man hat nemlich aus den For-
meln fiir die Richtungscoordinaten » und ¢ der Normalen

oF | oF .
_71.—32’l’i—?7/+6;—Z_J_U‘Zi+“+_ﬂi=e2"“’
oD T 0F OF. y—zi+a—fi

by dz'

Verbindet man damit die Definitionsgleichung von ¢, nemlich:

Y+ziteadtpi)@y—site—pi)=—gq,
so ergiebt sich
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W+ 2)+(e+B)=(—ainqiyg*
(y—2) + (e — ) = (— ' 0~ ﬁ.

Ferner hat man

aF

cotgr=V(F) (I) —q{p—2aq(y+a)—2bq(z+ﬂ)}
77

oder 3

o '=°°S?_sm?_—_ SRR S BT

o Ny Bin%cos% V_—q{l 2aq (y + @) q(2+8)}

Auf der rechten Seite sind fiir ¥ 4+ « und 2z 4 f die eben gefundenen
Ausdriicke in 5 und %’ einzufithren. Dadurch geht die Gleichung iiber
in folgende:

2= 0 [0 (2 + @00 (2)]
Feaged (V—’I—V;—;)

Quadrirt man beide Seiten dieser Gleichung und setzt fiir —: seinen

Werth aus (n), so ergiebt sich nach gehoriger Reduction

(— 0@+ (2) —@—v9 (2) ]+ 25 U_4 L]
(»)

— 8¢ — 2(a + bi) (n'—;)—2(a— bz’)(n — )

Die so gefundene Gleichung, welche den Zusammenhang von ¢, 3, %’
angiebt, kann man als Integral einer Differentialgleichung fiir  und %’
ansehen und ¢ als Integrationsconstante auffassen. Die Differential-
gleichung ergiebt sich durch unmittelbare Differentiation in folgender

Form
=0 i)
~v=a(e+u )~ @]
+ 07 +7)

Va0 (- 019 ()]

Mit Hiilfe der primitiven Gleichung (p) lassen sich aber die Factoren

von d;" und dﬂ_'l anders ausdriicken. Man braucht nur die linke Seite
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von (p) in zweifacher Weise zu einem vollstindigen Quadrat zu er-
ginzen, indem man das fehlende doppelte Product das eine mal positiv,
das andere mal negativ hinzufiigt. Dadurch erhilt man

(VAT ) V(@ b0 Y e b /)
—+2)/[2e+ @+ )L — (@—1i)a],

=V + =) ~ V=4 (@+ ) YL~ — 1) }/2)
=i2]/[2c+ (a—bi) & — (a+ bi)y]-

Nimmt man die Quadratwurzeln mit gleichen Vorzeichen, so geht die
Differentialgleichung iiber in

O dn
Vorvermt —uin
27 2c—|—(a+bi)71-—~(u——b1,)n
+ 2 =
V2c—|—(a—bz)— —(a+bi)7n

Thr Integral in algebraischer Form ist in der Gleichung (p) ausgesprochen
oder, was auf dasselbe hinauskommt, in den beiden Gleichungen

= () = V7 (@ + 50 + 2on — @ — i) 7
(r) + Vnl(e — bi) + 2¢q — (a4 bi) 5],

V=a(a+b)o —(a—bi)n) =Vr{a+bi)F2en—(a—bi) 7'l

— Valla—bi)F2er—(@a+bi)n"]
In transscendenter Form lautet das Integral

(9)

const. ='/‘ -2 -
(s) 2Vn[(a+b0+2cn—(a—bﬂn‘]

+f2V7l [(a—b1)+2cn — @+’

und die Integrationsconstante lisst sich ausdriicken

const. = f : g
2Vqlt +2eq — @ + 09471’
was aus der Gleichung (7) leicht hervorgeht, wenn man % oder %" con-
stant und zwar — O nimmt. Man erkennt darin das Additionstheorem
der elliptischen Integrale erster Gattung.
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