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XVII. 

Ueber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener 
Begrenzung. *) 

l. 

Eine Fläche lässt sich im Sinne der analytischen Geometrie dar­
stellen, indem man die rechtwinkligen Coordinaten x, y, fJ eines in ihr 
beweglichen PunHes als eindeutige Functionen von zwei unabhängigen 
veränderlichen Grössen p und q angiebt. Nehmen dann p und q be­
stimmte constante Werthe an, so entspricht dieser einen Combination 
immer nur ein einziger Punkt der Fläche. Die unabhängigen Variabeln 
p und q können in sehr mannigfacher Weise gewählt werden. Für 
eine einfach zusammenhängende Fläche geschieht dies zweckmässig 
wie folgt. Man lässt die Fläche längs der ganzen Begrenzung ab­
nehmen um einen Flächenstreifen, dessen Breite überall unendlich klein 
in derselben Ordnung ist. Durch Wiederholung dieses Verfahrens wird 
die Fläche fortwährend verkleinert, bis sie in einen PunH übergeht. 
Die hierbei der Reihe nach auftretenden Begrenzungscurven sind in 
sich zm:ücklaufende, von einander getrennte Linien. Man kann sie 
dadurch unterscheiden, dass man in jeder von ihnen der Grösse p 
einen besondern constanten Werth beilegt, der um ein Unendlichkleine ' 
zu- oder abnimmt, je nachdem man zu der benachbarten umschliessen­
den oder umschlossenen Curve übergeht. Die Function p hat dann 
einen constanten Maximal werth in der Begrenzung der Fläche und 
einen Minimalwerth in dem einen Punkte im Innern, in welchen die 

*) Dieser Abhandlung liegt ein Manuscript Riemann ' s zu Grunde, welches 
nach der eigenen Aeusserung des Verfassers in den Jahren 1860 und 1861 ent­
standen ist. Dieses Manuscript, welches in gedrängter Kürze nur die Formeln 
und keinen Text entbält, wurde mir von Riemann im April 1 66 zur Bearbeitung 
anvertraut. Es ist daraus die Abhandlung hervorgegangen, welche ich 110m 
6. Januar 1867 der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen ein­
gereicht habe, und welche im 13. Band der Abhandlungen dieser Gesellschaft a.b­
gedruckt ist. Diese Abhandlung kommt hier in sorgfältiger Ueberarbeitung zum 
zweiten Male zum Abdruck. K. Hattendorff. 
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allmählich abnehmende Fläche zuletzt zusammenschrumpft. Den Ueber­
gang von einer Begrenzung der abnehmenden Fläche zur nächsten 
kann man dadurch hergestellt denken, dass man jeden Punkt der Curve 
(p) in einen bestimmten unendlich nahen Punkt der Curve (p + clp) 
übergehen lässt. Die Wege der einzelnen Punkte bilden dann ein 
zweites System von Curven, die von dem Punkte des Minimalwerthes 
von p strahlenf6rmig nach der Begrenzung der Fläche verlaufen. In 
jeder dieser Curven legt man q einen besondern constanten Werth bei, 
der in einer beliebig gewiihlten Anfangscurve am kleinsten ist und 
von da beim Uebergange von einer Curve des zweiten Systems zur 
andern stetig wächst, wenn man zum Zweck dieses Ueberganges irgend 
eine Curve (P) in bestimmter Richtung durchläuft. Beim U ebergange 
von der letzten Curve (q ) zur Anfangscurve ändert sich q sprung­
weise um eine endliche Constante. 

Um eine mehrfach zusammenhängende Flä~he ebenso zu behan­
deln, kann man sie zuvor durch Querschnitte in eine einfach zu­
ammenhängende zerlegen. 

Irgend ein Punkt der Flüche lässt sich hiernach als Durchschnitt, 
einer bestimmten Curve des Systems (P) mit einer bestimmten Curve 
des Systems (q) auffassen. Die in dem Punkte (p, q) errichtete Nor­
male verläuft von der Fläche aus in zwei entgegengesetzten Richtungen, 
der positiven und der negativen. Zu ihrer Unterscheidung hat man 
über die gegenseitige Lage der wachsenden positiven Normale, der 
wachsenden p und der wachsenden q eine Bestimmung zu treffen. Ist 
nichts anderes festgesetzt, so möge, von der positiven x -Axe aus ge­
sehen, die positive y-Axe auf dem kürzesten Wege in die positive 
z-Axe übergeführt weJ'den durch eine Drehung von rechts nach links. 
Und die Richtung der wachsenden positiven Normale liege zu den 
Richtungen der wachsenden p und der wachsenden q, wie die positive 
x -Axe zur positiven y-Axe und zur positiven z-Axe. Die Seite der 
Fliiche, auf welcher die positive Normale liegt, soll die positive Seite 
der Fläche genannt werden. 

2. 

Ueber das Gebiet der Fliiche sei ein Integral zu erstrecken, des en 
Element gleich i t dem Element dp dq multiplicirt in eine Functional­
determinante, also 

JJa: ~: - ::0;) dpdq, 
woffu' zur Abkih'zlmg geschrieben werden soll 

.f f (elf elg). 
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Denkt man sich { und g als unabhängige Variable eingeführt, so 
geht das Integral über in f f d{ dg, und es lässt sich die Integration 
nach { oder nach g ausführen. Die wirkliche Einsetzung von { und 9 
als unabhängigen Variabeln verursacht aber· Schwierigkeiten oder 
wenigstens weitläufige Unterscheidungen, wenn dieselbe Werthecom­
bination von { und 9 in mehreren Punkten der Fläche oder in einer 
Linie vorhanden ist. Sie ist ganz unmöglich, wenn { und 9 com­
plex sind. 

Es ist daher zweckmässig, zur Ausführung der Integration nach 
{ oder 9 das Verfahren von J aco bi (Crelle' Journal Bd. 27 p. 20 ) 
anzuwe~den, bei welchem p und q als unabhängige Variable beibe­
halten werden. Um in Beziehung auf f zu integriren, hat man die 
Functionaldeterminante in die Form zu bringen 

o (r~) 
op 

und erhält zunächst 

o (r 09
) J ap d =0 oq q , 

weil die Integration durch eine m sich zurücklaufende Linie erstreckt 
wird. Dagegen ist 

o (r 09) 

J oq d 
op P 

in der Richtung der wachsenden p zu nehmen, d. h. von dem Minimal­
punkte 1m Innern durch eine Curve (q) bis zur Begrenzung. Man er-

hält { ~9 und zwar den Werth, den dieser Ausdruck in der Begrenzung 
q 0 

annimmt, da an der untern Grenze des Integrals o~ = 0 ist. Folg-

lich wird 

Jf (d{dg) = J'{ ~: dq = J {dg 

und das einfache Integral rechts ist in der Richtung der wachsenden 
q durch die Begrenzung erstreckt. Andererseits hat man nach der 
eingeführten Bezeichnung (d{ dg) = - (dg df), und daher 

JJ (d{dg) = - JJ (dgdf) = - J gd{, 

wobei das einfache Integral rechts ebenfalls in der Richtung der wach­
senden q durch die Begrenzung der Fläche zu nehmen ist. 
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3. 
Die Fläche, deren Punk'ie dmch die Omvensysteme (P), (g) fest­

gelegt sind, soll in der .folgenden Weise auf einer Kugel vom Radius 1 
abgebildet werden. Im Punkte (p, q) der Fläche, dessen rechtwinklige 
Ooordinaten x, y, z sind, ziehe man die positive Normale und lege zu 
ilU" eine Parallele durch den Mittelpunkt der Kugel. Der Endpunkt 
dieser Parallelen auf der Kugeloberfliiche ist die Abbildung des Punktes 
(x, y, z). Durchläuft der Punkt (x , y, z) auf der stetig gekrümmten 
Fläche eine zusammenhängende Linie, so wird auch die Abbildung 
derselben auf der Kugel eine zusammenhängende Linie sein. Auf die­
selbe Weise erhält man als Abbildung eines Flächensilicks ein Flächen­
stück, als Abbildung der ganzen Fläche eine Fläche, welche die Kugel 
oder einen Theil derselben einfach oder mehrfach bedeckt. 

Der Punkt auf der Kugel, welcher die Richtung der positiven 
x-Axe angiebt, werde zum Pol gewählt und der Anfangsmeridian durch 
den Punkt gelegt, welcher der positiven y-Axe entspricht . . Die Ab­
bildung des Punktes (x ,' y, z) wird dann auf der Kugel festgelegt 
durch ihre Poldistanz r und den Winkel cp, welchen ihr Meridian mit 
dem Anfangsmeridian einschliesst. Für das Vorzeichen von cp gilt die 
Bestimmung, dass der der positiven z-Axe entsprechende Punkt die 

Ooordinaten r = 1f cp = + 1f
2 

haben soll. 2 ; 

(1) 

4. 

Hiernach erhält man als Differential-Gleichung der Fläche 

cos1'dx + sin?' cos cpdy + sinr sincpclz = O. 
ind y und z die unabhängigen Variabeln, so ergeben sich roT 

l' und cpdie Gleichungen 
1 

cosr = , 

± Vi + (~;r + e:r 
ox 

. ay 
sm 'r cos cp = - 1/ (OX)2 (OX)2' 

+ V 1+ oy + OZ 

oa; 
. . az 

smr smcp = + Vi + (~;r + (~:r ' 
in welchen gleichzeiti cr entweder die oberen oder die unteren Vor­
~eichen gelten. 
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Ein Parallelogramm auf der positiven Seite der Fläche, begrenzt 
von den Curven (P) und (p + dp), (q) und (q + dq), projicirt sich 
auf der yz-Ebene in einem Flächenelemente, dessen Inhalt gleich dem 
absoluten Werthe von (dy dz) ist. Das Vorzeichen dieser Functional­
determinante ist verschieden, je nachdem die im Punlde (p, q) errichtete 
positive Normale mit der positiven x-be einen spitzen oder stumpfen 
Winkel einschliesst. In dem ersten Falle liegen nemlich die Pro­
jectionen von dp und dq in der yz-Ebene ebenso zu einander wie die 
positive y-Axe zur positiven z-Axe, im zweiten Falle umgekehrt. Daher 
ist die Fnnctionaldeterminante im ersten Falle positiv, im zweiten 
negativ. Und der Ausdruck 

1 
- (dydz) cos 1· 

ist immer positiv. Er giebt den Inhalt des unendlich kleinen Parallelo­
gramms auf der Fläche. Um also den Inhalt der Fläche selb t zu 
erhalten, hat man das Doppelintegral 

S = - (dydz) jj' 1 

cos 1· 

über die ganze Fläche zu erstrecken. 

Soll dieser Inhalt ein Minimum sein, 0 ist elie er te Variation 
des Doppelintegrals = 0 zu setzen. Man erhält 

ox otY x + ox otYx r f oy oy oz oz (dydz) = 0, 

. + Vi +.(~:r + (~:r 
und es gilt das obere oder das unt~re Zeichen vor der Wurzel, je 
nachdem (dy Cl z) positiv oder negativ ist. Die linke Seite lässt sich 
schreiben 

JJ OOy (- ~in r cos cp ~x) (dy dz) 

+ Jf :z (- sin?· sincp ~x) (dydz) 

-f f~x o~ (- sin ,;· coscp) (dyd z) 

- f f~x :z (- sinr sincp) (dydz'. 

Die beiden ersten Integrale reduciren sich auf einfache Integrale, die 
in der Richtung der wachsenden q durch die Begrenzung der FHiche 
zu nehmen ind, nemlich 

jox(- in?· cos cp dz+ sinT incp dy). 
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Der Werth ist = 0, da in der Begrenzung ~x = ° ist. Die Bedingung 
des Minimum lautet also 

fJ' ~x (O(Sin ~ :ostp) + o (sin ;zsin tp)) (dydz) = 0'-

ie wird erfüllt, wenn 

(2) - sin t· sin rp dy + sin l' cos rp dz = d~ 

'ein vollständiges Differential ist. 

5. 

Die Coordinaten l ' und cp auf der Kugel lassen sich ersetzen durch 

eine complexe Grösse '11 = tg ~ (fP i , deren geometrische Bedeutung 

leicht zu erkennen ist. Legt man nemlich an die Kugel im Pol eine 
Tangentialebene, deren positive Seite von der Kugel abgekehrt ist, und 
zieht vom Gegenpol eine Gerade durch den Punkt (r, cp), so trifft 
diese die Tangentialebene in einem Punkte, der die complexe Grösse 
2'11 repräsentirt. Dem Pol entspricht '11 = 0, dem Gegenpol '11 = 00, 

Für die Punkte, welche die Richtungen der positiven y- und der posi­
tiven z-Axe angeben, ist. '11 = + 1 und resp. = + i. 

Führt man noch die complexen Grössen 

ein, so 

(1*) 
(2*) 

, t 9'. +., . '11 = 9 2 e- Ipt, s = Y z~, s = y - z~ 

gehen die Gleichungen (1) und (2) über in folgende: 

(1 - '11'11') dx + '11' ds + '11 ds' = 0, . 
(1 + '11'11') d~i - '11' ds + '11 df = 0. 

Diese lassen sich durch Addition und Subtraction verbinden. Dabei 
werde 

x + 1;i = 2X, x -1; i = 2X' 

gesetzt, so dass umgekehrt x = X + X' ist. Das Problem findet dann 
semen analytischen Ausdruck in den beiden Gleichungen 

(3) cls - '11dX + -.; dX' = 0, 
7j 

(4) ds' + ~ dX - '1/' dX' = 0, 
7j 

Betrachtet man' X und X' als unabhängige Variable und stellt 
die Bedingungen dafür auf, dass ds und ds' vollständige Differentiale 
sind, so findet sich 

07j 'iN 
)[' = 0, oX = 0, 

d, h. eist '11 nur von X, '1/' nur von X' abhängig, und deshalb um­
gekehrt X eine Fllnction nur von t1, X' eine Functipn llur von 1( 
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Hiernach ist die Aufgabe darauf zurückgeführt, 1] als Function der 
complexen Variabeln X oder umgekehrt X als Function der complexen 
Variabeln 1] so )';u bestimmen, dass zugleich den Grenzbedingungen 
Genüge geleistet werde. Kennt man 1] als Function von X, so ergiebt 
sich daraus 1]', indem man in dem Ausdrucke von 1] jede complexe 
Zahl in die conjugirte v.erwandelt. Alsdann hat man nur noch die 
Gleichungen (3) und (4) zu integriren, um die Ausdrücke für s und s~ 

zu erlangen. Aus diesen erhält man endlich durch Elimination von ~ 

eine Gleichung zwischen x, y, z, die Gleichung der Minimalfläche. 

6. 

Sind die Gleichungen (3) und (4) integrirt, so lässt sich auch der 
Inhalt der Minimalfläche selbst leicht angeben, nemlich 

S . ff-1- (dydz) =ff ~ + 'Y}'Y}: (dydz). 
COS?· - 'Y}'Y} 

Die Functionaldeterminante (dy dz) formt sich in folgender Weise um 

(
OY OZ oy OZ) , 

(dy dz) = TB Os' - os' as (ds ds ) 

= ~ (dsds') 

i(' 1) OXOX(d d') =2 1]1] - 'Y}'Y}' o 'Y} o 'Y}' 1] 1] . 

Zur weiteren Umformung dieses Ausdruckes kann man y aus Y 
und Y', z aus Z und Z' ,ebenso zusammensetzen wie x aus X und X', 
so dass die Gleichungen gelten 

j ' OX X' -Jox d ' X = 01j d1], - o 'Y}' 1], 

Y J~~ d1], 

Z J:~ d1], 

x =X+ X, 
y = r + Y', 
z =Z +Z', 

-,;i=X-X', 
~ i = Y - Y', 
lJ i =Z - Z '. 

n J E1J J. NN'S gC83.mmelte ma thplllatische 'Verkp. L 19 
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Alsdann erhält man schliesslich 

(5) S = - iff[(dXdX') + (dYdY') + (dZdZ')] 

= tff[(dxd~) + (dyd~) + (dzdö)]' 

7. 

Die Minimalfläche' und ihre Abbildungen auf der Kugel wie in 
den Ebenen, deren Punlde resp. die complexen Grössen '1J, X, Y, Z 
repräsentiren, sind einander in den kleinsten Theilen ähnlich. Man 
erkennt dies sofort, wenn man das Quadrat des Linearelementes in 
diesen Flächen ausdrückt. Dasselbe ist 

auf der Kugel 

in der Ebene der '1J 
, 

in der Ebene der X 

m der Ebene der Y 

III der Ebene der Z 

sin ,.2 d log '1J d log ?{, 

dn d?{ 
ox ox , 
0 71 ll'TJ' d?] clt], 

oy oy d d ' 
071 or( IJ 't], 

OZ OZ , 
(7) 071' cl?] cl'1J , 

in der Minimalfläche selbst 

dx2 + dy2 + clz2 = (cl X + clX')2 + (clY + dY? + (dZ + dZ')2 
= 2 (dXdX' + cl Ycl Y' + clZclZ') 

= 2 (OX . oa; + oy ~y, + ~ ~) cl cl- '. 
0 71 OTJ 071 071 071 71 '1J IJ 

Es ist nemlich nach den Gleichungen (3) und (4), wenn man darin '1J 
und 1{ als unabhängige Variable ansieht: 

und deshalb 

dX _ os _ _ 2 ös' 
'1J d71 - 071 - '1J 071' 

, dX' os' ' . os 
'1J d7l' = or/ = - '1J - aTj' 

clX2 + clr + clZ2 = 0, 
dX'2 + cl Y'2 + clZ'2 = 0. 

Das Verhtiltniss von irgend zwei der obigen quadrirten Linearelemente 
ist unabhängig von cl'1J und d'1J', d. h. von der Richtung des Elementes, 
und darin beruht die in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung. 
Da die Linearvergrösserung bei der Abbildlmg in irgend einem Punl..'ie 
nach allen Richtungen dieselbe ist, so erhält man die Flächenver­
grö serung gleich dem Quadrat der Linearvergrösserung. Das Quadrat 
des Linearelemente in der Minimalfläche ist aber gleich ger doppelten 
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Summe der Quadrate der entsprechenden Linearelemente in den Ebenen 
der X, der Y und der Z. Daher ist auch das Flächenelement in der 
Minimalfläche gleich der doppelten Summe der entsprechenden Flächen­
elemente in jenen Ebenen. Dasselbe gilt von der ganzen Fläche und 
ihren Abbildungen in den Ebenen der X, Y, Z. 

8. 

Eine wichtige Folgerung lässt sich noch aus dem Satze von der 
Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen ziehen, wenn man eine neue 
complexe Variable '1Jl dadurch einführt, dass man auf der Kugel del1 
Pol in einen beliebigen Punkt ('1J = a) verlegt und den Anfangsmel'idiau 
beliebig wählt. Hat dann '1Jl für das neue Coordinatensystem dieselbe 
Bedeutung wie '1J für das alte, so kann man jetzt ein unendlich kleines 
Dreieck auf der Kugel sowohl in der Ebene der '1J als in der der '1Jl 
abbilden. Die heiden Bilder sind dann auch Abbildungen von ein­
ander und in den kleinsten Theilen ähnlich. Für den Fall der directeu 

Aehnlichkeit ergiel;t sich ohne Weiteres, dass ~~ unabhängig ist von 

der Richtung der Verschiebung von '1J, d. h. dass '1Jl eine Function der 
complexen Variabeln '1J ist. Den Fall der inversen (symmetrischen) 
Aehnlichkeit kann man auf den vorigen zurückführen, indem man statt 
'1Jl die conjugirte complexe Grösse nimmt. Um nun '1Jl als Function 
von '1J auszudrücken, hat man zu beachten, dass '1Jl = ° ist in dem 
einen Punkte der Kugel, für welchen '1J = a, und~l = 00 in dem dia-

metral gegenüberliegenden Punkte, d. h. für '1J = - ~ . Danach ergiebt 
a 

sich '1Jl = c 1 'T}+-CX~'T}' Zur Bestimmung deI: Constanten c dient die Be­

merkung, dass, wenn 'l'h = ß ist für '1J = 0, daraus '1J, = - ~, gefunden 

1 c 
wird für '1J = 00 . Es ist also ß = - ea und - l' = -;;:, d. h. 

ß = - ~. Hieraus ergieht sich ce' = 1 • und daher c = e9i für ein 
c 

reelles e. Die Grössen a und e können beliebige Werthe erhalten: 
a hängt von der Lage des neuen Pols, e von der Lage des neuen 
Anfangsmeridians ab. Diesem neuen Coordinatensystem auf der Kugel 
entsprechen die Richtungen der hen eines neuen rechtwinkligen 
Systems. Es mögen in dem neuen System Xli SlI S' ~ dasselbe be­
zeichnen wie x, s, s' in dem alten. Dann erlangt man die Transfor­
mationsformeln 

19* 
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1) - /X Gi 
'fit = 1 + /X'1) e , 

(6) (1 + aa') Xl (1- aa') X + a's + as', 

oder 

(1 + aa') Sl e- 9i = 2ax + S - a2s', 

(1 + aa') S'l e6i = 2a' X - a'2s+ s'. 

9. 

Aus den Transformationsformeln (6) berechnen wir 

(
d1/,)2 ox, _ 1)1 OX 
([T} 01/, - 71 01/ 

Hiernach empfiehlt es sich, eine neue complexe Grösse neinzuführen, 
welche durch die Gleichung definirt wird 

(7) 

und die von der Lage des Coordinatensystems (x , y, z) unabhängig 
ist. Gelingt es dann, ~~ als Function von 'YJ zu bestimmen, so erhält 
man 

(8) x = - i J' (dl~;1/Y dlog7] + iJ' (d~;'1/.y dlog7]'. 

x ist der Abstand ~s zu 7] gehörigen Punktes der Minimalfläche von 
einer Ebene, die durch den Anfangspunkt der Coordinaten rechtwinklig 
zur Richtung 7] = 0 gelegt ist. Man erhält den Abstand desselben 
Punktes der Minimalfläche von einer durch den Anfangspunkt der 00-
ordinaten gelegten Ebene, die rechtwinklig auf der Richtung 'T} = a 

, teht, indem man in (8) 11/+/X~1/ e
9i 

statt 7] setzt. ·Speciell also für 

a = 1 und IX = i 

(9) 

i)'( d'u )2 ( 1) Y = - - -- 1] - - dloO" 7] 
2 d log 1/ 1/ 0 

. "( d ' )9 ( 1) +i) dIO~71' - 7]'-,1/' cllog'T}'. 

1J( du )2 ( 1) Z = - - - 7] + - dloO"7] 
2 d log 1/ 1/ /:) 

1)'( du' )2 ( , 1) , - 2' d log 1/' 7] + ry d log 'T} . 

(10) 
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10. 

Die Grösse ~t ist als Function von 'I'J zu bestimmen, d. h. als ein­
wE'rthige Function des Ortes in derjenigen Fläche, welche, über die­
'I'J-Ebene ausgebreitet, die Minimalfläche in den kleinsten Theilen ähn­
lich abbildet. Daher kommt es vor allen Dingen auf die Unstetig­
keiten und Verzweigungen in dieser Abbildung an. Bei der Unter­
suchung derselben hat man Punkte im Innern der Fläche von Be­
grenzungspunkten zu unterscheiden. 

Handelt es sich um einen Punkt im Innern der Minimalfläche , . so 
lege man in ihn den Anfangspunkt des Coordinatensystems (x, y, i), 
die Axe der positiven x in die positive Normale , folglich die yz-Ebene 
tangential. Dann fehlen in der Entwicklung von x das freie Glied 
und die in y und z multiplicirten Glieder. Durch geeignet gewählte 
Richtung der y-Axe und der z-Axe kann man auch das in yz multipli­
cirte Glied verschwinden lassen. Die partielle Differentialgleichung der 
Minimalfläche reducirt sich unter dieser Voraussetzung für unendlich 

kleine Werthe von y und z auf ~:~ + ~2Z~ = O. Das Krümmungsmass 

ist also negativ, die Haupt-Krfunmungsradien sind einander entgegen­
gesetzt gleich. Die Tangentialebene theilt die Fläche in vier Quadran­
ten, wenn die Krümmungshalbmesser nicht 00 sind. Diese Quadranten 
liegen abwechselnd über und unter der Tangentialebene. Beginnt die 
Entwicklung von x erst mit den Gliedern nter Ordnung (n> 2) , so 
sind die Krümmungsradien 00, und die Tangentialebene theilt die Fläche 
in 2n Sectoren, die abwechselnd über und unter jener Ebene liegen 
und von den Krümmungslinien halbirt werden. 

Will man nun X als Function der complexen Variabeln Y an­
sehen, so ergiebt sich in dem Falle der vier Sectoren 

log X = 210g Y + funet. cont., 

in dem Falle der 2 n Sectoren 

log X = n log Y + f. c. 

Und da nach (8) und (9) : ; = 1 2;7] ist, so beginnt die Entwick­

lung von 'I'J im ersten Falle mit der ersten, im zweiten mit der 
(n - 1) ten Potenz von Y. Umgekehrt wird also, wenn Yals Function 
von 'I'J angesehen werden soll, die Entwicklung im ersten Falle nach 

1 

ganzen Potenzen von 'I'J, im zweiten nach ganzen Potenzen von 'l'JlI-l 

fortschreiten. D. h. die Abbildung auf der 11-Ebene hat an der be­
treffenden Stelle keinen oder einen (n - 2) fachen Verzweigungspurikt, 
je nachdem der erste oder der zweite Fall eintritt. 
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W b t ·fft . b·t . h du du d log 1J I . as u e n ,so ergle SIC -dl Y = -d-l-- -dl y' a so mIt og og 1J og 
Hülfe der Gleichung (9) 

(dl~; Y Y = - 2i ~l~ 1 ~2 1J2 (:;y !2
2
. 

Demnach ist in einem (n - 2)fachen Verzweigungspunkte der Ab­
bildung auf der 1J-Ebene 

du n 
log d log Y = 2" log Y + f. c. 

oder 
du (n ) log d Y = 2" - 1 log Y + f. c. 

11. 

Die weitere Untersuchung soll zunächst a,uf den Fall beschränkt 
werden, dass die gegebene Begrenzung aus geraden Linien besteht. 
Dann lässt sich die Abbildung der Begrenzung auf der 1J-Ebene wirk­
lich herstellen. Die in irgend welchen Punkten einer geraden Be­
grenzungslinie errichteten Normalen liegen in parallelen Ebenen, und 
daher ist die Abbildung auf der Kugel ein grösster Kreis. 

Um einen Punkt im Innern einer geraden Begrenzungslinie zu 
untersuchen, legt man wie vorher in ihn den Anfangspunkt der 00-
ordinaten, die positive x-he in die positive Normale. Dann fällt die 
ganze Begrenzungslinie in die yz -Ebene. Der reelle Theil von X ist 
demnach in der ganzen Begrenzungslinie = O. Geht man also durch 
das Innere der Minimalfläche um den Anfangspunkt der Ooordinaten 
herum von einem vorangehenden bis zu einem nachfolgenden Begrenzungs­
punkte, so muss dabei der Arcus von X sich ändern um n:n:, ein gan­
zes Vielfaches von:n:. Der Arcus von Y ändert sich gleichzeitig 
um:n:. Man hat also, wie vorher 

log X = n log Y + f. c. 

10g1J = (n -1) log Y + f. c. 

log :;=(~- 1) log Y + f. c. 

Dem betrachteten Begrenzungspunkte entspricht ein (n - 2) facher Ver­
zweigungspunkt in der Abbildung auf der 1J-Ebene. In dieser Ab­
bildung macht das auf den Punkt folgende Begrenzungsstück mit dem 
ihm vorhergehenden den Winkel (n - 1) :n:. 

12. 

Bei dem U ebergange von einer Begrenzungslinie zur folgenden hat 
man zweI Fälle Zu unterscheiden. Entweder "treffen sie zusammen in 
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einem im Endlichen liegenden Schnittpunkte, oder sie erstrecken sich 
ins Unendliche. 

Im ersten Falle sei an der im Innern der Minimalfiäche liegende 
Winkel der beiden Begrenzungslinien. Legt man den Anfangspunkt 
der Coordinaten' in den zu untersuchenden Eckpunkt, die positive 
x-Axe in die positive Normale, so ist in heiden Begrenzungslinien der 
reelle Theil von X = O. Beim Uebergange von der ersten Begrenzungs­
linie zur folgenden ändert sich also der Arcus von X um mn 1 ein 
ganzes Vielfaches von n, der Arcus von Y um a:1i. Man hat daher 

a 
- log X = log Y + f. c. m 

(1 - :)logX = log 1/ + f. c. , 
log ;; = (2: - 1) log Y + f. c. 

Erstreckt sich die Fläche zwischen zwei auf einander- folgenden 
Begrenzungsgeraden ins Unendliche, so lege man die positive x-Axe 
in ihre kürzeste Verbindungslinie , parallel der positiven Normalen im 
Unendlichen. Die Länge der kürzesten Verbindungslinie sei A, und 
an der Winkel, welchen die Projection der Minimalfiäche in der yz­
Ebene ausfüllt. Dann bleiben die reellen Theile von X und i log 1/ 
im Unendlichen endlich und stetig und nehmen in den begrenzenden 
Geraden constante Werthe an. Hieraus ergiebt sich (für y = 00, Z = (0) 

Ai 
X = - -2 - log 1/ + f. c. an 

u = V2:n log 1/ + f. c. 

Ai 1 
Y=- - - +f.c. 

4an 1/ 

Legt man die xl-Axe eines Coordinatensystems in eine begrenzende 
Gerade, die ~-Axe eines andern Systems in die zweite begrenzende 
Gerade u. s. f., so ist in der ersten Linie log 1/11 in der zweiten log 1/2 
u. s. f. rein imaginär, da die Normale zu der betreffenden Axe der x l1 

der X2 u. s. f. senkrecht steht. Es ist also i " lax, in der ersten Be-
() og1/, 

grenzungslinie reell, i "lox2 in der zweiten u. s. f. Da aber auch für 
() og 1/2 

ein beliebiges Coordinatensystem (x, y, z) immer 

v' ax II V' aXt dl V' aX2 dl ~ -" -1 - li og 1/ = ~" 1 og 1/1 = ~" 1 og 1/~ .•. () og 11 () og 11, () og 112 

ist I so findet sich I dass in jeder geraden Begrenzungslinie 



296 XVII. Deber die Fläche vom kleinsten Inhalt 

dtt = -Vi o:a:
7J 

dlog 7J 

entweder reelle oder rein imaginäre Werthe besitzt. 

13. 

Die MinimalHäche ist bestimmt, sobald man eine der Grössen u, 
7J, X, Y, Z durch eine der übrigen ausgedrückt hat. Dies gelingt in 
vielen Fällen. Besondere Beachtung verdienen darunter diejenigen, in 

welchen d ldu eine algebraische Function von 7J ist. Dazu ist nötbig 
~7J • 

und hinreichend, dass die Abbildung auf der Kugel und ihre symmetri­
schen und congruenten Fortsetzungen eine geschlossene Fläche bilden, 
welche die ganze Kugel einfach oder -mehrfach bedeckt. 

Im tIlge meinen aber wird es schwierig sein, direct eine der 
Grössen 1', 7J, X, Y, Z durch eine der ~brigen auszudrücken. Statt 
de~sen kann man aber auch jed!l von ihnen als Function einer neuen 
zweckmässig gewählten unabhängigen Variablen bestimmen. Wir fjjhren 
eine solche unabhängige Variable tein, dass die Abbildung der Fläche 
auf der t-Ebene die halbe unendliche Ebene einfach bedeckt, und zwar 
diejenige Hälfte, für welche der imaginäre Theil von t positiv ist. In 
der That ist es immer möglich, tals Function von u (oder von irgend 
einer der übrigen Grössen 7J, X, Y, Z) in der Fläche so zu bestimmen, 
dass der imaginäre Theil in der Begrenzung = ° ist, und dass sie in 
einem beliebigen Begrenzungspunkte Cu = b) unendlich von der ersten 
Ordnung wird, d. h. 

t = const. + f 
b 

. c. 
'U - _ 

Cu = b). 

Der Arcus des Factors von ~b ist durch die Bedingung be-
t& -

stimmt, dass der imagjnäre Theil von t in der Begrenzung = 0, im 
Innern der Fläche positiv sein soll. Es bleibt also in dem Ausdrucke 
von t nur der Modul dieses Factors und eine additive Constante will­
kürlich. 

Es sei t = a1 , a2 ,... für die Verzweigungspunkte im Innern der 
Abbildung auf der 7J-Ebene, t = bp b2 , • • • für die Verzweigungspunkte 
in der Begrenzung, die nicht Eckpunkte sind, t = Cl' c2 , • • , für die 
Eckpunkte, t = ell e2 , . .. für die ins Unendliche sich erstreckenden 
Sectoren. Wir wollen der Einfachheit wegen voraussetzen, dass die 
sämmtlichen Grössen a, b, c, e im endlichen Gebiete der t-Ebene 
liegen. 
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Dann hat man 

für t=a du C~ ) ( log dt = 2 - 1 log t - a) + f. c., 

" t=b du (n ) logdt= 2- 1 log(t-b)+f.c., 

" 
t= c d 1' (1n ) ( . logdt = "2 - 1 log t - c) + f. c., 

" 
t=e u = ~ log (t - e) + f. c. 

Man kann die Untersuchung auf den Fall n = 3, 'In = 1 be­
schränken, d. h. auf einfache Verzweigungspunkte, und den allgemeinen 
Fall aus diesem dadurch ableiten, dass man mehrere einfache Ver­
zweigungspunkte zusammenfallen lässt. 

Um den Ausdruck für l!; zu bilden, hat man zu beachten, dass 

längs der Begrenzung dt reell, du entweder reell oder rei~ imaginär 

ist. Demnach ist (~~r reell, wenn t reell ist. Diese Function kann 

man über die Linie der reellen Vif erthe von t hinüber stetig fortsetzen, 
indem man die Bestimmung trifft, dass für conjugirte Werthe t und t' 
der Variabeln auch die Function conjugirte Werthe haben soll. Als-

dann ist (~;r für die ganze t-Ebene bestimmt und zeigt sich ein­

werthig. 

Es seien a' l' a' 2, . . . die conjugirten Werthe zu all a~, ... , und 
das Product (t - a1) (t -~) .. . werde mit II(t - a) bezeichnet. 
Alsd~nn ist 

(11) _ t +j'yTI (t - a) TI (t - a') TI (t - b) const. dt 
u - cons . TI (t _ c) TI (t - e) • 

Die Constanten a, b, c etc. müssen so bestimmt werden, dass für 

t = e 'u = ~ log (t - e) + f. c. 

wird, Damit u für alle Werthe von t a.usser a, b, c, e endlich und 
stetig bleibe, muss für die Anzahl dieser letztgenannten Werthe eine 
Relation bestehen. Es muss die Differenz der Anzahl der Eckpunkte 
und der in der Begrenzung liegenden Verzweigungspunkte um 4 grässer 
sein als die doppelte Differenz der Anzahl der innern Verzweigungs­
punkte und der ins Unendliche verlaufenden Sectoren. Setzt man zur 
Abkürzung 

n(t - a) fl (t - a') ll (t - b) = cp(t) , 
n (t-c) n (t- e? = x(t) , 
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d. h. 
du 1~ 
fit = const. V Z(t5' 

so ist die ganze Function q;(t) vom Grade v - 4, wenn X(t) vom 
Grade v ist. Hier bedeutet v die Anzahl der Eckpunkte vermehrt um 
die doppelte -Anzahl der ins Unendliche verlaufenden Sectoren. 

14. 

Es ist noch "1 als Function von tauszudrücken. Direct gelangt 
man dazu nur in den einfachsten Fällen. Im Allgemeinen ist der fol­
gende Weg einzuschlagen. E s sei v eine noch näher zu bestimmende 
Function von t, die als bekannt vorausgesetzt wird. In den Gleichungen 

(8), (9), (10) kommt es wesentlich an auf d~='I']' wofür man auch 

. du dv 
schreIben kann -d d- I . Der letzte Factor lässt sich ansehen als v og'l'] 

Product der bei den Factoren 

(12) 

di~ der Differentialgleichung erster Ordnung genügen 

(13) k dk2 _ k dk,. = 1 
1 dv 2 dv ' 

sowie der Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(14) 

Gelingt es also, die eine oder die andere Seite dieser letzten 
Gleichung als Function von t auszudrücken, so lässt sich eine homogene 
lineäre Differentialgleichung zweiter Ordnung herstellen, von welcher 
k1 und k2 particuläre Integrale sind. Es sei k das vollständige Inte-

d2 k 
gral. Wir ersetzen dv 2 durch das ihm gleichbedeutende 

dv d 2k dk d 2v 
dtiW -fitiW 

(~:Y 
und erhalten für k die Differentialgleichung 

(15) 

Von der Gleichung (15) seien zwei von einander unabhängige 
particuläre Integrale KI und K 2 gefunden 1 deren Quotient K 2 : K I = H 
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ein von Bögen grösster Kreise begrenztes Abbild der positiven t Halb­
ebene auf der Kugelfläche liefert. Dasselbe leistet dann jeder Ausdruck 
von der Form 

Si H - a 
(16) "Tl= e l+a'H' 

worin e reell und (x, (X' conjugirte complexe Grössen sind. 
Die Function v ist so zu wählen, dass für endliche Werthe von t die 

U t t · k 't 1 d
2 
k . ht h lb d Punkt 'b ns e Ig eI en von k dv' lllC ausser a er e a, a, ,C, e 

liegen. 
Setzt man 

(17) 
dv 1 1 

dt = Yq> (t ) x (t) = Yf(t) , 

. d di F t· 1 d
2
l.;. E dl· h tet' f·· di P nkt so WIr e unc IOn k dv' 1m n lC en uns Ig nur ur e u e 

a, a', b, c, und zwar für jeden unendlich in erster Ordnung. Man 
erhält nemlich für t = C 

2Yt=C v - v .=----
c y«c) 

"Tl - "Tlc = const. (t - c)Y. 
Folglich: 

l/dv t-y 
k1 = V d'TJ = const. (v - Va) 

und hieraus: 
..!.. d2k=t (yy- t) f' (c) . 
k dv' t - c 

Entsprechende Ausdrücke erhält man für t = a, a', b, in denen c resp . 
. durch a, a', b, und r durch 2 zu ersetzen ist. 

Eine ähnliche Betrachtung lehrt, dass für t = e die Function 
1 d 2 k . . 
k dv' stetIg bleIbt. 

Für t = 00 ergiebt sich 

~ ::~ = (- ; + 2) (; - 1)t2 V
-

s
. 

Demnach lautet 
1 d' k 

der Ausdruck fiir k dv2 wie folgt: 

..!.. d
2

l.; = t ~(yy - t) ( g ) + F (t). 
k dv' L.; (t - g) 

Die Summe bezieht sich auf alle Punkte [J = a, d, b, c, und bei 
a, a', bist 2 statt r zu setzen. F ( t ) ist eine ganze Function vom 
Grade (2v - 6), in der die ersten beiden Coefficienten sich folgender­
massen bestimmen. Man bringe dv in die Form 
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oder kürzer = a (lv!. 

Dann ergiebt sich durch Differentiation 

~ [(dl1)-t] = a-i- ~ [(d'Tf)-!] + (:01)-t d'(a~, dv' dv dv~ dV1 dV1 dv' 
folglich 

(dTJ)t d' .. [(dl1)- t] = ·a -2 (!!!L)t d' [(dl1)- t] + a- t cl' (at) , dv d V " dv dV1 dVr clv1 dv 2 

oder 

oder 

(cl'Tf)t cl~ [(Cl'Tf)-t] = t- 2 .·+8 ~ t (i'i'~t) t(g) dV1 dVr clv1 t - 9 

+ r 2Y +8 F(t) _ lX~ d~~:) . 

Die Function auf der linken Seite ist endlich für t = (X). Folg­

lich hat man rechts in der Entwicklung von r 2.·+ 8 F(t) und von 

-i} cF (at) . 
a dv' dIe Coefficienten von t2 und resp. von t einander gleich zu 

setzen. Die Entwickhmg von a t d2d(:~ giebt nach einfacher Rechnung 

t d'(a~ = ~ (_~ + 2) t-,,+5 d(r
Y

+
2 f(t») . 

a dv2 2 2 dt 

Hiernach bleiben in F(t) noch 2v - 7 unbestimmte Coefficienten. 
Es ist aber wichtig zu bemerken, dass dieselben reell sein müssen. 
Denn wir haben in §. 12 gefunden, dass du reell oder rein imaginär 
ist in allen geraden Begrenzungslinien der Minimalfläche und folglich 
auch an jeder Stelle in der Begrenzung der Abbildungen. Vermöge 
der Gleichung (17) gilt dasselbe von dv. Daraus lässt sich beweisen, 

1 d 2 k 
dass flir reelle Werthe von t die Function k d v' nothwendigerweise 

reelle Werthe besitzt. 

Um diesen Beweis zu führen, betrachten wir die Abbildung auf 
der Kugel vom Radius 1 und nehmen irgend einen Theil der Begren­
zung, also den Bogen eines gewissen grössten Kreises. Im Pole dieses 
grö~sten Kreises legen wir die Tangential-Ebene an und bezeichnen 
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sie als die Ebene der ?ll' Dann lassen sich die constanten Grössen 
a l1 a 'l) 01 so bestimmen, dass 

. d' h 1 . F ti ' k' y'dV d 7 ' y*v Ist, un WIr er a ten ZWel unc onen 1 = - un '"2 = ?ll - , 
d7)l d7)l 

die particuläre Integrale der Differentialgleichung (15) sind. Folglich 
haben wir 

Der eben betrachtete Theil der Begrenzung bildet sich m der 
?lI-Ebene ab dUl'ch die Gleichung 

?l1 = (!pli, 

und wenn man dies in k; einführt, so erkennt man leicht, dass in de~ 

fraglichen Begrenzungstheile ~ d~k: reell ausfällt. Folglich gilt das-
k

1 
v 

1 d 2 k 
selbe von T dv 2 ' und da diese Betrachtung für jedes einzelne Begren-

. 1 d 2k 
zungsstück angestellt werden kann, so 1st T dv. reell in der ganzen 

Begrenzung. 
Nun fällt aber bei emem reellen oder rem imaginären (lv die 

F ' t' 1 d'k'l auch d II 11 . unc IOn - - - ann ree aus, wenn man a gememer 
7;1 dv' 

?l1 = (>1 e'p,i 

setzt und den Modul (>1 constant nimmt. Damit also die Axe der 
reellen t sich auf der Kugel vom Radius 1 wir}dich in Bögen grösster 
Kreise abbilde, muss für jeden Begrenzungstheil (>1 = 1 sein. Dies 
liefert ebenso viele Bedingungsgleichungen , als einzelne Begrenzungs­
linien gegeben sind. 

Bei dieser Untersuchung ist, wie schon im vorigen Paragraphen, 
vorausgesetzt, dass die Werthe a, b, c, e sämmtlich endlich seien. Trifft 
dies nicht zu, so bedarf die Betrachtung einer geringen Modification. 

Anmer kung. Die Aufgabe ist hiermit vollständig formulirt. Im einzelnen 
Falle kommt es nur darauf an, die Differentialgleichung (15) wirklich aufzustellen 
und zu integriren. Uebrigens ist es mcht unwichtig, zu bemerken, dass die An­
zahl der in der Lösung auftretenden willkürlichen reellen Constanten ebenso gross 
ist wie die Anzahl der Bedingungsgleichungen, welche vermöge der Natur der 
Aufgabe und vermöge der Daten des Problems erfüllt sein müssen. Wir bezeich­
nen die Anzahl der Punkte a, b, c, e resp. mit A, B, 0, E und beachten, dass 
2A + B + 4 = 0 + 2E = 11 ist. . In der Differentialgleichung (15) treten 
2A + B + 40 + oE - 10 willkürliche reelle Constanten auf, nemlich: die Win-
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'kel y, deren Anzahl 0 ist; die 211 - 7 Constanten der Function F (t); die reellen 
Grössen b, C, e, von denen man dreien beliebige Werthe geben kann, indem man 
für t eine lineare Substitution mit reellen Coefficienten macht. Zu diesen willkür­
lichen Constanten kommen bei der Integration noch 10 hinzu, nemlich 6 reelle 
Constanten in 7], ein Factor von du und je eine additive Constante in den Aus­
drücken für x , y, z. Die Lösung enthä,lt also 2A + B + 40 + 5E reelle Con­
~tanten von ,unbestimmtem Werthe. 

Die Daten des Problems bestehen in den Coordinaten der Eckpunkte untl 
den Winkeln, welche die Richtungen der ins Unendliche verlaufenden Begren­
zungslinien festlegen. Diese Daten sprechen sich in 30 + 4E Gleichungen aus. 
Dazu kommen 0 + E Bedingungsgleichungen, die erfüllt sein müssen, damit die 
Axe der reellen t sich auf der Kugel vom Radius 1 in 0 + E Bögen g r ö SB te r 
Kreise abbilde. Wenn also die Zahl der Bedingung.gleichungen euenso gross seiu 
soll wie die Zahl der unbestimmten Constanten, so fehlen noch ebenso viele Glei­
chungen, wie Punkte a, a', b vorhanden sind. Nun i8t aber die Differentia.l­
gleichung (15) so beschaffen, dass in der Umgebung jedes dieser Punkte das In­
tegral einen Logarithmus enthalten kann. Ein solcher ist nach ·der Natur der 
Aufgabe nicht zulässig, und damit er nicht auftrete, ist für jeden der genannten 
Punkte Eine Bedingungsgleichung zu erfüllen. 

In der That ist hiernach die Anzahl der Bedingungsgleichuugeu ebenso gl·OS8 
wie die Anzahl der unbestimmten Constanten in der Lösung. 

Beispiele. 

15. 

Die Begrenzung bestehe aus zwei unendlichen geraden Linien, 
die nicht in einer Ebene liegen. Ihre kürzeste Verbindungslinie habe 
die Länge A, und es sei an der Winkel, welchen die Projection der 
FHiche auf der rechtwin·klig gegen jene Verbindungslinie gelegten 
Ebene ausfüllt. 

Nimmt man die kürzeste Verbindungslinie zur x-Axe, so hat in 
jeder der beiden Begrenzungsgeraden x einen constanten Werth. 
Ebenso ist cp in jeder der beiden Begrenzungsgeraden constant. In 
unendlicher Entfernung ist die positive Normale für den einen Sector 
parallel der positiven, für den andern Sector parallel der negativen 
x-Axe. Die Begrenzung bildet sich auf der Kugel in zwei grössten 
Krei en ab, die durch die Pole 7J = 0 und 7J = 00 gehen und den 
Winkel an einschliessen. 

Hiernach hat man 
iA 

X=--loa"" 2an 1:>.' 

S = - ;an 7J - "7}' ·A ( 1) 
, iA (1 ,) s=- - - -11 . 2 an 7] , 
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folglich x = - i ~ log (~) . 
2an 'Tl 

Ca) 
= - i ~ log ( - ~) 2an s' 

worin man die Gleichung der Schraubenfiäche erkennt. 
Der Inhalt der Fläche ist nnendlich gross. Soll also von einem 

Minimum die Rede sein, so ist dies so zu verstehen. Der Inhalt jeder 
andern Fläche von derselben Begrenzung ist ebenfalls unendlich gross. 
Aber wenn man den Inhalt der Schraubenfiäche abzieht, so kann die 
Differenz endlich sein, und die Schraubenfiäche hat die Eigenschaft, 
dass diese endliche Differenz positiv ausfällt. 

In demselben Sinn hat man die Minimal-Eigenschaft immer auf­
zufassen, wenn die Fläche unendliche Sectoren besitzt. 

16. 

Die Begrenzung bestehe aus drei geraden Linien, von denen zwei 
sich schneiden und die dritte zur Ebene der beiden ersten parallel läuft. 

Legt man den Anfangspunkt der Coordinaten in den Schnittpunkt 
der beiden ersten Geraden, die positive x-Axe in die negative Normale, 
so bildet jener Schnittpunkt auf der Kugel sich ab im Punkte 7J = 00. 

Die Abbildung der beiden ersten Geraden sind grösste Halbkreise, die 
von 7J = 00 bis 'I'} = 0 laufen. Ihr Winkel sei a1t. Die Abbildung 
der dritten Linie ist der Bogen eines grössten Ei-eises, der von 7J = 0 
ausgeht, an einer gewissen Stelle umkehrt und in sich selbst bis zum 
Punkte 7J = 0 zurückläuft. Dieser Bogen bilde mit den beiden ersten 
grössten Halbkreisen die Winkel - ßn und r1t, so dass ß und ' r ab­
solute Zahlen sind und ß + r = a sich ergiebt. Um die Abbildung 
auf der halben t- Ebene zu erhalten, setzen wir fest, dass t = 00 sein 
soll für 7J = 00, dass dem unendlichen Sector zwischen der ersten und 
dritten Linie t = b, dem unendlichen Sector zwischen der zweiten und 
dritten Linie t = c, dem Umkehrpunkte der Normalen auf der dritten 
Linie t = a entsprechen soll. Dabei sind a, b, c reell und c > a > b. 
Diesen Bestimmungen entspricht 'I'} = Ct - b)fl (t - c)Y. Der Werth a 
hängt von bund c ab. Man hat nemlich 

d log 'Tl ß (t - c) + "1 (t - b) 
----at = (t - b) (t - c) 

und dieses muss für den Umkehrpunkt = 0 sein, also a = c: t ~'Y. 
Man hat weiter nach Art. 12. und 13, 

, - +. 
7 _ y~~-=- b) (ß + "1 ) (t - a) ! dt 
ltt- 2:n; (t-b)(t-c) ' 
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oder wenn man c - b = ~ annimmt 

Folglich 

, /-- (t - a)t dt 
dt~ = r ß + '}' (t- b) (t-c) 

du 1 

dlog'l/ = CP+y) (t-a) , 

(~)2 dlo _ d t • 
cl log '1/ g 7J - (t - b) (t - c) 

'f dt +'f dt' 
X .=- t (t - b) (t - c) ~ (f-b)(t'- c) , 

(b) - _ ~f (t - b)fl (t - cl - (t - b)- fI (t - c)- r 
y - 2 (t -b)(t- c) dt 

i f (t' - b'! (f - c)Y - (t' - br fl (t' - c)- 'l + 2 (t ' - b) (f - c) dt', 

_ f (t - b'! (t - c)Y + (t - b)- fI (t - c)- Y 
Z - - t (t _ b) (t _ c) dt 

f (f - b'! (f - c)'l + (t' - b)- fI (t' - c)- Y , 

- t (t ' _ b) (f _ c) dt. 

17. 

Die Begrenzung bestehe aus drei einander kreuzenden geraden 
Linien, deren kürzeste Abstände A, B, C sein mägen. Zwischen je zwei 
begrenzenden Linien erstreckt sich die Fläche ins Unendliche. Es 
seien a'lt, ß'lt, '}''lt die Winkel der Richtungen, in welchen die Grenz­
linien des ersten, des zweiten, des dritten Sectors in's Unendliche ver­
laufen. Setzt man fest, dass für die drei Sectoren der Minimalfläche 
im Unendlichen die Grässe t resp. = 0, 00, 1 sein soll, so erhält man 

du -V rp (t) 
d t = t el-tl . 

fJJ (t) ist eine ganze Function zweiten Grades. Ihre Coefficienten 
bestimmen sich daraus, dass 

für t = ° 
für t = 00 

fiir t = 1 

sein JUU s. 

d u 1~ 
dlogt = V 2"n 

~_ l /Bß 
dlog t - V 2n 

du l /Cy 
-l/:"7\-og- (-:-:t- - f) = V 2"n 

Danach ercrieot sieh 
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q:> (t) = Aa (1 _ t) + G"/ t _ B ß t (1 - t). 
2n 2n 2n 

Je nachdem die Wurzeln der Gleichung q:> (t) = 0 imaginär oder 
l'eell sind, hat die Abbildung auf der Kugel einen Verzweigungspunkt 
1m Innern oder zwei Umkehrpunkte der Normalen auf der Begrenzung. 

Die Functionen k1 = ~ und Je2 .= 7J ~ werden nur Dir 

dv 
die drei Sectoren unstetig, wenn man dt = q:> (t) nimmt. Und zwar 

ist die Unstetigkeit von k1 der Art, dass 

für t=O 

für t = 00 

rur t = 1 

einändrig und verschieden von 0 und 00 wird. Je1 und Je2 sind particu­
läre Integrale einer homogenen lineären Differentialgleichung zweiter 

O d .. h . b 1 d
2
k . U tet' k 't r nung, dle SIC ergIe t, wenn man k dv 2 aus semen ns Ig eI en 

als Function von t darstellt und t statt v als unabhängige Variable in 

::~ einführt. Hat man das particuläre Integral Je1 gefunden, so ergiebt 

sich k2 aus der Differentialgleichung erster Ordnung 

dk dk 
(e) Je1 d/ - Je2 d: = q:> (t). 

Das vollständige Integral der homogenen 
gleichung zweiter Ordnung werde mit 

1

1 IX _ 2. _.! 
Je=Q 2 2 2 2 

!_ + ~ _ ~ + .t 
2 2 2 2 

(d) 

lineären Differential-

bezeichnet. Diese Function genügt wesentlich denselben Bedingungen, 
die in der Abhandhmg über die Gauss'sche Reihe F (a, ß, /" x) als 
Definition der P-Function ausgesprochen sind *). Sie weicht von der 
P-Function darin ab, dass die Summe der Exponenten - 1 ist, nicht 
+ 1 wie bei P. 

Man kann die Function Q mit Hülfe einer Function P und ihrer 
ersten Derivirten ausdrücken. Zunächst ist nemlich 

*) Beiträge znr Theorie der dnrch die Gan s s'sch~ Reihe F (a, ß, ,,/, x) dar­
stellbaren Fnnctionen. (S. 62 dieser Sammlung.) 

RIE.U.NN'S gesammelte mathematische W erke. I. 20 

; 
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Setzt man nun 

• ~ p 1 ~ =:::: = : :: : t ) , 

so lassen sich die Constanten a, b, c so bestimmen, dass 
1 a 1 y 

(e) k = l-2 (1 - t)2 - 2 ((a + bt) 6 + ct (1- t) ~~) 

wird. In der That hat man nur diesen Ausdruck in die Differential­
gleichung (e) einzusetzen und die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
für 6 zu beachten, um zu der Gleichung zu gelangen 

cp (t) = t 1 - a (1 - t)l- Y (61 dd
a: - 62 ~a;) F(t) , 

F (t) = a (a + ca) (1 - t) + (a + b) (a + b - er) t 

- t(l - t) (b - ~ -tß t r - 1 e) (b - a - ß t" - 1 c) . 
Vermöge der Eigenschaften der Function 6 kann man setzen 

t1-c< (1 _ t)l- Y (6 da2 _ 6 d(1 ) = 1 
1 dt 2 dt ' 

und folglich muss F (t) = cp (t) sein. Hieraus ergeben sich ru·ei Be­
dingungsgleichungen für a, b, c, die eine sehr einfache Form an­
nehmen, wenn man 

a b a+r- 1 " a + "2 e = p, - 2 e = q, a + b - "2 c = - r 

setzt. Die Bedingungsgleichungen lauten dann 

Aa 
pp - a a (p + q + 1·)2 = 211: ' 

qq - ßß (p + q + rl = !!' 
'·1· - rr (P + q + r)2 = ~: . 

Mit Hülfe der Function . 

A=pI-:-; ;-;t), 
1 2 2 2+2 

deren Zweige Al und i2 der Differentialgleichung genügen 
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Ä~-Ä~=l 
1 d log t 2 d log t ) 

kann man k noch einfacher ausdrücken, nemlich 

(f) k ' tt ((p + qt) Ä + ct (1 - t) ~~)-

Es würde nicht schwer sein, die einzelnen Zweige der Functioll k 
in der Form von bestimmten Integralen herzustellen. Der Weg dazu 
ist in art. VII. der Abhandlung über die Function P vorgezeichnet. 

In dem besondern Falle, dass die drei begrenzenden geraden Linien 

den Coordinatenaxen parallel laufen, ist Ci = ß = r = ~. Dann er­

hält man 

_ (- t -t 
Ä - P t t t) (~)t (0 - t ° ) tt = t P t t tt . 

Der Zweig Äl .lieser Function ist 

= C t 1)t Y----:t~:-+-(-t - l')t const., 

und daraus ergiebt sich ' 

k
l 

= 'V2 l (t - 1 tVr-:tt-+-(t---l )-,.~ {p + qt - : - ~ yt(f-=1)} , 

k2=- 'V2l (t-1)1 Y tt - (t _ . l)t {p+ qt - ~ + ~ yt(t-1)} . 

Mit Hülfe dieser beiden Functionen lassen sich dX, d Y, dZ folgender­
massen ausdrücken 

dX = - ikl k2 t2(1d~ t)2 ' 

dY = - ; (k; -!cD t2 (1d~ t)2' 

dZ = - ~ (k; + !cD t 2(1d~ t)2 ' 

iX = (p + q - tlYt ~ 1 + (- p + q + r)2 yt 
-; 1 

+ Hp -+ 3q + r) (p - q + r) logt~ + (t-1 )!, 
t~ - (t- 1) 

(g) i Y = - (p - q + r)2 tt - (- p + q + rY t-t 
1 + tt 

- ~ (p + q + 31') (p + q - r) log ---!-' 
1 - t-

i Z = (p - q + 1')2 (1 - t)t + (p + q - r)2 (1 - t)-t 

+ t(3p + q + 1') (- P + q + 1-) log 1 + t1 
- t. 

1- 1- t 
20* 
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Wenn p, q, r reell sind, so geben die doppelten Coefficienten von 
i in den drei Grössen rechts die rechtwinkligen Co ordinaten eines 
Punktes der Fläche. 

18. 

Die Begrenzung bestehe aus vier sich schneidenden geraden Linien, 
die man erhält, wenn von den Kanten eines beliebigen Tetraeders 
zwei nicht zusammenstossende weggelassen werden. Die Abbildung 
auf der Kugeloberßäche ist ein sphärisches Viereck, dessen Winkel 
an, ßn, yn, on sein mögen. Es ergiebt sich 

dt~ = Gdt 
V (t - a) (t - b) (t - c) (t - d) 

Gdt ' 
V Ll (t) , 

wenn die reellen Werthe t = a, b, c, d die Punkte der t-Ebene be-
7.eichnen, in welchen sich die Eckpunkte des Vierecks abbilden. 

Soll die in §. 14 entwickelte Methode zur Bestimmung von 'YJ 

angewandt werden, so hat man hier speciell rp(t) = 1, X(t) = f::1 (t), 

folglich v = ~ und 

k1 = V: v
, k2 - 'YJ ~. . n . n 

Die Functionen k1 und k2 genügen der Differentialgleichung 

k dk2 _ k dk, = 1 
1 dv 2 dv 

und sind particuläre Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
~ d 2 k = (lXIX - t) Ll'(a) + (ßß - t) Ll'(b) 

Tc clv 2 t - a t - b 

+ (yy - tl Ll' (c) + (J8 - t) Ll' (d) + h. 
t-c t-cl 

Die Function F(t) des §. 14 ist hier vom zweiten Grade, aber die 
Coefficienten von t2 und von t sind gleich Null, also h eine Cons.tante. 
In der letzten Gleichung hat man auf der linken Seite tals unab­
hlingige Variable einzuführen und erhält 

eh) ! (f::1 (t)::;+tS(t)~~) 
= (lXIX - t ) S .(a) + (ßß - t) Ll' (b) + (".". - t ) Ll' (c) + (~~ - t ) Ll' (cl) + h 

t-a t - b t-c t-d 

als die Differentialgleichung zweiter Ordnung, welcher 7c Genüge leisten 
muss. 

Sind x, y, z als Functionen von t wirklich ausgedrückt, so treten 
iri der Lösung noch 16 unbestimmte reelle Constanten auf, nemlich 
die vier Grössen a, b, c, d, von denen wie oben drei beliebig ange­
nommen werden können, die vier Grössen a, ß, . r, 0, die Gröss~ h, 
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ferner 6 reelle Constanten in dem Ausdrucke für '1J, ein constanter 
Factor in du und je eine additive Constante in x, y, z. Zur Bestim­
mung dieser 16 Grössen sind 16 Bedingungsgleichungen vorhanden, 
nemlich 4 Gleichungen, welche ausdrücken, dass -die vier Begrenzungs­
linien in der Ebene der 'I'} sich auf der Kugel in grössten Kreisen ab­
bilden, und 12 Gleichungen, welche aussagen, dass x, y, z in den 4 
Eckpunkten gegebene Werthe haben. 

In dem speciellen Falle eines regulären Tetraeders ist die Abbil­
dung auf der Kugel ein regelmässiges Viereck, in welchem jeder Winkel 
= in. Die Diagonalen halbiren sich und stehen rechtwinklig auf ein­
ander. Die den Eckpunkten diametral gegenüberliegenden Punkte der 
Kugeloberfläche sind die Ecken eines congruenten Vierecks. Zwischen 
beiden liegen vier dem ursprünglichen ebenfalls congruente Vierecke, 
die je zwei Eckpunkte mit dem ursprünglichen, zwei mit dem gegen­
überliegenden gemein haben. ' Diese sechs Vierecke füllen die Kugel-

oberfläche einfach aus. Es wird also d ldU eine algebraische Function 
og 1) 

von 'I'} sein. 
Man kann die gesuchte Minimalfläche über ihre urspl'üngliche 

Begl'enzung dadurch stetig fortsetzen, dass man sie um jede ihrel' 
Grenzlinien als Drehungsaxe um 1800 dreht. Längs einer solchen 
Grenzlinie haben dann die ursprüngliche Fläche und die Fortsetzung 
gemeinschaftliche Normalen. Wiederholt man die Construction an den 
neuen Flächentheilen, so lässt sich die urspriingliche Fläche beliebig 
weit fortsetzen. Welche Fortsetzung man aber auch betrachte, immer 
bildet sie sich auf der Kugel in einem der sechs congruenten Vierecke 
ab. Und zwar haben die Abbildungen von zwei Flächentheilen eine 
Seite gemein oder sie liegen einander gegenüber, je nachdem die 
Flächentheile selbst in eil!er Grenzlinie an einander stossen oder an 
gegenüberliegenden Grenzlinien eines mittleren Flächentheils gelegen 

. sind. In dem letzteren Falle können die -betreffenden Flächentheile 
durch parallele Verschiebung zur Deckung gebracht werden. Daher 

muss (a!; 1) r unverändert bleiben, wenn 'I'} mit - ~ vertauscht wird. 

Legt man den Pol ('I'} ' = 0) in den Mittelpunkt eines Vierecks, 
den Anfangsmeridian durch die Mitte eIller Seite, so ist für die Eck­
punkte dieses Vierecks 

und 

+ n i + 3n, 
C - t . C -4" 

T} = tg "2 e- 4, g"2 e 

c y'3-1 
t9"2= JI2-' 
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Punkte, denen entgegengesetzte Werthe von 'I'} angehören, haben die­

selbe x-Co ordinate. Es muss also Cl~; 7J r bei der Vertauschung von 

"1 mit - 'I'} unverändel·t bleiben. Hiernach erhält man 

(d~;7JY = Y7J4 + ~~4 + 14' . 
Die Constante 01 muss reell sein, damit du2 m der Begrenzung 

reelle Werthe besitze. 

Zu demselben Resultate gelangt man auf dem .folgenden Wege. 
Die Substitution 

{ 
7J2 + 7J- 2 

- 2vai }3 _ (ti - 1)2 
7J2 + 7J - 2 + 2 V 3 i - t 2 + 1 

liefert auf der t-Ebene eine Abbildung, die von einer geschlossenen 
überall stetig gekrümmten Linie begrenzt wird. Die Rechnung zeigt, 
dass cl log t in der Begrenzung rein imaginär ist. Folglich ist die 
Abbildung der Begrenzung in der t-Ebene ein Kreis um den Mittel­
punkt t = O. Der Radius dieses Kreises ist = 1. Den Eckpunkten 

ni 

+ C4 .,., = tg - e ./ - 2 

entspricht t = + 1, den Eckpunkten 
-n 

C -4-
'I') = + tg 2 e 

entspricht t = + i. Geht man an irgend einer dieser vier Stellen 
durch das Innere der Minimalfläche von einer Grenzlinie zur folgenden, 
so ändert sich dabei der Arcus von dt um n. Daher kann man, Wle 
in §. 13., auch hier setzen 

du O2 

dt vw -1) (t 2 +~ ' 
und es muss C~ rem imaginär sein, damit du2 in der Begrenzung reell 

ausfalle. Es findet sich 01 = 3 Y3 C~ i. 
Dieser Ausdruck stimmt mit dem vorher aufgestellten für C~; 7Jr. 

Zur weitern Vereinfachung nehme man 

(
t

2 
- 1)2 = WS .,.,2 + .,., - 2 = 9.A. 

t 2 + 1 ,./ ./ .. 

und beachte, dass 

(d:O; 7JY d log 'I') = (::y Jl~~ 7J dA.. 

Dann ergiebt eine sehr einfache Rechnung 
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x=- if(~)2 dlog'1] = Cf doo , 
dIog7] VOO (1 - (>00) (1 - (> 200) 

(i) Y=- !J(d~~:7]Y('1]- ~)dlog1J=Cll:fVCO(1_:~(1_ (> 2 oo) ' 

Z = - ~J (d ~~ 7]Y ('1] + ~) dlog'1] = Cll! Voo(1 _ ~)OO( l _ (>00) , 

wenn II = - ~ (1 - i V3) eine dritte Wurzel der Einheit bezeichnet. 

Die reelle Constante C = ~ Cl bestimmt sich aus der gegebenen Länge 

der Tetraederkanten. 

19. 

Endlich soll noch die Aufgabe der Minimalfläche für den Fall 
behandelt werden, dass die Begrenzung aus zwei beliebigen Kreisen 

, besteht, die in parallelen Ebenen liegen. Dann kennt man die Richtung 
der Normalen in der Begrenzung nicht. Daher lässt sich diese auch 
nicht auf der Kugel abbilden. Man gelangt aber zur Lösung der 
Aufgabe durch die Annahme, dass alle zu den Ebenen der Grenzkreise 
parallel gelegten ebenen Schnitte Kreise seien. Und es wird sich zeigen, 
dass unter dieser Annahme der Minimalbedingung Genüge geleistet 
werden kann. 

Legt man die x -Axe rechtwinklig gegen die Ebenen der Grenz­
kreise, so ist die Gleichung der Schnittcurve in einer parallelen Ebene 

(k) F = y2 + Z2 + 2cxy + 2ßz + 'Y = 0, 

und a, ß, 'Y sind als Functionen von x zu bestimmen. Zur Abkürzung 
werde 

V(OF)2 (OF)2 (OF)2 = ~ oa; + oy + OZ n 

gesetzt, so dass 
oF . oF ., oF 

cos r = n "'--' sm r cos gJ = n ..,,-, sm r SIn gJ = n " ua; uy uZ 
ist. Dann lässt sich die Bedingung des Minimum in die Form bringen 

o (n 0 F) 0 ('11 0 F) 0 (n 0 F) 
__ o~ + oy + OZ = 0 oa; oy OZ 

oder nach Ausführung der Differentiation 

4 02 F (F + a2 + ß2 _ ) + 4 oF oF _ 4 oF 0 (F + cx2 + ß2 _ .) oa;2 'Y oa; oa; oa; O.c 7' 

+ 4· 2 (F + cx2 + ß2 - 7') = O. 
Schreibt man a2 + ß2 - 7' = - q und beachtet, dass F = 0 ist, 

so geht die letzte Gleichung über in 
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(l) 
'(PF 'OF dq 

q-, ---+2q=O 
'O x J 'Ox dx 

und giebt nach einmaliger Integration 

- <l + 2 - + const. = O. 1 'OF fd X 
q u X q 

Die Integrationsconstante ist von x' unabhängig. Nimmt man anderer­

seits f dqX unabhängig von y und z, so muss die Integrationsconstante 

1· F t· d' il 1 'OF. I h . t eine meäre unc IOn von y un z. sem, we - ~ eme so c e 1S. q uX 

Man hat also 

- <l + 2 - + 2ay + 2bz + const. = O. 1 oF J'Cl X 
q uX q 

Vergleicht man damit das Resultat der directen Differentiation von F, 
nemlich 

so ergiebt sich 

'O F = 21 d a + 2z dß + (l y 
'Ox Y dx d x d x 

da d ß 
dx =-aq, - =-uq (l x 

und wenn man J qclx = m setzt: 

a = - am + d, ß = - um + e. 

Hiernach hat man 
'O F dy ax = - 2aqy - 2bqz + d x ' 

'02 F dq dq d2 y 
"3""'> = - 2ay --, - 2bz d- + -d ., ux· c.x x x 

und diese Ausdrücke sind in die Gleichung (l) einzuführen. Nach ge­
höriger Hebung erhält man 

d2
y _ dq d y + 2 _ 0 

q dx2 d x d x q - , 

eme Gleichlmg, die sich weiter vereinfacht, wenn man beachtet, dass 

I' = q'+ a2 + ß2 = q +f(m) = ~~ + f (m) , 

/ (1n) = (a2 + b2) rnJ. - 2 (ad.+ be) m + (12 + e2. 
Nimmt man hieraus :~ und : ::., so geht die Differentialgleichung, 

welche die Bedingung des Minimum ausdrückt, über in folgende: 

(m) q ::~ - (:;Y + 2q + 2 (a2 + b2
) q3 = O. 

Zur Ausfühl'ung der Integration setze man :; = p und betrachte 
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q als unabhängige Variable. Dadurch erhält man für p2 als Function 
von q eine lineäre Differentialgleichung erster Ordnung, nemlich 

..!... q d(p2) _ p2 + 2q + 2 (a2 + b2) q3 = 0 
2 dq 

oder 
q2 d(p 2) ;: p2 d (q2) = _ (q~ + 4 (a2 + b2)) clq. 

Das Integral lautet 
p2 4 
2" = - - 4 (a2 + b2

) q + 8c. q q (n) 

Darin ist für p wieder :! zu setzen, wodurch man erhält 

clx _ dq 
- 2Y q + 2 cq2 - (a2 + b2) qS' 

dm = qclq 
2Y q + 2 cq2 - (a2 + b2) q" 

Also ergiebt sich 

X=J2 dq q + 2 cq2 _ (n2 + b2) qS' 

(0) m,=J qdq 
2 Y q + 2 cq2 - (a2 + b") q"' 

Y = am - cl + -V - q cos 'ljJ, 

z = bm - e + -V - q sin 'ljJ. 

Man hat demnach x, y, z als Functionen von zwei reellen Variabeln 
q und 'ljJ ausgeChitckt. Die Ausdrücke sind, abgesehen von algebrai­
schen Gliedern, elliptische Integrale mit der obern Grenze q. Nach 
der oben entwickelten allgemeinen Methode hätte man x, y, zerhalten 
als Summen von zwei conjugirten Functionen zweier conjugirten com­
plexen Variabeln. Danach liegt die Verml1thung nahe, dass diese 
complexen Ausdrücke mit Hülfe der Additionstheoreme der elliptischen 
Functionen sich je in einen einzigen IntegralausCh'uck mit der Varia­
beln q zusammenziehen lassen. 

Und dies ist leicht zu bestätigen. Man hat nemlich aus den For­
meln für die Richtungscoordinaten rund rp der Normalen 

oF cF. 
1J _ 2<p i _ oy + oz ~ _ y + z i + ct + ßi _ 2 I/Ji - ,-e - ~ - -e 
1J oF oF . Y - z i + ct - ßi 

o y - dz ~ 

Verbindet man damit die Definitionsgleichung von q, nemlich: 

(y + zi + a + ßi) (y - zi + a - ß~) = - q, 
so ergiebt sich 
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(y + zi) + (a + ßi) = (- q)11]4r 1]'- -;;, 

(y - zi) + (a - ßi) = C- q)-! 1]-';' 1]'t. 

Ferner hat man 
'OF 
iJX 1 

cotgr=y = ,r-: {p-2aq(y+a)-2bq(z+ß)} 
(
'OF\2 (GFV 2" - q 
GY! + 'Oz! 

oder 
1,2 • 1,2 

COS--SID -

_l_- V1]1]' = 2 2 =-1-{p-2aq(y+a)-2bq(z+ß)) 
m sin~ cos~ -V q 

2 2 

Äuf der rechten Seite sind für y + a und z + ß die eben gefundenen 
Äusdrücke in 1] und 1]' einzuführen. Dadmch geht die Gleichung über 
in folgende: 

~ = (- q)~ [(a + b~) (~')t + (a - bi) (~,tJ 

+ C- q)-t (fu' _ 1 ,). 
-V7J7J 

Quadrid man beide Seiten dieser Gleichung und setzt für ~: seinen 

Werth aus (n), so ergiebt sich nach gehöriger Reduction 

(P) (- q) [Ca + bi) (~')t - (a-bi) (f)tr + ( \) [-v;r;J ~ -vkT 
= 8c - 2 (a + bi) (1]' - ~) - 2 (a - bi) (1] - ~). 

Die so gefundene Gleichung, welche den Zusammenhang von q, 1], 1]' 

angiebt, kann man als Integral einer Differentialgleichung für 1] und 1]' 

ansehen und q als Integrationsconstante auffassen. Die Differential­
gleichung ergiebt sich durch unmittelbare Differentiation in folgender 
Form 

o = d7J [_1_ (V 1]1]' + _1 ,) 
7J -V q m 

- q ((a + bi). (~)t - (a - bi) (~,t) ] ' 
+ d~' [_1_ (07? + _1 ) 

7J -v=q fu 

+ v- q (Ca + bi) (~)t - (a - bi) C)t) ] . 
Mit Hülfe der primitiven Gleichung (P) lassen sich aber die Factoren 

d d ' 
von .-!!. und -!J- anders ausdrücken. Man braucht nur die linke Seite 

7J 7J 
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von (P) in zweifacher Weise zu einem vollständigen Quadrat zu er­
gänzen, indem man das fehlende doppelte Product das eine mal positiv, 
das andere mal negativ hinzufügt. Dadurch erhält man 

V~q(Y1J1J' + vk) + -v=q (Ca + bi) V~ -~a - bi) 10) 
= + 2 [2c + (a + bi) ~ - (a - bi)1J], 

V~q(Y1J1J' + vk) - y=q (Ca + bi) V~ - (a - b't) V~,) 

= + 2 V[2C + (a - bi) ~, - (a + bi)1J'J' 

Nimmt man die Quadratwurzeln mit gleichen Vorzeichen, so geht die 
Differentialgleichung über in 

(q) 

Ilu Integral in algebraischer Form ist in der Gleichung (P) ausgesprochen 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, in den beiden Gleichungen 

,~ (1 + 1J1J') = Y1J' [Ca + b't) + 2c1J - (a - bi)1J2] 
y-q 

(r) + Y1J[(a - b't) + 2c1J' - (a+bi)1J'2], 

y=q ((a + bV 1J' - (a - bi)1J) = Y1J'[(a + bi)+2c1J-(a-bi)1J2] 
- Y1J[(a-bi)+2c1J'-Ca+ bih'2]. 

In transscendenter Form lautet das Integral 

const. = f d7J 
2 Y7J [ Ca + bi) + 2 c7J - (a - b~) 7J2J 

f d' 

+ 2 V7J' [Ca - b~) +: PI' - (a + b~) 7J'2] , 

(s) 

und die Integrationsconstante lässt sich ausdrücken 

const. = , f dq 

2 YQ[1 + 2 cq - (a2 + lJ 2) q2] 

was aus der Gleichung C'r) leicht hervorgeht, wenn mau 1J oder 1J' COll­

stant und zwar = 0 nimmt.· Man erkennt darin das Additionstheorem 
der elliptischen Integrale erster Gattung. 
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