
XII. 

Ueber die DarsteIlbarkeit einer Function durch eine trigono
metrische Reihe. 

(Aus dem dreizehnten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen.)*) 

Der folgende Aufsatz über die trigonometrischen Reihen besteht 
aus zwei wesentlich verschiedenen Theilen. Der erste Theil enthält 
eine Geschichte der Untersuchungen und Ansichten über die willkür
lichen (graphisch gegebenen) Functionen und ihre DarsteIlbarkeit durch 
trigonometrische Reihen. Bei ihrer Zusammenstellung war es mir ver
gönnt, einige Winke des berühmten Mathematikers zu benutzen, wel
chem man die erste gründliche Arbeit über diesen Gegenstand ver
dankt. Im zweiten Theile liefere ich über die DarsteIlbarkeit einer 
Function durch eine trigonometrische Reihe eine Untersuchung, welche 
auch die bis jetzt noch unerledigten Fälle umfasst. Es war nöthig, 
ilu einen kurzen Aufsatz über den Begriff eines bestimmten Integrales 
und den Umfang seiner Gültigkeit voraufzuschicken. 

Geschichte der Frage über die Darstellbarkeit einer willkürlich 
gegebenen Function durch eine trigonometrische Reihe. 

1. 
Die von Fourier so genannten trigonometrischen Reihen, d. h. die 

Reihen von der Form 
a1 sin x + a2 sin 2 x + all sin 3 x + .. . 

t bo + b1 cos x + b2 cos 2x + ba cos 3x + .. . 
"") Diese Abhamllung ist im Jahre 185-1 von dem Verfasser behuf seiner 

Habilitation an der Universität zu Göttingen der philosophischen Facultät ein
gereicht. Wiewohl der Verfasser ihre Veröffentlichung, wie es scheint, nicht be
absichtigt hat, so wird doch die hiermit erfolgende Herausgabe derselben in gänz
lich ungeänderter Form sowohl durch das hohe Interesse des Gegenstandes an 
sich als durch die in ibr niedergelegte Behandlungsweise der wichtigsten Principien 
der Infinitesimal-Analysis wobl hinlänglich gerechtfertigt erscheinen. 

Braunschweig, im Juli 1867. R. Dedekind. 
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spielen in demjenigen Theile der Mathematik, wo ganz willkürliche 
Functionen vorkommen, eine bedeutende Rolle; ja, es lässt sich mit 
Grund behaupten, dass die wesentlichsten Fortschritte in diesem fiir die 
Physik so wichtigen Theile der Mathematik von der klareren Einsicht 
in die Natur dieser Reihen abhängig gewesen sind. Schon gleich bei 
den ersten mathematischen Untersuchungen, die auf die Betrachtung 
willkürlicher Functionen führten, kam die Frage zur Sprache, ob sich 
eine solche ganz willkürliche Function durch eine Reihe von obiger 
Form ausdrücken lasse. 

Es geschah dies in der Mitte des vorigen J ahrhunclerts bei Ge
legenheit der Untersuchungen über die schwingenden Saiten, mit 
welchen sich damals die berühmtesten Mathematiker beschäftigten. 
lhre Ansichten über uns ern Gegenstand lassen sich nicht wohl dar-
teilen, ohne auf dieses Problem einzugehen. 

Unter gewissen Voraussetzungen, die in der Wirklichkeit näherungs
weise zutreffen, wird bekanntlich die Form einer gespannten in einer 
Ebene schwingenden Saite, wenn x die Entfernung eines unbestimmten 
ihrer Punkte von ihrem Anfangspunkte, y seine Entfernung aus der 
Ruhelage zur Zeit t bedeutet, durch die partielle Differentialgleichung 

(J2 y 02y 
ot" = aa 'O X2 

be timmt, wo Cl von t und bei einer überall gleich dicken Saite von x 
unabhängig ist. 

Der erste, welcher eine allgemeine Lösung dieser Differential
gleichung gab, war d' Alem bert. 

Er zeigte*), dass jede Function von x und t, welche für y ge
setzt, die Gleichung zu einer identischen macht, in der Form 

fex + cd) + q;(x - at) 

enthalten sein müsse, wie sich dies durch Einfüru:ung der unabhängig 
veränderlichen Grössen x + at, x-at anstatt x, t ergiebt, wodurch 

'0 GY 
(J2 y 1 02y . 4 'O (x + a t) 
'OX2 - aa o t~ m 'O (x - at) 

übergeht. 

Ausser dieser partiellen Differentialgleichung, welche sich aus den 
allgemeinen Bewegungsgesetzen ergiebt, muss nun y noch die Bedin
gung erfiillen, in den Befestigungspunkten der Saite stets = ° zu sein; 
man hat also, wenn in dem einen dieser Punkte x = 0, in dem an
dem x = list, 

*) Memoires dc l'academic de Berlin. 1747. pa~. 214. 
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f(cd) = - tp (- at), f (l + at) = --:- tp (l- ai) 
und folglich 

fez) = - tp (- z) = - tp (l- Cl + z» = f(2l + z), 
y = f (at + x) - f(at - x). 

215 

Nachdem d' Alembert dies ru1' die allgemeine Lösung des Pl'oblems 
geleistet hatte, beschäftigt e1' sich in einer Fortsetzung*) seiner Ab
handlung mit der Gleichung fez) = f (2l + z) ; d. h. er sucht ana
lytische Ausdrücke, welche unverändert bleiben, wenn z um 2l wächst. 

Es war ein wesentliches Verdienst Euler 's, der im folgenden Jahr
gange der Berliner Abhandlungen **) eine neue Darstellung dieser 
d' Alem b ert 'schen Arbeiten gab, dass er das Wesen der Bedingungen, 
welchen die Function fez) genügen muss, richtiger erkannte. Er be
merkte, dass der Natur des Problems nach die Bewegung der Saite 
vollständig bestimmt sei, wenn für irgend einen Zeitpunkt die Form 

der Saite und die Geschwindigkeit jedes Punktes (also y und ~~) ge

geben seien, und zeigte, dass sich, wenn man diese beiden Functionen 
sich durch willkürlich gezogene Curven bestimmt denkt, daraus stets 
durch eine einfache geometrische Construction die d' Alem bert 'sche 
F unction fez) finden lässt. In der That, nimmt man an, dass für 

oy 
t = ü, y = g(x) und Ft = h (x) 

sei, so erhält man für die Werthe von x zwischen Ü und l • 

fex) - f( - x) = -g (x), fex) + f (- x) = ~ jh(x) dx 

und folglich die Function fez) zwischen - l und l; hieraus aber er
giebt sich ihr Werth für jeden andern Werth von z vermittelst der 
Gleichung 

f ez) = f (2l + z) . 
Die ist in abstracten, aber jetzt allgemein geläufigen Begriffen dargestellt, 
die E uler'sche Bestimmung der Function f ez). 

Gegen diese Ausdehnung seiner Methode durch Euler verwahrte 
sich indess d 'Alembert sofort***) , weil seine Methode nothwendig 
voraussetze, dass y sich in t und x analytisch ausdrücken lasse. 

*) Ibid. pag. 220. 
**) Memoires de l'academie de Berlin. 1748. pag. 69. 

***) Memoires de l'academie de Berlin. 1750. pag. 358. En effet on ne peut 
ce me semble exprimer 'y analytiquement d'une maniere plus generale, qu'en la 
supposant une fonction de t et de x . Mais dans cette supposition on ne trouve 
la solution du probleme que pour les cas 011 les differentes figures de la corde 
vibrante peuvent etre renfermees dans une seule et meme equation. 
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Ehe eine Antwort Euler's hierauf erfolgte, erschien .eine dritte 
von diesen beiden ganz verschiedene Behandlun dieses Gegenstandes 
von Daniel Bernoulli*). Schon vor d'Alembert hatte Taylor**) 

(}2 ~. 

gesehen, dass (}t~ = aa ~; lmd zugleich y für x = 0 und für x = l 

t t I · h 0 . . n7tX 'n7t lXt d hi . fi' ses g eIC seI, wenn man y = srn-z- cos-z- un errn U' n 

eine ganze Zahl setze. Er erklärte hieraus die physikalische That
sache, dass eine Saite ausser ihrem Grundtone auch den Grundton 
einer t, t, t, ... so langen (übrigens ebenso beschaffenen) Saite geben 
könne, und hielt seine particuläre Lösung für allgemein, d. h .. er 
glaubte, die Schwingung der Saite würde stets, wenn die ganze Zahl n 
der Höhe des Tons gemäss bestimmt würde, wenigstens sehr nahe 
durch die Gleichung ausgedrückt. Die Beobachtung, dass eine Saite 
ihre verschiedenen Töne gleichzeitig geben könne, führte nun Be:(noulli 
zu der Bemerkung, dass die Saite (der Theorie nach) auch der Gleichung 

• 'n7tX n7t1X ) 
y = Ea,. srn-1- cos - z-(t- ß" 

gemäss schwingen könne, und weil sich aus dieser Gleichung alle be
obachteten Modificationen der Erscheinung erklären liessen, so hielt er 
sie für die allgemeinste***). Um diese Ansicht zu stützen, untersuchte 
er die Schwingungen eines masselosen gespannten Fadens, der in 
einzelnen Punkten Init endlichen Massen beschwert ist, . und zeigte, 
dass die SchwiJ!gungen desselben stets in eine der ~ahl der Punkte 
gleiche Anzahl von solchen Schwingungen zerlegt werden kann, deren 
jede für alle Massen gleich lange dauert. 

Diese Arbeiten Bernoulli's veranlassten einen neuen Aufsatz 
Euler's, welcher lmmittelbar nach ihnen unter den Abhandlungen der 
Berliner Akademie abgedruckt istt). Er hält darin d 'Alembert gegen
über festtt), dass die Function fez) eine zwischen den Grenzen - l 
und l ganz willkürliche sein könne, und bemerktttt), dass Bernoulli's 
Lösung (welche er schon früher als eine besondere aufgestellt hatte) 
dann allgemein sei und zwar nur dann allgemein sei, wenn die Reihe 

. X7t + . 2X7t + a1 SlllZ- a2 slll - l - ... 

. t: 7t 2xn t Uo + b1 cos z- + b2 cos - z- + ... 
*) Memoires de l'academie de Berlin. 1753. p. 14i. 

**) Taylor de methodo incrementorum. 
***) 1. c. p. 157. art. XIII. 

i") Memoires de l'academie de Berlin. 1753. pag. 1 !)(j. 

tt) 1. c. pag. 214. 
ttt) 1. c. art. JI[ - X. 
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für die Abscisse x die Ordinate einer zwischen den Abscissen 0 und l 
ganz willkürlichen' Curve darstellen könne. Nun wurde es damals von 
Niemand bezweifelt, dass alle Umformungen, welche man mit einem 
Imalytischen Ausdrucke - er sei endlich oder unendlich - vornehmen 
könne, für jedwedE) Werthe der unbestimmten Grössen gültig seien oder 
doch nur in ganz speciellen Fällen unanwendbar würden . . Es schien 
daher unmöglich, eine algebraische Curve oder überhaupt eine ana
lytisch gegebene nicht periodische Curve durch obigen Ausdruck dar
zustellen, und Euler glaubte daher, die Frage gegen Bernoulli ent
scheiden zu müssen. 

Der Streit zwischen ·Euler und d'Alem bert war indess noch 
immer unerledigt. Dies veranlasste einen jungen, damals noch wenig 
bekannten Mathematiker, Lagrange, die Lösung der Aufgabe auf 
einem ganz neuen Wege zu versuchen, auf welchem er zu Euler's 
Resultaten gelangte. Er unternahm es*), die Schwingungen eines 
masselosen Fadens zu bestimmen, welcher rit einer endlichen unbe
stimmten Anzahl gleich grosser Massen in gleich grossen Abständen 
beschwert ist, lmd untersuchte dann, wie sich diese Schwingungen 
ändern, wenn die Anzahl der Massen in's Unendliche wächst. Mit 
welcher Gewandtheit, mit welchem Aufwande analytischer Kunstgriffe 
er aber auch den ersten Theil dieser Untersuchung durchführte, so ' 
liess der Uebergang vom Endlichen zum Unendlichen doch viel zu 
wünschen übrig, so dass d 'Alem bert in einer Schrift, welche er an 
die Spitze seiner opuseules mathematiques stellte, fortfahren konnte, 
seiner Lösung den Ruhm der grössten Allgemeinheit zu vindiciren. 
Die Ansichten der damaligen berühmten Mathematiker waren und 
blieben daher in dieser Sache getheilt; denn auch in spätern Arbeiten. 
behielt jeder im Wesentlichen seinen Standpunkt bei. 

Um also schliesslich ihre bei Gelegenheit dieses Problems ent
wickelten Ansichten über die willkürlichen Functionen und über die 
DarsteIlbarkeit derselben durch eine trigonometrische Reihe zusammen
zustellen, so hatte Euler zuerst diese Functionen in die Analysis ein
geführt und, auf geometri ehe Anschauung gestützt, die Infinitesimal
rechnung auf sie angewandt. Lagrange**) hielt Euler 's Resultate 
(seine geometrische Construction des Schwingungsverlaufs) für richtig; 
aber ihm genügte die Euler'sche geometrische Behandlung dieser 

*) Miscellanea Taurillensia. Tom. I. Recherches Sill' la nature et la pro
pagation du Bon. 

**) Miscellanea Taurinensia. Tom. H. Pars math . pag. 18. 
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Functionen nicht. D Alembert*) dagegen ging auf die Euler 'sche 
Auffassungswei e der Differentialrechnung ein und bescluänkte sich, 
die Richtigkeit seiner Resultate anzufechten, weil man bei ganz will
kürlichen Functionen nicht wissen könne, ob ihre Differentialquotienten 
stetig seien. Was die Bernoulli'sche Lösung betraf, so kamen alle 
drei darin überein, sie nicht für allgemein zu halten; aber während 
d 'Alembert**), um Bernoulli 's Lösung für minder allgemein, als 
die seinige, erklären zu können, behaupten musste, dass auch eine 
analytisch gegebene periodische Function sich nicht immer durch eine 
trigonometrische Reihe darstellen lasse, glaubte Lagrange***) di~se 
~löglichkeit beweisen zu können. 

2. 

Fa t funfzig Jahre vergingen, ohne dass in der Frage über die 
analyti che Darstellbarkeit willkürlicher Functionen ein wesentlicher 
Fortschritt · gemacht wurde. Da warf eine Bemerkung Fourier's ein 
neues Licht auf diesen Gegenstand; eine neue Epoche in der Entwicklung 
dieses Theils der Mathematik begann, die sich bald auch äusserlich in 
grossartigen Erweiterungen der mathematischen Physik kund that. 
Fourier bemerHe, dass in der trigonometrischen Reihe 

{
al sin x + a2, sin2x + .. . 

f ex) = t bo + b1 COS X + b
2 

cos2x + .. . 
die Coefficienten sich durch die Formeln 

n n 

a,. = - fex) sin n x dx, b" = - f ex) cos nxdx 1 J. 1 J' 
. n n 

-n -n 

bestimmen lassen. Er sah, dass diese Bestimmungsweise auch an
wendbar bleibe, wenn die Function fex) ganz willkürlich gegeben sei; 
er setzte für f ex) eine so genannte discontinuirliche Function (die 
Ordinate einer gebrochenen Linie für die Abscisse x) und erhielt so 
eine Reihe, welche in der That stets den Werth der Flillction gab. 

Als Fourier in einer seiner ersten Arbeiten über die Wärme, 
welche er der französischen Akademie vorlegtet), (21. Dec. 1807) zu
erst den Satz aussprach, dass eine ganz willkürlich (graphisch) ge
gebene Function sich durch eine trigonometrische Reihe ausdrücken lasse, 

*) Opuseu1es mathematlques p. d'Alembert. Tome premier. 1761. pag. 16. 
art. VII _ XX. fI 

**) 0puBculeB mathematiqueB. Tome 1. pag. 42. art. XXIV. 
***) Mise. Taur. Tom. m. Pars math. pag. 221. art. XXV. 

t ) Bulletin d.es Beienees p. 130 80e. philomatique Tome 1. p. 112. 
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war diese Behauptung dem greisen Lagrange so unerwartet, dass 
er ihr auf das Entschiedenste entgegentrat. Es soll *) sich hierüber 
noch ein Schriftstück im Archiv der Pariser Akademie befinden. 
Desse_nungeachtet verweist**) Poisson überall, wo er sich der trigono
metrischen Reihen zur Darstellung willkürlicher Functionen bedient, 
auf eine Stelle in Lagrange's Arbeiten über die schwingenden Saiten, 
wo sich diese Darstellungsweise finden soll. Um diese Behauptung, 
die sich nur aus der bekannten Rivalität zwischen Fourier und 
Poisson e~·klären lässt***), zu widerlegen, sehen wir uns genöthigt, 
noch einmal auf die Abhandlung Lagrange 's zurückzukommen; denn 
über jenen Vorgang in der Akademie findet sich nichts veröffentlicht. 

Man findet in der That an der von Poisson citirten Stellet) die 
Formel: 

"y = 2fY sin X7t clX X sin x n + 2fY sin 2X7t dX X sin 2x7t 
+ 2fY sin 3X7t dX X sin 3x 7t + etc. + 2fY sin nXn {lX sin nx7t, 

de sorte que, lorsque x = X, on aura y = Y, Yetant l'ordonnee qui 
repond a l'abscisse X." 

Diese Formel sieht nun allerdings ganz so aus wie die Fourier 'sche 
Reihe, so dass bei flüchtiger Ansicht eine Verwechselung leicht mög
lich ist; aber dieser Schein rührt bloss daher, weil Lagrange das 
Zeichen fdX anwandte, wo er heute das Zeichen ~AX angewandt 
haben würde. Sie giebt die Lösung deI' Aufgabe, die endliche Sinus
reihe 

a1 sin X7t + a2 sin 2 X7t + ... + (~Il sin n..c7t 

so zu bestimmen, dass sie für die Werthe 
1 2 n 

n +1' n + l' ... , n + i 
von x, welche Lagrange unbestimmt durch X bezeichnet, gegebene 
Werthe erhält. Hätte Lagrange in dieser Formel nunendlich gro 
werden lassen, so wäre er allerdings zu dem Fourier'schen Resultat 
gelangt. Wenn man aber seine Abhandlung durchliest, so sieht man, 
dass er weit davon entfernt ist zu glauben, eine ganz willkürliche 
Function lasse sich wirklich durch eine unendliche Sinusreihe dar
stellen. Er hatte vielmehr die ganze Arbeit gerade un~ernommen, weil 
er glaubte, diese willkürlichen Functionen liessen sich nicht durch eine 

*) Nach einer mündlichen Mittheilung des Herrn Professor Dirichlet. 
**) Unter Andem in dem verbreiteten Traite de mecanique Nro. 323. p. 638. 

***) Der Bericht im bulletin de : sciences über die von Fourier der Akademie 
vorgelegte Abhandlung ist von Poisson. 

t ) Misc. Taur. Tom. III. Pars math. pag. 261. 
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Formel ausdrücken, und von der trigonometrischen Reihe glaubte er, 
dass sie jede analytisch gegebene periodische Function darstellen körnte. 
Freilich erscheint es uns jetzt kaum denkbar, dass Lagrange von 
seiner Summenformel nicht zur Fourier'schen Reihe gelangt sein sollte; 
aber dies erklärt sich daraus, dass durch den Streit zwischen Euler 
und d'Alembert sich bei ihm im Voraus eine bestimmte Ansicht über 
den 'einzuschlagenden Weg gebildet hatte. Er glaubte das Schwinguugs
problem für eine unbestimmte endliche Anzahl von Massen erst voll
ständig absolviren zu müssen, bevor er seine Grenzbetrachtungen an
wandte. Diese erfordern eine ziemlich ausgedehnte Untersuchung*), 
welche nnnöthig war, wenn er die Fourier'sche Reihe kannte. 

D.!Uch Fourier war nun zwar die Natur der trigonometrischen 
Reihen vollkommen richtig erkannt**); sie wurden seitdem in der 
mathematischen Physik ~ur Darstellung willkürlicher Functionen viel
fach angewandt, und in jedem einzelnen Falle überzeugte man sich 
leicht, dass die Fourier'sche Reihe wirklich gegen den Werth der 
Function convergire; aber es dauerte lange, ehe dieser wichtige Satz 
allgemein bewiesen wurde. 

Der Beweis, welchen Cauchy in einer der Pariser Akademie am 
27. Febr. 1826 vorgelesenen Abhandlung gab***) , ist unzureichend, wie 
Dirichlet gezeigt hatt). Cauchy setzt voraus, dass, wenn man in 
der willkürlich gegebenen periodischen Function { (x) für x ein com
plexes Argument x + Vi setzt, diese Function für jeden Werth von y 
endlich sei. Dies findet aber nur Statt, wenn die Function gleich 
einer constanten Grösse ist. Man sieht indess leicht, dass diese Voraus
setzung für die ferneren Schlüsse nicht nothwendig ist. Es reicht hin, 
wenn eine Function qJ (.c + Vi) vorhanden ist, welche für alle positiven 
Wert he von V endlich ist und deren reeller 'l'heil für y = 0 der ge
gebenen periodischen Function { (x) gleich wird. Will man diesen 
Satz, der in der That richtig isttt), vOl'aussetzen, so führt allerdings 
der von Cauchy eingeschlagene Weg zum Ziele, wie umgekehrt dieser 
Satz sich aus der Fourier'schen Reihe ableiten lässt. 

*) Misc. Taur. Tom. Uf. Pars math. p. 261. 
**) Bulletin d. sc Tom. I. p. 111>. Les coefficients a, a', a", . .. etant aimi 

determines etc. 
***) Memoires de l'ac. d. sc. de Paris. Tom. VI. p. 603. 

t ) ereile Journal für die Mathematik. Bd. IV. p. 157 & 158. 
tt) Der Beweis findet sicb in der Inauguraldissertation des Verfassers. 
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3. 

Erst im Januar 1829 erschien im Journal von Crelle*) eine Ab
handlung von Dirichlet, worin für Functionen, die durchgehends eine 
Integration zulassen und nicht unendlich viele Maxima und Minima 
haben, die Frage ihrer Darstellbarkeit durch trigonometrische Reihen 
in aller Strenge entschieden wurde. 

Die Erkenntniss des zur Lösung dieser Aufgabe einzuschlagenden 
Weges ergab sich ihm aus der Einsicht, dass. die unendlichen Reihen 
in zwei wesentlich verschiedene Klassen zerfallen, je nachdem sie, 
wenn man sämmtliche Glieder positiv macht, convergent bleiben oder 
nicht. In den ersteren können die Glieder beliebig versetzt werden, 
der Werth der letzteren dagegen ist yon der Ordnung der Glieder ab
hängig. In der That, bezeichnet man in einer Reihe zweiter Klasse 
die . positiven Glieder der Reihe nach durch 

die negativen durch 
- bu - b-}. , - bg , • •• , 

so ist klar, dass sowohl Ea, als 2Jb unendlich sein müssen; denn 
wären beide endlich, so wUrde die Reihe auch nach Gleichmachung 
der Zeichen convergil:en; wä~e aber eine unendlich, so würde die Reihe 
divergiren. Offenbar kann nun die Reihe durch geeignete Anordnung 
der Glieder einen beliebig gegebenen Werth C erhalten. Denn nimmt 
man abwechselnd so lange positive Glieder der Reihe, bis ihr Werth 
grösser als C wird, und so lange negative, bis ihr Werth kleiner als 
C wird, so wird die Abweichung von C nie mehr betragen, als der 
Werth des dem letzten Zeichen wechsel voraufgehenden Gliedes. Da 
nun sowohl die Grössen a, als die Grössen b mit wachsendem Index 
zuletzt unendlich klein werden, so werden auch die Abweichungen 
von C, wenn man in der 'Reihe nur hinreichend weit fortgeht, be
liebig klein werden, d. h. die Reihe wird gegen C convergiren. 

Nur auf die Reihen erster Klasse sind die Gesetze endlicher Sum
men anwendbar; nur sie können wirklich als Inbegriff ihrer Glieder 
betrachtet werden, die Reihen der zweiten Klasse nicht; ein Umstand, 
welcher von den Mathematikel'n des vorigen Jahrhunderts übersehen 
wurde, hauptsächlich wohl aus dem Grunde, weil die Reihen, welche 
nach steigenden Potenzen einer veränderlichen Grösse fortschreiten, all
gemein zu reden (d. h. einzelne Werthe dieser Grösse ausgenommen), 
zur prsten Klasse gehören. 

*) Bd. IV. pag. 157. 
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Die Fourier'sche Reihe gehört nun offenbar nicht nothwendig 
-zur ersten Klasse' ihre Convergenz konnte also gar nicht, wie Oauchy 
vergeblich*) versucht hatte, aus dem Gesetze, nach welchem die Glie
der abnehmen, abgeleitet werden. Es musste vielmehr gezeigt werden, 
dass die endliche Reihe 

n n 

~ J'f(a) sinacla sin x + ~ J ' f (a) sin2ada sin2x + .. , 
-n -7f 

n 

+ ~ J'f (a) sinnacla sinnx 
-n 

n n n 

2n f(a) da +;, f (a) cos ada cos x +;, f(a ) cos 2ada cos 2x + .. . 1 J' 1J' 1J' 
- ß -7f - ß 

n -1J' + -.; f (a) cosnada cosn x 
-n 

oder, was dasselbe ist, das Integral 
. 2 n + 1 . n sm (x - a) 

1 J' 2 2n f (a) . x _ a da 
Sln--

- n 2 

sich, wenn n in's Unendliche wiichst, dem Werthe fex) unendlich all
niihert. 

Dirichlet stützt diesen Beweis auf die beiden Sätze: 
c 

1) Wenn 0 < c < ~ , nähert sich j' cp (ß) sin (2: :
n
-; 1) ß d ß mit wach-

sendem n zuletzt unendlich dem Werth ~ cp (0) ; 
c 

2) wenn 0 < b < c < ~, niihert sich j' cp (ß) sin (2~nt 1) ß clß mit 

" 
wachsendem n zuletzt unendlich dem Werth 0; 

"'Vorausgesetzt, dass die Function cp (ß) zwischen den Grenzen dieser 
Integrale entweder immer abnimmt, oder immer zunimmt. 

Mit Hülfe dieser beiden Sätze lässt sich, wenn die Function f 
nicht unendlich oft vom Zunehmen zu.m Abnehmen oder vom Ab
nehmen zum Zunehmen übergeht, das Integral 

*) Dirichlet in Crelle's Journal. Bd. IV. pag. 158. Ql10i ql1'il en soit ue 
cette premiere observation, ... a mesure que n croit. 
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1< • 2n + 1 ( 
1 J' Sill 2 X - a) 

2% f(a) . x - a 
Slll--

-71: 2 

offenbar in eine endliche Anzahl von Gliedern zerlegen, von denen 
eins*) gegen t fex + 0), ein anderes gegen t fex - 0), die übrigen 
aber gegen 0 convergiren, wenn n ins Unendliche wächst. 

Hieraus folgt, dass durch eine trigonometl'ische Reihe je desich 
nach dem Intervall 2:n: periodisch wiederholende Function darstellbar 
ist, welche 

1) durchgehends eine Integration zulässt, 
• 2) nicht unendlich viele Maxima ' und Minima hat und 

3) wo ihr Werth sich sprungweise ändert, den Mittelwerth ZWI

schen den beiderseitigen Grenzwerthen annimmt. 

Eine Function, welche die ersten beiden Eigenschaften hat, die 
dritte aber nicht, kann durch eine trigonometrische Reihe offenbar 
nicht dargestellt werden; denn die trigonometrische Reihe, die sie
ausser den Unstetigkeiten darstellt, würde in den Unstetigkeitspunkten 
selbst von ihr abweichen. Ob und wann aber eine Function, welche 
die ersten beiden Bedingungen nicht erfüllt, durch eine trigonometrische 
Reihe darstellbar sei, bleibt durch diese Untersuchung unentschieden. 

Durch diese Arbeit Dirichlet's ward einer wossen Menge wich
tiger analytischer Untersuch.ungen eine feste Grundlage gegeben. Es 
war ihm gelungen, indem er den Punkt, wo Etfler irrte, in volles 
Licht brachte, eine Frage zu erledigen, die so viele ausgezeichnete 
Mathematiker seit mehr als siebzig Jall1'en (seit dem, Jahre 1753) be
schäftigt hatte. In der That für alle Fälle der Natur, um welche es 
sich allein handelte, war sie vollkommen erledigt; denn so gross auch 
unsere Unwissenheit darüber ist, wie sich die Kräfte und Zustände der 
Materie nach Ort und Zeit im Unendlichkleinen ändern, so können 
wir doch sicher annehmen, dass die Functionen, auf welche sich die 
Dirichlet'sche Untersuchung nicht erstreckt, in der Natur nicht vor
kommen. 

Dessenungeachtet scheinen diese von Dirichlet unerledigten Fälle 
aus einem zweifachen Grunde Beachtung zu verdienen. 

*) Es ist nicht schwer zu beweisen, dass der Werth einer Function t, welche 
nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, stets, sowohl wenn der Argument
werth abnehmend, als wenn er zunehmend gleich x wird, entweder festen Grenz
werthen fex + 0) und fex - 0) (nach Dirichlet's Bezeichnung in Dove's Reper
torium der Physik. Bd. 1. pag. 170) sich nähern, oder unendlich gross werdeu 
müsse, 
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Erstlich steht, wie Dirichlet selbst am Schlusse seiner Abhand
lung bemerkt, dieser Gegenstand mit den Principien der Infinitesimal-

. rechnung in der engsten Verbindung und kann dazu dienen, diese 
Principien zu grösserer Klarheit und Bestimmtheit zu bringen. In 
dieser Beziehung hat die Behandlung desselben ein unmittelbares ' 
Interesse. 

Zweitens aber ist die Anwendbarkeit der Fourier 'schen Reihen 
nicht auf physikalische Untersuchungen beschränkt; sie ist jetzt auch 
in einem Gebiete der reinen Mathematik, der Zahlentheorie, mit Er
folg angewandt, und hier scheinen gerade diejenigen Fimctionen, 
deren Darstellbarkeit durch eine trigonometrische Reihe Dirichlet 
nicht untersucht hat, von Wlchtigkeit zu sein. 

Am Schlusse seiner Abhandlung verspricht freilich Dirichlet, 
später auf diese Fälle zurückzukommen, aber dieses Versprechen ist 
bis jetzt unooüllt geblieben. Auch die Arbeiten von Dir ksen und 
Bessel über die Cosinus- und Sinusreihen leisten diese Ergänzung 
nicht; sie stehen vielmehr der Dirichlet'schen an Strenge und All
gemeinheit nach. Der mit ihr fast ganz gleichzeitige Aufsatz Dirksen's*) 
welcher offenbar ohne Kenntniss derselben geschrieben ist, schlägt 
zwar im Allgemeinen einen richtigen Weg ein, enthält aber im Ein~ 
ze1!ten einige Ungenauigkeiten. Denn abgesehen davon, dass er in 
einem speciellen Falle**) für die Summe der Reihe ein falsches Re
sultat findet, stützt er sich in einer Nebenbetl'achtung fluf eine nur in 
besonderen Fällen mögliche Reihenentwicklung ***), so dass sein Be
weis nur für Functionen mit überall endlichen ersten Differential
quotienten vollständig ist. Besselt) sucht den Dirichlet'schen Be
weis zu vereinfachen. Aber die Aenderungen in diesem Beweise ge
währen keine wesentliche Vereinfachung in den Schlüssen, sondern 
dienen höchstens dazu, ihn in geläufigere Begriffe zu kleiden, während 
seine Strenge und Allgemeinheit beträchtlicb darunter leidet. 

Die Frage über die Darstellbarkeit einer Function durch eine tri
gonometrische Reihe ist also bis jetzt nur unter den beiden Voraus
setzungen entschieden, dass die Function durchgehends eine Integration 
zulässt und nicht unendlich viele Maxima und Minima hat. Wenn die 
letztere Voraussetzung nic~t gemacht wird, so sind die bei den Integral
theoreme Dirichlet's zur Entscheidung der Frage unzulänglich' wenn 
aber die erstere wegfällt, so ist schon die Fourier'sche Coefficienten-

*) Crelle's Journal. Bd. IV. p. 170. 
*~) 1. c. Formel 22. 

* ' '' ) l. c. Art. 3. 
t ) Scbuniacber. Astrollomische Nachrichten. 1'0. 37J (1:3J. 16. p. 229). 
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bestimmung nicht anwendbar. Der im Folgenden, wo diese Frage 
ohne besondere Voraussetzungen über die atur der Function unter
sucht werden soll, eiIlgeschlagene Weg ist hierdurch, wie man sehen 
wird, bedingt; ein so directer Weg, wie der Dirichlet's, ist der Natur 
der Sache nach nicht möglich. 

Ueber den Begriff eines bestimmten Integrals und den Umfang 
seiner Gültigkeit. 

4. 

Die Unbestimmtheit, welche noch in einigen Fundamentalpunkten 
der Lehre von den bestimmten Integralen herrscht, nötbigt uns, 
Einiges voraufzuschi9ken über den Begriff eines bestimmten Integrals 
und den Umfang seiner Gültigkeit. 

b 

Also zuerst: Was hat man unter J' ( (x) dx zu verstehen? 

" 
Um dieses festzusetzen, nehmen wir zwischen a und b der Grösse 

nach auf einander folgend, eine Reib e von Werthen Xli ~, .•. , Xn-l 

an und bezeichnen der Kürze wegen Xl - a durch Oll X2 - Xl durch 
O2, •• • , b - x,,_~ durch On und dmch E einen positiven ächten Bru~h. 
Es wird alsdann der Werth der Summe 

S = 01 ((a + EI 01) + 0t ((Xl + Et O2) + 03 ( (Xt + Es 03) + ... 
+ On ((XIt-l + E,. alt) 

von der Wahl der Intervalle ° und der Grössen E abhängen. llat sie 
nun die Eigenschaft, wie auch 0 und E gewählt werden mögen, sich 
einer festen Grenze A unendlich zu nähern, sobald sämmtliclte 0 un-

b 

endlich klein werden, so heisst dieser Werth J' ( (x) (l .t. 

a 
b 

Hat sie diese Eigenschaft nicht, so hat J' ((.1.) cl X keine Bedeu-

u 

tung. Man hat jedoch in mehreren Fällen versucht, diesem Zeichen 
auch dann eine Bedeutung beizulegen, und unter diesen Erweiterungen 
des Begriffs eines bestimmten Integrals ist eine von allen Mathema
tikern angenommen. Wenn nämlich die Function ((x) bei Annäherung 
des Arguments an einen einzelnen Werth c in dem Intervalle (a, b) 
unendlich gross wird, so kann offenbar die Summe S, welchen Grad 
von Kleinheit man auch den ° vorschreiben möge, jeden beliebigen 

RIE.IANN'. gesammelte maUlematische Werke. I. 15 
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/1 

Werth erhalten; sie hat also keinen Grenzwerth, und jf(X) dx würde 

• a 

nach dem Obigen keine Bedeutung haben. Wenn aber alsdann 
c-a1 b . 

j fex) dx + J' fex) dx 
a c+«, 

sich, wenn Cil und Ci2 unendlich klein werden, emer festen Grenze 
b 

nähert, so versteht man unter j fex) dx diesen Grenzwerth. 
a 

Andere Festsetzungen von Cauchy über den Begriff des bestimm
ten Integrales in den Fällen, wo es dem Grundbegriffe nach ein sol
ches nicht giebt, mögen für einzelne Klassen von Untersuchungen 
zweckmässig sein; sie sind indess nicht allgemein eingeführt und dazu, 
schon wegen ihrer grossen Willkül'lichkeit, wohl kaum geeignet. 

5. 

Untersuchen wil' jetzt zweitens den Umfang der Gültigkeit dieses 
B~griffs oder die Frage: in welchen Fällen lässt eine Function eine 
Integration zu und in welchen nicht? 

Wir betrachten zunächst den rntegralbegriff im engern Sinne, 
d. h. wir setzen voraus, dass die Summe S, wenn sämmtliche 8 un
endlich klein werden, convergirt. Bezeichnen wir also die grösste 

chwankung der Function zwischen a und Xli d. h . den Unterschied 
ihres grössten und kleinsten Werthes in diesem Intervalle, durch D l1 

zwischen Xl und x2 dUl'ch D2 •••• , zwischen X n-l und b durch Dn, 

so muss 
81 Dl + 82 D2 + ... + 8n Dn 

mit den Grössen 8 unendlich klein werden. Wir nehmen ferner an, 
dass, so lange sämmtliche 8 kleiner als d bleiben, der grösste Werth, 
den diese Summe erhalten kann, 6. sei; 6. wird alsdann eine Function 
von d sein, welche mit d immer abnimmt und mit dieser Grösse un
endlich klein wird. Ist nun die Gesammtgrösse der Intervalle) in 
welchen die Schwankungen grösser als (} sind, = 8, so wil'd der Bei
trag dieser Intervalle zur Summe 81 Dl + 82 D2 + ... + 8" D n offen
bar > 68. Man hat daher 

68 < 81 Dl + 82 D2 + ... + 8n Dn < 6., folglich 8 < ~ . 
Ä 
- kann nun, wenn (} gegeben ist, Immer durch geeignete Wahl von 

(j 
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d beliebig klein gemacht werden; dasselbe gilt daher von s, und es 
ergiebt sich also: 

Damit die Summe S, wenn sämmtliche 0 unendlich klein werden, 
convergirt, ist ausser der Endlichkeit der Function fex) noch erfor
derlich, dass die Gesammtgrösse der Intervalle, in welchen die 
Schwankungen> 0 sind, was auch 0 sei, durch geeignete Wahl von 
d beliebig klein gemacht werden kann. 

Dieser Satz lässt sich auch umkelu'en: 
Wenn die Function fex) immer endlich ist, und bei unendlichem 

Abnehmen sii.mmtlicher Grössen 0 die Gesammtgrösse s der Intervalle, 
in welchen die Schwankungen der Function fex) grösser, als. eine ge
gebene Grösse 0, sind, stets zuletzt unendlich klein wird, so conver
girt die Summe S, wenn sli.mmtliche 0 unendlich klein werden. 

Denn diejenigen Intervalle, in welchen die Schwankungen > 0 

sind, liefern zur Summe 0lDl + 02D2 + ' ., + onDn einen Beitrag, 
kleiner als s, multiplicirt in die grösste Schwanlnmg der Function 
zwischen a und b, welche (n. Y.) endlich ist; die übrigen Intervalle 
einen Beitrag< 0 (b - a). Offenbar kann man nun erst 0 beliebig 
klein annehmen und dann immer noch die Grösse der Intervalle (n. V.) 
so bestimmen, dass auch s beliebig klein wird, wodurch der Summe 
01 D1 + . , , + onDn jede beliebige Kleinheit gegeben, und folglich der 
Werth der Summe S in beliebig enge Grenzen eingeschlossen wer
den kann. 

Wir haben also Bedingungen gefunden, welche nothwendig und 
hinreichend sind, damit die Summe S bei unendlichem Abnehmen der 
Grössen 0 convergire und also im engem Sinne von einem Integrale 
der Function fex) zwischen a und b die Rede sein könne. 

Wird nun der Integralbegriff wie oben erweitert, so ist offenbar, 
damit die Integration durchgehends möglich sei, die letzte der beiden 
gefundenen Bedingungen auch dann noch nothwendig; an die Stelle 
der Bedingung, dass die Function immer endlich sei, aber tritt die 
Bedingung, dass die Function 11 u r bei Annäherung des Arguments an 
einzelne Werthe unendlich werde, und dass sich ein bestimmter 
Grenzwerth ergebe, wenn die Grenzen der Integration diesen Werthen 
unendlich genähert werden. 

6, 

Nachdem wir die Bedingungen ntr die Möglichkeit eines bestimm· 
ten Integrals im Allgemeinen, d. h. ohne besondere Voraussetzungen 
über die Natur der zu integrirenden Function, untersucht haben, soll 
nun diese Untersuchung in besonderen Fällen theils angewandt, theils 

15* 
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weiter ausgeführt werden, und zwar zuniichst für die Functionen, 
welche zwischen je zwei noch so engen Grenzen unendlich oft un
stetig sind. 

Da diese Fnnctionen noch nirgends betrachtet sind, wird es gut 
sein, von einem bestimmten Beispiele auszugehen. Man bezeichne der 
Kürze wegen durch (x) den Ueberschuss von x über die nächste ganze 
Zahl, oder, wenn x zwischen zweien in der Mitte liegt und diese Be
stimmung zweideutig wird, den Mittelwerth aus den beiden Werthen 
t und - t, also die Null, ferner durch n eine ganze, durch pelle 
ungerade Zahl und bilde alsdann die Reihe 

f ex) = (x) + (2x) + (3x) + ... = ~ (nx) . 
1 4 9 .L.J nn ' 

1 , (1J 

so convergirt, wie leicht zu sehen, diese Reihe für jeden Werth von Xj 

ihr Werth nähert sich, sowohl, wenn der Argumentwerth stetig ab
nehmend, als wenn er stetig zunehmend gleich x wird, stets einem 

festen Grenzwerth, und zwar ist, wenn x = in (wo p, n relative Prim

zahlen) 

f ex + 0) = f ex) - _1 (1 + .~ + n + ... ) = f ex) _ 'lOt 
2nn 16nn 

fCx - 0) = fex) + 2?:n (1 + t + n + ... ) = fex) + l::n 
sonst aber überall fex + 0) = fex), f ex - 0) = fex). 

Diese Function ist also für jeden rationalen Werth von x, der in 
den kleinsten Zahlen ausgedrückt ein Bruch mit geradem Nenner ist, 
unstetig, also zwischen je zwei noch so engen Grenzen unendlich oft, 
so jedoch, dass die Zahl der Sprünge, welche grösser als eine ge
gebene Grösse sind, immer endlich ist. Sie lässt durchgehends eine 
Integration zu. In der That genügen hierzu neben ihrer Endlichkeit 
die beiden Eigenschaften, dass sie für jeden Werth von x beiderseits 
einen Grenzwerth fex + 0) und f ex - 0) hat, und dass die Zahl der 
Sprünge, welche grösser oder gleich einer gegebenen Grösse 6 sind, 
stets endlich ist. Denn wenden wir unsere obige Untersuchung an, 
so lässt sich offenbar in Folge dieser beiden Umstände cl stets so klein 
annehmen, dass in sämmtlichen Intervallen, welche diese Sprünge nicht 
enthalten, die Schwankungen kleiner als 6 sind, und dass die Ge
sammtgrösse der Intervalle, welche diese Sprünge enthalten, beliebig 
klein wird. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Functionen, welche. nicht 
unendlich viele Maxima und Minima haben (zu welchen übrigens die 
eben betrachtete nicht gehört) , wo sie nicht unendlich werden, stets 
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diese beiden Eigenschaften besitzen und daher allenthalben, wo sie 
nicht tillendlich werden, eine Integration zulassen, wie sich auch leicht 
direct zeigen lässt. 

Um jetzt den Fall, wo die zu integrirende Function ( (x) für einen 
einzelnen Werth unendlich gross wird, näher in Betracht zu ziehen, 
nehmen wir an, dass dies für x = 0 stattfinde, so dass bei abnehmen
dem positiven x ihr Werth zuletzt über jede gegebene Grenze wächst. 

Es lässt sich dann leicht zeigen, dass x ((x) bei abnehmendem x 
von einer endlichen Grenze a an, nicht fortwährend grösser als eine 
endliche Grösse c bleiben könne. Denn dann wäre 

a a 

j'(ex) dx > c j -' dxX ' 

'" '" 
also grösser als c (log ~ - log ~), welche Grösse mit abnehmendem 

x zuletzt in's Unendliche wächst. Es muss also x(ex) , wenn diese 
Ftillction nicht in der Nähe von x = 0 tillencllich viele Maxima und 
Minima hat, nothw-endig mit x unendlich klein werden, damit ( (x) 
einer Integration fahig sein könne. Wenn andererseits 

((x) xet = f (x) d x (1 - a ) 
-d (Xl-Ci) 

bei einem Werth von a < 1 mit x unendlich klein wird, so ist klar, 
dass das Integral bei unendlichem Abnehmen der unteren Grenze con
vergirt. 

Ebenso findet man, dass im Falle der Convergenz des Integrals 
die Functionen 

1 f (x) dx 1 1 l (x) cl.); 
(ex)xlog; = l' ( (x)x logx log log x = 1 

- cl 10'" log- - d10<>' 10" 10<7-
C x 0 C 0 x 

fex) x 100" ~ 100" 100" ~ ••• logn-l ~ log" ~ = f(x) cl x 
0 x 0 0 x x x 1 

_ cllog1+n -
x 

nicht bei abnehmendem x von einer endlichen Grenze an fortwährend 
grösser als eine endliche Grösse bleiben können, und also, wenn sie 
nicht unendlich viele Maxima und Minima haben, mit x unendlich 
klein werden müssen; dass dagegen das Integral Jf(x) dx bei un-
endlichem Abnehmen der unteren Grenze convergire, sobald • 

1 1 ( 1 ) " f (..c) dx (1 - a) 
(ex) x log x ... logn-l X log" X = ( 1 )1-" 

- cl log" x 
für a > 1 mit x unendlich klein wird. 
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Hat aber die Function fex) unendlich viele Maxima und Minima, 
so lässt sich über die Ordnung ihres Unendlichwerdens nichts bestim
men. In der That, nehmen wir an, die Function sei ihrem absoluten 
Werthe nach, wovon die Ordnung des Unendlichwerdens allein ab
hängt, gegeben, so wird man immer durch geeignete Bestimmung des 
Zeichens bewirken können, dass das Integral Jf(x) dx bei unendlichem 
A.bnehmen der unteren Grenze convergire. Als Beispiel einer solchen 
Function, welche unendlich wird und zwar so, dass ihre Ordnung (die 

1 Ordnung von - als Einheit genommen) unendlich gross ist, mag die 
x 

Function 

dienen. 

1 1 1 

x+ 1 x. % = cose - e sIn e x 

Das möge über diesen im Gnmde in ein anderes Gebiet gehörigen 
Gegenstand genügen; wir gehen jetzt an unsere eigentliche Aufgabe, 
eine allgemeine Untersuchung über die DarsteIlbarkeit einer Function 
dm·ch eine trigonometrische Reihe. 

Untersuchung der Darstellbarkeit einer Function "durch eine trigo
nometrische Reihe ohne besondere Voraussetzungen über die Natur 

der Function. 

7. 

Die bisherigen Arbeiten über diesen Gegenstand hatten den Zweck, 
die Fourier'sche Reihe für die in der Natur vorkommenden Fälle zu 
beweisen; es konnte daher der Beweis für eine ganz willlrii.rlich ange
nommene Function begonnen, und später der Gang der Function behuf 
des Beweises willkürlichen Beschränkungen unterworfen werden, wenn 
sie nur jenen Zweck nicht beeinträchtigten. Für unsern Zweck darf 
derselbe nur den zur DarsteIlbarkeit der Function nothwendigen Be
dingungen unterworfen werden; es müssen daher zunächst zur Dar
stellbarkeit nothwendige Bedingungen aufgesucht und aus diesen dann 
zur DarsteIlbarkeit hinreichende ausgewählt werden. ' Während also 
die bisherigen Arbeiten zeigten: wenn eine Function diese und jene 
Eigenschaften hat, so ist sie durch die Fourier' sche Reihe darstell
bar; müssen wir von der umgekehrten Frage ausgehen: Wenn eine 
Function durch eine trigonometrische Reihe darstellbar ist, was folgt 
daraus über ihren Gang, über die Aenc1erung ihres Werthes bei stetiger 
Aenderung des Arguments? 
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Demnach betrachten wir die Reihe 

a1 sin x + a2 sin 2 x + .. . 
t bo + bl COS X + b2 COS 2 x + .. . 

oder, wenn wir der Kürze wegen 

t bo = A o, al sin x + bl COS X = All ~ sin 2 x + b2 COS 2 x = A 2 , ••• 

setzen, die Reihe 
Ao + Al + A 2 + ... 

als gegeben. Wir bezeichnen diesen Äusdl'Uck durch .Q und seinen 
Werth durch f ex), so dass diese Function nur für diejenigen Werthe 
von x vorhanden ist, wo die Reihe convergirt. 

Zur Uonvergenz einer Reihe ist nothwendig, dass ihre Glieder zu
letzt unendlich klein werden. Wenn die Coefficienten an, bn mit 
wachsendem n in's Unendliche abnehmen, so werden die Glieder der 
Reihe .Q für jeden Werth von x zuletzt unendlich klein; andernfalls 
kann dies nur für besondere Werthe von x stattfinden. Es ist nöthig, 
beide Fälle getrennt zu behandeln. 

8. 

Wir setzen also zunächst voraus, dass die Glieder der Reihe Q, 

fUr jeden Werth von x zuletzt unendlich klein werden. 
Unter dieser Voraussetzung convergirt die Reihe 

C + C' x + A xx - A - ::!2.. - .A3 ••• = F (x) 
02 1 4 9 ' 

welche man aus .Q durch zweimalige Integration jedes Gliedes nach x 
erhält, für jeden Werth von x. Ihr Werth F (x) ändert sich mit x 
stetig, und diese Function F von x lässt folglich allenthalben eine 
Integration zu. . 

Um Beides - die Convergenz der Reihe und die Stetigkeit der 
Function F (x) - einzusehen, bezeichne man die Summe der Glieder 

bis - .An einschliesslich durch N., den Rest der Reihe, d. h. die Reihe nn . 

durch R und den grössten Werth von Am .für m> n durch E. Äls
dann bleibt der Werth von R, wie weit man diese Reihe fortsetzen 
möge, offenbar abgesehen vom Zeichen 

< E (en ~ 1)2 + (n ~ 2)2 + .. -) < ~ 
und kann also in beliebig kleine Grenzen eingeschlossen werden; wenn 
man n nur hilll'eichend gross annimmt; folglich convergirt die Reihe. 
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Ferner ist die Function Fex) stetig i d. h. ihrer Aenderung kann jede 
Kleinheit gegeben werden, wenn man der entsprechenden Aendenmg 
von x eine hinreichende Kleinheit vorschreibt. Denn die Aenderung 
von Fex) setzt sich zusammen aus der Aenderung von R und von Ni 
offenbar kann man nun erst n so gross annehmen, dass R, was auch 
x sei, und folglich auch die Aenderung von R für jede Aenderung 
von x beliebig klein wird, und dann die Aenderung von x so klein, 
annehmen, dass auch die Aenderung von N beliebig klein wU·d. 

Es wU'd gut sein, einige Siitze über diese Function Fex) , deren 
Beweise den Faden der Untersucht mg tmterbrechen würden, vorauf
zuschicken. 

Lehrsatz 1. Falls die Reihe a convergil·t, convergirt 

F~+~+~-F~ +~-~-F~- a+~+F~ -a-~ 
4~ß 

wenn a und ß so unendlich klein werden, dass ihr Verhältniss endlich 
bleibt, gegen denselben Werth, wie die Reihe. 

In der That wird 

F~+~+~ - F~ +~-~-F~ -a+~+F~- a-~ 
4~ß 

= A + A sin a sin (3 + A Sill 20: sin 2 13 + A sin 3 0: sin 313 + ... 
o laß 2 20: 2ß 3 30: 313 

oder, um den einfaeheren Fall, wo ß = a; zuerst zu erledigen, 

F(x +2a)-2F(x) +F(x -2~) =A + A (Sin~)2+ Li (Sin2a)2 + ... 
4a 0: 0 1 Cl 2 2 Cl 

Ist die unendliche Reihe 

Ao + Al + A2 + ... = lex), 
die Reihe 

L4 + Al + ... + A n- l =l(x) + En , 

so muss sich für eine beliebig gegebene Grässe ~ ein Werth m von n 
angeben lassen, so dass, wenn n> m, En < ~ wird. Nehmen wir nun 
a so klein an, dass ma < n, setzen wir ferner mitte1st der Substitution 

A" = En+l - En , 

:2 C::ay A" in die Form 
0, '" 

lex) + :2En { Ci~n(~-l/~ ~f - Ci~:o:f} 
1, '" 

und theilen wir diese letztere unendliche Reihe in drei Theile, indem wir 
1) die Glieder vom Index 1 bis m einschliesslich, 

2) vom Index m + 1 bis zur grössten unter !:.. liegenden ganzen 
a 

Zahl, welche s sei, 
3) von s + 1 bis unendlich, 
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zusammenfassen, so besteht der erste Theil aus einer endlichen Anzahl 
stetig sich ändernder Glieder und kann daher seinem Grenzwerth 0 
beliebig genähert werden, wenn man a hinreichend klein werden lässt; 
der zweite Theil i t, da der Factor von En beständig positiv ist, offen
bar abgesehen vom Zeichen 

< 0 { (Hin 111 «)2 _ (Sin 5«)2} . 
m« s« 1 

um endlich den dritten Theil in Grenzen einzuschliessen, zerlege man 
das allgemeine Glied in 

E {(Sin (n - 1) «)2 _ ( Bin (n - 1) «)2} 
n (n - 1) ex nex 

und 
E f ( iu(n - 1) a)2 _ (SiUna)2\ = _ E sin (2n - 1)« sin a . 

n l . nex n« J n 

so leuchtet em, dass es 

< 0 {(n _11)2 ('(CI: - n~exa} + 0 nf~« 
und folglich die Summe von n = s + 1 bis u = 00 

o {_1 +...!:...} < (S«)2 s«' 

welcher Werth für ein unendlich kleines a in 

o {~ +~} übergeht. 
11:11: 7t 

Die Reihe 

~ En {Ci~f;t~-1)1~ «f - C:: a
/} 

(n ex)2 1 

niihert sich dahel' mit abnehmendem a einem Grenzwel'th, der nicht 
grösser als 

sein kann, also Null sein muss, und folglich convergirt 
F(x +2ex)- 2F (x) +F(x -2ex) 

4 ex ex 
welches 

= fex) + ~En { Ci~n(~-;)1l«f - (Si~:exf} 
mit in's Unendliche abnehmendem a gegen f ex), wodurch unser Satz 
fÜl' den Fall ß = a bewiesen ist. 

Um ihn allgemein zu beweisen, sei 

F(x + a + ß) - 2F(x) + F (x - a - ß) = (a + ß)2 (f(x) + 01) 
F(x + a - ß) - 2F(x) + F(x - a + ß) = (a - ß? (f(x) + O2), 

woraus 
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F (x + a + ß) - F(x + a - ß) - F (x - a + ß) + F(x - ~ - ß) 
= 4aß f ex) + (a + ß)2 h1 - (a - ß)2 h2. 

In Folge des eben Bewiesenen werden nun h1 und h2 unendlich klein, 
sobald a und ß unendlich klein werden; es wir~ also auch 

(a + W 8 _ (a - ß)2 8 
4aß 1 4aß 2 

unendlich klein, wenn dabei die Coefficienten von 81 und 0'2 nicht lill-

endlich gross werden, was nicht stattfindet, wenn zugleich 1. endlich 
a 

bleibt; und folglich convergirt alsdann 

F ~ +a+~-F~ +a - ~ - F~ -a+~+F~ -a-~ 
4aß 

gegen f ex), w. z. b. w. 

Lehrsatz 2. 
F(x + 2a) + F (x - 2a) - 2F (x) 

2a 

wird stets mit a unendlich klein. 
Um dieses zu beweisen, theile man die Reihe 

~An e::ay 
in drei Gruppen, von welchen die erste alle Glieder bis zu einem festen 
Index tn enthält, von dem an A n immer kleiner als c bleibt, die zweite 
alle folgenden Glieder, für welche na < als eine feste Grö se c ist, die 
dritte den Rest der Reihe umfasst. Es ist dann leicht zu sehen, dass, 
wenn ce in's Unendliche abnimmt, die Summe der ersten endlichen Gruppe 

endlich bleibt, d. h. < eine feste Grös e Q; die der zweiten < c ~ , die 
a 

der dritten 

<E -- < -. ~ 
1 E 

nnaa ac 
c< na 

Folglich bleibt 

F (x + 2a) + F(x - 2a) - 2F (x) ~ (Bin na)2 
2 a ' welches = 2 a kJ A n --:n;x- , 

< 2 ( Qa + E(c + ~ )). 
woraus der z. b. Satz folgt. 

Lehrsatz 3. Bezeichnet man durch b und c zwei beliebige Con
stanten, die grössere durch c, und durch l (x) eine Function, welche 
nebst ihrem ersten Differentialquotienten zwischen b und c immer 
stetig ist und an den Grenzen gleich Null wird, und von welcher der 
zweite Differentialquotient nicht unendlich viele Maxima lmd Minima 
hat, so wird das Integral 
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c 

1-'1-' fF (x) cosl-' (x -a)).. (x) dx , 
b 

wenn I-' in's Unendliche wächst, zuletzt kleineI' als jede gegebene GI·össe. 
Setzt man für F (x) seinen Ausdruck durch die Reihe, so erhält 

man für 
c 

1-'1-' j"F(x) cos I-' (x - a) l (x) dx 
b 

die Reihe (<D) 
c 

1-'1-' j' (c + c' x + Ao X2X) COS I-' (x - a) l (x) dx 
b 

c 

- ~ fLfL fAn cos I-' (x - a) l (x) clx 
~ nn 
1, 00 b 

Nun lässt sich An cos I-' (x - a) offellbar als ein Aggregat VOll 
cos (l-'+n) (x-a), sin(l-'+n) (x -a), cos(l-'-n) (x-a), sin (l-'-n) (x -a) 
ausdrücken, lmd bezeichnet man in demselben die Summe der beiden 
el'sten Glieder durch BI'+n, die Summe der beiden letzten Glieder durch 
BI'-n, so hat man cos (I ' (x - a) An = B ft+n + BI'- n, 

d
2 Bft+n ( + )2 B d

2 Bf
'-Il ( )2 B ~=- p, n It+" '~=- p,-n ft-n, 

und es werden B ,u+n und B,'- tL mit wachsendem n, was auch x sei, 
zuletzt lmendlich klein, 

Das allgemeine Glied der Reihe <D 
c 

- fLfLj·A ,. co::; I-' (x - a) l ex) dx 
n n 

b 

wird daher 
c C 

p.2 f (F Bft+n ( fL2 j" d2 Bf,-n 
= n2 (fL + n)2 dx2 ).. x) clx + n2 (p. _ n)2 ~~ l ex) clx 

b b 

oder durch zweimalige partielle Integration, indem man zuerst l (x), 
dann l' (x) als constant betrachtet, 

2 J~ 2 j~ = ~2(fL ~ n )2 B ,U+1L l" (x) d x + n2 (/-71,)" B ft- 1L l" (x) clx , 
b b 

da l ex) und l' (x) und daher auch die aus dem Integralzeichen 
tretenden Glieder an den Grenzen = 0 werden. 

c 

Man überzeugt sich nun leicht, dass f B ,t±n l" (x) dx , wenn I-' 

b 
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in's Unendlicbe Wtichst, was auch n sei, unendlich klein wird; denn 
dieser Ausdruck ist gleich einem Aggregat der Integrale 

c c 

J'cos (f' + n)(x - a) l" (x) dx,j' sin (f' + n)(x - a) l"(x) dx 
b b 

und wenn fL + nunendlich gross wird, so werden diese Integrale, 
wenn aber nicht, weil dann nunendlich gross wird, ihre Coefficienten 
in diesem Ausdrucke unendlich klein. 

Zum Beweise unseres Satzes genügt es daher offenbar, wenn von 
der Summe 

~ /A-2 
LJ (/A- - n)2 n 2 

über alle ganzen Werthe von n ausgedehnt, welche den Bedingungen 
n < - Cf, c" < n < f' - c''', f' + clV < n genügen, für irgend welche 
positive Werthe der Grössen c gezeigt wird, dass sie, wenn f' unend
lich gross wird, endlich bleibt. Denn abgesehen von den Gliedern, für 
welche - c' < 11. < eil, f' - Cf" < n < f' + cIV, welche offenbar un
endlich klein werden und von endlicher Anzahl sind, bleibt die Reihe ~ 
offenbar kleiner als diese Summe, multiplicirt mit dem grössten Wertbe 

c 

VO]! J'B1<±n l"(x) dx, welcher unendlich klein wird. 
b , 

Nun ist aber, wenn die Grössen c> 1 sind, die Summe 
1 

~ /A- 2 , 1 ~ /A-
LJ (/A- - n)~ n 2 = ~ LJ -( l-_-~-'-l )--;;2'--(-~-~ )"'2 ' 

III den obigen Grenzen, kleiner als 

1 j" d x 
~ (1 - X)2 X 2 , 

ausgedehnt von 
. c' - 1 CU - 1. c'" - 1 clV - 1 . 

- 00 bIS - -- -- bIS 1 - --- 1 + --- bIS 00' 
/A- ' /A- /A-' /A- ' 

denn zerlegt man das ganze Intervall von - 00 bis + 00 von Null 

anfangend in Intervalle von der Grösse ..!.., und ersetzt man überall die 
/A-

Function unter dem Integralzeichen durch den kleinsten Werth in jedem 
Intervall, so erhält man, da diese Function zwischen den Integrations
grenzen nirgends ein Maximum hat, sämmtliche Glieder der Reihe. 

Führt man die Integration aus, so erhält man 

~ j'X2(:~X)2 = ~( - ~ + 1 ~X + 210g x - 210g(1- x-) ) + const. 
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und folglich zwischen den obigen Grenzen einen Werth, der mit "" 
nicht unendlich gross wird. 

9. 
Mit HÜlfe diese~ Siitze lässt sich über die Darstellbarkeit ewer 

F.unction durch eine trigonometrische Reihe, deren Glieder für jeden 
Argumentwerth zuletzt unendlich klein werden, Folgendes feststellen: 

I. Wenn eine nach dem Intervall 2:n: periodisch sich wieder
holende Function fex) durch eine trigonometrische Reihe, deren Glieder 
für jeden Werth von x zuletzt unendlich klein werden, darstellbar sein 
soll, so muss es eine stetige Function F(x) geben, von welcher fex) 
so abhängt, dass 

F~+a+m-F~+a-~-F~-a+m+F~-a-m 
4aß 

wenn a und ß unendlich klein werden und dabei ihr Verhältniss end
lich bleibt, gegen fex) convergirt. 

Es muss ferner 
c 

"""" jF(X) COSfL(X - a) A (x) clx, 
b 

wenn A (x) und ).' (x) an den Grenzen des Integrals = 0 und zwischen 
denselben immer stetig sind, und ).." (x) nicht unendlich viele Maxima 
und Minima hat, mit wachsendem "" zuletzt unendlich klein werden. 

H. Wenn umgekehrt diese beiden Bedingungen erfüllt sind, so 
giebt es eine trig~mometrische Reihe, in welcher die Ooefficienten zu
letzt unendlich klein werden, und welche überall, wo sie convergirt, 
die Function darstellt. 

Denn bestimmt man die Grössen 0', Ao so, dass 

Fex) - O'x - Ao x
2
x 

eine nach dem Intervall 2:n: periodisch wiederkeln·ende Function ist 
und entwickelt diese nach Fourier's Methode in die trigonometrische 
Reihe 

O Al A 2 AB - - ----- .. . 
1 4 9 ' 

indem man 
a . 

2
1
rcj' (F(t) - O't- Ao ~) clt = 0 
-a 

Ir 

~ .r(F(t)-O't- 110 ~)co n(x-t)dt=- :~ 
-a 
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setzt, so muss (n. V.) 
n 

An = - n F(t) - C t - -.110 "2 cos n (x - t dt nnf( I tt) ) 
-n 

mit wachsendem n zuletzt unendlich klein werden; woraus nach Satz 1 
des vorigen Art. folgt, da s die Reihe 

Ao + Al + A2 + ... 
überall, wo sie convergirt, gegen fex) convergirt.(1) 

III. Es sei b < x < c, und "Ct) eine solche Function, dass " Ct) 
und ,,'(t) für t = bund t·= c den Werth ° haben und zwischen diesen 
Werthen stetig sich ändern, ,," (t) nicht unendlich viele Maxima und 
Minima hat, und dass ferner für t = x " Ct) = 1, ,,'(t) = 0, ,," Ct) = 0, 
,,'" Cl) und (> n' Ct) aber endlich und stetig sind j so wird der Unterschied 
zwischen der Reihe 

und dem Integral 
. 2n + 1 ( t) sm 2 x -

dd -----,~---,--
c • (x - t) 

1 f Bm-2-
2n F(t) ----,,-dt="--- ,,(t)dt 

b 

mit wachsendem n zuletzt unendlich klein. Die Reihe 

Ao + Al + A2 + ... 
wird daher convergiren oder nicht convergiren je nachdem 

. 2n + 1 ( t) sm 2 x -
dd -------;---

c • X - t 

2~ f F(t) ___ S_1:~-t"7"2 =2~ __ (>(t) dt 
b 

sich mit wachsendem n zuletzt einer festen Grenze nähert oder dies 
nicht stattfindet. 

In der That wird 
n 

Al + ~ + ... An = ~ f (F(t) -:- C' t - .110 t:) ~ - nn cos n Cx - t) at, 
-n ~n 

oder, da 

~ ( ~ d2 cosn(x - t) 
2~ -nncosn x -t)=2~ dt 2 

1,n 1, n 

ist, 

. 2n + 1 ( t ) sm x -
dd 2 

. x - t 
SIn--

2 
dt2 



durch eine trigonometrische Reihe . 

. 2'/1. + 1 (x _ t) sm 2 
dd ----------~--

tr . x-t 

= 2 ~ J' ( F Ct) - C' t -- A o ~t) ___ sm---'d'""t-2~_2-_-__ di. 
-tr 

Nun wird aber nach Satz 3 des vorigen Art. 

. 2'/1. + 1 ( t ) sm 2 x -
dd ----------:---

tr · . x -t 

f( ) 
sm--

2
1
7& F(t) -- C' t - Ao t; --------=d-=t 2-

2
-- Ä (t) dt 

-tr 
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bei unendlichem Zunehmen von n unendlich klein, wenn let) nebst 
ihrem ersten Differentialquotienten stetig ist, ln (t) nicht unendlich viele 
Maxima und Minima hat, und fitr t = x let) = 0, Ä'(t) = 0, l"(t) = 0, 
lm (t) und Ä

n" Ct) aber endlich und stetig sind.(2) 
Setzt man hierin l et) ausserhalb der Grenzen b, c gleich 1 und 

zwischen diesen Grenzen = 1 - (J (t), was offenbar verstattet ist, so 
folgt, dass die Differenz zwischen der Reihe Al + ... + A n und dem 
Integral 

. 2n + 1 ( t ) sm x -
dd 2 

c . X - t 

L f(F(t) -C't--Ao ~t) 8~~ (J (t) dt 
b 

mit wachsendem n zuletzt unendlich klein wird. Man überzeugt sich 
aber leicht durch partielle Integration, dass 

sin 2n + 1 (x _ t) 
dd 2 

c • x - t 

2~f(C't + Ao t2t) Sl:~ ~(t) dt 
b 

wenn nunendlich gross wird, gegen Ao convergn:t, wodurch man 
obigen Satz erhält. 

10. 

Aus dieser Untersuchung hat sich also ergeben, dass, wenn die 
Coefficienten der Reihe ,Q, zuletzt unendlich klein werde\!, dann die 
Convergenz der Reihe für einen bestilnmten Werth von x nU!· abhängt 
von dem Verhalten der Function f ex) in unmittelbarer Nähe dieses 
Werthes. 

Üb nun die Coefficienten der Reihe zuletzt unendlich klein werden, 
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wird 1U vielen Fällen nicht aus ihrem' Ausdrucke durch bestimmte 
Integrale, sondern auf anderm Wege entschieden werden müssen. Es 
verdient indess ein Fall hervorgehoben zu werden, wo sich dies un
mittelbar aus der Natur der Function entscheiden lässt, wenn nämlich 
die Function fex) durchgehends endlich bleibt und eine Integration 
zulässt. 

In diesem Falle muss, . wenn man das ganze Intervall von - 1t 

bis 1t der Rßihe nach in Stücke von der Grösse 

d'1I d'2' d'3' ... 
zerlegt, und durch D1 die grösste Schwankung der Function im ersten, 
durch D2 im zweiten, u. s. w. bezeichnet, 

d'l D1 + d'2 D2 + d'sDs + ... 
unendlich klein werden, so bald sämmtliche 0 unendlich hlein werden. 

12' 

Zerlegt man aber das Integral .[f(X) sinn (x - a)dx, in welcher 
-12' 

Form von dem Factor ~ abgesehen die Ooefficienten der Reihe ent-
7t 

a+21t 

halten sind, oder was dasselbe ist, j f ex) sinn (x - a) clx von x = a 
a 

anfangend in Integrale vom Umfange 2n , so liefert jedes derselben zur n 

Su~me einen Beitrag kleiner als !' multiplicirt mit der grössten 

Schwankung in seinem Intervall, und ihre Summe ist also kleiner als 

eine Grösse, welche n. V. mit ~ unendlich klein werden muss. 
n 

In der That: diese Integrale haben die Form 

a+ . +1 21t 

" 
jf(X) sinn(x - a)clx. 

a+..!..21l' 
" • Der Sinus wird in der ersten Hälfte positiv, in der zweiten negativ. 

Bezeichnet man also den grössten Werth von fex) in dem Intervall 
des Integrals durch M, den kleinsten durch rn, so ist einleuchtend, 
dass man das Integral vel'c~]'össert, wenn man in der ersten Hälfte 
fex) durch M, in der zweiten durch rn ersetzt, dass man aber das 
Integral verkleinert, wenn man in der ersten Hälfte fex) durch rn und 
in der zweiten durch M ersetzt. J tU ersteren Falle aboo: erhält man 

den Werth ~ (M - m), im khtel'en ~ (m - M). Es ist daher dies 
n n 
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Integral abgesehen vom Zeichen kleiner als ~ (M - m) und das 
n 

Integral 
a+21t 

.f f ex) sin n (x - a) dx 
a 

kleiner a.ls 
2 2 2 n (111) - ?n1) + n (JJ12 - 111 2) + n (M3 - 1n:J) + .. " 

wenn man durch M. den grössten, durch 'In. den kleinsten Werth von 
fex) im sten Intervall bezeichnet; diese Summe aber muss, wenn fex) 
einer Integration fähig ist, unendlich klein werden, sobald nunendlich 

gross und ' also der Umfang der Intervalle ~ unendlich klein wird. 
n 

In dem vorausgesetzten Falle werden daher die Ooefficiellten der 
Reihe unendlich klein. 

11. 

Es l)leibt nun noch der Fall zu untersuchen, wo die Glieder der 
Reihe .Q für den Argumentwerth x zuletzt unendlich klein werden, 
ohne dass dies für jeden Argumentwerth stattfindet. Dieser Fall lässt 
:;:ich auf den vorigen zurückführen. 

Wenn man nämlich in den Reihen fitr den Argumentwerth x + t . 
und x - t die Glieder gleichen Ranges addirt, so erh~ilt man die Reihe 

2 Ao + 2 Al cos t + 2 A2 cos 2 t + ... , 
in welcher die Glieder für jeden Werth von t zuletzt unendlich klein 
werden und auf welche also die vorige Untersuchung angewandt wer
den kann. 

Bezeichnet man zu diesem Ende den Werth der unendlichen Reihe 

0+ O'x + A xx + A !.! -.Li cost -.A" cos2t _ A cos3t _ .. , 
°2 . 0 2 11 "4 4 9 

durch G(t), so 

F(x + t) und 
Folgendes: 

dass F (x + t) + F(x - t) überall wo die Reihen fUr 
2 ' 

F(x - t) convergiren, = GCt) ist, so ergiebt sich 

I. Wenn die Glieder der Reihe .Q für den Argumentwerth x zu-
letzt unendlich klein werden, so muss 

c 

1-'1-' f GCt) cos I-' Ct - (1,) l et) dt, 
b 

wenn leine Fun.ction wie oben - Art. 9 
RT1!MANN' . gesammelte mathematische Werke. I . 

hezeichnet, mit wachsen-
16 
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dem p, zuletzt unendlich klein werden. Der Werth dieses Integrals 
setzt sich zusammen aus den beiden Bestandtheilen 

c c 

p,p, f F (x 2+ t ) cos p, (t- a) let) dt und p,p, fF (X 2- t ) cos p, (t - a)J..(t)clt, 
b b 

wofern diese Ausdrücke einen Werth haben. Das Unendlichkleinwerden 
desselben wird daher bewirkt durch das Verhalten der Function F a.n 
zwei symmetrisch zu beiden Seiten von x gelegenen Stellen. Es ist 
aber zu bemerken, dass hier Stellen vorkommen müssen, wo jeder Be
standtheil für sich nicht unendlich klein wird; denn sonst würden die 
Glieder der Reihe für jeden Argumentwerth zuletzt unendlich klein 
werden. Es müssen also dann die Beiträge der symmetrisch zu beiden 
Seiten von x gelegenen Stellen einander aufheben, so dass ihre Summe 
für ein unendliches p, unendlich klein wird. Hieraus folgt, dass die 
Reihe .Q nur für solche Werthe der. Grösse x convergiren kann, zu 
welchen die Stellen, wo nicht 

c 

f'P, f F (x) cos p, (x - a) l ex) dx 
b 

für ein unendliches p, unendlich klein wird, symmetrisch liegen. Offenbar 
kann daher nur dann, wenn die Anzahl dieser Stellen unendlich gross 
ist, die trigonometrische Reihe mit nicht in's Unendliche abnehmenden 
Coefficienten für eine unendliche Anzahl von Al'gumentwerthen con
vergrren. 

Umgekehrt ist 
. 11 

A n = - nn ! f (G(t) - A o t;) cosntdt 
o 

und wird al 0 mit wachsendem n zuletzt unendlich klein, wenn 
c 

/L/L f G(t) cos /L (t - a) J.. (t) dt 
b 

für em unendliches /L immer unendlich klein wird. 

H. Wenn die Glieder der Reihe .Q für den Argumentwerth x 
zuletzt unendlich klein werden, so hängt es nur von dem Gange der 
Function G(t) für ein unendlich kleines t ab, ob die Reihe convergirt 
oder nicht, und zwar wird der Unterschied zwischen 

A o + Al + ... + A n 

und dem Integrale 
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. 2n + 1 
Slll --2 - t 

b cl cl . t 

~ J G(t) -~cl"",,",S:"'2 _2_ (> (t) dt 
o 
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mit wachsendem n zuletzt unendlich klein, wenn b eine zwischen 0 
und 11: enthaltene noch so kleine Constante und (> (t) eine solche Function 
bezeichnet, dass (> (t) und (>' (t) immer stetig und für t = b gleich Null 
sind, (>" (t) nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, und für 
t = 0, (> (t) = 1, (>' (t) = 0., (>" (t) = 0, (>"' (t) lind (>"" (t) aber endlich 
und stetig sind. 

12. 

Die Bedingungen fitr die Darstellbarkeit einer Function durch 
eine trigonometrische Reibe können freilich noch "etwas beschriinkt 
und dadurch unsere Untersuchungen ohne besondere Voraussetzungen 
über die Natur der Function noch etwas weite!' geführt werden. So 
z. B. kann in dem zuletzt erhaltenen Satze die Bedingung, dass 
(>" (0) = 0 SeI, weggelassen werden, wenn man in dem Integrale 

. 2n + 1 t 
Sln ---

d d 2 
b • t 

1 f 8111 2 
-;: G (t) -----,cZ'""'t 2--(> (t) cl t 

o 

G(t) durch G(t) - G(O) ersetzt. Es wird aber dadurch nichts Wesent
liches gewonnen. 

Indem wir uns daher zur Betrachtung besonderer Fälle wenden, 
wollen wir zunächst der Untersuchung filr eine Function, welche nicht 
unendlich viele Maxima und Minima hat, diejenige Ver voll tändigung 
zu geben suchen, deren sie nach den Arbeiten Dirichlet's noch 
mhig ist. 

Es ist oben bemerkt, dass eine solche Function allenthalben in
tegrirt werden kann, wo sie nicht unendlich wird, und es i toffenbar, 
dass dies nur für eine endliche Anzahl von Al'gumentwerthen eintreten 
kann. Auch lässt der Beweis Dirichlet's , dass in dem Integralaus
drucke für das n te Glied der Reibe und rul' die Summe ihrer n ersten 
Glieder der Beitrag aller Strecken mit Au nahme derer, wo die Function 
unendlich wird, und der dem Argumentwerth der Reibe unendlich nahe 
liegenden mit wachsendem n zuletzt unendlich klein wird, und dass 

16* 
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j
~+b sin 2n : 1 (x _ t) 

f(t) sin ~ cU, 
x 2 

wenn 0 < b < n und f(t) zwischen den Grenzen des Integrals nicht 
unendlich wird, für ein unendliches n gegen on fex + 0) convergirt, in 
der That nichts zu wünschen übrig, wenn man die unnöthige Voraus
setzung, dass die Function stetig sei, weglässt. Es bleibt also nur noch 
zu untersuchen, in welchen Fällen in diesen Integralausdrücken der 
Beitrag der Stellen, wo ° die Function unendlich wird, mit wachsendem 
n zuletzt unendlich klein wird. Diese Untersuchung ist noch nicht 
erledigt; sondern es ist nur gelegentlich von Dirichlet gezeigt, dass 
dies stattfindet unter der Voraussetzung, dass die darzustellende Function 
eine Integration zulässt, was nicht nothwendig ist. 

Wir haben oben gesehen, dass, wenn die Glieder der Reihe .Q für 
jeden Werth von X zuletzt unendlich klein werden, die Function F (x), 
deren zweiter Differentialquotient fex) ist, endlich und stetig sein muss, 
und dass 

F (x + a) - 2F(x) + F(x - a) 
a 

mit a stets unendlich klein wird. Wenn nun F' (x + t) - F (x - t) 
nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, so muss es, wenn t 
Null wird, gegen einen festen Grenzwerth L convergiren oder unend
lich gross werden, und es ist offenbar, dass 

a 

~ f (F' (x + t) - F' (x - t») dt = F(x + a) - 2~(X) + F(~ - a) 

o 

dann ebenfalls gegen L oder gegen 00 convergiren muss und daher 
nUl' unendlich klein werden kann, wenn F (x + t) - F' (x - t) gegen 
Null convergirt. Es muss daher, wenn fex) für x = a unendlich gross 
wird, doch immer fCa + t) + {(a - t) bis an t = 0 integrirt werden 
können. Dies reicht hin, damit 

a-l C cr + J) dx (f(x) cos n Cx - a») 
ö ,,+, 

mit abnehmendem E convergire und mit wachsendem n unendlich klein 
werde. Weil ferner die Function F (x) endlich und tetig ist, so muss 
F' (x) bis an x = a eine Integration zulassen und (x - a) F' (x) mit 
(x - a) unendlich klein werden, wenn diese Function nicht unendlich 
viele Maxima und Minima hat; woraus folgt, dass 

d(x -da; F' (x) = (a: - a) f ex) + F' (x) 
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und also auch (x - a) fex) bis an x = a integrirt werden kann. Es 
kann daher auch ff(x) sinn (x - a)dx bis an x = a integrirt wel'den, 
und damit die Ooefficienten der Reihe zuletzt unendlich klein werden, 
ist offenbar nur noch nöthig, dass 

c 

J ·f (X) sinn (x - a) dx, wo b< a < c, 
b 

mit wachsendem n zuletzt unendlich klein werde. Setzt man 

fex) (x - a) = !p (X), 

so ist, wenn diese Function nicht unendlich viele Maxima und Minima 
. hat, für ein unendliches n 

c c 

• (f(x) sin n (x - a)dx .Ixcp (x)a sin n(x - a) dx = cp(a + 0) t cp(a - 0), 

b b 

WIe Dirichlet gezeigt hat. Es muss daher 

!p(a + t) + cp (a - t) =f(a + t) t - f(a- t)t 

mit t unendlich klein werden, ' und da 

f (a + t) + f(a - t) 

bis an t = 0 integrirt werden kann und folglich auch 

f(a + t) t + f(a - t) t 

mit t unendlich klein wird, so muss sowohl f(a + t) t, als f(a - t) t 
mit abnehmendem t zuletzt unendlich klein werden. Von Functionen, 
welche unendlich viele Maxima und Minima haben, abgesehen, ist es 
also zur Darstellbarkeit der Function fex) durch eine trigonometrische 
Reihe mit in's Unendliche abnehmenden Ooefficienten hinreichend und 
nothwendig, dass, wenn sie für x = a unen.dlich wird, f(a + t) t lmd 
f( a - t) t mit t unendlich klein werden und f( a + t) + f ( a - t) bis 
an t = 0 integrirt werden kann. • 

Durch eine trigonometrische Reihe, deren Coefficienten nicht zuletzt 
unendlich klein werden, kann eine Function fex), welche nicht unend
lich viele Maxima und Minima hat, da 

c 

p,p, J F (x) cos p, (x - a) A (x) dx 
b 

nur für eine endliche Anzahl von Stellen für ein unendliches p, nicht 
unendlich klein wird, auch nur für eine endliche Anzahl von Argument
werthen dargestellt werde~ wobei es unnöthig ist länger zu verweilen. 
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13. 

Was die Functionen betrifft, welche unendlich viele Maxima und 
Minima haben, so ist es wohl nicht überflüssig zu bemerken, dass eine 
Function fex), welche unendlich viele Maxima und Minima hat, einer 
Integration durchgehends fahig sl'lin kann, ohne durch die Fourier'sche 
Reihe darstellbar zu sein. Dies findet z. B. Statt, wenn l (x) zwischen 
o und 2n gleich 

d (xv cos ~) 
d x ' und 0 < v < t 

2,. 

ist. Denn es wird in dem Integral f fex) cos n (x - a) dx mit wach-
o 

sendern n der Beitrag derjenigen Stelle, wo x nahe = -V: ist, all

gemein zu reden zuletzt unendlich gross, so dass das Verhältniss dieses 
Integrals zu 

1-2v 

t sin (2 Y1i--na + :) ynn-4.-
gegen 1 convergirt, wie man auf dem gleich anzugebenden Wege finden 
wird. Um dabei das Beispiel zu verallgemeinern, wodurch das Wesen 
der Sache mehr hervortritt, setze man 

f f(x)dx = cp(x) cos 'I/J (x) 

lmd nehme an, dass cp (x) für ein unendlich kleines x unendlich klein 
und 1/I (:c) unendlich gross werde, übrigens aber diese Functionen nebst 
ihren Differentialquotienten stetig seien und nicht unendlich viele 
Iaxima lmd MiniJna haben. Es wird dann 

fex) = cp' (x) cos 'I/J (x) - cp (x) 1/1' Cx) sin 1/1 (x) 
und 

J'f (,J;) cos n (x - a) clx 

gleich der Summe de]' vier Integrale 

·!f cp' (x) cos (1/1 (x) + n (x - a)) dx, 

'- tf cp (x) 'I/J'(x) sin('I/J(x) + ~(x - a))dx. 

Man betrachte nun, 1/I(x) positiv genommen, das Glied 

- tJ cp (x) 'I/J'(x) in ('I/J(x) + n(x - a))dx 
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und untersuche in diesem Integrale di~ SteUe, wo' die Zeichen wechsel 
des Sinus sich am langsamsten folgen. Setzt man 

",,(x) + n(x - a) = y, 
dy 

so geschieht dies, wo da; = ° ist, und also, 

tJI'(a)+n=O 
gesetzt, für x = a. Man untersuche also das Verhalten des Integrals 

a+, 
- tf cp(x) tJI'(x) sinydx 

für den Fall, dass E für ein unendliches n unendlich klein wird, und 
fühl·e hiezu y als Variable ein. Setzt man 

tJI(a) + n(a - a) = ß, 
so wird fUr ein hinreichend kleines E 

ß + "() (a; - a)2 + y= "" a 2 ••. 

und zwar ist ",," (a) positiv, da ",,(x) fUr ein unendlich kleines x positiv 
unendlich wird i es wird ferner . 

:~ = tJI" (a) (x - a) = + V2tJ1"(a) (y - ß) , 

je nachdem x - a ~ 0, und 
a+, 

- t j' cp(x) tJI' (x) sin y dx 
a-. 

fJ fJ+1fJ"(a)~ 

= t(J' -f ) (sinY ---.!!JL) cp(a)~'(a) yy - {J Y21/1 Ca) 

fJ+1fJ" (a)~ fJ 

1fJ"(a)~ 

= _ j' sin (y + ß) d~ cp(a)~' (a) • 
YY Y21/1 (a) 

o 

Lässt man also mit wachsendem n die <Grösse E so abnehmen, dass 
tJI" (a) EE unendlich gross wird, so wird, falls 

[
<Xl sin(y + ß) ,~, 

• rY 
o 

welches bekanntlich gleich ist sin (ß + :) -vn, nicht Null ist, von 

Grössen niederer Ordnung abgesehen 
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a- i 

Es wird daher, wenn diese Grösse nicht uuendlich klein wird, 'das Ver
hältniss von 

2", 

!f(x) cosn (x - a)dx 
o 

zu dieser Grösse, da dessen übrige Bestandtheile unendlich klein wer
den, bei unendlichem Zunehmen von n gegen 1 convergiren. 

Nimmt man an, dass cp (x) und 1/1' (x) für ein unendlich kleines x 
mit Potenzen von x von gleicher Ordnung sind und zwar cp (x) mit XV 

und 1/J' ex) mit a;-I'-t, so dass v> 0 lmd ~ > 0 sein muss, so wird 
für ein unendliches n 

cp (a) VJ' (Ci ) 

V2 VJ" (a) 

'V- f:.. 
von gleicher Ordnung mit (X 2 und daher nicht unendlich klein, wenn 
~ > 2v. Ueberhaupt aber wird, wenn x 1/l'(x) oder, was damit iden-

tisch ist, wenn IVJ (x) fiu· ein unendlich kleines x unendlich gross ist, og x 
sich cp (x) immer so annehmen lassen, dass für ein unendlich kleines x 
cp (x) unendlich klein, 

VJ' (x ) 
cp (x) J!21P" (x) 

cp (x) cp (x) 

1 / _ 2 ~ _ 1_ V':"' 2 lim - 1-
V dX1f!' (x) x VJ' (;x) 

aber unendlich gross wird, und folglich j'f(x) dx bis an x = 0 er-

sb·eckt werden kann, während 
2", f f ex) cosn(x - a) dx 

o 

für ein unendliches n nicht unendlich klein wird. Wie man sieht, 

heben sich in dem Integrale f fex) dx bei unendlichem Abnehmen von 
.. 

x die Zuwachse des Integrals, obwohl ihr Verhältniss zu den Aen
derungen von x sehr rasch wächst, wegen des raschen Zeichen wechsels 
der Fllnction fex) einander auf; durch das Hinzutreten des Factors 
cos n (x - a) aber wird hier bewirkt, dass diese Zuwachse sich summiren. 

Ebenso wohl aber, wie hienach für eine Function trotz der durch
gängigen Möglichkeit der Integration die Fourier sche Reihe nicht 
convergiren und selbst ihr Glied zuletzt unendlich gross werden kann, 
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- ebenso wohl können trotz der durchgängigen Unmöglichkeit der 
Integration von fex) zwischen je zwei noch so nahen Werthen un
endlich viele Werthe von x liegen, für welche die Reihe .Q. convergirt. 

Ein Beispiel liefert, (n x) in der Bedeutung, wie oben (Al·t. 6.) 
genommen, die durch die Reihe 

~ (1~) 
1, 00 

gegebene Function, welche für jeden rationalen Werth von x vorhanden 
ist und sich durch die trigonometrische Reihe 

nI 9 _ (_ 1)9 
"" sin 2nx:n: ..::;.; nn ' 
1, 00 

wo für e alle Theiler von 1'6 zu setzen sind, darstellen lässt, welche 
aber in keinem noch so kleinen Grössenintervall zwischen endlichen 
Grenzen enthalten ist und folglich nirgends eine Integration zulässt. 

Ein anderes Beispiel erhält man, wenn man in den Reihen 

:2 Cn cos nnx , :2 Cn sin nnx 
0, 00 1,00 

für co, Cl1 C2, ••• positive Grössen setzt, welche immer abnehmen und 
• 

zuletzt unendlich klein werden, während ~ c. mit nunendlich gross 
1,n 

wird. Denn wenn das Verhältniss von x zu 2:n: rational und in den 
kleinsten Zahlen ausgedrückt, ein Bruch mit dem Nenner 1n ist, so 
werden offenbar diese Reihen convergiren oder in's Unendliche wachsen, 
je nachdem 

:2 cos nnx , :2 sin nnx 
O,m- l O,m-l 

gleich Null oder nicht gleich Null sind. Beide Fälle aber treten nach 
einem bekannten Theoreme der Kreistheilung*) zwischen je zwei noch 
so engen Grenzen für unendlich viele Werthe von x ein. 

In einem eben so grossen Umfange kann die Reihe .Q. auch con
vergiren, ohne dass der Werth der Reihe 

dAn 

0'+..4. x - ~ d x ° ..::;.; n n ' 

welche man durch Integration jedes Gliedes aus .Q. erhält, durch em 
noch so kleines Grössenintervall integrirt werden könnte. 

W enn man z. B. den Ausdruck 

*) Disquis. ar. pag. 636 art. 356. (Gaus s's Werke Bd. I. pag. 442.) 
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~ ~ (1 _ n") 10<1 ( - log (1 - qn)) 
.::;.; n3 ':L 0 qn , 
1, 00 

wo die Logal·it.hmen so zu nehmen sind, dass sie für q = 0 ver
schwinden, nach steigenden Potenzen von q entwickelt und darin 
q = & ' setzt, so bildet der imaginäre Theil eine t.rigonometrische Reihe, 
welche zweimal nach x differentiirt in jedem Grössenintervall unend
lich oft convergirt, während ihr erster Differentialquotient unendlich 
oft unendlich wird. 

In demselben Umfange, d. h. zwischen je zwei noch so nahen 
Argumentwerthen unendlich oft, kann die trigonometrische Reihe auch 
selbst dann convergiren, wenn ihre Cocfficienten nicht zuletzt unend
lich klein werden. Ein einfaches Beispiel einer solchen Reihe bildet 
die unendliche Reihe ~ sin (n! xn), wo n!, wie gebräuchlich, 

1, 00 

= 1 . 2 . 3 . . . n, 

welche nicht bloss für jeden rationalen Werth von x convergirt, indem 
sie sich in eine endliche verwandelt, sondern auch für eine nnendliche 
Anzahl !on irrationalen, von denen die einfachsten sind sin 1, cos 1 

1 
2 e- -
t: lmd tIeren Vielfache, ungerade Vielfache 'von e, T ' u. s. w. (S) 
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