
XI. 

U eber das Verschwinden der Theta-Functionen. 

(Aus Borchardt's Journal für reine und angewandte Mathematik, Bd. 1865.) 

Die zweite Abtheilung meiner im 54. Bande des mathematischen 
Journals erschienenen Theorie der Abel'schen Functionen enthält den 
~eweis eines Satzes über das Verschwinden der {}--Functionen, welchen 
ich sogleich wieder anführen werde, indem ich dabei die in jener Ab
handlung angewandten Bezeichnungen als dem Leser bekannt voraus-
etze. Alles in der Abha:ndlung noch Folgende enthält kurze Andeu

tungen über die Anwendung dieses Satzes, welcher bei unserer Methode, 
die sich auf die Bestimmung der Functionen durch ihre Unstetigkeiten 
und ihr Unendlichwerden stützt,. wie man leicht sieht, die Grundlage 
der Theorie der Abel'schen Functionen bilden muss. Bei dem Satze 
selbst und des en Bewei . ist jedoch der Umstand nicht gehörig be
rücksichtigt worden, dass die .{}-Function durch die ubstitution der 
Integrale algebraischer Functionen Einer Veränderlichen identisch, 
u. h. für jeden Werth dieser Veränderlichen, verschwinden kann. 
Diesem Mangel abzuhelfen ist die folgende kleine Abhandlung bestimmt. 

Bei der Darstellung der Untersuchungen über .{}-Functionen mit 
einer unbestimmten Anzahl von Variablen macht sich das Bedürfnis ' 
einer abkürzenden Bezeichnung einer Reihe, wie 

Vl1 V2, .•• , v". 

geltend, so bald der Au druck von v. durch v complicirt ist. Man 
könnte dieses Zeichen ganz analog den ummen- und Productenzeichen 
bilden; eine solche Bezeichlmg würde aber zu viel Raum wegnehmen 
und innerhalb der Functionszeichen unbequem für den Druck sein; ich 
ziehe e' daher vor 

zu bezeichnen, al 'o 

{}- (t,! , Vt , .•. , vjJ ) durch .{} G (Vl'))' 
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1. 

Wenn man in der Function -l7 (VI' Vg, ••• , vp ) für die p Veränder
lichen V die pIntegrale tt 1 - eIl 1.t2 - e2, ••• , 1Ip - ep algebraischer 
wie die Fläche T verzweigter Functionen von z substitui.rt, so erhält 
man eine Function von z, welche in der ganzen Fläche T ausser den 
Linien b sich stetig ändert, beim U ebertritt von der negativen anf die 

positive Seite der Linie bv aber den Factor e- u" + - u" - + 2~" erlangt. 
Wie im §. 22 bewiesen worden ist, wird diese Function, wenn sie 
nicht für alle Werthe von z verschwindet, nur für p Punkte der Fläche 
T unendlich klein von der ersten Ordnung. Diese Punlde wurden 
durch '1/11 '1/2' .•. , '1/1' bezeichnet, und der Werth der Function 1t. im 
Punkte '1/" durch a,,(P). Es ergab sich dann nach den 2p Modul
systemen der -l7-Function die Congruenz 

11 p 11 

(1.) (ell eg, ... , e1' ) = (~ a7') + K l , ~ a~') + K 2, ••• , ~1 a~') + K l ,) , 

1 1 1 

worin die Grössen K von den bis dahin noch willkürlichen additiven 
Constanten in den Functionen tt abhingen, aber von den Grössen e 
und den Punkten '1/ unabhängig waren. 

Fuhrt man die dort" angegebene Rechnung aus, so findet sich 
/,=p 

(2.) 2K" = L: :i j (u,,+ + u,,-) du.· - cvni - ~ c~ a".v. 

In diesem Ausdrucke ist das Integral f (1.t.+ + 1.l v-) du.· positiv durch 
bv' auszudehnen, und in der Summe sind für v' alle Zahlen von 1 bis 
p ausser '1' zu setzen; Cl' = + 1, je nachdem das Ende von l" auf der 
positiven oder negativen Seite von a. liegt, und c'" = + 1, je nach
dem dasselbe auf der positiven oder negativen Seite von b. liegt. Die 
Bestimmung der Vorzeichen ist übrigens nur nöthig, wenn die Grössen 
c nach den in §. 22 gegebenen Gleichungen aus den Unstetigkeiten 
von 10g.ß' völlig bestimmt werden sollen; die obige Congruenz (1.) 
bleibt richtig, welche Vorzeichen man wählen mag. 

Wir behalten zunächst die dort gemachte vereinfachende V Ql'aus-
etzung bei, dass die additiven Constanten in den Functionen tt so 

bestimmt werden, dass die Grössen K sämmtlich gleich Null sind. Um 
die so gewonnenen Resultate schliesslich von dieser beschränkenden 
V orau setzung zu befreien, hat man offenbar nur nöthig, überall in den 
.ß'-Ftmctionen zu den Argumenten - K I , - K 2 , ••• , - K p hinzuzufügen. 

Wenn also die Function .ß' ('Ul - Ct, 'U2 - eg, ... , 'Up - ep ) für die 
1) Punkte "11' '1/2' ..• , '1/1' verschwindet und nicht identisch für jeden Wertli 
von . z verschwindet, so ist 
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p p p 

(eu ~, ... , el , ) - (~ aYI ) , ~ a~I), •.. , ~ a~I) ). 
1 1 1 

Die er atz gilt für ganz beliebige Werthe der Grös 'en e, lmd 
wir haben hieraus, indem wir den Ptmkt (s, z) mit dem Punkte 1/ 1) 
zn ammenfallen liessen, geschlo sen, das 

p -l p -l p -l 

.fT (-~ af) , - ~ a~I ), ..• , - ~ Cf.~1 1» ) = 0, 
1 1 1 

oder da die .fT-Function gerade ist, 
p -l p-l 

<>. (~~(II) ~ ~(II ) 
'U .L.; .... 1 '.L.J .... 2 ' ... , 

1 1 

welches auch die Punkte 1/11 '1'/2, ••• , 1/p-l seien. 

2. 

Der Beweis dieses atzes bedarf jedoch emer Vervollstämligung 
wegen des Um tandes, da s die Function 

.fT (ul - eu U 2 - ~, •• '] Up - ep ) 

identi ch ver chwinden kann (was in der That bei jedem System von 
gleich verzweigten algebraischen Functionen für gewisse Werthe der 
Grö sen e eintritt). 

Wegen die es Um tandes muss man sich begnügen, zunächst · zu 
zeigen] da s der Satz richtig bleibt, während die Punkte 1/ unabhängig 
von einander innerhalb endlicher Grenzen ihl'e Lage ändern. Hieraus 
folgt dann die allgemeine Richtigkeit des atzes nach dem Principe, 
da seine Function einer complexen Grös e nicht innerhalb eine' end
lichen Gebiets gleich Null sein kann, ohne überall gleich Null zu sein. 

Wenn z gegeben ist, 0 können die Grössen eu C2, ••• ] ep immer 
o gewählt werden, da s 

.fT (u! - ~, 'U2 - e2 ] •• '] 11p - ep ) 

nicht ver chwindet· denn sonst müsste die Function .fT (VI> v2 , ••• , 'vJ') 

für j edwede Werthe der Grös en V verschwinden, und folglich müs ten 

in ihrer Entwicklung nach ganzen Potenzen von e
2

\ e2 V~] ••• , e
2Vp 

ämmtliche Coefficienten O'leich Null e~ wa nicht der Fall i t. Die 
Grössen e können ich dann von einander unabhiingig innerhalb end
licher Grössengebiete iindern] ohne das die Function 

.fT (u l - el] U2 - ~ , ••• , ttp - ep) 

für diesen Werth von z ver chwindet. Oder mit anderen Worten: 
man kann immer ein Grö engebiet E von 2 p Dimensionen angeben, 
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innerhalb dessen sich das ystem der Grössen c bewegen kann, ohne 
dass die Function 

-&(U1 - eu ~12 - c~, ... , 11p - .cp ) 

für diese:n Werth von z verschwindet. Sie wird also nur für pLagen 
von (s, z) unendlich klein von der ersten Ordnung, und bezeichnet man 
diese Punkte durch '1/17 '1/2' ... , '1/p, so ist 

(1.) (eI' c2 , • •• , ep)==(2 aCf), 2 a'r), . . . ,:2 a~'») ' 
1 1 1 

Jeder Bestimungsweise des Systems der Grössen c innerhalb E oder 
jedem Punkte von E entspl'icht dann eine Bestimmungsweise der 
Punkte 'YJ, deren Gesammtheit ein dem Grössengebiete E entsprechen
des Grössengebiet H bildet. In Folge der Gleichung (1.) ent pricht 
jedem Punkte von H aber auch nur ein Punkt von E; hätte also H 
nur 2p - 1, oder weniger Dimensionen, so wllrde E nicht 21) Dimen
sionen haben können. Es hat folglich H 2p Dimensionen. Die Schlüsse, 
auf welche sich lillser Satz stützt, bleiben daher anwendbar für be
liebige Lagen der Punkte '1/ innerhalb endlicher Gebiete, und die 
Gleichung 

gilt frir beliebige Lagen der Punkte '1/u 'YJ2' ••. , 'Y/p-l iJmerhalb end
licher Gebiete und folglich allgemein. 

3. 

Hieraus folgt, da s sich das Grössensystem C el) (3.1' •• • , Cl'). immer 
und nur auf eine Wei e congruent einem Ausdrucke von der Form 

(r (~ a~'») ) setzen lä~st, wenn -& (~ Cu. - e,,)) nicht für jeden 

"\Verth von z verschwindet; denn lies sen sich die Punkte '111 Ylt, .,., 'Y/p 
auf mehr al ' eine Weise so bestimmen, dass der Congruenz 

(~ (e.) ) == G (~ a~') ) ) 

genügt wäre, so würde nach dem eben bewiesenen atze die l! unction 

(
p : ) 

-& ~ (11,. - c,.) fm' mem' al p Punkte verschwinden, ohne identisch 

gleich Null zu sein, wa unmöglich ist. 
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Wenn .f} G Cu.. - e,,)) identisch vel'schwindet, muss . man, um 

G ce.)) in die obige Form zu setzen, 

(
p C (1) (1) )) 

.f} ~ tt. + (x" - U. - e., 

betrachten, und wenn diese Function identisch für jeden Werth z, ~11 $1 

verschwindet, die Function 

.f} (! (~i,. + 27 (x~') - ~ tt~') - e,)). 
1 1 1 

Wir nehmen an, dass 

(

1) '" ",-1 

.f} V (~ a~P+2-II ) - 2} u<:-/·) -
1 1 1 

(1.) identisch verschwindet, 

.f} (! (2 (X~P+2-1<) - 2 U"!-II) 

1 1 . 1 

aber nicht identisch verschwindet. 

Diese letztere Function verschwindet dann, als Function von ~p+l be
trachtet, für Cp-l, cp_2, .: ., Cp-m, ausserdem also noch für p - rn 

Punkte, und bezeichnet man diese mit "111 "12' ... , "1P-III; so ist 

(~ (- 2 .(x~) + e.)) - (! (2 (x~') )) 

1 1)-".+1 1 1 

und die e Punkte "11' "12' •.. , "1p-m können nur aqf eine Weise '0 

bestimmt werden, dass diese Congruenz erfüllt wird, weil sonst die 
Function für mehr als 1) Punkte verschwinden würde. Dieselbe Function 
verschwindet, als Function von Zp-l betrachtet, ausser für 

1}p+1, "1p, ... , "1P-J1.+J 

noch für jJ - lIL - 1, Punkte und bezeichnet man die e durch 

so i t 

(! (-~ u~·) - e.)) = (~(}7\,~.) )), 
1 jJ_'" 1 1 

und die Punkte clI C2' ... , Cp-,Jt- l sind durch diese Congruenz völlig 
he timmt. 
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Unter {ler gemachten Voraussetzung (1.) können also, um den 
Congruenzen 

(2.) 

und 

(3.) 

zu genügen, rn von den Punkten 7J und m - 1 von den Punkten E 

beliebig gewählt werden, dadurch aber sind die übrigen bestimmt. 
Offenbar gelten diese Sätze auch umgekehrt, d. h. die Function ver
schwindet, wenn eine dieser Bedingungen erfüllt ist. Wenn also die 
Congruenz (2.) auf mehr als eine Weise lösbar ist, so ist auch die 
Congruenz (3.) lösbar, und wenn von den Punkten 'I'J 1n, aber nicht 
mehr, beliebig gewählt werden können, so können von den Punkten E 

m - 1 beliebig gewählt werden und dadurch sind die übrigen bestimmt, 
und umgekehrt. 

A.uf ganz ähnlichem Wege ergiebt ich, dass, wenn 

4} (i (t.,,)) = 0 

ist, die Congruenzen 

(4.) 

(5.) 

immer lösbar sind; und zwar können sowohl von den Punkten 'YJ als 
von den Punkten E m beliebig gewählt werden, und es ind dadurch 
die übrigen 11 - 1 - 1n bestimmt, wenn 

4} (; (2 u~·) -
1 1 

identisch gleich Null ist, 

.a-(! (2 u~) 
1 1 

aber nicht identisch gleich Null ist, wobei der Fall ?n = 0 nicht aus
geschlos en ist. Die er atz lä st ich auch umkehren. Wenn also 
von den Punkten 1] m und nicht mehr beliebig gewählt werden könnell. 
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so ist die Vorau etzung desselben erfüllt; und es können folglich auch 
yon den Plmkten E m und nicht mehr beliebig gewählt werden. 

4. 

(1.) 

1 

Bezeichnen wn: die Derivirte von 

.j}- (vll v2 , • • ., vp ) 

n~ch v. mit .j}-~" die zweite Derivirte nach v. und vI' mit 
.j}-~.f' u. s. f., 

so sind, wenn 

.j}- (~ (t&?) - a~l) + ",,)) 
idelltisch fUr jeden y.,' erth von Zl und ~1 verschwindet, siimmtliche 

Functiollen .j}-' (t (1',.)) gleich Null. In der 'l'hat geht die Gleichung 

.j}- (~(n~.I) - a,(l) + 1',)) = 0, 

wenn SI und 'z1 unendlich wenig von 01 und ~1 verschieden sind, über 
in die Gleichung 

~ .j}-;. (~(1" ' )) da~) = 0. 

Nehmen wIr an, dass 

sei, 0 verwandelt sich 
d~J In 

oF(a, , ~, ) 

aal 

d CPf' (s, z) dz 
Ult=~-

as 
die e Gleichung nach Wegla sung des Facton; 

lind da zwi ehen den Functionen cp keine lineare Gleichung mit con
stanten Coefficienten tattfindet, so folgt hieraus, das ämmtliche 

p 
erste DeriviIien von .j}- (vll v2 , ••• , vp ) für 11 (v. = 1',,) verschwinden 

1 
mü en. 

Um den umgekehrten atz zu beweisen, nehmen wn' an, dass 
p p 
v (v,. = r,.) und 11 (v" = t.) zweI Werth ysteme seien, fül' welche die 
1 1 
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p 
Function .{} verschwindet, ohne Tür 'IJ (v" = H(l) 

1 " 
JJ 
'IJ (v" = U~I) 
1 
Ausdruck 

a;~) + t.) identisch zu verschwinden, und bilden den 

(2.) 

.{} (~(1t~1) -

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von zl1 so ergiebt 
sich, dass er eine algebraische Function von ZI und zwar eine rationale 
Function von SI und ZI ist, da Nenner und Zähler in T" stetig sind 
und an den Querschnitten dieselben Factoren erlangen. Für Zl = ~1 

und SI = u1 werden Nenner und Zähler unendlich klein von der zweiten 
Ordnung, so dass die Function endlich bleibt; die übrigen Werthe aber, 
für welche Nenner oder Zähler verschwinden, sind, wie oben bewiesen, 
durch die Werthe der Grössen ,. und der Grössen t völlig bestimmt, 
also von ~1 ganz unabhängig. Da nun eine algebraische Function 
durch die Werthe, für welche sie Null und unendlich wird, bis auf 
einen constanten Factor bestimmt ist, so ist der Ausdruck gleich einer 
rationalen von ~1 unabhängigen Function von SI und zlJ X (SlI $1)' 

multiplicirt in eine Constante, d. h . eine von Zl unabhängige GrÖsse. 
Da der Ausdruck symmetrisch in Bezug auf die Grössensysteme (SlI Zl) 

und (ull ~l) ist, so ist diese Constante gleich X (u11 ~1)' multiplicirt in 
eine auch von ~l unabhängige Grösse Ä. Setzt man nun 

VA x(s, z) = ~(s, z), 

so erhält man für uns ern Ausdruck (2.) den Werth 

~J ~~,~~~,~ 
wo ~ (s, z) eine rationale Function von S und Z ist. 

Um diese zu bestimmen, hat man nur nöthig ~1 = zJ und u1 = SI 

werden zu lassen; es ergiebt sich dann 

~.{}~ (ih )) dtt~) 

~ .{}~ (~ (t.)) d1t~) 
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oder 1ilach Ausziehung der Quadratwurzel und Weghebung des Factors 

OF (SI. 2'I) 
SI 

(4.) 
(! (SlI Zl) = + () 

.-~.fT~ ; (t,,) CPI' (SlI Zl) 
f ' 1 

Man hat daher aus (3.) und. (4.) die Gleichung 

(5.) 

.fT (~ (1,~1) _ a~l) + ?'~)) .fT (~ (a;l) _ U;I) + ?'~)) 

.fT (~ (1t~I) - a:l) + t.)) .fT (~ (a;l ) - tt~~) + t.)) 
~ .fT~ (; (t.y ) ) cp,. (SI' ZI) ~ .fT~, (; (r ~)) CPI' (01) ~1) 

I'- 1 I ' 1 

= ~ .fT~. (; (tl')) cp/, (SI' Zl) .~ --.fT~-, (--=-; -et-.)-=-) -cP-1' (-0
1
-' ~-l) 

~ I' 1 I' 1 
Aus dieser Gleichung folgt, dass 

.fT(~(U:l) - a~l) + r~)) 
für jeden W erth von Zl und ~1 gleich Null sein muss, wenn die ersten 

• p 
Derivirten der Function .fT (VII V21 •• • , Vp ) für v (Vv = 1'1' ) ämmtlicb ver-

scbwinden. 
1 

5. 
Wenn 

(1.) 

m. m 
identisch, d. h. für jedwede Werthe von ft (01" ~I') und ft (SI" SI')' ver-

1 1 
schwindet, so findet man auf dem oben angegebenen Wege zunäcbst, 
indem man ~111 = zm, 0", = Sm werden lässt, dass die ersten Derivirten 
der Function 

p m-l rn-I 

.fT (VII V2 , ••• , vp ) für v (v. = 2) a':) - ,2} ttl,!') + ",.) 
1 1 1 
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sämmtlich verschwinden, dann, indem man ~m-l - Z"'-l, UII,-l -"- Sm-l 

unendlich klein werden lässt, dass für 

p ( m-2 m-2 ) 
V v" = ~ a<;.') - ~ U~I;') + 1'" 

1 11 

auch die zweiten Derivirten sämmtlich verschwinden; und offenbar ('1'

giebt sich allgemein, dass die Derivirten n tel' Ordnung ämmtlich ver
schwinden für 

p ( m-n m-n ) 
V v" = ~ a~") - ~u~') + r" , 
1 1 1 

welche W erthe auch die Grössen z und die Grössen ~ haben mögen. 
Es folgt hieraus, dass unter der gegenwärtigen Voraussetzung (1.) 

p 
für ']I (vv = 1',,) die ersten bis m ten Derivirten der Function 

1 

-3' (VII v2J "', vp) 

sämmtlich gleich Null sind. 
Um zu zeigen; dass dieser atz auch umgekehrt gilt, bewei en 

wir zunächst, dass wenn 

identisch verschwindet und die Grössen -3' (m) (~ (1''')) sämmtlich gleich 

Null sind, auch 

-3' (~ C~ a~) - ~ t,~t) + 1''')) 
1 1 1 

identisch verschwinden muss und verallgemeinern 7.U diesem Zwecke 
die Gleichung §. 4, (5.). 

Wir nehmen an, dass 

-3' (~ (~U~) 2~) + rl')) 
identisch verschwinde, 

-3' (~ (~U;U) 
1 1 

aber nicht identisch ver chwinde, behalten in Bezug auf die Grössen t 
die frühere Voraussetzung bei und betrachten den Ausdruck 
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In diesem Ausdrucke sind unter den Productzeichen sowohl für (I, als 
für (!' sämmtliche Werthe von 1 bis ?n zu setzen, im Zähler aber die 
Fiille, wo (! = (!' würde, wegzulassen. 

Betrachten wir diesen Ausdruck als Function von PlI' so ergiebt 
sieb, dass er an den Querschnitten den Factor 1 erlangt und folglich 
eine algebraische Function von PlI ist. Für PlI = ~ und -SI = 0ll wer
den Nenner und Zähler unendlich klein von der zweiten Ordnung, der 
Bruch bleibt also endlich; die übrigen Werthe aber, für welche Zähler 

?n 

'und Nenner verschwinden, sind durch die Grössen I-" (sI-" Pl,,), die Grössen 
'! 

l ' lmd die Grössen t, wie oben (§. 3.) bewiesen, völlig bestimmt, unu 
folglich von den Grössen ~ ganz unabhängig. Da der Ausdruck nun 
eine symmetrische Function von den Grössen z ist, so gilt dasselbe 
fUr jedes beliebige zl-': er ist eine algebraische Function von ZM und 
die Werthe dieser Grösse, für welche er unendlich gross oder unend
lich klein wird, sind von den Grössen ~ unabhängig. Er ist daber 
gleich einer von den Grössen ~ unabhängigen algebraischen Function 
der Grös en z, X (ZI' 1Z2 , ••• , z",), multiplicirt in einen von den Grössen z 
unabhängigen Factor. Da er aber ungeändert bleibt, wenn man die 
Grö sen Z mit den Grös en ~ vertauscht, so ist dieser Factor gleich 
X (~u ~, ... , ~111)' multiplicirt mit einer von den Gl'össen Z und den 
Grös en ~ unabhängigen Constanten A; und wir können daher, wenn 

wir -V A X (ZlI Z2 ' ••• , Z," ) = 1/J (zu Z2' ..• , Zm) setzen, un erm Au
drucke (2.) die Form 

(3.) 1/J (ZlI Zi ' .. . , Zm) 1/J (~l> ~2' •.• , ~",) 

geben, wo 1/J (ZlI Z2 ' •.. , z"') eine algebraische von den Grössen ~ unab
hiingige Function der Grössen Z ist, welche in Folge ihrer Verzwei-

?n 
gungsart sich rational in fL (SI-'; zl-') au drücken lassen mu s. Lässt 

1 

man nun die Punkte '1J mit den Punkten E zu ammenfallen, so da 
die Grö en ~" - zl-' und die Grössen 0" - s" siimmtlich unend-
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lich klein werden, so ergiebt sich, wenn man die Derivirten von 
-& (VII Vt , .•. , v p) wie oben (§. 4, (1.)) bezeichnet, 

( 
~)'" -&(m) (J (r 0) dU~l) du;.: ... au~:l) p (P )4 
~ V1 )'V2 ,···,Vn, 1 "i 1 _ n 

(4.) 1/1 (ZII Z·'I . .. 1 7.".) = + () , - - p = m " = p P 
l1 ~ -&;. (J h) d1L~') 
!, =1 ,,=1 1 

wo die Summationen im Zähler sich auf v 1 , v 2 , ••• , V m beziehen. Es 
ist kaum nöthig zu bemerken, dass die Wahl des Vorzeichens gleich-
gültig ist, da sie auf den Werth von 1/1 (zn Z2 ' .•. , zm) 1/1 (~11 ~2' ... , ~m) 
keinen Einfluss hat, und dass statt der Grössen du~/), du~/), ... , du':) 
auch, im Zähler und Nenner gleichzeitig, die ihnen proportionalen 
Grössen P1 (S!,? z!'), P2(S!'I z!/), ... , Pp (s!" z!.) eingeführt werden 
können. 

Aus der in (2.), (3.) und (4.) enthaltenen Gleichung, welche für 
den Fall bewiesen ist, dass 

(P C- 1 ".-1 

+ 1.")) -& v L: ~t;U) ~a~') 
1 1 1 

gleich Null und 

(J ( m 
m 

+ t.,.) ) -& v L: u;U) L:a~U) 
1 1 1 

von Null verllchieden ist, folgt, dass 

(J ( m m 
+ 1.")) {) V L:u~/) - L:~~/) 

1 1 1 

nicht von Null verschieden sein kann, wenn die Functionen ,&(m{~ (1.1') ) 

sämmtlich gleich Null sind. 

W"'"' .1'0 di, Fun,tion", ~'"+» (~ (r.)) sämmtli,h gl,i,h Null 

sind, so folgt aus der Gjiltigkeit der Gleichung 

=0 

für n = m ihre Gültigkeit für n = m + 1. Gilt daher die Gleichung 

. (P) für n = 0, oder ist -& ~ (1·,,) = 0, und verschwinden die ersten bis 

Rn:,u",,'s gesammelte mathematische Werke. I. 14 
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m ten Derivirlen der Function -tt (~ (vv )) für ~ (v" = ,ov) sämmtlich, die 

('In + 1)ten aber nicht sämmtlich, so gilt die Gleichung auch für alle 
grösseren Werlhe von n bis n = 'In, aber nicht für n = 1n + 1; denn 

aus -& (~ ~ u~) - 2 a~) + r,,)) = ° würde, wie wir vorher 
1 1 1 

schon gefunden hatten, folge~, dass die ~rössen -&(m+l) (~ (tOv )) sämmt

lich verschwinden müssten. 

6. 

Fassen wir das eben Bewiesene mit dem Früheren zusammen, so 
erhalten wir folgendes Resultat: 

Ist -&(rv r2, .. 0' rp ) =0, so lassen sich (P-1) Pun1.'ie 1Ju1Ji' 0 0 0' 1Jp-I 

so bestimmen, dass 

(rp '02 , 000' rp ) - (2aY'l, 2a~')' 00 0' 2a~') ); 
1 1 1 

und umgekeluto 
Wenn ausser der Function -& (VI' V2, 0 0 0' vp ) auch ihre ersten bis 

m ten Derivirlen für VI = rll V2 = 1
0
2 , 0 0 0' vp = 11> sämmtlich gleich 

Null, die (m + 1) ten aber nicht sämmtlich gleich Nun sind, so können 
m von diesen Punkten 1J, ohne dass die Grössen r sich ändern, beliebig 
gewählt werden und dadurch sind die übrigen p - 1 - 'In völlig 
bestimmto 

Und umgekehrt: 
Wenn m und nicht mehr von den Punkten 1J, ohne dass sich die 

Grössen r ändern, beliebig gewählt werden können, so sind ausser der 
Function -& (vlI V 2 , 0 0 0' vp ) auch ihre ersten bis 'In ten Derivirten für 
VI = 1011 V2 = '02 , • 0 _, Vp = rp sämmtlich gleich Null, ~ie ('In + l )ten 
aber nicht sämmtlich gleich Nullo 

Die vollständige Untersuchung aller besonderen Fälle, welche bei 
dem Verschwinden einer -& -Function eintreten können, war weniger 
nöthig wegen der besondern Systeme von gleichverzweigten algebraischen 
Functionen, für welche diese Fälle eintreten, als vielmehr de shalb, 
weil ohne diese Untersuchung Lücken in dem Beweise der Sätze ent-
tehen würden, welche auf unsern atz über' das Verschwinden einer 

-&-Function gegründet werdeno 
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